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2 H. HAUSER

Introduction

L’objet de cet article est d’indiquer de fagon aussi précise que possible une construction
algorithmique de la déformation semi-universelle d’une singularité isolée.

Soit X, une variété analytique complexe. On sait d’aprés un théoréme de Grauert (Inv.
Math., vol. 15, 1972) que le germe (X,, 0) admet une déformation semi-universelle s’il
est a singularité isolée a l'origine. Si de plus (X, 0) est de type singulier fini, la
construction d’un déploiement semi-universel d’un germe d’application analytique f définis-
sant X, comme sa fibre f~'(0) [Théoréme de Mather (Pub. L.H.E.S., n° 37, 1969)], et
I’existence d’un platificateur local d’un morphisme entre variétés analytiques (HIRONAKA,
LejEUNE et TEISSIER, Astér., n° 7/8, 1973) s’amalgament dans une construction de la
déformation semi-universelle du germe (X, 0) (TEISSIER, Proc. Real and Complex Singulari-
ties, Oslo, 1976; GaLLIGO, Ann. Inst. Fourier, t. XXIX, 1979).

Mais la plupart des singularités isolées refuse d’étre de type singulier fini. Dans le cas
général, a part un certain nombre d’exemples calculés a la main, aucune procédure
algorithmique de construction ne semble étre connue.

Dans ce travail on s’est proposé¢ d’aplanir cet inconvénient en généralisant la dite
construction au cas de toute singularité isolée, et de développer un algorithme détaillé de
la construction.

Initié par une idée de B. Teissier (loc. cit., p. 635), on va considérer des déploiements
a une infinité¢ de paramétres du germe f définissant (X, 0), et poursuivre la construction
dans la catégorie des variétés analytiques banachiques introduite par A. Douady. Une
extension du théoréme du platificateur d’'un morphisme au cas banachique permettra de
récupérer a partir d’'un déploiement semi-universel banachique du germe fla déformation
semi-universelle banachique h de (X,, 0). On prouvera que, si X, est a singularité isolée
a lorigine, celle-ci est en effet un morphisme entre variétés de dimension finie. Ainsi la
théorie des variétés analytiques banachiques ne sert que comme intermédiaire.

Voici une illustration du chemin parcouru :

déploiement
semi-universel
Fde f _—\
application f platificateur local
avec Xo=f"1(0) . (S, 0) d’'un morphisme
N
. " ’ ] N l ! déformation
. snfgularlte —. I | | | l l‘»--» semi-universelle
isolée (X, 0) I i.J' Ll h de (X, 0)

L’outil essentiel de la construction sera la division de séries convergentes dans la version
généralisée de Grauert, Hironaka et Galligo. On indiquera des conditions suffisantes pour
qu’elle admette un algorithme fini.
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DEFORMATIONS SEMI-UNIVERSELLES 3

Le premier chapitre introduit et caractérise la notion de morphisme plat entre variétés
analytiques banachiques. On prouve I'existence d’un platificateur local banachique et on
en donne une description explicite.

Le deuxiéme chapitre rappelle les notions de déploiement et de déformation et les
étend au cas d’une infinité de parameétres. On établira 'existence et la construction d’une
« famille semi-universelle » de déploiements banachiques pour tout germe d’application
analytique entre espaces affines de dimension finie. Appliquant le théoréme du platifica-
teur on en déduira une construction d’une « famille semi-universelle » de déformations
banachiques pour tout germe de variété analytique de dimension finie (X, 0). Finalement
on montrera que, si (X,, 0) est a singularité isolée a I’origine, cette famille contient une
déformation de (X,, 0) qui est semi-universelle et de dimension finie. Elle sera de plus
équivariante par rapport a une C*-action si (X,, 0) admet une C*-action.

Le troisiéme chapitre tire du précédent un algorithme de construction qui sera illustré
par le calcul de quelques exemples simples.

Dans un appendice on a accueilli les outils et techniques utilisés dans les trois premiers
chapitres. On y trouve un court apergu de la théorie des variétés analytiques banachiques,
le théoréme de division et des critéres de constructibilité.

Le point de départ de ce texte était le travail sur une Thése de Troisitme Cycle a
I'Université Paris-Sud, Orsay, en 1979-1980. Elle a été dirigée par B. Teissier et
A. Douady. C’est a eux qu’elle doit sa naissance. Je les remercie de tout cceur pour
I’attention, I’aide et la stimulation qu’ils m’ont apportées.

Ma reconnaissance va également 2 R. O. Buchweitz pour des nombreuses discussions,
et a I’équipe du Centre de Mathématiques a I’Ecole Polytechnique pour son accueil
chaleureux.

Avertissement

Le texte est composé de deux parties :

— une partie principale (Chap. I, II, III) développant les résultats nouveaux et 1’algo-
rithme de construction;

— un appendice (A .0, I, II) fournissant des résultats sur les variétés banachiques et
le théoréme de division.

Pour exhiber les connections internes du texte on s’est parfois permis de joindre aux
résultats I’endroit ou ils seront utilisés dans la suite (ex. : ¢f. la dém. du th. 2, A.I1.4:
comparer la démonstration du théoréme 2 du deuxiéme chapitre de I’appendice,
paragraphe 4).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



4 H. HAUSER

Le lecteur désirant gagner un apercu rapide sur le contenu de cet article devrait
procéder selon le plan suivant de lecture :

ch. IL. 5
. Pl l
ch. 1.3 ch. IL 6

A L2 g !
o ch. IIL. 1

!
ch. IIL 2

ch. 1I. 4

I. — Morphismes plats

Dans les deux premiéres sections, X et S désignent deux variétés analytiques banachi-
ques complexes (déf. 2, A.1. 1) munies d’un morphisme h de X dans S a fibres X,=h"! (s)
de dimension finie. On suppose que le morphisme h est installe [déf. 8(d), A.1.2] au
moven d'un diagramme commutatif

Xc__j__.SxU

W

ou U est un ouvert de L", pr la projection sur le premier facteur et j un plongement de
X dans Sx U [c¢f. la prop. 1(b), A.1.2]. Nous identifions X a la sous-variété j(X) de
S x U et écrivons alors x=(s, u)e XS x U. Le faisceau structural Oy sur X devient ainsi
un faisceau quotient de Og, y. A partir du n° 2 on supposera que X est une sous-variété
de définition finie de S x U [déf. 8(c), A.1.2].

1. LA NOTION DE MORPHISMES PLATS BANACHIQUES.

DEFINITION 1. — Soient x=(s, u) un point de X et s=h(x) son image dans S par le
morphisme h: X — S.

Une résolution finie libre de I'anneau local Oy , de X en x sur Og,y, , €st une suite
exacte Lx de Og,y, ,-modules libres de type fini

Dy, D, Do
Li: 0008ny ,— ... 208y, .~ Ok 0.

Toute résolution finie libre Ly de Oy , induit un complexe Ly« (s) de fibres sur seS :

D,, () Dy (s) Dy (s)

Le(s): 0O, — ... — O, —> O, 0,

4¢ SERIE — TOME 18 — 1985 — N° 1



DEFORMATIONS SEMI-UNIVERSELLES 5

identifiant L;(s)=0O%;, <y, a Of ..

DErFINITION 2. — On dit qu'un morphisme installé & de X dans S est plat en un point
x=(s, u) de X ¢’il existe une résolution finie libre L« de O , sur Og,y, .

Dy, D; Do
O0-L,—»...2L;—>0 ,.—0,

qui induit une suite exacte de fibres Ly (s)

D,, (s) D, (s) Dy (s)
0-L,(s)— ... — Lo(s) —> O, —0.

Remarques. — (a) La définition généralise la notion de morphismes plats en dimension
finie : en effet, si S et donc X sont des variétés de dimension finie, les anneaux

Oxs,x=0x,x®osxu,xou,u et Ox, x®os,sC,

sont isomorphes, ce qui implique I’équivalence des définitions.
(b) La définition ne dépend pas de la résolution choisie : si h est plat en xeX, toute
autre résolution libre finie L’ de Oy , sur Og,y , induit une suite exacte de fibres.

(c) On note que la définition néglige une partie importante de la structure banachique
de X en x ne considérant que son anneau local Oy , des fonctions analytiques complexes
sur X (cf. 'exemple de A.1.1). Cependant, si le germe (X, x) est de définition finie dans
(SxU, x) — c'est le cas qui nous intéresse — (X, x) est enticrement déterminé par
'anneau local Oy ,=Os .y, ./l en tant que sous-variété de (S x U, x), i. e., a isomorphisme
de pairs de variétés prés.

(d) La platitude d’un morphisme est une propriété ouverte : si un morphisme h est
plat en un point x de X il I’est en tout point d’un voisinage ouvert V de x dans X.

ProrosiTION 1. — La notion de platitude est stable par changement de base : si le
morphisme h de X dans S est plat en x=(s, u)eX et si v est un morphisme d’une variété
analytique banachique T dans S le morphisme induit h" du diagramme

XxT — X
l v ln
T — S
est plat en y=(x, t)e X x T pour tout te T d"image s dans S.
Démonstration. — Soit Ly une résolution libre finie de Oy , sur Og,y, ,. Elle induit de
maniére naturelle un complexe
Li= L*®0s XU, x Orx U, ¢, ur

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



6 H. HAUSER

La suite des fibres L% (s) coincide avec L« (s) et est donc exacte. Ceci entraine en vertu
de la proposition 6, A.1.4, que le complexe L est exact, i. e., une résolution libre finie
de Oy xgr,, SUr Or,y, ).

2. CARACTERISATION DES MORPHISMES PLATS. — Nous supposons maintenant que X est
une sous-variété de définition finie de S x U, c’est-a-dire, la fibre F~!(0) d’un morphisme
F de Sx U dans un espace affine C?. Pour raisons de simplicité, toute situation locale
sera seulement considérée comme étant a I'origine des espaces de Banach ambiants. Le
morphisme h: X — S est la restriction a X de la projection sur le premier facteur de
SxU sur S; sa fibre h~!(0) s’identifie a la fibre f~!(0) de la restriction f de F a
{0} xU. On note I (resp. 1) I'idéal de Og,y, o (resp. Oy, ) engendré par les composantes
F,, ..., F,de F (resp. fi, ..., f, de f). Suivant les notations des théorémes de division,
th. 1, A.II.2, et th. 2, A.II. 4, on fixe une fois pour toutes un complémentaire A(I) de
I dans Og,y, o d’'image A(I,) dans Oy  :

I+A(I)=Osyvy, 0

IO@A(IO) =OU, 0

Voici la caractérisation des morphismes plats :

THEOREME 1 [cf. la partie (B) de la dém. du th. 2, chap. I.3]. — On a équivalence entre
les conditions suivantes :

(A) Le morphisme h de X dans S est plat a I'origine de X.

(A,) Pour toute sous-variété T de S de dimension finie, la restriction hy : X1 > T de h
sur T est plat a I'origine de X=X x4T.

(B) Toute relation reOf; , entre fy, ..., f, se reléve a une relation R €O,y o entre
Fy, ..., F, dont 'image par Papplication O,y o — Of o est r.

(C) La projection canonique Ogy o = Ogxy, o/I induit un isomorphisme de Og ,-modules
m: A(I) > Ogxy, of/L.

(D) Désignant par mg - Ogyy, o idéal de Og.y, o des germes de fonctions s’annulant sur
({0} xU, 0), on a légalité

I-(mg* Ogy, 0) =1 mms'OSxU, 0

Remarque. — Les seules implications non triviales sont celles qui déduisent (A) et (C)
des autres conditions. L’anneau Og ,, n’étant plus noethérien, les démonstrations usuelles
de ces implications ne s’appliquent plus (¢f. Hironaka, p. 249 et 262). Ceci exige le recours
a certains résultats de la théorie des variétés analytiques banachiques (c¢f. la prop. 6,
A.1.4).

4¢ SERIE — TOME 18 — 1985 — N° 1



DEFORMATIONS SEMI-UNIVERSELLES 7

Démonstration. — Nous suivrons le schéma

(A) = (B)
{ ft (©)
(Ag) = (D) <

(A)=(B). — II existe une résolution finie libre L« de Oy o sur Og,y, o telle que

’homomorphisme D, de L; =0§, y o dans Ly=Og,y, o est défini par (Fy, ..., F,). Les
suites horizontales du diagramme

D,
L, L, >~ L,

| | |

dy d
L;(0) — L, (0) — Lo (0)

Dy

sont exactes d’aprés (A); on a les égalités :

Kerd, =Imd,=(ImD,) (0) =(Ker D,) (0).

Le module Ker D, des relations entre F,, ..., F, s’envoie donc surjectivement sur le
module Kerd, des relations entre f, .. ., f,, d’ou (B).
(B) = (A). — Le Oy, g-module Ox =0y, o/I, admet une résolution finie lx sur Oy ,

puisqu’il est un module de type fini sur un anneau régulier noethérien. On peut supposer
que ’homomorphisme d, de I, dans [, est donné par le vecteur (f}, ..., f,) ou ;=O0f ,

avec po=1et p, =p.

La construction d’une résolution finie libre L de Oy o sur Ogyy o Vérifiant Ly (0) =1«
se fait par récurrence : soient L;=08iy o et D; 'homomorphisme de L, dans L, défini
par le vecteur (Fy, ..., F,). Nous supposons construits des homomorphismes D; de L;

dans L;_, pour j=0, ..., i induisant un diagramme commutatif a des suites exactes
Di+1 D; do
L‘-+l e o e Llo — i—1 =P e c—p Lo — Ox‘o —— 0

dit1 do
l.‘+1 — I,‘ — li—l —_— e —p IO — Oxo'o — 0
Les Oy o-modules (KerD;)(0) et Kerd;=Imd;,, coincident pour i=1 d’aprés (B), et
pour i=2 en vertu de la proposition 6, A .1.4. Ceci permet de définir un homomorphisme
D;,, de L;,, dans L, en relevant des générateurs de Kerd,=Imd,,, a Ker D; de maniére

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



8 H. HAUSER

telle que Im D, ; = KerD; et telle que le diagramme suivant commute :

Dj+1

Li,, — L;

| |

dit1
livt l;

La suite L, , D'—H+Li i L;_, est exacte selon la proposition 6, A.1.4, ce qui établit le
passage de i a i+ 1. Par récurrence, la résolution cherchée Lx de Oy 4 sur Og,y, o €Xiste,
d’ou (A).

(B)=(C). — Soit r=(r, ..., r9), r'e Ol o, un systéme de générateurs du module des

relations entre f;, . . ., f,. Selon (B) il existe une famille de relations R=(R!, ..., R9),
Ri€O&,y, o, entre Fi, .. .. F et un diagramme commutatif
R F
Ofuy,0— Ofxu,0— Osxu,o0
r J
Ofo— Ofo — ™ Ouo
Posons Ny=Ker f=Im+= O ¢t N ImR Kot O . On considére le dia-

gramme commutatif
0 ~ A(N)

F

> OSXU,O=I+A(I)

| | |

0 — A(Ng) —L— 0y, 0=1, ® A(Iy)

ou les complémentaires A(N) et A(Ny) de N et N, respectivement sont définis comme
dans A.II.1 et A.II.4. En vertu du théoréme de division (th. 1, A.II.2) on a
No®@A(Ng)=0%, o, d’ou 'exactitude de la suite en bas. D’autre part, la proposition 2,
A.II.1, permet d’appliquer la remarque aprés la démonstration de la proposition 6,
A . 1.4. 1l résulte alors de la partie (a) de cette proposition que la suite en haut est exacte,
et de la partie (b) que

ImF+A(I)=I+A(T)=0g,y o
est en effet une décomposition en somme directe, d’ou la bijectivité de I'application
n: A(I) > Og.y, o/l

(C)= (D). — Il est clair que I (mg* Ogxy, o) SI N Mg  Ogyy,o. Soit donc G-F,
Ge Ok, y, o, un élément de I N mg- Og,y, o. Il appartient & I+ (mg- Og,y o) si et seulement
si, désignant par g I'image de G dans Of, ,, I’élément g F y appartient. On divise g- F
par F,, ..., F,:

p

g.F=ZQi'Fi+H’

4¢ SERIE — TOME 18 — 1985 — N° 1



DEFORMATIONS SEMI-UNIVERSELLES 9

avec Q;€Og,y, o €t He A(I). Il résulte de 'hypothése sur G- F que g- Femg- Og, . o-
D’autre part, le reste de la division H est nul car A(I) N\ I=0 d’aprés (C). Par conséquent
on a en vertu de la proposition 5(a), A.1I1.4,

g F= ZQi-FieI'(m)’

ce qui établit (D).

(D)= (B). — Si reOf , est une relation entre f}, ..., f,, 'élément r- F appartient a
INmg Og.y, o et donc a I (mg- Og,y o) d’aprés (D). L'écrivant r-F=) Q;'F; avec
Q;emg Ogxy o le vecteur r—Q de OZ,y, o reléve r a une relation entre Fy, ..., F
d’ou (B).

Comme l'implication (A) =(A,) résulte de la proposition 1, chap. I.1, ne reste qu’a
prouver :

P’

(Ao) = (D). — Soit T une sous-variété¢ de dimension finie de S et posons O o=Os o/ar.
On réapplique la démonstration de (A) => (D) au morphisme plat h; : X — T et trouve

INmg Ogyy, o=1"(ms* Ogxy,0) (moday).

Alors, si T varie, I'intersection (M) a; s’annule, d’ou
T

INmg Ogyy,o=1"(ms Osuy,0) €t (D).

3. LE PLATIFICATEUR LOCAL D’'UN MORPHISME. — Nous considérons maintenant des ger-
mes de morphismes installés h : (X,0) - (Z, 0). Notre objet consiste a construire une
sous-variété maximale (S, 0) de (Z, 0) telle que la restriction hg de h au-dessus de (S, 0),
hg : (X5, 0) = (S, 0), soit un morphisme plat a 'origine. En dimension finie, I’existence
d’un tel platificateur local (S, 0) a été prouvée par Hironaka-Lejeune-Teissier. Le théoréme
suivant étend leur résultat au cas banachique :

THEOREME 2 (cf. la not. 3 et la dém. du th. 4, chap. I1.5). — Soit h: (X, 0) - (Z, 0) le
germe d’un morphisme installé au moven d’un diagramme commutatif

(X, 0 —~L » (ZxU, 0)

NI

(Z, 0)

ou le plongement j identifie (X, 0) a une sous-variété de définition finie de (Z x U, 0).

(a) Il existe une famille & =((S,, 0)3m,)> m€N, de germes de sous-variétés de (Z, 0),
(S, 0)=(S,,+ 15 0), qui satisfait a la propriété universelle suivante :

Pour tout changement de base v:(T,0)—(Z,0) le morphisme induit
h*: (Xx,T, 0) > (T, 0) est plat a lorigine si et seulement si v se factorise par (S,, 0)
pour meN assez grand. On dit qu'une telle famille & est un platificateur local du
morphisme h.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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() Si L =((Sp> Omzmg) e L =((Srs Oz my) sont deux telles familles de sous-variétés,
il existe pour tout m =m des entiers k et m’ et un diagramme commutatif de plongements

(Sm’ 0) — (Sm+k’ 0)
S 0)

(¢) Il existe un algorithme de construction d’'un morphisme
B: (ZxU, 0) > (C4 0),
tel que, notant
b, (Z,0) > (Oy,o(m)? 0), mzm,
les morphismes induits par B (cf. 1a prop. 4, A.1.3), la famille

S =((Sm Nmzm) = (b * (0), 0)pnz o),

de sous-variétés de (Z, 0) forme un platificateur local du morphisme h.

Remarque 1. — En général, il n’existe pas un entier m, >m, tel que tout changement
de base v : (T, 0) - (Z, 0) induisant un morphisme plat h* : (X x ; T, 0) - (T, 0) se facto-
rise par (S,, 0) pour tout m=m, [cf. la partie (B) de la démonstration du théoréme et
I'exemple de A.1.3].

Remarque 2. — Tous les germes (S,,, 0)=(b,,* (0), 0) sont faiblement égaux, i.e., par
définition, tout germe de morphisme v d’une variété (T, 0) de dimension finie dans (Z, 0)
qui se factorise par (S,,, 0) pour un m =m,, se factorise pour tout m =m,,.

Les variétés (S,,, 0) sont égales, si elles sont toutes de dimension finie, en particulier, si
h est un morphisme entre variétés de dimension finie.

Démonstration. — L’assertion (a) est incluse dans (c), et (b) résulte immeédiatement de
la propriété universelle d’'un platificateur, la remarque 2 découle de la définition des
variétés analytiques banachiques (A . 1. 1) et des variétés (S,,, 0) comme fibres des morphis-
mes b,,. Reste a établir (¢). On se ramene d’abord au cas ou (Z, 0) est une variété lisse :
or, sii:(Z, 0) g(V, 0) désigne un plongement de (Z, 0) dans une variété lisse (V, 0) et
Z=((8, Omzmy) un platificateur du morphisme composé¢ h=ioh: (X, 0) > (V, 0), on
définit une famille &% de sous-variétés (S,,, 0), m=m,, de (Z, 0) par

(Sw 0)=G""(5,), 0).

Elle satisfait la propriété universelle d’'un platificateur de h : en effet, un changement de
base v de (T,0) dans (Z,0) se factorise par (S,, 0) si et seulement si
v=iov: (T, 0) > (V, 0) se factorise par (5, 0), ce qui équivaut en vertu de la propriété
universelle de la famille #=((5,, 0),,5m,) que F"=h": (X x T, 0) - (T, 0) est un mor-
phisme plat.
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On suppose donc dorénavant que (Z, 0) est une variété lisse. La construction du
morphisme B de (Z x U, 0) dans (C9, 0) repose sur le résultat suivant (les notations sont
celles de la derniére section, la lettre S étant remplacée par Z) :

LemME 1. — Toute relation re Of, , entre f,, . . ., f, se reléve a un vecteur Re 0%,y ,
d’image r tel que I'élément

R-F=) R, F;€e0,,y o

appartient au Oy o-sous-module A(I) de Ozyy o. De plus, d’aprés la proposition 5(d),
A 11.4, il existe un entier m, dépendant seulement de f,, . . ., f, et de r tel que I'on puisse
choisir le vecteur R dans Oz o(m)? pour tout m=m, (cf. la notation de A.II.4). Par
conséquent, pour tout m=my tel que F €Oz, y o(m)?, I'élément R - F appartient a A(I) (m).

Démonstration du lemme. — Par le théoréme de division (th. 2, A.II.4), il existe
Q;€0; .y, o et HeA(]) tels que

r-F= ZQ['F,"}‘H.
Comme r- Femy- O,y o On peut supposer que les Q; y appartiennent aussi en vertu de
la proposition S(a), A.II.4. On définit alors le vecteur Re 0%,y o par R=r—Q.
Suite de la démonstration du théoréme :

(A) Construction du morphisme B et de la famille & (cf. les dém. du th. 4 A, chap. I1. 5,
et de la prop. 3, chap. I1.6). — On choisit un systéme de générateurs r', ..., r? du
module des relations entre f;, ..., f, et leur associe selon le lemme 1 des vecteurs
RY, ..., R7tels que R/- FeA(I) pour tout j. Le vecteur

R-F=(R'"F, ...,R"F)eO%,y o

définit un morphisme B de (Z x U, 0) dans (C? 0). Si m, désigne I’entier minimal tel que
les R/-F appartiennent tous a I'espace A(I)(m,) (not. A.II.4), le morphisme
B: (ZxU, 0) - (C% 0) induit pour tout m =m, des morphismes

b, : (Z, 0) = (Oy,o(m), 0)

(prop. 4, A.I.3). Notons que b,, se factorise d’aprés construction par le sous-espace
(A(Io) (m)4, 0) de (Oy, ¢ (m)?). On pose alors

(S 0)=(,"(0), 0=(Z, 0), & =((Sps Dmz mp);

c’est la « sous-variété » de (Z, 0) définie par I'annulation de tous les coefficients des
« séries » R/-FeOy,y o Les variétés (S,, 0) varient avec m2=m, selon les espaces
Oy, o (m)? dans lesquelles les équations de (S,,, 0) prennent leurs valeurs.

(B) La propriété universelle de la famille & =((S,,, 0)n>m,)- — On utilise les caractérisa-
tions (B) et (C), th. 1, chap. I.2, de morphismes plats. Soit donc v : (T, 0) = (Z, 0) un
changement de base. En vertu de la proposition 3, A.1. 3, 'anneau local Oy, , du germe
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X1 0)=(X x ZLT, 0) s’identifie & Oy, y, o/J o J désigne I'image de I par ’application

(wxIdy)*: Ozxy,0 = Orxu, o

Nous notons G;=(vxIdy)*(F;)=F;o(vxIdy) la famille génératrice de J induite par
les F;.

Supposons d’abord que h’: (Xy, 0) = (T, 0) est un morphisme plat a Porigine et
montrons que v se factorise par (S,, 0) pour m assez grand : en vertu du théoréme 1,
chap. 1.2, condition (C), I'hypothése équivaut a I'égalité

A(J) NI =0.
Comme R/ F appartient a
(vxIdy)*(A(D ND (v xIdy*(AD) N (v xIdy)* (H=A(J) NI =0,
I’homomorphisme composé

(UxIdU)*OB* . OC",O g OTXU,O

est nul par définition de B. Il résulte de la remarque aprés la notation 1, A.1.3, que le
germe de morphisme

D=Bo(vxIdy) : (Tx U, 0) - (CY, 0)

est nul lui aussi. Pour m >m,, les morphismes associés

dy: (T, 0) > (Oy o(m)?, 0),

sont définis et s’identifient aux morphismes composés b, °v. Or, selon la remarque aprés
la proposition 4, A.I1.3, il existe m,=m, tel que pour tout m=m, le morphisme
d,=b,°cv est nul. On note que l’entier m, dépend du changement de base
v: (T, 0) > (Z, 0) (cf. I'exemple de A.I.3). Celui-ci se factorise donc par la sous-variété
(S, 0) de (Z, 0) pour tout m=m,, d’ou la ptemiére implication.

Réciproquement, montrons que si b,cv=0 pour meN assez grand, le morphisme
h’: (X, 0) = (T, 0) est plat a I'origine : en vertu du théoréme 1, chap. I.2, condition
(B), il suffit de prouver que chacun des générateurs ' du module des relations entre
fi» - -, f, se reléve a une relation R/ entre G,, ..., G,. Or, b, °v étant le morphisme
nul, le morphisme

Bo(vxIdy) =(vx Idy)* (R!F, ..., R%-F),

de (T x U, 0) dans (C9, 0) I'est aussi. On pose alors R’ = (v x Idy,)* (R) et vérifie immédiate-
ment la propriété cherchée. Ceci achéve la démonstration du théoréme.
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II. — La déformation semi-universelle
d’une singularité isolée

1. DEFORMATIONS.

DEerFINITION 1. — Soient (X, 0) et (S, 0) deux germes de variétés analytiques de
dimension finie. Une déformation de (X,, 0) a base (S, 0) est une famille X =((X,, x,),
se(S, 0)) de germes de variétés analytiques qui varient continiiment avec se(S, 0) et
vérifient (Xo, xo) ~(Xy, 0). Pour étre précis, c’est le germe d’un morphisme plat
h: (X, 0) > (S, 0) a fibre spéciale (1 '(0). 0) isomorphe a (X,, 0). On note :

(Xo, 0) — (X, 0)

| J*
0 —— (S, 0)

DEFINITION 2. — (a) Deux deformations hi: (N 0) - (S, 0) et B : (X, 00 —>(S, 0) a
méme base (S, 0) sont isomorphes. s7il existe un diagramme commutatif

=@
X, 0 — (X, 0)

l h l h/
(8,00 — (5,0
tel que I'isomorphisme @ induit I'identite sur (\.. 0).

(b) Soient h: (X, 0) — (S, 0) une déformation de (X,, 0) et v : (T, 0) —» (S, 0) un mor-
phisme. Le morphisme canonique induit h” : (X, 0) - (T, 0), X=X x ¢ T, est une défor-
mation de (X,, 0) a base (T, 0). On I'appelle la déformation de (X,, 0) obtenue de h par
le changement de base v.

DEeFINITION 3. — (@) Une déformation verselle de (X,, 0) est une déformation h qui
contient toutes les déformations de (X, 0). A savoir, & : (X, 0) = (S, 0) est une déforma-
tion verselle de (X, 0), si toute autre déformation g: (Y, 0) = (T, 0) de (X,, 0) est
isomorphe a h a un changement de base preés :

(X, 0) =—— (Xg, 0) =—>— (Y, 0)

ih . lh" ia
(S, 0) =—— (T, 0) =<—— (T, 0)

(b) On dit qu’une déformation h : (X, 0) = (S, 0) de (X,, 0) est semi-universelle, si elle
est verselle et si sa base (S, 0) est de dimension minimale. Il équivaut a dire, que toute
déformation g : (Y, 0) —» (T, 0) de (X,, 0) détermine entiérement I’application tangente
T, v du changement de base v vérifiant g~h*. Toutes les déformations semi-universelles
de (X, 0) sont isomorphes entre elles.

THEOREME 1 (Grauert). — Tout germe de variété analytique (X,, 0) a singularité isolée
a lorigine posséde une déformation semi-universelle.
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2. DEPLOIEMENTS. — L’étude des déformations d’un germe (X,, 0) repose sur la
classification des déploiements de Iapplication f: (U, 0) - (C?, 0), U< C", définissant
(Xo, 0) comme fibre (f~*(0), 0).

DEFINITION 4. — Soient U un ouvert de C", f: (U, 0) — (CP?, 0) le germe d’une applica-
tion analytique et (Z, 0) le germe d’une variété analytique de dimension finie. Un
déploiement de f a base (Z, 0) est un morphisme F :(ZxU, 0) - (C? 0) vérifiant
F I{O} xu=1r.

DerFiNiTioN 5. —  (a) Deux déploiements F,;: (ZxU, 0) > (C? 0), i=1,2, de
f: (U, 0) > (C?, 0) a méme base (Z, 0) sont isomorphes, s’il existe un diagramme commu-
tatif

(Zx U, 0) =2 . (ZxU,0)

N

(Z, 0)

tel que les variétés (F; ' (0), 0) et ((F,o®) ' (0), 0) soient isomorphes. Ceci équivaut a
dire qu’il existe un morphisme

M: (ZxU,0)—(Gl,(C), 1),

vérifiant M|, «y=1 tel que F; =M" (F,°®).

(b) Soient F : (Zx U, 0) - (C?, 0) un déploiement de f et v: (T, 0) - (Z, 0) un mor-
phisme. Le morphisme F’: (T x U, 0) - (C? 0) défini par F’(¢t, x)=F (v(t), x) est un
déploiement de f a base (T, 0). On I'appelle le déploiement de f obtenu de F par le
changement de base v.

DerFINITION 6. — (a) Un déploiement F : (Z x U, 0) — (C?, 0) de f est versel, si tout
autre déploiement G : (T x U, 0) - (C?, 0) de f est isomorphe a F*: (T x U, 0) — (C?, 0)
pour un changement de base v : (T, 0) —»(Z, 0).

(b) Le déploiement F : (Zx U, 0) - (C?, 0) de f est semi-universel s’il est versel et si
sa base (Z, 0) est de dimension minimale. Il équivaut a dire que tout déploiement
G : (Tx U, 0) - (C?, 0) de f détermine entiérement I’application tangente T, v du change-
ment de base v vérifiant G~F".

NotaTioN 1. — Pour tout germe d’application analytique f de U dans C? on pose :

0 0
T =(f,, ...,f,,)-O{a_o+<—f ...,—f)-ou.ogoa,o,

oxy 0x

Klf =O{7), O/Tlf'

n

Le résultat suivant montre que K’ est I'espace des modules du germe f.

THEOREME 2 (Mather). — (a) Un germe d’application analytique f de U dans C? posséde
un déploiement semi-universel, si et seulement si I'espace K} est un C-espace vectoriel de
dimension finie.

4° SERIE — TOME 18 — 1985 — N° 1



DEFORMATIONS SEMI-UNIVERSELLES 15

(b) Toute C-base g, ..., g, d'un complémentaire direct Z de T dans O o, ZD
T} =04, o, définit un déploiement semi-universel F de f par

F: (ZxU, 0)—(C? 0),

(@ X)=Fz0)=10+ T 2 &)

3. LE LIEN ENTRE DEPLOIEMENTS ET DEFORMATIONS. — C’est ’existence d’un platificateur
local d’un morphisme qui lie le concept analytique d’un déploiement d’une application
au concept géométrique d’une déformation d’une variété :

ProrosITION 1 (c¢f. la dém. du th. 4, chap. I1.5). — Soit (X, 0) le germe d’une variété
analytique de dimension finie défini comme fibre (f ~*(0), 0) d’'un germe d’une application
analytique f: (U, 0) - (C?, 0).

(a) Toute déformation h: (X. 0) > (S. 0) de (X,,. O) définit un diagramme commutatif

(X,00 —— + (SxU, 0)

N

(8, 0)

et un déploiement F : (Sx U, 0) — (C?, 0) de f qui décrit I'imuge de (X, 0) par le plongement
j comme fibre (F~1(0), 0). On note que le morphisme F n’est pas unique.
(b) Tout déploiement F : (Z x U. 0) — (C*. 0) de f définit un diagramme commutatif

X, 0) —— (Zx1U, 0)

(z, 0)

par (X, 0)=(F~1(0), 0), et une déformation h=Hg: (Xs 0) > (S, 0) de (X, 0) ou
(S, 0)=(Z, 0) désigne le platificateur du morphisme H et h=Hg la restriction de H sur
(S, 0).

La vérification des deux assertions est laissée en exercice.

CoROLLAIRE. — La déformation h: (X5, 0) = (S, 0) de (X,, 0) que I'on obtient du
déploiement F : (Zx U, 0) —» (C?, 0) de f suivant (b) est verselle (resp. semi-universelle) si
F est versel (resp. semi-universel).

Démonstration. — A toute autre déformation g : (Y, 0) - (T, 0) de (X,, 0) on associe
selon (a) un déploiement G : (T x U, 0) - (C?, 0) de f- Comme F est versel (resp. semi-
universel) il existe un changement de base v : (T, 0) - (Z, 0) (dont, resp., 'application
tangente T, v est uniquement déterminée par G) tel que G~F". En vertu de la propriété
universelle du platificateur (S, 0) du morphisme H, v se factorise par (S, 0), d’ou g~h".
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Pour la démonstration que, si F est semi-universel, la déformation g détermine entiérement
T, v, on renvoie a Teissier, p. 632, ou a la démonstration du théoréme 4, chap. II. 5.

Remarque. — (a) Si le germe (X, 0) peut étre défini comme fibre d’une application f
telle que dime K <00, la construction de la déformation semi-universelle de (X,, 0) se
déduit de ce qui précéde comme suit : on construit d’abord, suivant le théoréme 2,
chap. II.2, un déploiement semi-universel F : (Zx U, 0) - (C?, 0) de f. On lui associe
selon la partie (b) de la derniére proposition un morphisme H : (X, 0) — (Z, 0) de fibre
(H~1(0), 0)=(X,, 0). Le théoréme 2(c), chap. 1.3, fournit en vertu de la remarque 2 qui
le suit la construction du platificateur (S, 0) du morphisme H. D’aprés le dernier corol-
laire, le morphisme

h=Hg: (Xs, 0) = (S, 0),

décrit alors la déformation semi-universelle du germe (X,, 0). Une description de cette
construction se trouve dans Teissier, Galligo.

(b) La situation devient considérablement plus compliquée, s’il n’existe aucune applica-
tion f définissant (X,, 0) avec dimg K <o, i.e., si (X,, 0) n'est pas de type singulier
fini. Par le théoréme de Grauert on sait encore qu'une déformation semi-universelle de
(Xo, 0) existe, pourvu que (X,, 0) soit a singularité isolée a l'origine. Suivant une
proposition de B. Teissier, on va considérer des déploiements et déformations a une
infinité de parameétres et étendre la construction d’au-dessus a la catégorie des variétés
analytiques banachiques. Les deux prochaines sections étudient les problémes qui s’y
opposent et décrivent une maniére de les surmonter, tout en généralisant les notions et
résultats précédents.

4. LA CONSTRUCTION D’UNE FAMILLE SEMI-UNIVERSELLE DE DEPLOIEMENTS BANACHIQUES.

Remarque. — Soient f: (U, 0) — (C?, 0) le germe d’une application analytique et Z<
O}, , un complémentaire direct de T} dans O} , (cf. le th. 2, chap. II.2). L’extension
naturelle de I’assertion (b) de ce théoréme est de définir un déploiement F de f par

F: (ZxU, 0) - (C? 0),
(z, x) > F(z, x)=f (x)+2(x)

et de montrer qu’il est semi-universel, méme si dimg Z=dim¢ K} =o00. Mais, si I'espace
Z n’est pas de dimension finie, il n’admet pas de structure d’espace de Banach. Pour
rester dans la catégorie des variétés analytiques banachiques, on sera donc obligé de
remplacer Z par la famille des espaces de Banach Z,=Z "\ Oy ((k)?, keN. Clest le
méme inconvénient que I'on a rencontré dans la construction du platificateur d’un
morphisme (cf. le th. 2, chap. I.3). Pour éviter ce genre de complications, il serait utile
de développer une théorie de variétés de dimension infinie incluant le cas de sous-variétés
analytiques des espaces Ogn .

DerimNiTION 7. — Soit f: (U, 0) - (C?, 0), U< C", le germe d’une application analytique.
Les notions du chapitre II.2, de déploiements F : (Z x U, 0) - (C?, 0) de f, de change-
ments de base et d’isomorphie s’étendent de maniére naturelle au cas ou la base (Z, 0)
est une variété analytique banachique.
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On dit quune famille F=(F,),.n de déploiements banachiques
F,:(Z,xU, 0) > (C? 0) de f est verselle, si tout autre déploiement banachique
G : (TxU, 0) > (C? 0) de fest isomorphe au déploiement Fi* : (T x U, 0) - (C?, 0) pour
tout keN assez grand et des changements de base v, : (T, 0) - (Z,, 0). La famille F est
semi-universelle, si les applications tangentes T, v, de v, sont uniquement déterminées
par G.

THEOREME 3 (cf. le th. 4, chap. II. 5, et le chap. III.1). — Tout germe d application
analytique f: (U, 0) — (C?, 0) posséde une famille semi-universelle ¥ =(F,),.n de déploie-
ments banachiques. En particulier, chaque complémentaire direct Z de T’ dans Of  en
définit une par

F.: (Z,xU, 0)—(C?, 0),
(Za X) - Fk(z’ X)=f(X)+Z(X),

ou Z,=7Z N Oy, ¢(k)? (cf les not. 2, A.0, et not. 1, chap. II.2).

Démonstration. — On utilise le résultat suivant :

LEMME 1. — Soit Z un complémentaire direct de T dans O} o. Tout déploiement
banachique G : (T x U, 0) - (CP, 0) de f a base lisse (T, 0) est isomorphe a un déploiement
H: (TxU, 0) > (C? 0) de f sécrivant H(t, x)=f (x)+H’(t, x) de sorte que pour tout
te(T, 0) la série H'(t, x) appartient au sous-espace Z de O, ,. Le déploiement H n’est
pas unique; par contre, son terme de degré 1 en t est entierement déterminé par G et méme
par son terme de degré 1 en t.

Le lemme sert a la démonstration du théoréme comme suit: soit
G :(TxU, 0) - (C? 0) un déploiement banachique de f. Si sa base (T, 0) est lisse, G
est isomorphe a un déploiement H= f + H’ de fcomme décrit dans le lemme. L’application

H : (TxU, 0)-(C? 0),
induit d’aprés la proposition 4, A.1. 3, des applications analytiques
v (T, 0) > (Oy, (k)" 0) (k=ky).

Celles-ci se factorisent par Z, = Oy, (k)P car H'(t, x)€Z pour tout te(T, 0). Ceci signifie
que H et donc G sont isomorphes a Fjk. D’autre part, si (T, 0) n’est pas lisse, il existe
d’aprés A.1.1 un diagramme commutatif

(TxU, 0) — (TxU, ) — (TxU, 0)

¥ o s
(€7, 0) ———(C", 0) ——— (C”, 0)
avec (T, 0) lisse et des changements de base 1, : (T, 0) = (Z,, 0). Il en résulte, notant

v : (T, 0) = (Z,, 0) les morphismes induits par v,, que G~F%. Ceci prouve la versalité
de la famille de déploiements F=(F,).
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La famille F est en effet semi-universelle : en vertu du lemme 1, I’application tangente
T, v, de v, est déterminée par le déploiement G. On en déduit immédiatement que G
détermine entiérement T, v,. Ceci termine la démonstration du théoréme.

Démonstration du lemme 1. — Selon la définition 5, chap. II.2, d’isomorphismes de
déploiements il faut trouver des applications analytiques

M: (TxU,0)—(GL(C), 1),
et
®: (TxU,0—-(TxU,O0),
vérifiant M| o, xu=1, @ |0, xu=Idy et ®(t, x)=(t, @ (t, x)) telles que le déploiement
H=M:-(G-®): (TxU, 0) - (C? 0)

satisfait a I'assertion du lemme. Ecrivons M et ® en sommes de polyndomes homogénes
ent:

M=) m, m: (TxU, 0)—(M,(C), m(0)),

M

=Y ¢, ¢;: (TxU, 0)—>(U,0).
i=0

L’idée de la démonstration consiste a construire récursivement des applications homogénes
m; et @; de sorte que les sommes partielles

J j
M=Ym e @®=) g,
i=0 i=0

satisfont a la propriété cherchée a termes de degré >j en t prés. Le passage a la limite
sur j établira le résultat.

On pose my=1€Gl,(C) et @o=Id;,y. Supposons construits pour i=0, ..., des
applications m; et o; telles que :

(a) m; et @; sont homogénes de degré i en ¢t et s’annulent sur {0} x U pour i>0;
(b) notant HJ la partie de degré <j en t de H/=M/-(Go®), et fixant te(T, 0),
I’application

H{ (¢, %) : (U, 0) > (C?, 0),
appartient a 'espace Z< O} .

La construction des applications m;, ; et @;,; se déduit du développement en série de
Taylor de H/*!. On écrit :

H/H =M (Go® =M/ +m;, ) (G (D +9;4,))
=Mf-(Go<1>f)+m,-+1‘(f°<1>°)+1\’1°'j—i“f’f+1
+ (termes de degré >j+1 en ¢)
=Hitm; - f+ go(pj+1+(termes de degré >j+1 en t).
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Par conséquent, la partiec H{"' de H/*! de termes de degré <j+1 en t s’écrit

; . . 0
HY =4S+ g,

désignant par Hj le terme de degré j+ 1 en t de H'.
Rappelons que Z est un complémentaire direct dans Of) , du sous-module

d 0
TL=(fp .. .s £) O o+ (55 .a;f)ou,o
1

et que pour te(T, 0), I'application Hj (¢, x) y appartient d’aprés construction de H’ et (b).
Pour que I'application H/*?! vérifie (b) il suffit donc que pour te(T, 0)

. 0
(H11+mj+1'f+'(3_£'(Pj+1>(t, X),

appartient a ’espace Z. En vertu du théoréme 2, A.II.4, et la proposition 5(b), A.11.4,
il existe des applications m;,, et ¢@;,; avec les propriétés cherchées. En particulier,
I'unicité du terme HY de degré 1 en t de H en résulte au moyen de Iégalité

G=M% (Go®)=H’=H%+m,  f+ -Zl ¢, (modulo termes de degré > 1 ent).
x

o] 2]
Reste a montrer la convergence des séries M= Y. m; et ®= Y @, la propriété cherchée
i=0 i=0
de H=M " (G - ®) étant alors immédiate.
Il résulte de la proposition 5 (c), A.II.4, que les applications m;,, et ¢;,, peuvent
étre choisies de maniére telle que pour r>0

r

1
M el Nl sl < = - 1

pour une constante ¢ >0 indépendante de j. D’autre part, selon le développement en série
de Taylor de H'*!, il existe une constante a>0 telle que

[ =R | <a-([[mje [l + [ @541 -
En résulte || H/**||,<d- ||H/||, pour d=(a/c)+1, d’ou par (1) et récurrence
el + Nl @je sl = do.

Ceci établit la convergence de M=) m; et ®=) ¢, et termine la démonstration du
lemme.

Remarque 1 (c¢f. 1a dém. du th. 4, chap. II.5). — On note en complément de I’assertion
du théoréme : soit g : (Y, 0) » (T, 0) un morphisme de fibre (X,, 0) & base lisse (T, 0),

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



20 H. HAUSER

qui soit installé par le diagramme

(Y, 0) —— (TxU, 0)

N

(T, 0

A toute application analytique G : (T x U, 0) - (C?, 0) définissant (Y, 0) comme fibre
(G~1(0), 0) on associe en vertu du théoréme un changement de base v, : (T, 0) = (Z,, 0)
tel que G~Fj}k. Alors I'application tangente T, v, de v, ne dépend pas du choix de G et
est entierement déterminée par le morphisme g.

Démonstration. — Deux applications analytiques G et G’ définissant (Y, 0) = (T x U, 0)
sont isomorphes comme déploiements de f avec f ! (0) = X,,. Par conséquent, les applica-
tions H et H” associées a G et G’ selon le lemme 1 sont isomorphes. L’assertion résulte
alors immédiatement de ce lemme, de la définition de F, et de la construction du
changement de base v,.

Remarque 2. — Supposons que I'idéal I, de A=0y, , engendré par les composantes
fi» - ., f, de fest invariant par rapport a une C*-action p sur C”, i.e., que les f; sont
p-homogenes de poids e;eZ, Lo fi=A%- f,, AeC*. Il existe alors une C*-action p sur
Z,xU qui étend p, telle que la i-iéme composante du déploiement semi-universel
F, : (Z,x U, 0) - (C?, 0) soit p-homogene de poids e;.

Démonstration. — Pour ae N", notons d,€Z le poids du mondme x*€A. On définit
une C*-action sur A?,

7\'O(gl, MR ] gp):()\,ogl’ RS ] )“ogp)’
par

}“Ogi:}"o(zgiuxa)zZkei—da'giuxa, AeC*,

Posant Lo(g, x)=(Aog, Aox) pour (g, x)eZ, x U, I'assertion est immédiate.
5. LA CONSTRUCTION D’UNE FAMILLE SEMI-UNIVERSELLE DE DEFORMATIONS BANACHIQUES.

DerFNiTION 8. — Soit X, une variété analytique de dimension finie, X, U< C" Une
déformation banachique du germe (X, 0) est un morphisme plat de variétés analytiques
banachiques & : (X, 0) = (S, 0) de fibre (h~1(0), 0) ~(X,, 0) de sorte que (X, 0) est de
définition finie sur (S, 0), i.e., isomorphe a une sous-variété de définition finie de
(Sx U, 0) [¢f. la prop. 1(b), A.1.2]. Dans ce texte, on ne considére pas le cas ou (X, 0)
n’est pas de définition finie sur (S, 0). Les notions du chapitre II. 1 de changements de
base et d’isomorphie s’étendent de maniére naturelle au cas de déformations banachiques.

On dit qu’une famille h=(h;), .y de déformations banachiques A, : (X;, 0) = (S, 0) de
(Xo, 0) est verselle, si toute autre déformation banachique g : (Y, 0) = (T, 0) de (X,, 0)
est isomorphe a hj* : (X;x g, T, 0) = (T, 0) pour tout [e N assez grand et des changements

4° SERIE — TOME 18 — 1985 — N° 1



DEFORMATIONS SEMI-UNIVERSELLES 21

de base v, : (T, 0) = (S,, 0). La famille h est semi-universelle, si les applications tangentes
T, v, de v, sont uniquement déterminées par g.

Remarque. — On s’apercgoit facilement que la proposition 1, chap. I1.3, garde sa
validité dans le cas banachique. L’objet de cette section est de généraliser le corollaire de
cette proposition au cas de familles de déploiements et déformations banachiques.

NortaTion 3. — Pour le reste du chapitre nous fixons la situation suivante :
La variété X, est définie comme fibre ! (0) d’une application analytique f: U — C?,
ou U est un ouvert de C". On désigne par Z un complémentaire direct de T} dans O} ,,

Z@T;=O€j’ 0

(cf- le th. 1, A.II.2, et la not. 1, chap. II.2). Posant Z,=Z M Oy, ((k)? pour keN, la
famille

Fk : (Zk X U5 O) i (Cp, O)s
(z, x) > f(x)+z(x),

forme une famille semi-universelle de déploiements banachiques de f (c¢f. le th. 3,
chap. II.4).

On note (X,, 0) la fibre (F, *(0), 0) du déploiement F,, et
H.: (Xp 0) > (Z,;, 0),
la restriction a (X,, 0) de la premiére projection de Z, x U sur Z,. Pour tout k e N, soit
F1=((Sims 0)m)>

(Sim 0)=(Z,, 0), le platificateur local du morphisme H, (c¢f. le th. 2, chap. I.3). Pour
k eN assez grand, les variétés (S,,,, 0) sont définies pour tout m >k : en effet, d’apres la
construction du platificateur [partie (A) de la dém. du th. 2, chap. I.3] et du lemme 1,
chap. I.3, il existe un entier m, dépendant seulement de f;, ..., f, et d’'une base de
relations r, ..., 1 tel que (S, 0) soit défini pour tout m=max(k, m,). Pour ceci on
utilise le fait que I'application F, appartient d’apres définition & O, .y, o (k)P pour tout
k e N. Pour simplifier les notations nous supposerons dorénavant k =m, et écrirons donc

yk = ((Skw O)rn;k)'

Notons enfin hy,, : (X,,. 0) = (S,,. 0). X,,,=X,x,,S,,. les morphismes induits par H,.
Voici le diagramme correspondant 1 L situation

(Z,xU, 0 2 (X, 0) =— XXz, Scm 0)=(ka, 0)

SR |

(Zk’ 0) 44 (Skm’ 0)

On rappelle (c¢f. la rem. au début du chap. I1.4) quc I'indexauion double provient de la
filtration de Oy, , en espaces de Banach Oy ( (k).
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THEOREME 4. — La famille de morphismes
hkm : (ka’ 0) - (Skm’ 0)’ m gk sza

forme une famille semi-universelle de déformations banachiques du germe (X,, 0). Pour
préciser encore, si g : (Y, 0) - (T, 0) est une déformation banachique de (X,, 0), il existe
k,eN et pour tout k =k, un m, (k)=k tels que g soit isomorphe au déploiement

s (Rim X s, T, 0) = (T, 0),

pour tout couple (k, m)eN? avec k=k, et m=m, (k) et des changements de base
Vm - (T, 0) = (Si 0).

Démonstration. — Montrons d’abord que la famille (h,,) est verselle. Soit donc
g : (Y, 0) > (T, 0) une déformation dc (X,,. 0) et supposons-la installée par un diagramme

(Y, 0) &——— (TxU, 0)

(T, 0)
de maniére telle que (Y, 0)=(T x U, 0) soit la fibre (G *(0), 0) d’'un déploiement
G : (TxU, 0) > (CP, 0) de f [prop. 1(a), chap. II.3]. On note que G n’est pas unique.

La famille des déploiements F, : (Z, x U, 0) — (C?, 0) de f est verselle; il existe donc
k,eN tel que pour k=k,, le déploiement G soit isomorphe a

F: (TxU, 0)—(C? 0),

pour des changements de base v, : (T, 0) = (Z,, 0). Il en résulte que pour k=k,, la
déformation g est isomorphe au morphisme Hjk :

(Y’ 0) _— (xkxlt Ts 0) . (Xln 0)

l ) l Ho ‘ H,
(T,0) —— = (T, 0) ——— (Z,,0)

Par conséquent, Hj* st un morphisme plat. Le changement de base v, : (T, 0) = (Z,, 0)
se factorise donc par la sous-variété (S,,,, 0) de (Z,, 0) pour m assez grand en vertu de la
propriété universelle du platificateur &, =((Sy,,» 0),,) du morphisme H,. Plus précisément,
pour tout k =k, il existe un entier minimal m, =m, (k) =k tel que pour m =m, (k), v, se
factorise par (S,,, 0). Ceci prouve que g=~hkm pour v, : (T, 0) = (S, 0), le morphisme
induit par v,. La famille (h,,) est donc verselle. Pour prouver qu’elle est en effet semi-
universelle, il faut montrer que g détermine entiérement I’application tangente T, v,, de
Uym Or, la famille des déploiements F, étant semi-universelle, le déploiement G de f
détermine I'application tangente T, v, de v,. En vertu de la remarque 1 aprés la démonstra-
tion du théoréme 3, chap. I1.4, T, v, est déja déterminée par la déformation g dans le
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cas ou (T, 0) est lisse. Le cas général s’en déduit aussitét. Comme T, v,,, est induit par
T, vy, I'assertion et donc le théoréme sont démontreés.

Remarque. — Si le germe (X, 0) est invariant par rapport a une C*-action p sur U et
si p désigne la C*-action sur Z, x U définie dans la remarque 2 aprés le théoréme 3,
chap. II.4, alors les morphismes h,,, : (Xi 0) = (S 0), m =k =m,, sont p-équivariants.
Ceci résulte du lemme 2(e), A.IL.4, et de la construction des variétés (S,,, 0) comme
fibres (b, (0), 0) des applications b,,, 4 composantes ﬁ-homogénes [c¢f e th. 2, chap. 1.3,
la not. 3, chap. II. 5, et le chap. III. 1(B)].

THEOREME 4 A. — La famille de morphismes
P - (ka, 0) = (Sie 0), k=m,,

forme une famille semi-universelle de déformations banachiques du germe (X, 0).

Démonstration. — D’aprés la versalitt de la famille de déformations
B @ (Xims 0) = (S 0) (th. 4) on sait que toute déformation g : (T, 0) — (Y, 0) de (X,, 0)
est isomorphe a la déformation

hzlr‘nm : (ka X Sk,,,T9 0) - (Ts 0)9

pour tout couple (k, m)eN? vérifiant m>m, (k)=k =k, et des changements de base

Vem - (T, 0) = (S 0). 11 suffit donc de montrer pour keN assez grand que m, (k)=k,

i.e., par définition de m, (k), que v, : (T, 0) = (Z,, 0) se factorise par (Sy, 0) =(Z,, 0).
Avec les notations du théoréme 2 (c), chap. 1.3, soit

bim :  (Zy, 0) = (Oy, o (m)?, 0),

le morphisme définissant (S,,, 0) comme sa fibre (b, (0), 0). Alors le morphisme v, se
factorise par (S,,, 0) si et seulement si

bkmo Uk=0'

Il est clair que la composition b, ° v, : (T, 0) = (Oy_o(m)?, 0) ne dépend pas de I'entier k.
Comme elle est nulle pour tout couple (k, m) avec m=m, (k)=k =k, par définition de
m, (k), elle I'est aussi pour tout couple (k, m) avec m=m, (k,) et m=k, en particulier
pour k=m=m, (k). Ceci établit I’assertion.

6. LA DEFORMATION SEMI-UNIVERSELLE D’UNE SINGULARITE ISOLEE. — Dans cette section
nous établirons la description explicite de la déformation semi-universelle d’une singularité
isolée donnant ainsi un moyen de la construire. La terminologie est celle fixée dans la
notation 3 de la derniére section.

ProrosiTION 3. — Soit (X, 0) le germe d’une variété analytique de dimension finie.
(a) Le plongement canonique (Z,, 0) s (Zy, 0), k=Zk’, induit des plongements

(S 0) S (Sirmes 0) pour tout couple (m, m’)e N? vérifiant k<m, k'<m’ et m<m’.
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(b) Si X, est a singularité isolée a I'origine, les variétés (Sy,, 0) sont de dimension finie
et isomorphes entre elles pour tout ke N, k=m,,.

Démonstration. — Soit b, : (Z;, 0) = (Oy, o (m)’, 0) 'application analytique définissant
la sous-variété (S,,, 0)=(b.1(0), 0) de (Z, 0) [cf. la construction du platificateur

F=((Sim 0),), th. 2, chap. I.3]. La premiére assertion résulte du diagramme commutatif
suivant (k<m. K" <m’. m <m")

(Sims 0) —— (Z;, 0) —* = (Oy, o (m)", 0)

| 1 ]

(Sem» 0) — (Zy, 0) —™ » (Oy o ()%, 0)

Pour prouver que les varictes (S, U) sont de dimension finic on applique le critére de
finitude de la proposition 1(a), A.I.2: application tangente T, b,,, du morphisme b,
est directe pour k=m en vertu de la proposition 3(b), A.Il.2. Afin de montrer que son
noyau Ker T, b, est un C-espace vectoriel de dimension finie, on considére le diagramme
commutatif

(Zy 0) ——2 o (Oy,, (K)%, 0)
x (A (To) (k)%, 0)

|=

Ki(k) —* o (O, o (k)I0)

L’application by, se factorise par (A(l,) (k)% 0) d’aprés construction, d’ou la fléche
diagonale. Les deux isomorphismes verticaux sont donnés par le théoréme de division
(th. 1, A.II.2) et déterminent I’application d,,. On déduit alors de la définition de by, et
F, que I'application tangente T, d,, de d,, vérifie

Todu(@)=("2, ..., 1" 2),

ze(Z,, 0), la barre désignant I'image des éléments par les deux isomorphismes. L’applica-
tion Ty d,, provient donc du morphisme de faisceau

7L o0 fi --~,f,,)'06+<:—f, ...,ﬁ).ouﬂou/(fl, 1) O,
X 0x

n
donné par la matrice
r=@t, ..., re0p "

Le morphisme r est concentré sur le lieu singulier de (X,, 0). Celui-ci est égal a (0)
d’aprés I’hypothése. Il en résulte que le noyau de r est un faisceau en C-espaces vectoriels
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de dimension finie. Ceci implique
dim¢ Ker (T, by,) =dimg Ker (T, dy,) < c0.

Les hypothéses de la proposition 1(a), A.I.2, étant satisfaites, les variétés
(bt (0), 0)=(S,s, 0) sont de dimension finie. Reste & montrer que les plongements

(S 0) ci-, (Skk» 0), k<k’, sont des isomorphismes. Posant m=k et m’=k’ dans le dia-
gramme du début de la démonstration on remarque les propri€tés suivantes :

(i) L’application j envoie Im (T, b,,) dans Im (T by..).

(i) L’application i induit I'identité de Ker (T, by,) sur Ker (T by..).

La premiére assertion est immédiate. Pour voir la deuxiéme, on remarque que I’on
peut supposer fy, ..., f, et donc aussi r!, ..., r’€Of , polyndmiaux car X, est a
singularité isolée. Par conséquent, Ker(T,b,,) et Ker(T,b,,) admettent des C-bases
finies polynomiales.

En vertu de la remarque aprés la notation 2, A.0, on peut les choisir égales, d’ou (ii).
L’assertion résulte alors de la proposition 2, A.1.2.

Comme corollaire du théoréme 4 A, chap. II.5, de la proposition 3 d’au-dessus et de
la remarque aprés le théoréme 4, chap. II.5, nous obtenons :

THEOREME 5. — Soit X une variété analytique de dimension finie a singularité isolée a
Porigine. Avec les conventions de la notation 3, chap. I11.5, on considére le diagramme
suivant (k>m.)

(Z,x U, 0) =— (X,, 0) =—— X, 00— (Xq, 0)

\ e e K

(Z,, 0) - (St 0) =—— 0

(a) Le morphisme hy, ne dépend pas de Fentier k. Nous le notons h : (Xg, 0) = (S, 0).

(b) Le morphisme h: (Xs, 0) = (S, 0) décrit la déformation semi-universelle du germe
(Xos 0).

(¢) Si (Xq, 0) admet une C*-action y, il existe une C*-action p sur (S x U, 0) qui étend
W et pour laquelle la déformation semi-universelle h : (Xg, 0) — (S, 0) est un morphisme
équivariant.
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III. — Calculs

1. UN ALGORITHME DE CONSTRUCTION DE LA DEFORMATION SEMI-UNIVERSELLE D’UNE SINGULA-
RITE ISOLEE. — Soit X, une variété analytique a singularité isolée a I’origine.
L’algorithme suivant fournit en vertu des théorémes 3, chap. 11.4, 4 et 4 A, chap. II. 5,
et 5, chap. II.6, la déformation semi-universelle du germe (X,, 0). [Pour raisons de
simplicité et en vertu du théoréme S, on supprimera les indexations par rapport a la
filtration en espaces de Banach de Oy = ligou,o(k). En particulier, on parlera de
k

déploiements au lieu de familles de déploiements, etc.]

Soit f: U—- CP, UcC" une application analytique définissant X, comme sa fibre
S~ 1(0). Comme (X,, 0) est a singularité isolée on peut supposer que f est polynomiale.
On note Io=(f1, .. .,fp)gOU'o.

(A) Construction d’un déploiement semi-universel de f. — (1) Choisir selon la
proposition 2, A.II.1, des coordonnées dans C" telles que A(I,)=Oy , forme une
réalisation additive ordonnée de I'anneau Oy, (=Oy, o/Io (th. 1, A.II.2, cf. Benson et
Hironaka).

(2) Construire selon le lemme 3 et la définition 3, A.II. 3, une base standard f;, .. ., f,
de I, Si Oy, oy, €st un anneau de Cohen-Macaulay, la compléter a une base standard
compléte (cf. déf. S et prop. 4, A.II. 3).

(3) Construire en divisant A (I,)? par les vecteurs 0 f/dx;€ Of, o, i=1, ..., n, un complé-
mentaire direct

Z=A(THSA(I)’ S0P, o,

du module

Ti=fp -+ s p)'Oﬂ,o+<ﬂ, .. Q)'OU_O.

0x4 7 ox,

Ainsi 'on obtient en vertu du théoréme 3, chap. II.4, la description du déploiement
semi-universel de f par

F: (ZxU, 0)—(C? 0),
(z, X) > F(z, x)=f (x)+2(x).
On remarque que si Oy o/I, est un anneau de Cohen-Macaulay, les composantes
F,, ..., F, de F satisfont les hypothéses de la proposition 6, A .1I.4.

(B) Construction d’une déformation semi-universelle de (X,, 0). — (4) Construire un
systéme de générateurs r', . . ., ¥ du module des relations entre f;, . . ., f, (c/. Schreyer) :

(@) Trouver une base de relations mondmiales m?, ..., m?e€Op , entre les termes
initiaux in( f}) des f.
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(b) Diviser les séries m’- fpar fy, ..., f,:
m'- f=n- f+1, WeOy, WeA(y).

(nota bene : n'#m’ si mi- f#0). Les séries ' sont nulles car A(I)) N 1,=0. Les séries

r'=m’ —n’ forment alors une base de relations entre f;, .. ., f,.
(5 Relever selon le lemme 1, chap. 1.3, les relations r!, ..., 4 des vecteurs
RY, ..., R%€0f,y o vérifiant
RI.FeA(l).

(6) Considérer dans Z le systetme d’équations donné par [Dannulation des
O, o-coefficients de R/- F [cf. les th. 4 et 4 A, chap. II. 5, et la partie (A) de la démonstra-
tion du th. 2, chap. 1.3]:

(a) Résoudre sa partie linéaire pour obtenir une base de T;o, i.e., 'espace de plonge-
ment (C¢, 0), e=dimg T,l(o, de (S, 0) (¢f. le th. 5, chap. II. 6).

(b) Choisir une base finie de générateurs de I'idéal de Oge,  définissant (S, 0) comme
sous-variété de (C¢, 0).

On obtient ainsi la déformation semi-universelle

h: (X5 0)—(S, 0),

du germe (X, 0) (¢f. le th. 5, chap. 11. 6).

Remarquons que le choix particulier de la base standard f;, ..., f, de I, sert a
I’étape (4) en vertu de la proposition 4, A .IL. 3, et a I’étape (5) selon la définition de F
et la proposition 6, A.I[.6. On en déduit que si Oy, (=Oy, o/I, est un anneau de
Cohen-Macaulay, I’étape (5) admet un algorithme fini.

Ce qui précéde fournit en particulier une borne supérieure de la dimension de la base
(S, 0) de la déformation semi-universelle de (X,, 0) : écrivons la réalisation additive Z
de K sous forme

Z= ]__[ @ 6‘) C{xla ey xi}(xi-i»l, RS ] xn)agofl,m

k=1 i=0 aeA{“
AFS N
On a alors le résultat suivant :
ProposITION 1. — La dimension de plongement e de la base (S, 0) de la déformation

semi-universelle h de (X, 0) est inférieure ou égale a la codimension dun
C { x, } -sous-module maximal de Z qui est égale a la cardinalité de I'ensemble fini

b4
I] A%
k=1

COROLLAIRE. — Il en résulte que si Al = pour tout k, le germe (X,, 0) est rigide, i. e.,
coincide avec sa déformation semi-universelle.
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Démonstration. — On réutilise les arguments et notations de la démonstration de la
proposition 3(a), chap. II. 6. Décomposons Z en somme directe Z=7Z'@Z", ou

Z=]] @ C(xy ..., x,)"
aeA

k=1 K

et
p n
Z”= l—[ G’) (‘B C{xl,..., xi}(xi+1, “ ey xn)a.
k=1 i
L’espace tangent T, S de la base (S, 0) est alors le noyau de I’application

Tob=Tobu: Z=Z'®Z" S K% - (C{x} /L)%,

ou r est défini par la matrice (r', ..., r)eC{x}? 7=0}§ (cf. le th. 4A, chap. I. 5, et
sa démonstration). La restrictiona Z” de T, best C { x, } -linéaire. L’espace T, S=Ker (T, b)
étant de dimension finie, I'intersection de T, S et Z” doit étre nulle. Ceci implique que

14
dime Ty S < #( Il Az),
k=1
d’ou I'assertion.
2. EXEMPLES.
Exemple 1. — Soit X, la courbe mondmiale de C* définie par x=t3, y=t* et z=1¢.

On choisit les équations suivantes :
2 3 2 2
f1=y — Xz, f2=yz—x H f3=Z — X" ).

Soit I : N - R, une forme linéaire injective introduisant I'ordre z<y<x sur C{x, y, z}
(cf A.11.1). Les termes initiaux y2, yz et z2 de f,, f, et f; induisent la représentation
additive

Al)=C{x} @C{x}y®C{x}z,

de Ogs, o/Io. Les f; forment une base standard de Iy; on verra plus bas qu’il n’est pas
nécessaire de la compléter (cf. la prop. 4, A.II.3).

L’image du sous-module (0f/0x, 0f/dy, f]0z): O¢3 o de O3 o dans (Og¢3 o/Io)* est
engendrée par les vecteurs

z 2y —x Xy x*\ 0
3x2 N z 5 y 5 0 s xzy ) x3 5
2xy, —x? 2z —x3 0 x%y
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11 est facile de choisir une forme linéaire injective I : (N3)® » R, telle que ce systéme de
générateurs admet les termes initiaux

z 0 0 xy 0 0
OL1izl) 0], 0], (x*y]),

0 0 2z 0 0 x%y

Ils donnent la représentation suivante du module K :
C{x}+Cy
X
Ki=l C{x}+Cy+Cxy |=Z
X

C{x}+Cy+Cxy

Elle est ordonnée : la dimension de plongement de la base de la déformation semi-
universelle de (X, 0) va étre plus petite ou égale a 5 (¢f. la prop. 1, chap. III.1).
Le déploiement semi-universel F de f s’écrit alors :

F1=f1+ayzgi'xi,
F,=f,+by+cxy+ Y b X',
Fy=fy+dy+exy+ Y ki X'

avec des variables a, b, ¢, d, e, g;, h; et k;, i=0.
Le module des relations entre f;, f, et f; est engendré par les deux vecteurs

ri=(z —y,x) et =% —zy),
qui se relévent a des vecteurs
Ri=r'+(b+cx, —a, 0) et R2=r24(—d—ex, b+cx, 0).

On en déduit les équations suivantes du platificateur (S, 0) :

80=0, hy=0, ko=ad—b?,
g1=b, hy=d, k,=ae—2bc,
g,=¢, h,=e, ky=—a—c?
8i+3=0, hiy3=0, k;,3=0.

La base (S,0) est donc lisse de dimension S. La déformation semi-universelle
h: (Xs, 0) = (S, 0) est la restriction de la projection pr : (C°> x C3, 0) - (C3, 0) a la sous-
variété (X, 0) de (C3 x C3, 0) définie par les équations
H, = f; +bx+cx*+ay,
H, = f, +dx+ex*+by+cxy,
H,=f;+(ad—b?)+(ae—2bc): x+(—a—c?): x> +dy +exy.
Exemple 2. — Soit X, la sous-variété de C* formée de trois droites concourantes. On
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choisit les équations suivantes
fi=y=xy,  fi=yz—xz,  fy=z'-xz.
Comme dans le premier exemple on trouve la représentation suivante de Og3 o/, :
A(I))=C{x} +C{x}y+C{x}z

L’image de (0f/0x, 8]0y, 0f]0z) dans (Og3_o/I,)* est engendrée par les vecteurs

XZ—Xy y 0 2y—2x 0 0
0 Az) [ yv—x |, y=x ), | xy—x>], | O
0 z 2z—x —Xx xy—x2 Xy

Pour une forme linéaire convenable ils admettent les termes initiaux

Xz 0 0 2y 0 0
0 5 Z N 0 N O N Xy s 0
0 0 2z 0 0 xy

et donnent la représentation suivante de K’

C{x}+C:z
x
Kial c{x}+cy |-z
X
C{x}+Cy

Elle est ordonnée : la dimension de plongement de la base de la déformation semi-
universelle de (X, 0) va étre plus petite ou égale a 5 (cf. la prop. 1, chap. III. 1).

Le déploiement semi-universel F de f s’écrit alors :
N F,=fi+az+ ) d;" X,
F,=f,+by+ Y e X,
CFi=fitoy+ Yex,

avec des variables a, b, ¢, d;, e;, g; et i=0.
Le module des relations entre f;, f, et f; est engendré par les deux vecteurs

rl=(z, —y,x) et r*=(0,z—x, x—Y)
qui se relévent a des vecteurs
Ri=rt+(b, 0, —a) et  RZ=r’+(c, —b, 0).
On en déduit les équations suivantes du platificateur (S, 0) :

dog=—ab, ey=—ac, go=—b?%
di=—a, e, =—b, g=-—b,
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diy2=0, €;+2=0, 8i+2=0.

La base (S,0) est donc lisse de dimension 3. La déformation semi-universelle
h: (Xs, 0) = (S, 0) est la restriction de la projection pr : (C3 x C3, 0) - (C3, 0) a la sous-
variété (X, 0) de (C3 x C3, 0) définie par les équations

H,=f,—ab—ax+az,

H,=f,—ac—bx+by,

H3=f3_b2_bx+cy.

Exemple 3. — Soit X, la sous-variété de C* formée de deux « plans » touchant en un
point. Ses équations xz, yz, xw, yw se transforment par le changement de coordonnées
X—=Z—X, yo>W—),Z>2Z, wWowen

fi=z*—xz, fo=zw—xw,
fi=wioyw,  fu=yz—xw.
Il est clair comment choisir une forme linéaire injective ! : N* — R, pour obtenir les

termes initiaux z2, zw, w? et yz des f. Ils fournissent la représentation suivante de
Oc4, 0 1/10.

A(Iy)=C{x,y} +C{x, y}w+C{x}zw.
Contrairement aux deux premiers exemples, Oy, o n’est pas un anneau de Cohen-
Macaulay. On choisit maintenant une forme linéaire injective I : (N*)* - R, ihduisant

Iordre

w<z<y<x et 17 <2°<3°<4° ligne sur Ofs .

L’image de (0f/0x, 0 f/dy, 8]0z, 0f]ow) dans (Og4, o/I,)* est engendrée par les vecteurs

z 0 z—Xx 0 x2
w 0 0 z—Xx xy
o \—w|’ 0 ’ -y I\
w z ~w+y 2z—Xx 0

dont les termes initiaux par rapport a [ sont

0 0 0 0
w 0 0 z 0
ory\tw/gtofyof\,?
0 0. w, 0 0
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Ils donnent la représentation suivante de K :

C{x,y} +C{x, y}w+C{x}z+C{x}zw
C{x »}
X =Z.
C{x} +€{x}y+C(x}z
C{x,y}+C{x}z

7~
(S
1

1l résulte alors du corollaire de la proposition 1, chap. III.1, que (X,, 0) est rigide.
Cependant, on se convainc facilement que I’on ne peut pas relever les deux générateurs

rl=(w, —z 0, 0) et 2=, w, —z, —w),
du module de relations entre les f; par un algorithme fini de division [c¢f. I'étape (5),
chap. III. 1, et la prop. 6, A.1I.4].

Exemple 4. — Soit X, la sous-variété de C* formée de trois plans définis par les
mondmes xz, yw et zw. La variété X, n’est pas a singularité isolée a I’origine. Nous
montrerons qu’elle admet une « déformation semi-universelle a base de dimension
infinie ». Par le changement de coordonnées x »z—x, y—>w—y, z—>z et w—ow les
équations de X, se transforment en

fi=2"—xz, fr=w>—pyw, f3=zw,
a des termes privilégiés z%, w? et zw. On a alors
A(I))=C{x, y} +C{x, y}z+C{x, y}w
et

C{x,y} +C{y}w
Ki~l C{x,y}+C{x}z | =Z

C{x,»}
Le déploiement semi-universel F de f s’écrit :
Fi=fi+Ya; X'y +Y b yw,
Fo=fo+ Y ¢ x'y+Y.d; x'z,
Fi=fi+ Y e; x'y.
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Les deux générateurs r' et r* du module des relations entre les f;
r‘=w, 0, x—z) et r2=(0, z, y—w),
se relévent a des vecteurs
Ri=r'+(0, — ) b;5, 0) et R2=r’+(—Y.d;x', 0, 0),

induisant les équations suivantes du platificateur (S, 0)

a00=0, Co():o,
ai+1,j=0a Ct.j+1=0s
o, j+1+b;=0, ¢y 0+d;=0,
e,l+d,bj=0

La base (S, 0) est donc lisse de dimension infinie a coordonnées b; et d; pour i, j=0. La
déformation semi-universelle i : (Xg, 0) — (S, 0) de (X, 0) est la restriction de la projec-
tion pr: (Sx C* 0) - (S, 0) a la sous-variété (Xg, 0) de (S x C*, 0) définie par les équa-
tions

H,=f+ ij')’j'(J’+W),
Hy=f,+ Y d;"x'" (x+2),
H3=f3" ijdi'xiyj.

APPENDICE

A.0. Préliminaires

Le corps de base est toujours le corps des nombres complexes C. On dit qu’une
application f: V— F d’un ouvert V d’un espace de Banach E a valeurs dans un espace
de Banach F est analytique en a€V, s’il existe une suite d’applications ( f;) de E dans F,
chacune polyndmiale homogéne continue de degré j, et un nombre réel r>0 tels que
| £ll.=3| f;]| ¥ < oo et tels que f (a+x)= Y. f;(x) pour x € E suffisamment petit. L’appli-
cation f est analytique dans V, si elle 'est en tout point de V. On remarque que le
principe du prolongement unique d’une application analytique n’est plus vrai en dimension
infinie.

NotaTioNn 1. — On désigne par H(V, F) [resp. H,(V, F)] le faisceau des germes
d’applications analytiques sur V (resp. ’espace vectoriel des germes d’applications analyti-
ques en x € V) a valeurs dans F. On pose en particulier Oy=H(V, C) et Oy ,=H_(V, C).

NoTtATION 2. — Soit I: N"—- R, une forme linéaire fixe. On considére I’anneau
A =0¢n =H,(C", C) des séries convergentes f= Y f,x*a lorigine de C". Pour tout
aeN"
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keN on pose

AK)={feA, Y| f,] k'®<o0}.

Les espaces A (k) munis de la norme || f||,= Y| f,| 'k~'® sont des espaces de Banach

et 'ona A= U A (k). On munit alors A de la topologie de la limite inductive. Elle ne
keN

dépend pas de la forme linéaire I choisie. On I'appelle la topologie analytique sur A.
Tout sous-module I, de A? est fermé pour cette topologie (théoreme de fermeture de
Krull). Chaque fois qu’on parle des espaces de Banach A (k), ke N, on sous-entend avec
la donnée d’une forme linéaire injective [ : N" - R .. On remarque que tout sous-espace
vectoriel A’ de A de dimension finie qui est engendré par des polynomes de A vérifie

A'(k): =A’NA(k)=A’

(cf. la dém. de la prop. 3, chap. II. 6).

Une autre maniére de présenter A comme limite inductive d’espaces de Banach consiste
a considérer des polycylindres fermés K dans C" et les espaces de Banach B(K) des
fonctions continues sur K et analytiques sur I'intérieur K de K (cf. Douady).

DermNiTioN 1. — Une application analytique f: V — E est un isomorphisme local en
aeV, si finduit un homéomorphisme d’un voisinage de a sur un voisinage de f (a) dont
I'inverse est analytique.

L’espace tangent T,V d’un ouvert V de E en aeV est I'espace des applications
analytiques v: T —» V d’image a ou T=SpecC {¢}/.2. Il s’identifie de maniére naturelle
a E. L’application tangente T, f d’une application analytique f: V—F en aeV est
'application linéaire T, f: T,V =T, F définie par (T, f)(v)=ve f. Elle s’identific a
Papplication linéaire f; : E - F du développement en série de f (a+x)= ) f;(x) en a.

THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES (c¢f. Douady). — Soit f: V— F une application
analytique en aeV. Si I'application tangente T, f: T,V > T, F de f en a est un isomor-
phisme, f est un isomorphisme local en a.

DErINITION 2. — (a) On dit qu’un sous-espace E” d’un espace vectoriel topologique E
est direct s’il admet un supplémentaire topologique E”, E=E’®E". En vertu du théoréme
de Hahn-Banach, E’ est direct si et seulement si E” est fermé et admet un supplémentaire
fermé E”.

(b) On dit qu’une application linéaire continue u : E — F d’espaces vectoriels topologi-
ques est stricte, si u induit un isomorphisme topologique de E/Ker u sur Im u, c’est-a-dire,
si 'image de u est fermée. On dit qu’elle est directe, si le noyau et 'image de u sont des
sous-espaces directs de E et F respectivement.

(¢) Une application analytique f: V— F en ae VSE est une immersion (resp. immer-
sion directe, submersion, submersion directe), si a des isomorphismes analytiques locaux
en aeV et f(a)eF pres, fest la restriction d’'un homomorphisme injectif (resp. injectif
direct, surjectif, surjectif direct) de E dans F. Notons que I'image réciproque d’un point
de F par une submersion directe f: V — F est localement isomorphe a V.

4° SERIE — TOME 18 — 1985 — N° 1



DEFORMATIONS SEMI-UNIVERSELLES 35

ProposiTioN 1. — Soit f: V- F une application analytique en aeV. Si 'application
tangente T, f: T,V — T, F de f en a est un homomorphisme injectif direct (resp. surjectif
direct), f est une immersion directe (resp. submersion directe) en acV.

L’assertion est une conséquence facile du théoréme des fonctions implicite et n’est plus
vraie si I'on supprime I'hypothése que T, f soit un homomorphisme direct (cf. Douady).

A.L Variétés analytiques banachiques

1. DEFINITIONS.

DeriniTION 1. — Un modele de variété m (V, f, F) d’une variété analytique banachique
est la donnée d’un ensemble X dans un ouvert V d’un espace de Banach E et d’une
application analytique f: V — F a valeurs dans un espace de Banach F tels que

X=/"1(0)={xeV, f(x)=0}.

On dit que X est ’ensemble analytique défini par f. A tout modele m (V, f, F) et tout
espace de Banach G on associe le faisceau en espaces vectoriels

o(f, G),

des germes d’applications analytiques sur X a valeurs dans G; c’est par définition le
quotient

®(f, G =H(V, Q/I(f, G),

du faisceau H(V, G) des germes d’applications analytiques sur V dans G par le sous-
faisceau I(f, G) de H(V, G) des combinaisons linéaires des composantes de f. Plus
précisément, 1(f, G) est le faisceau des germes d’applications h de H(V, G) s’écrivant
h=2X\o favec (Lo f)(x)=A(x)(f (x)), ou A est le germe d’une application analytique de
V dans I’espace de Banach L (F, G) des applications linéaires continues de F dans G.
Soient m(V,, f, F,), i=1, 2, deux modé¢les de variétés et ¢ : V, » V, une application
analytique. Pour tout espace de Banach G, ¢ induit un homomorphisme de faisceau

0*(G): H(V, G)->H(V,, G),
par 0*(G) (o) =a° .

Soit X un sous-ensemble analytique d’un espace de Banach E. On dit que les deux
modé¢les m (V,, f;, F;) sont équivalents sur X, si

frO)=110)=X

et si pour tout espace de Banach G, les faisceaux @ ( f;, G) et ®(f,, G) sont isomorphes,
i.e., 8l existe une application analytique ¢ : V, - V, induisant pour tout G des isomor-
phismes

9*(G): ®(f, G) S O(f,, G).
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DEerFiNiTION 2. — Une variété analytique banachique X =(X, ®) est un sous-ensemble
analytique X d’un espace de Banach E muni de la collection ® (X, G), G espace de
Banach, des classes d’isomorphie des faisceaux @ ( f, G) associés a un modele m (V, f, G)
définissant X = f 1 (0). Par abus de notation on écrit souvent

X, ®)=X=m(V, f, G)
et
(X, G)=2(f, G)=H(V, G)/I(f, G).

Remarque. — Une variété analytique banachique X n’est pas entiérement déterminée
par le faisceau @ (X, C) des forictions analytiques sur X.

Exemple. — Soient ky<k;eN, U=C" ouvert et A=0Oy ,. Considérons les modeles
m (A (ko), Id, A (ko)) et m(A (ko), j, A(k,)) ou j désigne I'injection naturelle de A (ko)
dans A (k,) (cf. la not. 2, A.0). Ces deux mod¢les définissent des variétés banachiques X
et X’ vérifiant

o(X, CO)~d (X', C)~C.

Par contre, posant G =A (k,), les faisceaux @ (Id, G) et ®(j, G) ne sont pas isomorphes :
en effet, comme A (k,) n’est pas un sous-espace direct de A (k,), I’application naturelle

L(A(ky), A(ky) = L(A(ko), A(k,))

n’est pas une surjection. Ceci implique que I(j, G) < I(Id, G). L’assertion en résulte
selon la définition de ®(Id, G) et ®(j, G).

DeFmNITION 3. — (a) Pour toute variété X définie par un modele m(V, f, G) et tout
ouvert V' de V on note X |y. et appelle la sous-variété ouverte de X définie par V' la
variété banachique X’ associée au modele m (V’, f |V,, F).

Le germe (X, x) d’une variété banachique X en un point x de X est défini comme la
limite inductive des variétés X |y. par rapport & des ouverts V' avec xe V'S V. Le germe
(X, x) est enticrement déterminé par la collection des espaces vectoriels @, (X, G), G
espace de Banach, des germes d’applications analytiques sur X en x a valeurs dans G.

(b) On dit qu’une variété banachique X est lisse en xeX, si elle est définie par un
modéle m (V, f, F) ou f: V- F est une submersion directe en x. Si X est définie par une
application linéaire continue f: V- F, X est lisse si et seulement si f est un homomor-
phisme direct. Toute variété X qui est lisse en xe€X est localement isomorphe en x a un
ouvert d’'un espace de Banach.

DerFiNiTION 4. — Soient X=m(V, f, F) et X'=m(V’, f’, F), VSE, V' €F’, deux
variétés analytiques banachiques.

(a) Deux applications analytiques h;: V;, > E’, i=1, 2, X< V,<E, sont équivalentes
sur X s’il existe un ouvert W de V avec XS WgV, tel que

hl—hziweuf w> E).

(b) Un morphisme ou une application analytique de X dans X’ est la classe d’équiva-
lence sur X d’une application analytique h : V — V' vérifiant f" e heI(f, F’). On écrit par
abus de notation h: X - X',
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(¢) En vertu de la remarque aprés la définition 3(b) au-dessus les notions d’immersion
et de submersion locale s’étendent de maniére naturelle au cas de morphismes entre
variétés lisses.

Remarques. — (1) La définition d’un morphisme ne dépend pas des modé¢les choisis.

(2) 1l est un exercice d’analyse complexe (cf. Douady) de montrer que tout morphisme
h : X —» X’ induit pour tout espace de Banach G des homomorphismes bien définis

h*(G) : ®(X’, G) - ®(X, G),
p—poh.

Ceci permet en particulier de définir la composition de deux morphismes comme la
classe d’équivalence de la composition de leurs représentants et d’introduire la notion
d’isomorphisme entre variétés banachiques.

DEFINITION 5. — (a) Une sous-variété d’une variété analytique banachique
X=m(V, f, F) est une variété X’ définie par un modéle m (V’, (f, f), F xF’) ou V' est
un ouvert de V et f” une application analytique de V' dans un espace de Banach F".

Soient h : X — S un morphisme de variétés banachiques et S’=m (W, g, G) une sous-
variété de S. L’image inverse h~!(S’)=Xg de S’ par h est la sous-variété Y de X définie
par le modéle

Y=m(VNR Y(W), (f, g°h), FxG),

désignant par & un représentant du morphisme h. Si S'= {s} est un pointde S, h™* (s) =X
est appelé la fibre sur s du morphisme h. Notons que les fibres d’une submersion entre
variétés lisses sont encore des variétés lisses.

(b) Un plongement de X dans une variété Y (resp. un plongement local de X en x € X)
est un morphisme j : X - Y qui induit un isomorphisme de X sur une sous-variété Y’ de
Y (resp. un morphisme j d’une sous-variété ouverte X’ de X contenant x dans Y induisant
un isomorphisme sur une sous-variété Y’ de Y).

Remarque (cf. les dém. du lemme 1 et de la prop. 2, A.1.2). — Soient X=m(V, f, F)
et Y=m(W, g, G) deux variétés et h: V— G une application analytique induisant un
morphisme j: X —» Y. Si h est une immersion directe (en xeX), j est un plongement
(local en x) de X dans Y.

DEFINITION 6. — (a) Le produit X, x X, de deux variétés X;=m(V,, f;, F), i=1, 2, est
défini par X, x X,=m(V, xV,, f1 X f5, F; xF,). Il ne dépend pas des modeles choisis.

(b) Soient h; : X; — S, i=1, 2, deux morphismes. Le produit fibré X, x4X, de X, et
X, sur S est 'image inverse (h; x h,) ' (D) de la diagonale DS x S par le morphisme
produit A, xh, : X, xX, - SxS.

DerFmniTION 7. — (a) L’espace tangent T, X d’une variété X en xe X est I’espace des
morphismes v: T — X, T=SpecC{¢}/.2, d’image x. L’application tangente T h d’un
morphisme h : X —'Y est définie par T,h: T, X - T, , X, (T, h) (v)=hov.
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(b) Un morphisme de fibrés triviaux sur une variété analytique banachique S est la
donnée de deux espaces de Banach E, et E, et d’'un morphisme

SxE;, — SxE,

\/

rendant commutatif le diagramme et de sorte que H (s, x) est linéaire continu en s et
analytique en x. Pour tout se€S, H induit un homomorphisme d’espaces de Banach
H(s): E, - E, par H(s)(x)=H{(s, x).

2. CRITERES DE FINITUDE.

DEerINITION 8. — (a) Une variété analytique banachique X est de dimension finie (resp.
de définition finie) si elle peut étre définie par un modéle m(V, f, F) ou V est un ouvert
d’un espace affine de dimension finie (resp. ou F est un espace affine de dimension finie).

(b) Une variété X est de dimension finie (resp. de définition finie) en xeX s’il existe
un voisinage V' de x tel que X ]V, est de dimension finie (resp. de définition finie).

(¢) Une sous-variété X’ de X est de définition finie dans X si elle est la fibre A~ (s),
s€S, d’'un morphisme h : X — S dans une variété S de dimension finie.

(d) Une variété X sur S, i.e., une variét¢ X munie d’un morphisme h : X — S, est de
dimension finie sur S (en xeX) s’il existe un plongement (local en x) j de X dans le
produit S x U de S avec un ouvert U de ™" ¢t un diagramme commutatif

X ! .~ sxU
h\ '/pr
S

On dit que le morphisme h est installé par le diagramme au-dessus.

Remarque. — Notons que toute variét¢ X de dimension finie est de définition finie et
donc enticrement déterminée par son faisceau de fonctions analytiques sur
X :®(X, C)=0y/I(X, C)=0x.

ProposITION 1 [¢f. la dém. de la prop. 3(a), chap. I11.6]). — (a) Une variété banachique
X=m(V, f, F), VEE, est de dimension finie en x € X, si 'application tangente T, f: E > F
de f en x est un homomorphisme direct de noyau T, X de dimension finie.

(b) Une variété X sur S, h: X — S, est de dimension finie sur S en xeh™ ' (s)=X si et
seulement si la fibre h™' (s) de h sur seS est de dimension finie en x.

Démonstration. — (a) Nous décomposons F en somme directe F=F' @F” avec
F’=Im T, f de maniére telle que f: V — F définit une application analytique f" : V> F’
vérifiant Im T, f=Im T, f"=F". Selon la proposition des préliminaires, f” est une submer-
sion directe en x. Par conséquent, la variété Y= f"~1(0) est lisse en x d’espace tangent
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T,Y=KerT, f'=KerT, f de dimension finie. Comme X se plonge localement dans Y
en x, I’assertion est montrée.

(b) Pour prouver I'implication non triviale, soit i, : X; ¢ U un plongement local en x
de X,=h"!(s) dans un ouvert U de C" Il est induit par un morphisme i: X — U.
Comme la fibre sur (s, x) du morphisme j=(h, i) : X - S x U est isomorphe a la variété
lisse O, I’assertion découle du résultat suivant :

LeEMME 1. — Tout morphisme j: X - Y a fibre j~'(y) isomorphe a la variété lisse O
est un plongement local en x=j"1(y).

Démonstration. — Nous pouvons supposer que x=0 et y=0 et que Y est lisse. Soient
X=m(V, f,F), VEE, et k: V—Y un représentant de j. La fibre j~!(0) s’identifie a
g~ 1(0), désignant par g le morphisme g=(f, k) : V- F x Y. Comme j~*(0)=0 est lisse,
Idy induit le morphisme nul sur j~!(0), d’ou par définition, Idy=A°g pour une applica-
tion analytique A : V- L(F, E). Il en résulte que ToIdy=Idg=Ty(Aog)=A(0)(Tyg) ce
qui prouve que T,g est un monomorphisme direct. La proposition des préliminaires,
A .0, entraine que g est une immersion directe a I'origine. L’assertion résulte alors en
vertu de la remarque apres la définition 5. A 1. 1. du diagramme commutatif

V——FxY

! !

X —d . Y
ProposITION 2 (¢f. la dem. de la prop 3 chap. 11.6). — On considére un diagramme
commutatif de morphismes cnire germes de variétés banachiques lisses a I origine

(X, 0) —— (X’, 0)

g i
J
(Y, 0 —= (Y., 0)
On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Les morphismes i et j sont des immersions a Iorigine.

(ii) Les applications tangentes Toh et Toh' sont des homomorphismes directs de noyau
de dimension finie.

(iii) Identifiant Y a un ouvert de son espace tangent T,Y on a [linclusion
J((ImTyh, 0))=(Im T, k', 0).
(iv) L’immersion i : (X, 0) (X', 0) induit un isomorphisme

Toi: KerToh—>KerTyh'.

Alorsi: (X, 0) = (X', 0) induit un isomorphisme entre les fibres (h~* (0), 0) et (k' ~* (0), 0).

Démonstration. — On peut supposer que X, X', Y et Y’ sont des ouverts d’espaces de
Banach E, E’, F et F’. En vertu de (ii), F et F’ se décomposent en somme directe

F=F,®F, e F=F@F,
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avec F,=ImTyh et F;=ImT,A". En résultent les décompositions
h=h,®h, et W =h{@®h,.

Le diagramme commutatif
(X, 0 —— (X', 0)

3 V"

(F,, 0) —2— (F;, 0)

est bien défini en vertu de (iii). Il induit un morphisme i, : (V,, 0) = (V{, 0) entre les
variétés lisses V, =h; 1 (0) et V;=h}"'(0). En vertu du théoréme des fonctions implicites,
A .0, et (iv), c’est un isomorphisme. Considérons maintenant le diagramme commutatif

(Vy, 0) —2> (V4, 0)

ok
(F,, 0) —2— (F, 0)

Les variétés lisses (V4, 0) et (V,, 0) sont de dimension finie d’apreés la proposition 1(a),
A.1.2, et (ii). Les idéaux I(h,, C) et I(h3, C) de Oy, , et Oy, décrivent donc entiere-
ment les fibres (h; ! (0), 0) et (h;*(0), 0) (c¢f. les remarques aprés la déf. 2, A.1.1, et la
déf. 8, A.1.2). Comme l'application duale d’une application linéaire injective entre
espaces de Banach est d’image dense, il résulte de (i) que I'idéal I(j,oh,, C) est dense
dans 1(h,, C). Par le théoréme de fermeture de Krull, les deux sont égaux. D’autre part,
I'idéal I(h5, C) est isomorphe a I(h}ci,, C)=I(j,°h,, C), d’ou I(h,, C)~I(h), C). Ceci
prouve que les fibres (h; ! (0), 0) et (b, ! (0), 0) sont isomorphes. Comme (h~ ! (0), 0) et
(W ~1(0), 0) s’identifient de maniére naturelle a ces deux variétés, la proposition est
démontrée.

3. MORPHISMES SUR UN PRODUIT. — Soit X une variété analytique banachique définie
par un modéle m(V, f, F), V ouvert d’un espace de Banach E.

NotaTioN 1. — On désigne par Oy le faisceau des germes de fonctions analytiques
complexes sur X, Ox=®(X, C), et par Oy ,, xeX, I'anneau des germes de fonctions
analytiques en x. Pour simplicité nous supposerons toujours x=0O€E et écrirons alors

Ox, 0= Ov, o/I,

pour un idéal I de Oy ,. Si la variété X est de définition finie a I'origine, ’anneau Oy
détermine entiérement le germe (X, 0) de X a l'origine. Pour un germe de morphisme
h:(X,0)—> (X, 0 on note h*: Oy o— Oy , ’homomorphisme associé¢, défini par
h*(a)=oach. Si une des deux variétés X et X’ est de dimension finie a I’origine, h*
détermine entiérement le germe de morphisme h.

ProposITION 3 [cf. la dém. du th. 2, chap. 1.3, partie (B)]. — Soient S une variété
analytique banachique, U un ouvert de C", et X une sous-variété de S xU. Pour tout
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morphisme v : T — S on considére le diagramme induit

désignant par h la restriction a X de la premiere projection de SxU sur S. Soit
Ox, 0=0gxy, o/l P'anneau local de X a I'origine.

Si ou bien X est une sous-variété de définition finie de S x U ou bien T est une variété de
dimension finie, 'anneau local Oy, o du produit fibré X1=X xsT est décrit par les
isomorphismes naturels suivants :

~/
oy - Ox,0®osxu,ooTxU,o - OxT, 0

% 0 Oryy,of/(vxIdy)* (D) 5 Ox-r, o

On laisse au lecteur de vérifier les assertions. On remarque encore que si S est une variété
de dimension finie, le produit tensoriel

OX, 0®05x U, 0 OT xU, 0>
s’identifie de maniére naturelle au produit Ox (®o , Or, o-

ProposITION 4 (cf. les notations de A.1I.4, et les dém. du th. 2, chap. I. 3, du lemme 1
et du th. 3, chap. I1.4, et de la prop. 6, A.1.4). — Soient S une variété analytique
banachique dans un ouvert V d’un espace de Banach E, et U un ouvert de C". Soit
B:(SxU, 0) —(C, 0) un germe de morphisme que nous supposons induit par le germe
d’une application analytique B : (V x U, 0) - (C, 0). Pour tout ke N assez grand on associe
a B des germes d’applications analytiques

Ek (v, 0 - (OU,o(k), b, (0)),

en posant b, (s)(x)=B(s, x) pour se(V, 0) et xe(U, 0) (cf. la not. 2, A.0). Alors, les
morphismes induits

b (8, 0) = (Oy, o (k). by (0)),

sont entiérement déterminés par le morphisme B et ne dépendent pas du choix de B. Ainsi
Panneau local Og, y, o Sidentifie a la limite inductive

an_k H, (S, Oy, o (k)),

k

des germes de morphismes de S dans Oy , (k). On laisse au lecteur de vérifier I'assertion.
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Remarque (cf. la dém. du th. 2, chap. I.3). — Dans la situation de la proposition, soit
ko I'entier minimal tel que le morphisme

by: (S,0) —’(OU,O(k), b, (0))

est défini. Si le germe de morphisme B : (S x U, 0) —» (C, 0) est nul, le germe b, n’est pas
nécessairement nul pour tout k =k,. Par contre, il existe k, =k, tel que b, est nul pour
tout k >k,.

Exemple. — Soient ko<k;eN, A=O0y ( et j: A(ky) 5 A(k,) I'injection naturelle (cf.
I'exemple de A.I.1). Soient S la variété définie par le modéle m (A (k,), j, A (k,)), i.e.,
la fibre du morphisme j, et B:(SxU,0)—(C,0) le morphisme induit par
B:(A(ky) xU, 0)—(C, 0) ou B(s, x)=s(x). On prétend que B est le morphisme nul,
que les morphismes associés b, : (S, 0) —» (A (k), 0) sont bien définis pour tout k =k,
mais ne sont nuls que pour k=k,>k, Les deux premicres assertions se vérifient
immédiatement. Prouvons la troisiéme : nous notons b, : (A (ko), 0) = (A (k)), k=k,, les
applications analytiques associées a B. Alors le morphisme b, : (S, 0) — (A (k)), est nul si
et seulement si, selon les définitions, il existe une application analytique

Mt (A(ko), 0) > L(A(ky), A(k)  avec by=Ncoj.

Il en résulte que A, (s)(s)=s pour tout s€ A (ky). Comme A (k,) est dense dans A (k,),
on a A, (s)(t)=t pour tout te A (k,) par continuité. L’application A, est donc seulement
définie pour k =k, d’ou I’assertion.

4. FIBRES BANACHIQUES.

ProrosiTioN 5. — Considérons un diagramme commutatif de fibrés triviaux sur une
variété analytique banachique S [ef To d&f. 7¢h A 1 11

H
SxE, ——'-i—’-—>SxE2 — SxE,

| ! |

H; (0) H, (O)A
El Ez E3

On suppose que H,oH,=0. Alors, si lu suite des fibres en bas est exacte directe, il existe
un ouvert S’ de S et un diagramme commutatif de fibrés triviaux sur S’

S'xE, ———+ §'xE, ——2—=§'xE,

! | |

A,

S'x(F, ®G,) —> §x(F,®G,) —> S x(F3®G)

tels que H;|s «r,=0 et H; : S'xG;5S xF,,, pouri=1, 2.
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Démonstration. — L’hypothése permet de décomposer E; en somme directe E;=F,®G;
telle que

() { F,=KerH, (0),

F,=ImH, (0)=Ker H, (0), F;=ImH,(0).
Par conséquent, les morphismes H;(s), se S, s’identifient a des matrices

a;(s)  bi(s)

=100 a0

>

par rapport aux décompositions des E;. Les conditions (1) se traduisent en
2 b, (0) inversible, H, (0) > H, (0)=0, b, (0) inversible.

Pour tout seS on a H,(s)cH, (s)=0; d’autre part, I'inversibilit¢ étant une condition
ouverte, il existe un ouvert S’ de S tel que b, (s) et b, (s) sont inversibles pour tout seS".
Il en résulte que pour seS’

) { KerH, (s)®G,=E,, Im H, (s) =Ker H, (s),

ImH, (5)®G,=E,, ImH, (s)®G;=E,.

L’existence du diagramme cherché en découle immédiatement. En particulier on a prouvé :

COROLLAIRE. — Dans la situation de la proposition précédente, I'ensemble des points
s€S tels que

Hy (s) H, (s)
E,— E, — E,,
soit une suite exacte, forme un ouvert de S.

Le résultat suivant présente une version généralisée du lemme de Nakayama pour des
anneaux non noethériens. Il jouera le réle clef dans la caractérisation des morphismes
plats, chap. I.2.

ProposITION 6 [cf. les dém. de la prop. 1, chap. 1.1, et du th. 1, (B) = (A) et (B) =(C),

chap. 1.2). — Soient S une variété analytique banachique et U un ouvert de C". Soient L,
i=1, 2, 3, des Ogy, o-modules libres de type fini. 1.;,= O, . ,. On considére un diagramme
commutatif

D, )

Ll — L, ——— L3

t Dy (0) L D, (0 l

1 2 (0)
L (0) — L,(0) — L;(0)
ou D, et D, sont des homomorphismes de Og,; o-modules et ou les fleches verticales sont
induites par la projection Og, o = Oy, o. On suppose que D, oD, =0.
(a) Si la suite des fibres en bas du diagramme est exacte, la suite en haut I'est aussi.
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(b) Si M, (0) sont des sous-espaces vectoriels de L, (0) tels que
M, (0)®KerD, (0)=L, (0),
M, (0)@Im D, (0) =M, (0)@Ker D, (0) =L, (0),
M; (0)@Im D, (0)=L;(0),
"Ton a, posant M;= lim Ho (S, M;(0) (k)), M;(0) (k)=M,;(0) N\ Oy, o (k) (cf. la prop. 4,

k

A.1.3),
M,®KerD,=L,,
M,®ImD,=M,®KerD,=L,,
M;®ImD,=L,.
Remarque. — On note que I'énoncé ne s’étend pas au cas de Og,y o-modules non

libres : soit g#0 un élément de I'idéal mg* Og.y o de Og.y o formé des germes de
fonctions sur (S x U, 0) s’annulant sur {0} x U. Alors la suite

g.1d
Ost,o __'OSxU,o"’Osxu,o/ms'osxu,o,

n’est pas exacte.

Démonstration. — En vertu de la proposition 4, A.1.3, on sait que

Li= lim H, (S, L:(0) (k)),

avec L;(0) (k)=Oy, o (k)"

(a) Comme le foncteur limite inductive est exact, il suffit de prouver que la suite
induite

( ) D, D,
* H, (S, L, (0) (k)) = Ho (S, L,(0) (k)) = Ho (S, L3 (0) (k)),

est exacte pour keN assez grand. Remarquons d’abord qu’elle est bien définie pour k
assez grand parce que D, et D, sont des applications Og, y, o-linéaires s’identifiant ainsi
a des matrices a coordonnées dans Og,y, . D’autre part, la suite correspondante de
fibrés triviaux

D D

$' x L, (0) (k) =S’ x L, (0) (k) > §' x L, (0) (k)

est exacte pour un ouvert S” de S en vertu du corollaire précédent. L’exactitude de (*)
résulte alors du passage aux sections des fibrés.

(b) C’est une conséquence immeédiate des égalités (3) de la démonstration de la derniére
proposition.
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Remarque [cf. les dém. du th. 2, A.I1.4, et du th. 1, (B)=(C), chap. 1.2]. — La
démonstration de la proposition utilise de la Og,y, o-module-structure des modules L;
seulement la description comme limite inductive des H, (S, L;(0) (k)). L’énoncé restera

donc vrai si on remplace L; par des Og -sous-modules de OEiy , isomorphes a des
sommes directes finies de la forme

j(—-—BO Olicgi, 0= ll_kfg H, (S, Ogi, o (k)%)

et les homomorphismes D; par des restrictions a4 L; d’homomorphismes Og, y, o-linéaires.

A.IL Le théoréme de division

Le but de ce chapitre est d’associer de maniére naturelle et explicite a toute famille

fi» - .., f, d’éléments de A?=0f, , un sous-espace vectoriel A=A(f) de A? tel que pour
tout ge A?il existe my, ..., m, dans A et un unique s dans A tels que g s’écrit
g= Z m;* fi+h.
1. QUELQUES INVARIANTS. — Toute application analytique feA?=0f , s’écrit de
maniére unique comme série convergente f(x)= Y. f, x% f,€C% Autrement dit, les
vecteurs mondémiaux (0, ..., x% 0, ..., 0), aeN", forment une C-base analytique de A%

On les ordonne au moyen d’une forme linéaire injective
I: (N>R,

Pour g=1 et keN on pose A (k)= { feA, ). [fu"k'”"’<oo}. L’anneau A s’écrit alors
comme réunion des espaces de Banach A (k), keN (c¢f. A.0). Dans toutes les considéra-
tions de ce chapitre, la forme linéaire injective I soit donnée et fixée tacitement a I’avance
sauf mention expresse du contraire.

DerINITION 1. — (a) Le terme privilégié ou la forme initiale relatif a / d’une série non
nulle f € A? est le premier élément

in(f)=in, (=, ..., x40, ...,0),
de la base monomiale de A? apparaissant dans le développement en série convergente de
F=(C e xNi=1, . q= 2 fu X5

fo=(fL, ..., f9eCL Le terme privilégié de 0e A7 est 'ensemble vide.
(b) Soit I, un sous-ensemble de A% On lui associe les objets suivants :
— L’ensemble E(I,) =E,(I,) = A? des termes privilégiés des éléments de I,
— Le sous-module M (Iy) =M, (I,) de A engendré par E (I,).
— L’espace vectoriel A(Iy)=A,;(Io) =AY le complémentaire ensembliste de M (I,).
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Comme les trois sous-ensembles E (I,), M (I,) et A(I,) de A? sont formés, respective-
ment engendrés par des mondmes, on peut les identifier a2 des sous-ensembles de N",
N=NU{ o}, associant & chaque mondme son exposant (exp. (0) : = o).

ProposiTiON 1. — Soit I, un sous-ensemble de A‘.

(a) Le module M (1,) est engendré par un nombre fini d’éléments de E (1,).

(b) Si 1, est un sous-module de A? engendré par des vecteurs mondmiaux de la forme
©,...,0,x%0,...,0), la projection A? — A9/1, induit un isomorphisme d’espaces vecto-
riels

A(I,) - A9,

L’assertion (a) résulte du fait que A? est un A-module noethérien, (b) de Iégalité
I=E(I))=M(I,).

Nous donnons sans démonstration une description explicite de I’espace vectoriel
A(I,) = A? (cf. Hironaka et Galligo) :

ProrosiTION 2 [cf. la dém. de la prop. 4, A.11.3, et la partie A (1) du chap. III.1]. —
(a) Soient 1, un idéal de A, | une forme linéaire injective sur N" et x=(x,, ..., x,) des
coordonnées dans C". Il existe des sous-ensembles finis uniques A, de N""%, i=0, ..., n,
tels que pour tout choix générique d’un changement linéaire de coordonnées e G, (C),
Pespace A(1,) s’écrit dans les coordonnées z = (x) sous la forme

Al)=® & C{zy, -, 2} Civts - -5 2%

i=0 aeA;
a une permutation des z,, . . ., z, pres.
(b) Soit 1, maintenant un sous-module de A‘. Alors A(1,) s’écrit dans les coordonnées

z=@ (x) comme produit de q espaces vectoriels de la forme de sommes directes de (a).

COROLLAIRE. — Les espaces A(1,) sont des sous-espaces fermés pour la topologie
analytique sur A‘.

DErFiNITION 2. — La description de A (I,) comme somme directe selon la proposition 2
est appelée la réalisation additive ordonnée (relative a I) du module quotient A%/I,,. Cette
définition sera justifiée par le théoréme de la section suivante.

2. LE THEOREME DE DIVISION. — C’étaient H. Grauert et H. Hironaka qui ont généralisé
le théoréeme de division de Weierstrass au cas de division par un idéal de séries convergen-
tes. La version présentée ici est due a A. Galligo. On se référe aux notations fixées dans
la définition 1.

THEOREME 1. — Soit 1, un sous-module de A=0Y, o, U ouvert de C". La projection

naturelle A*— A‘/1, induit un isomorphisme d’espaces vectoriels A (1,) — A/1,.
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Enoncés équivalents. — (a) Tout sous-module I, de A? admet A (I,) comme complémen-
taire direct en tant qu’espace vectoriel

I,®A (L)) =A".

C’est en plus un complémentaire topologique pour la topologie analytique en vertu du
corollaire de la proposition 2, A.1I. 1.

(b) Soient fy, ..., f,e A? des générateurs du sous-module I,. Alors, pour tout geAf,
il existe my, ..., m,eA et un unique he A(I,) tels que
g=Ym; fi+h.

Pour des conditions supplémentaires sur les m; assurant leur unicité on renvoie a Galligo.
On remarque qu’il résulte du théoréme entre autre que A =Oy , est un anneau noethérien.

Démonstration. — On se contente de prouver le résultat pour g=1. Pour le cas général,
voir Galligo.

L’application 7 est injective : en effet, si ge A était un élément non nul du noyau
A(Iy) N1, de &, son terme privilégi€¢ in(g) appartiendrait selon les définitions a la fois a
A(I,) et E(I,), d’ou une contradiction.

L’application m est surjective, si pour une famille génératrice f}, . . ., f, de I, lapplica-
tion linéaire
w: APxA(I) - A,
(my, ...,my; h)—>Y m- fi+h,

est. Ecrivant f;=in(f})+ fi=x%+ f;, w se décompose en somme de deux applications
w=u+v, ou

u(m, )=y m; x*+h,
v(m, h)y=Y m;" f.

On peut supposer que les f; sont choisis de sorte que les in(f) engendrent E(I,).
L’application u est alors surjective selon la proposition 1(b), A.IIL. 1. L’idée pour prouver
la surjectivité de w=u+v est d’utiliser le résultat suivant :

LEMME 1. — Soit w=u+v: E—F la somme de deux applications linéaires continues
entre des espaces de Banach. Si u est surjective et si || v || <con(u)=conorme de u, alors w
est surjective et satisfait con(w) =con(u)— ||v||.

Remarque. — La conorme d’une application linéaire continue injective z : E - F est

définie par

[z

con(z)= inf —-1,
x#0 ”x”
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celle d’une surjection u : E — F par con (1) =con (u"), désignant par u" : FT — ET 'applica-
tion duale de u. On vérifie alors facilement le critére suivant :

con(u)2c>0 < VyeF, 3IxeE

1
tel que u(x)=y et ||x“_$_;||y“

Démonstration. — Posons con(u)=c>c’=||v|| et p=c’/c<1. Pour tout x€E il existe
x"€E tel que

u(x)=v(x) et | x’

1
<@l
C

Cest-a-dire || x| <p||x||. Soit yeF. On construit par récurrence une suite (x,),.n de
points de E vérifiant
u(x0)=y; u(xn+1)=_v(xn) et ||xn+1“§p' “x'l”‘

¢}

La somme x= ) x, converge et d’aprés construction
0

y=u(xo)=(u+0)(x0)—v(x)="... =(u+v)<2xn> —0 (),
0

d’ou y=(u+v)(x)=w(x). L’inégalité con(w)=con (u)— ||v|| se montre facilement a Iaide
du critére cité.

Suite de la démonstration du théoréme. — Pour adopter notre situation a celle du
lemme 1, on remarque d’abord qu’il suffit de prouver la surjectivité de I'application
linéaire

w,=u,+v, : AP (k) x A(L,) (k) = A (k),

pour k e N assez grand, ou A (I,) (k)=A(I,) N A (k) (cf. 1a not. 2, A.0). Nous montrerons
qu’il existe un entier k; dépendant des générateurs f}, ..., f, de I, tel que pour tout
k=k, les applications u, et v, satisfont aux conditions du lemme. Ceci établira le
théoréme. Plus précisément-on montrera pour k € N assez grand que

con(u)=1> v,

ou le produit A? (k) x A(I,) (k) est muni de la structure d’espace de Banach définie par
la norme

[my, .., mp, )|[,= lemi'in(fi)[[,ﬁ 1 Blle= 2l[m |l &=+ || 2],
Prouvons con(u,)=1 : tout élément g de A (k) s’écrit

g=m; x"1+g,
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d’ou par itération
gi1=m; x%+g, i=2, ...,p,

de sorte que I'élément g; soit sans terme multiple de x*. 1l en résulte que I'élément h=g,
appartient a A(Iy) (k) et que g s’écrit comme somme

gzzmi'in(ﬁ)+h=uk(ma h),

ou les termes m;-in( f;)=m;  x% et h ont des ensembles d’exposants deux a deux disjoints.

L’injectivité de la forme linéaire / : N" - R, définissant la norme || ||, sur A (k) entraine
alors que

g lle= llucm, B [lo= Xl m:-in (Dl + [ 2 lle= | tm, B[,
Ceci signifie en vertu de la remarque aprés le lemme 1 que
con(u)=1

pour tout ke N.
Prouvons qu’il existe k, €N tel que

lofle<t,

pour tout k =k, : par définition du terme privilégié d’une série, il existe un nombre €>0
dépendant de f;, . . ., f, tel que les exposants B des séries f;= f;—in(f;)= f;—x* vérifient

IB)z!(x)+e
On en deéduit que si ke N tend vers I'infini, le nombre

Lrille _ Xl Sl 7, Y| fig| kT ® @0,

el e

tend vers zéro pour tout i=1, ..., p. Par conséquent, il existe un entier k, dépendant
de fi, ..., f, tel que pour k=k,

~

[RAP

[EP

=p<l,

d’ou
o (m, W |l= | Zm; fillesoXllmlle || x|l p | tm, B ||

Ceci prouve que ||v, || <1 pour k= k. Les applications u, et v, satisfont donc pour k =k,
aux hypothéses du lemme, ce qui établit la surjectivité de Papplication w,=u,+v, et
termine la démonstration du théoréme.
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On compléte ’énoncé du théoréme par les trois précisions suivantes :

LEMME 2. — (a) Pour toute famille génératrice f,, . . ., f, d'un sous-module 1, de A il
existe un entier kq tel que tout élément g de A‘(k), k=k,, sécrit g=)Y m;" f;+h avec
m;eA (k) et he A(1,) (k)=A(1,) N\ A(k). Autrement dit, la décomposition A1=1,DA (I,)
induit pour k 2k, une décomposition A (k)?=1,(k)®A(I,) (k).

(b) 1l existe un nombre c>0 dépendant seulement de f,, . .., f,, et pour tout ge A (k)’,
k=k,, des éléments my, ..., m,eA (k) et he A(Iy) (k) avec g=) m;" fi+h tels que

Il s e

(c) Supposons que 1, est invariant par rapport a une C*-action p sur C". Il admet donc
des générateurs p-homogenes f; de poids e,€Z, i.e., tels que pour AeC*, Lo f,=LA%" f.
Alors pour tout ge A? n-homogene de poids d, il existe m;e A p-homogene de poids d—e;
et un unique he A(1,) p-homogeéne de poids d tels que g= ) m; f;+h.

L’assertion (a) résulte de la démonstration du théoréme, (b) de [Pinégalité
con (wy) =con (u)— ||v; || >0, et (c) du fait que la graduation de A associée a p,

A= @ A9, induit une graduation A(I))= @ A(I;)). Comme corollaire de (a) on
deZ deZ

obtient en particulier :

ProposITION 3 (cf. la dém. de la prop. 3, chap. II.6). — (a) Pour tout A-module de
type fini N= A1 il existe un entier k, tel que pour k =k, I'espace

N, =A (k)*/L(k),

I(k)=1MN A (k)4, est un A (k)-module de Banach.

(b) Tout homomorphisme u : N — N’ entre A-modules de type fini est direct et induit
pour keN assez grand des homomorphismes directs d’ espaces de Banach u, : N, » N;. On
a les égalités :

Imu,=Imu NN,

Keru,=Keru M N,.

u u’
(¢) Une suite de A-modules de type fini N - N’ — N” vérifiant u' cu=0 est exacte si et
seulement si pour k e N assez grand, les suites induites

u u,

k k
N, - N, —> N,
sont exactes.
3. CRITERES DE CONSTRUCTIBILITE. — Soient f, ..., f, un systtme de générateurs de

I'idéal I, de A=0Oy , et g un élément de A. En général, le calcul complet de la division
degparf,...,f,

gzzmi',fi_*—h;
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heA(1,), n’est pas possible. Une approximation par degré des séries m; et h peut étre
obtenue en substituant itérativement les termes in ( f;) = x* occurant dans le développement

de g par les séries f; = f;—in(f;) : a savoir, on écrit

g=Ym}! x%+h'=Ym! fi+h'+g',
avec h'eA(Ip) et g'=Y m}  (x%— f),
puis

gl=Ym} x%+h*=) m} fi+h*>+g>
avec h*e A(Ip) et g2= )Y m}- (x%— f).
Par itération I'on obtient formellement

g+ Y=Yy ml it Lh+ gl
d’ou
g=Y.m; fi+h, heA(,).

La convergence des séries m;= ) m{ et h=") h’ est assurée par le théoréme de division.

Il est clair que cet algorithme infini s’arréte seulement aprés un nombre fini d’étapes,
si pour un jeN I'élément g’ appartient 4 A (I,;). On dira dans ce cas que la division de g
par f;, ..., f, est constructible.

Dans cette section nous indiquerons des hypothéses suffisantes sur les séries f;, .. ., f,
pour que la division de tout polyndme g de A par f}, ..., f, soit constructible.

LemMmE 3. — Tout idéal 1, de A admet des générateurs f,, ..., f, tels que
fi=fi—in(f)= f;—x% appartient a A(I,).

DerFiNiTION 3. — On dit qu’une telle famille f;, ..., f, forme une base standard de
I'idéal I,

Démonstration. — On divise les termes privilégiés in(g;) d’une famille génératrice
g1 -+ -» &, de I, par les séries g; :

in(g;)= Zmij'gi+hj,

m;;eA, hje A(Iy). Soit J, I'idéal de A engendré par les séries f;=in(g;) —h; Comme
A(Jo) =A(1,), linclusion J, <1, entraine I’égalité en vertu du théoréme de division.

LEMME 4. — On suppose que idéal 1, vérifie
dim¢ A /I, =dim¢ A (1) < 0.
Il existe alors des générateurs f, ..., f, de 1, dont les termes privilégiés x*1, ..., x°p
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vérifient la propriété suivante :
(¥) Pour tout x*e A(I,) et tout x*€A il existe un x" € A avec |y'| <|v| tel que

xPxY=x%- xv”

pour au moins uni=1, ..., p.

DEFINITION 4. — On dit qu’une telle famille f;, . . ., f, forme une base compléte d’'un
idéal I, satisfaisant dimg A/I, < 0.

Nous illustrons la propriété (*) pour n=2 identifiant les mondmes unitaires de A a
des couples de N2, On laisse en exercice d’en tirer une démonstration exacte pour le cas
général.

< B+y M (I,)
P XCHX X

B Qo
A1)

X
aD
0 &

11 suffit de choisir un systeme complet de générateurs f, ..., f, de I, i.e., un tel que
les termes initiaux in ( f;) = x* parcourent tous les points x sur I’escalier.

COROLLAIRE. — On suppose que 'idéal 1, vérifie dime A /I, < oo. Pour toute base standard
compléte fy, ..., f, de 1, et tout polynéme g de A la division de g par f,, ..., f, est
constructible.

Démonstration. — On remarque d’abord que les f; sont automatiquement polyndmiaux.
Avec les notations du début de la section il résulte du dernier lemme et du fait que
x%— f,e A(Iy) que

sup (deg m{) <sup (degm!™1),

pour tout je N. L’assertion est alors immédiate.

ProrosiTION 4 [cf. chap. III. 1, parties B(4) et B(S5), et la dém. de la prop. 6, A.1I.4].
— Soit 1, un idéal de A. On suppose que A[l, est un anneau de Cohen-Macaulay de
dimension d <n. Il existe un choix de coordonnées z,, . .., z, dans C" et une base standard
Sfio o5 f, de 1, tels que pour tout élément g de A polynomial en z,.,, .. ., z, la division
de g par f,, ..., f, est constructible. Un tel choix est décrit dans la démonstration.

Démonstration. — On choisit d’abord suivant la proposition 2, A.II. 1, des coordon-

nées z, . .., z, de C" telles que A (I,) forme une réalisation additive ordonnée du quotient
A/l :

A(lp) =

ie -

@D C{zyy ooy i} Zigns - o Z)%
a €A

L
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L’anneau A/I, est de Cohen-Macaulay de dimension d, si et seulement si A(I,) est un
Ocd, o-module libre de type fini, i.e., si les sous-ensembles A; de N"~/ sont vides pour
tout i#d :

Afg)= @ C{zy, -, 2} @awys - -5 2

aeAg
Par définition de A(I,) [déf. 1(b), A.1I. 1] il existe donc une base standard f}, ..., f, de
I, dont les termes privilégiés in ( f;)=z% appartiennent tous a C{z,,, ..., z,}. Considé-
rons maintenant I'idéal I;=(f%, ..., f,) de A"=Ogn-a, obtenu de I, en posant
z,=...=24=0. On a dimc A’/I{ < oo car A, est un ensemble fini,
A(T)= @ C-(Zgey> - - -5 Z)%
aelAg
Il suffit alors de compléter la base standard f;, ..., f, de I, de sorte que 7, ..., f},

forment une base standard compléte de I pour pouvoir transmettre la démonstration
du corollaire du lemme 4 a la situation. Ceci établit I’assertion.

DEFINITION 5. — On dit qu’une telle famille f;, ..., f, forme une base standard
compléte de I, par rapport aux coordonnées z, ..., z,.

Remarque. — 11 est évident que la longueur de 'algorithme de division dépend de
manicre essentielle du choix des générateurs f, ..., f, de I'idéal I, et du choix des
coordonnées dans C". Il serait trés utile de savoir plus sur les réponses aux questions
suivantes :

Soient gy, ..., g, une famille génératrice polyndmiale de I,

(a) Existe-t-il une base standard f;, ..., f, de I, formée de polynomes?

(b) Est-elle constructible a partir de g, ..., g,?

(c) Peut-on construire un changement linéaire de coordonnées dans C" et une base
standard polynémiale f}, . . ., f, de I, tels que tout polynéme g de A admet un algorithme
fini de division par les f;?

4. DIVISION AVEC PARAMETRES. — Dans cette section nous généralisons le théoréme de
division de A.Il.2 au cas de séries convergentes a coefficients dans un anneau de
fonctions analytiques sur une variété analytique banachique.

Soient U un ouvert de C", S une variété analytique banachique dans un ouvert V d’un
espace de Banach E et écrivons Og =0y, o/J. On utilisera les notations et résultats de
A.1.3 et A.1.4. En particulier, pour un entier k et un sous-module I de 0%, , d’image
I, dans Of ,, on pose

OSxU,o= ﬁ_m}Ho(Ss OU,o(k)),

Os xU, 0 (k) = I'Io (S, OU, 0 (k)),
A()= lim Hy (S, A(Io) (k) £ O%xu, 0s
A(D) (k) =H, (S, A(L) (k)) S Osxvy, o0 (k)%
A(Io) (k) =A(I,) N Oy, o (k)°.
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Notons que si S est lisse 4 I'origine, un élément H de O, , appartient a A(I) si et
seulement si H |(s, «u appartient a A (I,) pour tout se(S, 0), ou encore, si et seulement si
tous les termes homogénes en s de H appartiennent a A(I) (c¢f. la déf. 1, A.11.1).

THEOREME 2. — Soit I un sous-module de type fini de Of,y, o. La projection naturelle
Ofyu, 0 = Ofxu, o/l induit un épimorphisme de Og o-modules 7 : A(I) = O,y o/

Enoncés équivalents. — (a) Tout sous-module de type fini I de Ofyy, o admet A(I)
comme complémentaire en tant que Og ;-module :

I+A(D) =04y, o

(b) Soient F,, ..., F, des générateurs du sous-module I. Alors, pour tout Ge O,y ,
il existe My, ..., M,€Oqg,y, o et HeA(I) tels que
De plus, I'image h de H dans A (I,) est unique d’aprés le théoréme 1, A.II. 2.

Démonstration. — 11 suffit de prouver pour k € N assez grand la surjectivité de I’applica-
tion

Wit Ogsxu,o0(k)’ x A(L) (k) = Ogxy, o (k)%
My, ..., M,, H > Y M; F,+H.
Selon le théoréme 1, A . II. 2, application W induit pour k € N assez grand une surjection
W, =W, (0) : Oy, o (k)" x A(Ly) (k) = Oy, o (k).

L’assertion résulte alors de la remarque aprés la démonstration de la proposition 6,
A .1.4, en vertu de la proposition 2, A.II. 1.

ProposITION S [cf. les dém. du th. 1, chap. I.2, (C) = (D), du lemme 1, chap. I.3, et
du lemme 1, chap. I1.4]. — Soit I un sous-module de type fini de O%,y , engendré par
Fy, ..., F,

(a) Si GeOf,y o Sannule sur {0} xU, il existe M;€Og,y o et HeA(I) sannulant
aussi sur {0} x U tels que G=Y M;" F,+H.

(b) Supposons S lisse. Si GeOd,y, o est dordre Zj ens (resp. si G est homogéne de
degré j en s et si F;= f,e O} ,), il existe M;€Og,y, o et HeA(I) d’ordre Zj en s (resp.
homogéne de degré j en s) tels que G=Y M;" F;+H.

(c) Supposons S lisse. Il existe un nombre ¢>0 dépendant seulement de F,, ..., F, et
pour tout Ge 0%, , des éléments M;€ O,y o et HeA(I) avec G=)Y M;* F,+H tels que
pour r>0 assez petit

1
Z”Mt“r+ ”H“réz HG“r

(d) Soit S arbitraire. Il existe k, €N dépendant seulement des images f,, ..., f, de
Fy, ..., F, dans Oy, tel que tout GeOg,y, o (k)% k2k,, sécrit G= ) M, F;+H avec
M;€Ogy, o (k) et He A(I) (k) (cf. les notations au début de la section).

(e) Supposons que S est lisse et que le sous-module 1 de Of, , est invariant par rapport
a une C*-action p sur (S x U, 0). Il admet donc des générateurs p-homogénes F, .., F,
de poids e;€Z, i.e., tels que pour heC*, hoF;=A% F, Alors pour tout GeOf,y o
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H-homogéne de poids d il existe I\A/IieOSXU, o n-homogéne de poids d—e; et HeA(I)
-homogeéne de poids d tels que G = > M; F;+H.

Démonstration. — La premiére assertion se montre facilement en posant s=0. La
deuxiéme résulte de ’égalite

G=) M;"F,+H=) M;- fi+H+ Y M;"(F,— f))

et de deg, f;=0 et ord,(F,— f,)>0. L’assertion (c) est un corollaire du lemme 2(b),
A.II.2, et (d) découle aussitot de la démonstration du théoréme et du lemme 2(a),
A .Il. 2. La derniére assertion résulte du lemme 2(d), A.IIL. 2, et du fait que la graduation
Osxu, 0= @ Of)y, o induit une graduation A()= @ A(D).

deZ deZ

On termine le chapitre par un corollaire de la proposition 4, A . I1.3:

ProrosITION 6 (cf. le chap. IIT). — Soit 1 un idéal de type fini de Og,y o d'image 1,
dans Oy o. On suppose que Oy /L, est un anneau de Cohen-Macaulay de dimension d<n,
que A(I,) est une réalisation additive ordonnée de Oy o/l (cf. la déf. 2, A II1. 1) et que
les séries fi, . . ., f, de 1, forment une base standard compléte de 1, (cf. la déf. 5, A.1I. 3).

Soient ¥y, ..., F, des générateurs de 1 d’images f,, . . ., f, dans 1, tels que
F,—in(f)eA().

Alors pour tout élément G de Ogyy o polyndmial dans les d premiéres coordonnées de
U< la division de G par Fy, ..., F, admet un algorithme fini.
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