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Vorwort

In dieser Arbeit wird ein endlicher Algorithmus für die Division eines algebraischen
Potenzreihevektorsf durch einen ModulI ⊆ K[[x]], der von algebraischen Potenzrei-
henvektoren erzeugt wird und Hironaka’s Box-Bedingung erfüllt, entwickelt.

Die dafür benötigten Methoden - Normalisierung, Standardbasen und Babylonische
Division - werden im ersten Kapitel beschrieben.
Das zweite Kapitel beschäftigt sich mit allgemeinen Eigenschaften von algebraischen
Potenzreihen.
Um konstruktiv mit algebraischen Potenzreihen arbeiten zu können, führen wir in Ka-
pitel drei den Begriff eines Codes ein. Wir werden sehen, dass für jede algebraische
Potenzreiheg ein sie eindeutig beschreibender Code(H, G) ∈ K[x, y]p × K[x, y]
existiert. Weiters werden wir für konkrete algebraische Potenzreihen solche Codes be-
rechnen.
Das vierte Kapitel wird das Rechnen mit Codes von algebraischen Potenzreihen erör-
tern.
In Kapitel fünf beweisen wir einige wichtige Lemmata, die den Zusammenhang zwi-
schen Moduln von algebraischen Potenzreihenvektoren und deren Codes beschreiben.
Das sechste Kapitel befasst sich mit der Konstruktion eines Codes einer minimalen
Standardbasis eines Moduls, der von algebraischen Potenzreihenvektoren erzeugt wird.
Dies wird dann an einigen expliziten Beispielen demonstriert.
Das Ziel von Kapitel sieben ist die Beschreibung eines endlichen Algorithmus für die
Division eines algebraischen Potenzreihenvektors durch einen Modul, der von algebrai-
schen Potenzreihenvektoren erzeugt wird und Hironaka’s Box-Bedingung erfüllt. Dazu
wird zuerst ein Algorithmus zur Konstruktion einer reduzierten Standardbasis derarti-
ger Modulen beschrieben. Die Konstruktion einer reduzierten Standardbasis und die
effektive Division werden dabei zuerst fürxn-reguläre Moduln bewiesen, dann wird
der Fall eines allgemeinen Moduls mittels Induktion auf denxn-regulären Fall zu-
rückgeführt. Weiters werden in diesem Kapitel einige Beispiele zu diesen Algorithmen
gerechnet.

An dieser Stelle möchte ich mich bei meiner Familie für die moralische und finanzielle
Unterstützung während meines gesamten Studiums und Prof. Herwig Hauser für die
gute Betreuung bei meiner Diplomarbeit bedanken. Weiters ein recht herzliches Dan-
keschön an Thomas Bruschek für das Korrekturlesen dieser Arbeit, an meinem Freund
Clemens für die immerwährende moralische Unterstützung und an meine Mitstudenten
Romana und Florian für die vielen netten Stunden während unserer Studentenzeit.

Innsbruck, Oktober 2005

Dominique Wagner
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1 Vorbereitungen

1.1 Notationen

In den Kapiteln 3 bis 7 seien die Buchstabenn, p, r und s für fixierte Zahlen inN
reserviert. Die Buchstabeni, j, k undl werden immer zwischen1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ n,
1 ≤ k ≤ r und1 ≤ l ≤ s variieren. Weiters werden in Kapitel 7 die Buchstabenl′ und
l′′ zwischen1 ≤ l′ ≤ r undr + 1 ≤ l′′s variieren.

Weiters sei{x1, . . . , xn} eine Menge von Variablen, wobei wir gelegentlichx als Ab-
kürzung für(x1, . . . , xn) verwenden. MitK[x], K[[x]] undK{x} bezeichnen wir den
Polynomring, den (formalen) Potenzreihenring bzw. den Ring der konvergenten Po-
tenzreihen in denn Variablenx1, . . . , xn über einem KörperK der Charakteristik0.
Elemente inK[x]s undK[[x]]s werden wirPolynome-bzw.(formale) Potenzreihenvek-
torennennen. Dabei stehen Großbuchstaben stets für Polynome und Kleinbuchstaben
für Potenzreihen.
Weiters setzen wirx′ = (x1, . . . , xn−1) und bezeichnen mity = (y1, . . . , yp) zusätz-
liche Variablen.

Vektoreng ∈ K[[x]]s werden wir als

g =
∑

α,l

cαlx
αel

entwickeln, wobeicαl ∈ K und el = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Ns die kanonische
K[[x]]-Basis vonK[[x]]s sind. AlsTrägervong bezeichnen wir die Menge

supp(g) = {(α, l) ∈ Nn × {1, . . . , s}; cαl 6= 0}.
Wir sagen, ein Vektorg ∈ K[[x]]s ist durch einen Vektorh in K[[x]]s teilbar, falls es
eine Potenzreihea ∈ K[[x]] mit g = ah gibt.

Vektoren der Formxαel nennen wirMonomvektoren. Einmonomialer Untermodulvon
K[[x]]s ist ein UntermodulM vonK[[x]]s, der von Monomvektoren erzeugt wird. Er ist
also ein kartesisches ProduktM =

∏s
l=1 Ml von MonomidealenMl in K[[x]]. Die

Elemente vonM sind gerade jene Potenzreihenvektoren mit Träger inΓ = {(α, l) ∈
Nn × {1, . . . , s}; xαel ∈ M}. Daskanonische direkte monomiale Komplementvon
M in K[[x]]s ist der Untervektorraum co(M) vonK[[x]]s der Potenzreihenvektoren mit
Träger inΓ′ = (Nn × {1, . . . , s}) \ Γ. Klarerweise gilt:M ⊕ co(M) = K[[x]]s.

Mit 〈g1, . . . , gr〉 bezeichnen wir jenen Untermodul vonK[[x]]s, der von den Potenz-
reihenvektoreng1, . . . , gr ∈ K[[x]]s erzeugt wird. Manchmal werden wir ihn auch mit
〈gk〉 abkürzen (falls der Bereich, in demk variiert, aus dem Kontext heraus klar ist).

Ein formale Potenzreiheh ∈ K[[x]]s heißt einealgebraische Potenzreihe, wenn sie
eine polynomiale RelationP (x, h(x)) = 0 erfüllt, wobeiP ein von0 verschiedenes
Polynom inK[x1, . . . , xn, t] in n + 1 Variablen ist, d.h.

P (x, h(x)) = p0h
d + . . . + pd−1h + pd = 0

mit Polynomenpi = pi(x) ∈ K[x]. Ein algebraischer Potenzreihenvektorist ein Vek-
tor in K[[x]]s, dessen Komponenten alle algebraische Potenzreihen sind.
Für Details über algebraische Potenzreihen siehe Kapitel 2.
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1.2 Normalisierung

Wie wir in Kapitel 3 sehen werden, benötigen wir die Normalisierung, um einen Code
einer algebraischen Potenzreihe zu konstruieren.

1.2.1 Algebraische Seite der Normalisierung

Definition 1.1. SeienR ein kommutativer Ring mit Einselement1R undS eine mul-
tiplikativ abgeschlossene Menge. Dann definieren wir denRing der BrücheRS , der
manchmal auch mitS−1R bezeichnet wird, als

RS =
{r

s
; r ∈ R, s ∈ S

}
.

Wählt man speziellS als die Menge aller Nicht-Nullteiler vonR, so nennt man den
resultierenden RingRS dentotalen Quotientenring(odertotalen Ring der Brüche) von
R und bezeichnet ihn mit Quot(R).

Definition 1.2. SeienR ⊆ S kommutative Ringe mit1R = 1S .

• Ein Elementa ∈ S heißtganz überR, wenn es eine algebraische Gleichung der
Form

an + c1a
n−1 + . . . + cn−1a + cn = 0 (∗)

erfüllt, wobei ci ∈ R. Die Gleichung(∗) nennt man dann eineGanzheitsglei-
chung.

• S heißtganz überR oder eineganze Erweiterung vonR, wenn jedes Element
b ∈ S ganz überR ist.

• R heißtganz abgeschlossen inS, wenn jedes Element vonS, das ganz überR
ist, bereits inR liegt.

• R heißtganz abgeschlossen, wennR in Quot(R) - dem totalen Quotientenring
vonR - ganz abgeschlossen ist.

• R heißtnormal, wennR ein reduzierter (d.h.,R besitzt keine nilpotenten Ele-
mente) und ganz abgeschlossener Ring ist.

Bemerkung.In einem Körper sind algebraische Elemente auch ganze Elemente (und
umgekehrt), denn dort macht die Normierung der Ganzheitsgleichung keine Probleme.

Lemma 1.1. SeienR ⊆ S eine Ringerweiterung unda ∈ S. Dann gilt:

a ist ganz überR⇐⇒ R[a] ist ein endlich erzeugterR-Modul.

Speziell ist jede endliche ErweiterungR ⊆ S eine ganze Erweiterung.

Beweis.Seia ∈ S ganz überR. Dann existiert eine algebraische GleichungP (a) = 0,
wobeiP ∈ R[X] ein normiertes Polynom vom Gradn ist. Sei weitersG(a) ∈ R[a]
für ein PolynomG ∈ R[X]. Division mit Rest vonG durchP liefert G = QP + R′

mit deg(R′) < n. Wertet man diese Gleichung ina aus, so ergibt sichG(a) = R′(a).
Dies zeigt, dassR[a] alsR-Modul von den Elementen1, a, . . . , an−1 erzeugt wird.
Umgekehrt: Seienq1, . . . , qt endlich viele Erzeuger vonR[a] alsR-Modul. Dann sind
die qi Polynome vom Graddi in a. Setzt man nunn − 1 gleich dem Maximum der
di, so folgt, dass das Elementan ∈ R[a] eineR-Linearkombination derqi ist. Damit
erhält man eine Ganzheitsgleichung füra.
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Folgerung 1.2. SeiR ⊆ S eine Ringerweiterung und seiena1, . . . , ak ∈ S ganz über
R. Dann ist der RingR[a1, . . . , ak] ein endlich erzeugterR-Modul.

Beweis.Verwendet das letzte Lemma und Induktion überk.

Lemma 1.3. SeienR ⊆ S ⊆ T Ringerweiterungen. Ista ∈ T ganz überS undS ganz
überR, so ista auch ganz überR.
Speziell gilt: SeienR ⊆ S undS ⊆ T ganze Ringerweiterungen. Dann ist auchR ⊆ T
eine ganze Ringerweiterung.

Beweis.Seia ∈ T ganz überS. Dann existiert eine Ganzheitsgleichung der Form

an + c1a
n−1 + . . . + cn−1a + cn = 0,

wobeici ∈ S. Nach dem letzten Lemma ist der RingS′ := R[c1, . . . , cn] ein endlich
erzeugterR-Modul. Weiters istS′[a] ein endlich erzeugterS′-Modul, denna ist ganz
überS′. Folglich istS′[a] ein endlich erzeugterR-Modul und damit ista ganz überR.
Die Zusatzfolgerung ist klar.

Definition 1.3. SeiR ⊆ S eine Ringerweiterung. Derganze AbschlussRS vonR in S
ist die Menge aller Elemente vonS, die ganz überR sind.
Ist S = Quot(R), so bezeichnen wir den ganzen Abschluss vonR mit R. Der wichtig-
ste Fall ist jener, bei demR ein Integritätsbereich undS = Quot(R) sein Quotienten-
körper ist.
Ist R ein reduzierter Ring, so nennt manR die Normalisierung vonR. Wir werden sie
im Folgenden mitR̃ bezeichnen.

Beispiel 1.1. (Spitze)Wir betrachten den Ring

R := C[x, y]/〈y2 − x3〉.

Wie wir schon gesehen haben, istR kein normaler Ring, denn für

t :=
y

x
∈ Quot(R)

gilt t2 = y2

x2 = x3

x2 = x. Damit istt ganz überR und erfüllt die Ganzheitsgleichung

X2 − x = 0.

Tatsächlich ergibt sich für die Normalisierung vonR:

R̃ = C[x, y, t]/〈y2 − x3, x− t2, y − t3〉 ∼= C[t].

Um zu zeigen, dasst kein Element vonR ist, betrachten wir die folgende Abbildung:

φ : C[x, y] −→ C[t];x → t2, y → t3.

Man sieht leicht, dassy2 − x3 im Kern vonφ enthalten ist. Es gilt sogar

Ker(φ) = 〈x2 − y3〉.

Denn: SeiP ∈ Ker(φ). Dann können wirP folgendermaßen schreiben:

P = Q(y2 − x3) + r0 + r1 · y,
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wobeiri ∈ C[x]. Damit ist0 = φ(P ) = P (t2, t3) = r0(t2) + r1(t2) · t3. Der Term
r0(t2) besteht nur aus geradent-Potenzen, hingegen besteht der Termr1(t2)t3 nur aus
ungeradent-Potenzen. Daraus folgt, dassr0 = r1 = 0 gelten muss. Daher folgt mittels
des Homomorphiesatzes für Ringe

R = C[x, y]/〈x2 − y3〉 ∼= C[t2, t3],

und somit istt = x
y klarerweise kein Element vonR.

Beispiel 1.2. (Schleife)Wir betrachten den Ring

R := C[x, y]/〈y2 − x3 − x2〉.

Wiederum ist
t :=

y

x
∈ Quot(R)

ganz überR , dennt erfüllt die Ganzheitsgleichung

X2 − x− 1 = 0.

Der RingR besitzt die Normalisierung

R̃ = C[x, y, t]/〈y2 − x3 − x2, x + 1− t2, y + t− t3〉 ∼= C[t].

Um zu zeigen, dasst tatsächlich kein Element vonR ist, gehen wir wie im letzten
Beispiel vor und erhalten

R = C[x, y]/〈y2 − x3 − x2〉 ∼= C[t2 − 1, t3 − t],

woraus sofortt /∈ R folgt.

Beispiel 1.3. (Achsenkreuz)Wir betrachten folgenden Ring:

R := C[x, y]/〈x · y〉.

Dieser Ring ist nicht normal.
Denn: Betrachte

u :=
x

x + y
∈ Quot(R).

Dann gilt
u2 = u,

denn inR gilt x2(x + y) = x3 = x(x + y)2. Weiters kann leicht nachgeprüft werden,
dassu kein Element vonR ist.

Beispiel 1.4. In diesem Beispiel betrachten wir den Ring

R := C[x]/〈x2〉.

Für diesen Ring gilt
Quot(R) = R.

Denn: Für Elemente in

Quot(R) =
{

a + bx

c + dx
; a, b, c, d ∈ C, c 6= 0

}
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(wärec = 0, so wärec + dx ein Nullteiler inR) gilt

a + bx

c + dx
=

(a + bx)(c− dx)
(c + dx)(c− dx)

=
ac + x(bc− ad)

c2
∈ R.

Damit istR ganz abgeschlossen.
R ist jedoch nicht normal, dennR ist nicht reduziert (zum Beispiel istx ein nilpotentes
Element vonR).

Lemma 1.4. SeienR ⊆ S Ringe. Dann ist der ganze AbschlussRS vonR in S ein
Unterring vonS, derR enthält. Weiters istRS ganz abgeschlossen inS. Speziell gilt
also, dass die Normalisierung eines Ringes normal ist.

Ich werde hier den Beweis nur für den Fall, dassR noethersch ist, anführen. Die Aussa-
ge gilt auch für nicht-noethersche Ringe, ist dann jedoch schwerer zu beweisen. Siehe
etwa [dJP00].

Beweis.Sei alsoR ein noetherscher Ring. Es ist zu zeigen, dass für ganze Elemente
a und b aucha − b und ab ganz sind. Aber diese Elemente liegen im RingR[a, b],
der nach Folgerung 1.2 ein endlich erzeugterR-Modul ist. Da wirR als noethersch
angenommen haben, folgt daraus, dassR[ab] undR[a− b] endlich erzeugteR-Moduln
sind. Daraus folgt mit Hilfe von Lemma 1.1, dassa− b undab ganz sind. Der Rest der
Behauptung folgt aus Lemma 1.3.

Beispiel 1.5. Jeder ZPE-Ring ist ganz abgeschlossen:
Sei x

y (x, y ∈ R) ganz überR. Weiters sei o.B.d.A. ggT(x, y) = 1. Dann existieren
ci ∈ R mit (

x

y

)n

+ c1

(
x

y

)n−1

+ . . . + cn−1

(
x

y

)
+ cn = 0.

Multipliziert man die Gleichung mityn, so ergibt sich

xn = −y(c1x
n−1 + . . . + cnyn−1).

Folglich ist y ein Teiler vonxn. Da aber ggT(x, y) = 1 vorausgesetzt wurde, folgt
y ∈ R∗ und somitxy ∈ R.

Beispiel 1.6.SeienR ein ganz abgeschlossener Integritätsbereich undA eine multipli-
kativ abgeschlossene Menge von Nicht-Nullteilern inR. Dann ist der Quotiententring
RA ganz abgeschlossen:
Seix ein Element des Quotientenkörpers vonRA, das ganz überRA ist. Da endlich
viele Elemente vonRA einen gemeinsamen Nennera ∈ A haben, existierenci ∈ R
mit

xn +
c1

a
xn−1 + . . . +

cn−1

a
x +

cn

a
= 0.

Multipliziert man die Gleichung mitan, so erhält man

(ax)n + c1(ax)n−1 + . . . + cn−1a
n−2(ax) + c0a

n−1 = 0.

Somit istax ganz überR. DaR ein ganz abgeschlossener Integritätsbereich ist, folgt
darausax ∈ R. Setzt man nunz := ax ∈ R, so erhält manx = z

a ∈ RA.

Lemma 1.5. SeiR ein Integritätsbereich. Dann ist der ganze AbschlussR vonR in
Quot(R) ganz abgeschlossen.
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Beweis.Seix ∈ Quot(R) ganz überR. DaR ganz überR ist, folgt, dassx ganz über
R ist. Somit gilt:x ∈ R.

Lemma 1.6. (Normalisierungslemma)SeiR = K[x1, . . . , xn] ein endlicher Inte-
gritätsbereich über einem unendlichen KörperK. Weiters seid der Transzendenzgrad
vonK(x1, . . . , xn) überK. Dann existierend Linearkombinationeny1, . . . , yd derxi

mit Koeffizienten inK, sodassR ganz überK[y1, . . . , yd] ist. (y1, . . . , yd sind dann
algebraisch unabhängig undK[y1, . . . , yd] ein Polynomring.)

Beweis.Siehe etwa [ZS75].

Satz 1.1. SeiR = K[x1, . . . , xn] ein endlicher Integritätsbereich über einem Körper
K. Weiters seiF eine algebraische Erweiterung des QuotientenkörpersK(x1, . . . , xn)
vonR. Dann ist der ganze AbschlussRF vonR in F ein endlicher Integritätsbereich
überK und ein endlicherR-Modul.

Beweis.Verwendet das Normalisierungslemma; siehe etwa [ZS75].

Satz 1.2. SeiX ein lokaler algebraischer Integritätsbereich,̂R eine Komplettierung
vonR undR der ganze Abschluss vonR. Dann gilt: Der ganze Abschluss von̂R ist
gleich der Komplettierung vonR, d.h.

R̂ = R̂.

Beweis.Siehe etwa [Rui93].

Satz 1.2 ist eine spezielle Version von Zariski’s Main Theorem (vgl. Satz 1.10).

Lemma 1.7. SeiR ein noetherscher reduzierter Ring und̃R seine Normalisierung. Sei
I ⊆ R ein Ideal, das einen Nicht-Nullteiler vonR beinhaltet. Dann gilt:

1. R ⊆ HomR(I, I) ⊆ R̃.

2. Ist I weiters ein Radikalideal, so gilt: HomR(I, I) = R̃ ∩ HomR(I,R).

Beweis.Siehe etwa [dJP00].

Satz 1.3.(Kriterium für Normalität von Grauert und Remmert) SeiR ein noether-
scher reduzierter Ring. Weiters seiI =

√
I ⊆ R ein Radikalideal mit folgenden Eigen-

schaften:

1. I enthält einen Nicht-Nullteiler vonR.

2. Sei℘ ein Primideal inR, sodassR℘ nicht normal ist. Dann folgt:℘ ⊇ I.

Dann istR genau dann normal, wennR = HomR(I, I) gilt.

Beweis.Der Beweis dieses Satzes verwendet das letzte Lemma; siehe etwa [dJP00].

Bemerkung.Im ComputeralgebrasystemSINGULAR wird genau dieses Kriterium zur
Berechnung der Normalisierung̃R eines reduzierten noetherschen RingesR verwen-
det. Die Idee dabei ist, dass man den RingR0 = R mittels eines geeigneten IdealsI0

auf den EndomorphismenringR1 = HomR0(I0, I0) ⊆ R̃ vergrößert. Dieser Vorgang
wird nun mitR1 wiederholt. Damit erhält man eine aufsteigende Folge von Ringen

R = R0 $ R1 $ · · · $ Rk = HomRk
(Ik, Ik),

sodass auf Grund des Kriteriums von Grauert und RemmertRk = R̃ gilt. (Der Algo-
rithmus muss irgendwann stoppen, denn nach Satz 1.1 istR̃ endlich überR.)
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1.2.2 Geometrische Seite der Normalisierung

In diesem Abschnitt seiK stets ein algebraisch abgeschlossener Körper.

SeienX eine Varietät überK und

K[X] = K[Z1, . . . , Zn]/I

der affine Koordinatenring vonX (mit I ≤ K[Z1, . . . , Zn] Primideal).
Weiters seiOa der lokale Ring vonX in a ∈ X, Oa = K[X]ma .

Definition 1.4. SeiX eine Varietät überK. Dann nennt man einen Punkta ∈ X einen
normalen Punkt vonX (oderX normal ina), wenn der RingOa ganz abgeschlossen
in seinem QuotientenkörperK(X) ist. Die VarietätX heißtnormal, wenn sie in jedem
Punkt normal ist.

Beispiel 1.7. Jeder reguläre Punkt vonX ist ein normaler Punkt.

Beispiel 1.8. Die Spitzex2 = y3 ist in 0 nicht normal (vergleiche Beispiel 1.1).

Beispiel 1.9. Die Schleifex2 = y2 + y3 ist in 0 nicht normal, dennu := x
y ist kein

Element des RingesOa, aberu ∈ K(X) ist ganz überOa, dau2 = 1+y gilt (vergleiche
Beispiel 1.2).

Satz 1.4. SeiX eine normale Varietät und seiS = Sing(X) ⊆ X der singuläre Ort
vonX. Dann gilt:

codimX(S) ≥ 2.

Beweis.Siehe etwa [Mum99].

Korollar 1.8. SeiX eine Kurve. Dann gilt:

X ist nichtsingulär ⇐⇒ X ist normal.

Definition 1.5. Man nennt eine VarietätX nichtsingulär in Kodimension1, wenn sie
in allen Punktena ∈ X mit codimX({a}) = 1 nichtsingulär ist.

Satz 1.5. Sei X ⊆ An eine irreduzible affine Hyperfläche. IstX nichtsingulär in
Kodimension1, so istX eine normale Varietät.

Beweis.Siehe etwa [Mum99].

Beispiel 1.10. Der Kegelx2 + y2 = z2 ist in 0 singulär. Er ist dort aber nach dem
letzten Satz normal.

Bemerkung.Für eine VarietätX gilt:

X nichtsingulär⇒ X normal⇒ X normal in Kodimension1.

Die umgekehrten Richtungen gelten jedoch im Allgemeinen nicht!

Definition 1.6. SeienX eine Varietät undL eine endliche algebraische Erweiterung
vonK(X). EineNormalisierung vonX in L ist eine normale Varietät̃X mit K(X̃) =
L zusammen mit einem endlichen surjektiven Morphismusπ : X̃ → X, sodass die
induzierte Abbildungπ∗ : K(X) → K(X̃) = L die gegebene Inklusion vonK(X) in
L ist.
Ist L = K(X), alsoπ birational, so nennt mañX undπ eineNormalisierung vonX.
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Beispiel 1.11.Wie wir in Beispiel 1.1 gesehen haben, ist

(A1, f)

mit f : A1 −→ C, t → (t2, t3) die Normalisierung der Spitze

C = V (Y 2 −X3) ⊆ A2.

Weiters ist
(A1, g)

mit g : A1 −→ D, t → (t2 − 1, t(t2 − 1)) die Normalisierung der Schleife

D = V (Y 2 −X3 −X2) ⊆ A2.

Satz 1.6.Für jede VarietätX und jede endliche algebraische ErweiterungL ⊇ K(X)
existiert genau eine Normalisierung vonX in L.
Genauer: Seienπi : X̃i → X zwei Normalisierungen vonX in L. Dann existiert ein
eindeutiger Isomorphismust : X̃1 → X̃2, sodassπ1 = π2 ◦ t gilt und sodasst∗ die
identische Abbildung vonL nachL ist.

Beweis.Siehe etwa [Mum99].

Satz 1.7. (Universelle Eigenschaft der Normalisierung)SeienX undY Varietäten.
Weiters seieng : Y → X eine reguläre Abbildung,g(Y ) dicht in X undY normal.
Dann existiert eine reguläre Abbildungh : Y → X̃, sodass das Diagramm

X̃
π //X

Y

h

^^======== g

@@¢¢¢¢¢¢¢¢

kommutiert.

Beweis.Siehe etwa [Sha94].

Satz 1.8. Die Normalisierung einer affinen irreduziblen Varietät ist wieder affin.

Beweis.Siehe etwa [Sha94].

Satz 1.9. Die Normalisierung einer projektiven VarietätX in einer endlichen alge-
braischen ErweiterungL ⊇ K(X) ist wieder eine projektive Varietät.

Beweis.Siehe etwa [Mum99].

1.2.3 Zariski’s Main Theorem

In der bisherigen Diskussion der Normalisierung sind wir auch im geometrischen Teil
immer wieder auf Ideale von Polynomen und algebraischen Konstruktionen überge-
gangen. Trotzdem besitzt die Normalisierung auch einen geometrischen Inhalt. Dieser
hat mit den “Zweigen” einer Varietät zu tun. Um diese Idee zu verstehen, werde ich zu-
erst den FallK = C betrachten und eine naive topolgische Beschreibung einesZweiges
angeben:

SeienX eine Varietät überC, x ∈ X ein abgeschlossener Punkt undS = Sing(X) ⊆
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X der singuläre Ort vonX. Weiters seiU ⊆ X eine genügend reguläre und genügend
kleine Umgebung vonx in der komplexen (oder starken) Topologie (bestehend nur aus
abgeschlossenen Punkten).
Zerlege nunU \ S in der komplexen Topologie in Komponenten:

U \ S = V1 ∪ . . . ∪ Vn.

Dann heißen die AbschlüsseV1, . . . , Vn dieZweige vonX in x.

Beispiel 1.12.SeiX die ebene Kurve

X = V(x2 − y2 + x3) ⊆ C2.

Weiters seiU folgende Umgebung des Nullpunktes (dem einzigen singulären Punkt
der Varietät):

U = {(x, y); |x| < ε, |y| < ε}
für ein kleinesε. Dann “zerfällt”

U ∩ (X\{(0, 0})
immer in 2 Teile. Denn inU ∩X gilt:

|x− y| · |x + y| = |x|3 < ε · |x|2.
Daher ist entweder|x − y| < √

ε|x| oder|x + y| < √
ε|x|. Klarerweise können (falls

ε < 1 ist) nicht beide Fälle gleichzeitig auftreten. Jeder der beiden Zweige ist zusam-
menhängend. Daher erhalten wir in(0, 0) zwei ZweigevonX, die durch|x− y| ¿ |x|
und|x + y| ¿ |x| beschrieben werden können.

Beispiel 1.13.SeiX der Kegelxy = z2 in C3 und sei

U = {(x, y, z); |x| < ε, |y| < ε, |z| < ε}.
Nun definieren wir eine stetige surjektive Abbildung:

{(s, t); |s| < √
ε, |t| < √

ε} −→ X ∩ (U\{(0, 0, 0)})
(s, t) −→ (s2, t2, st).

Daher istX ∩ (U\{(0, 0, 0)}) das stetige Bild einer zusammenhängenden Menge und
somit selbst zusammenhängend. Folglich hatX im Ursprung nureinen Zweig.

Nun stellt sich die Frage, ob es einen rein algebraischen Weg gibt, mit diesen Zwei-
gen umzugehen. Ein Weg, um die Existenz mehrerer Zweige in einem Punktx ∈ X
festzustellen, ist, dass manÜberlagerungsräumevom folgenden Typ sucht:

f : Y → X,

sodass
• f−1(a) für allea ∈ X eine endliche Menge ist und
• f birational ist.

Damit wissen wir, dass fürf−1(x) = {x1, . . . , xn} und eine kleine komplexe Um-
gebungU ⊂ X vonx das Urbildf−1(U) in n Komponenten zerfällt, d.h.:

f−1(U) = U1 ∪ . . . ∪ Un,

9



wobei dieUi kleine Umgebungen derxi sind. Dann ist jedesf(Ui) die Vereinigung
einiger Teilmengen von Zweigen durchx. In anderen Worten: Wir erhaltenn disjunkte
Teilmengen der Menge der Zweige vonX in x, wobei jede Teilmengef(Ui) von den
Zweigen vonY in xi herrührt.

Es gibt einen kanonischen Weg, um derartige Überlagerungen zu finden: Seien(Y, f) =
(X̃, π) die Normalisierung vonX, S = Sing(X) ⊂ X der singuläre Ort vonX und
S′ := f−1(S). In diesem Fall definiertf einen Isomorphismus vonY \S′ nachX\S.
Daher istU \ S homeomorph zur disjunkten Vereinigung der MengenUi \ S′. Wir
erhalten damit eine kanonische Zerlegung der Menge der Zweige vonX in x. Der
Hauptbestandteil vonZariski’s Main Theorembesagt nun, dass eine normale Varietät
in jedem ihrer Punkte nur aus einem Zweig besteht!
Der Vollständigkeit halber gebe ich verschiedene Versionen von Zariski’s Main Theo-
rem an:

Satz 1.10.(Zariski’s Main Theorem) SeiK ein algebraisch abgeschlossener Körper.
Dann gilt:

1. Orginalform: SeiX eine normale Varietät überK. Weiters seif : Y → X
ein birationaler Morphismus mit endlichen Fasern von einer VarietätY nachX.
Dann istf ein Isomorphismus vonY auf eine offene TeilmengeU ⊆ X.

2. Topologische Form: SeienX eine normale Varietät überC und x ∈ X ein
abgeschlossener Punkt. Weiters seiS = Sing(X) der singuläre Ort vonX. Dann
existiert eine Basis{Ui} von Umgebungen vonx, sodass

Ui \ S

für alle i zusammenhängend ist.

3. Potenzreihen-Form: SeienX eine normale Varietät überK und x ∈ X ein
normaler (nicht notwendigerweise abgeschlossener) Punkt. Dann ist die Kom-
plettierungÔx ein Integritätsbereich, der in seinem Quotientenkörper ganz ab-
geschlossen ist.
(Vergleiche Satz 1.2.)

4. Grothendieck’sche Form: Seif : Y → X ein Morphismus von Varietäten
überK mit endlichen Fasern. Dann existiert ein Diagramm,

Y

f ÂÂ?
??

??
??

� � // Z

g
ÄÄÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Ä

X

wobeiZ eine Varietät,Y eine offene Teilmenge vonZ undg ein endlicherMor-
phismus ist.

5. Zusammenhangssatz:SeiX eine Varietät überK, die in einem abgeschlosse-
nen Punktx normal ist. Weiters seif : Y → X ein birationaler Morphismus.
Dann istf−1(x) (in der Zariski-Topolgie) eine zusammenhängende Menge.

Beweis.Siehe etwa [Mum99].
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1.3 Einführung in Standardbasen und Mora’s Tangentialkegel Al-
gorithmus

EineMonomordnungauf der MengeNn × {1, . . . , s} ist eine totale Ordnung<η auf
Nn × {1, . . . , s}, die mit der Addition inNn verträglich ist und die keine unendlich
absteigenden Folgen zulässt. Man nennt eine derartige Ordnunggraduiert, wenn für
alle (α, l), (β, m) ∈ Nn × {1, . . . , s} gilt: |α| < |β| impliziert (α, l) < (β, m).
Eine Erweiterung<ε von <η ist eine Monomordnung aufNn+p × {1, . . . , s}, de-
ren Einschränkung aufNn × {γ} × {1, . . . , s} für alle γ ∈ Np mit der von<η auf
Nn × {γ} × {1, . . . , s} induzierten Ordnung übereinstimmt.
Wir identifizieren Monomordnungen aufNn × {1, . . . , s} immer mit der zugehörigen
Ordnung der Monomvektoren inK[[x]]s.

Der Initialmonomvektorin(g) eines Potenzreihenvektorsg =
∑

α,l cαlx
αel ∈ K[[x]]s

bzgl.<η ist jener Vektorcαlx
αel der Entwicklung vong, der bzgl.<η minimal ist, d.h.,

der den inNn × {1, . . . , s} kleinsten Exponenten(α, l) von g besitzt. Im Folgenden
nehmen wir an, dassxαel in der Entwicklung vong Koeffizient1 hat. Dann schreiben
wir g alsg = xαel − g und nenneng denRestvong.

Für einen UntermodulI ⊂ K[[x]]s definieren wir denInitialmodul bzgl. <η als je-
nen Untermodul in(I) von K[[x]]s, der von den Initialmonomvektoren aller Elemente
von I erzeugt wird.

Für eineK-AlgebraR mit K[x] ⊆ R ⊆ K[[x]] definieren wir

Rloc := R1+m =
{

a

1 + b
; a, b ∈ R, b ∈ m

}
,

wobeim :=K[[x]] 〈x1, . . . , xn〉 ∩R.

Definition 1.7. SeiRs dass-fache kartesische Produkt des RingesR mit K[x] ⊆ R ⊆
K[x]. Weiters seienI ein Untermodul vonRs und{g1, . . . , gr} ⊂ I. Wir sagen:

• g ∈ Rs \ {0} hat eineR-Standarddarstellungdurch{g1, . . . , gr}, falls g eine
Darstellung der Form

g =
∑

higi

mit hi ∈ Rs und in(hi) · in(gi) ≥ in(g) für alle i besitzt.

• Ein Elementh ∈ Rs ist eineRs-Normalformvong bzgl.{g1, . . . , gr}, fallsg−h
eineR-Standarddarstellung durch{g1, . . . , gr} besitzt und entwederh = 0 oder
in(h) /∈ 〈in(g1), . . . , in(gr)〉 gilt. Dann schreiben wir:h ∈ NF(g, {g1, . . . , gr}, Rs).

• {g1, . . . , gr} ist eineRs-StandardbasisvonI, falls die Menge{in(g1), . . . , in(gr)}
den Initialmodul in(I) erzeugt.

Bemerkung.Der folgende wichtige Satz aus der Theorie der Gröbnerbasen für Poly-
nomringe liefert einen effektiven Test auf Idealzugehörigkeit:

Satz1.11. Sei g ∈ K[x] ein Polynom,I ⊆ K[x] ein Ideal und{g1, . . . , gr} eine
Gröbnerbasis vonI. Dann gilt:

0 ist eine Normalform vong bzgl.{g1, . . . , gr} ⇐⇒ g ∈ I,
g besitzt eine von0 verschiedene Normalform bzgl.{g1, . . . , gr} ⇐⇒ g /∈ I.
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Ein ähnliches Resultat gibt es auch im Falle von Standardbasen. Jedoch tritt dort neben
den beiden obigen Fällen noch ein dritter Fall auf, nämlich jener, dass keine Normal-
form vong bzgl. der Standardbasis{g1, . . . , gr} existiert.

Beispiel 1.14.Seienn = 1, g1 := x−x2, g := x undI := 〈g1〉 ⊂ K[x]. Dann ist{g1}
eine Standardbasis des IdealsI. Klarerweise giltx /∈ 〈x − x2〉. Daher existiert keine
K[x]-Standarddarstellung vong durch{g1} und 0 ist keine Normalform vong bzgl.
{g1}. Darüber hinaus ergibt sich für eine Normalformh ∈ K[x]\{0} ausx−h ∈ 〈g1〉
durch Auswerten in0: h(0) = 0, also in(h) ∈ 〈in(g1)〉. Daraus folgt aber, dassg keine
K[x]-Normalform bzgl.{g1} besitzt.

Definition 1.8. Wir sagen, dass der ModulRs die Eigenschaft(NF) besitzt, falls für
alle {g1, . . . , gr} ⊆ Rs und g ∈ Rs eineRs-Normalform vong bzgl. {g1, . . . , gr}
existiert.

Satz 1.12.SeiRs ein Modul, der die Eigenschaft (NF) hat. Weiters seienI ⊆ Rs ein
Untermodul undG ⊆ I eine Standardbasis vonI. Dann gilt:

1. Für jedesf ∈ Rs gilt: f ∈ I ⇐⇒ NF(f, G, Rs) = 0.

2. Ist J ⊆ Rs ein Untermodul mitJ ⊆ I, dann folgt aus in(I) = in(J) bereits
I = J .

Beweis.Vergleiche [GP02].

Satz 1.13.SeiRs ein Modul, der die Bedingung (NF) erfüllt. Weiters seieng1, . . . , gr ∈
Rs undI = 〈g1, . . . , gr〉 ⊆ Rs. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:

1. {g1, . . . , gr} ist eineRs-Standardbasis vonI.

2. Jedesg ∈ I besitzt eineR-Standarddarstellung durch{g1, . . . , gr}.
3. Für alle g ∈ I gilt: NF(g, {g1, . . . , gr}, Rs) = 0.

Beweis.Vergleiche [GP02].

Aus den letzten beiden Sätzen erhält man, falls man Standandardbasen von Untermo-
duln und Normalformen von Elementen effektiv berechnen kann, einen Test auf Zuge-
hörigkeit zu einem Untermodul.

Fortsetzung von Beispiel 1.14.Wir haben gesehen, dass NF(g, {g1}, K[x]) = ∅ ist.
Daher erfüllt der RingK[x] die Bedingung (NF) nicht! Darüber hinaus gilt inK[x]:
{g1} ist eine Standardbasis des IdealsJ = 〈g〉 = 〈g, g1〉, ohne überhaupt eine Basis
davon zu sein undg ∈ J , obwohlg keineK[x]-Standarddarstellung durch{g1} besitzt.
Im PotenzreihenringK[[x]] gilt 〈g〉 = 〈g, g1〉 = 〈g1〉 und somit istg1 eine Stan-
dardbasis vonI. Weiters istx = (

∑∞
i=0 xi)g1 eine K[[x]]-Standarddarstellung von

g durch {g1}. Damit hatg eine K[[x]]-Standarddarstellung durch{g1} und es gilt
0 ∈ NF(g, {g1},K[[x]]). Außerdem würde aush ∈ NF(g, {g1},K[[x]]) \ {0} wie-
der h(0) = 0 folgen, also in(h) ∈ in(I), was ein Widerspruch wäre. Daraus folgt:
NF(g, {g1},K[[x]]) = {0}.
Außerdem, da

∑∞
i=0 xi = 1

1−x ∈ K[x]loc gilt, folgt mit demselben Argument: NF(g, {g1},K[x]loc) =
{0} undg = 1

1−x · g1 ist eineK[x]loc-Standarddarstellung durch{g1}.

Der folgende Satz zeigt, dass das obige Beispiel verallgemeinert werden kann. Er wird
in Kapitel 6 ein wichtiger algorithmischer Bestandteil sein.
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Satz 1.14.(Tangentialkegel-Satz und -Algorithmus)

1. K[x]sloc erfüllt die Bedingung (NF).

2. In K[x]sloc sind die Bedingungen 1.,2. und 3. des letzten Satzes äquivalent.

3. SeienG, F1, . . . , Ft ∈ K[x]sloc gegeben. Dann existiert ein endlicher Algorith-
mus (”Tangentialkegel-Algorithmus”), der

(a) PolynomeU undH berechnet, sodassU eine Einheit inK[x]sloc undU−1H
eineK[x]sloc-Normalform vonG durch{F1, . . . , Ft} sind.

(b) PolynomeG1, . . . , Gu berechnet, sodass{G1, . . . , Gu} eineK[x]sloc-Standardbasis
von〈F1, . . . , Ft〉 ist.

(c) entscheidet, obG ∈ 〈F1, . . . , Ft〉 gilt.

Beweis.Vergleiche [MPT92].
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1.4 Babylonische Division

Die Babylonische Division ist eine Variation der euklidischen Division für Polynome,
die im Artikel [ACJHb] entwickelt wurde. Der Unterschied zur euklidischen Division
besteht darin, dass man allgemeinere Leitmonome zulässt: Im Falle der Babylonischen
Division müssen diese nicht maximal bzgl. einer Monomordnung inNn sein.

Ich werde in diesem Abschnitt kurz die Schreibweisen und Ergebnisse von [ACJHb]
zusammenfassen.

Definition 1.9. Der UntermodulI vonK[[x]]s erfüllt Hironaka’s Box-Bedingungbzgl.
<η, wenn co(I) ein kartesisches Produkt von direkten Summen von endlichen freien
monomialenK[[x1, . . . , xj ]]-Moduln ist, d.h.

co(I) =
s∏

l=1

⊕n
j=0 ⊕γ∈Zlj

K[[x1, . . . , xj ]] · xγ

mit endlichen MengenZlj ⊆ Nn.

Definition 1.10. PolynomvektorenP1, . . . , Pr ∈ K[x]s bilden eineJanet-Basis mit
Reichweitenn1, . . . , nr ≤ n, wenn der durchP1, . . . , Pr erzeugte UntermodulI von
K[x]s gleich der direkten Summe⊕r

k=1K[x1, . . . , xnk
] · Pk ist.

Bemerkung.Im Potenzreihenfall gilt die analoge Definition.

Janet-Basen verfeinern die Definition von Gröbner- bzw. Standardbasen. Theorem 2 in
[ACJHb] besagt, dass sie durch Hinzunahme (zur Gröbner- bzw. Standardbasis) von
geeigneten monomialen Vielfachen konstruiert werden kann.

Definition 1.11. Man nennt Monomvektorenxα1el1 , · · · , xαrelr mit (αk, lk) im Trä-
ger vonPk Leuchttürmefür P1, . . . , Pr bzgl. der Reichweitenn1, . . . , nr, wenn die
xα1el1 , . . . , x

αrelr eine Janet-Basis mit Reichweitenn1, . . . , nr des von ihnen er-
zeugten monomialen UntermodulsM von K[x]s bilden und wenn die RestePk =
xαkelk − Pk für allek im kanonischen direkten monomialen Komplement co(M) von
M in K[x]s liegen.

Seien PolynomvektorenPαl ∈ K[x]s der Form

Pαl = xαel −
s∑

m=1

∑

γ∈Nn

cαl,γmxγem = xαel − Pαl

mit Leuchttürmenxαel, Reichweitennαl und Koeffizientencαl,γm ∈ K gegeben, wo-
bei (α, l) in einer endlichen TeilmengeV vonNn × {1, . . . , s} variiert.

Weiters seienE = ∪(α,l)∈V (α + Nnαl) × {l} und F = (Nn × {1, . . . , s}) \ E,
sodassM = ⊕(α,l)∈V K[x1, . . . , xnαl

] · xαel undN = co(M) aus Polynomvektoren
in E bzw.F bestehen.

Definition 1.12. Die Babylonische Divisioneines VektorsP ∈ K[x]s durch diePαl’s
bzgl. der Leuchttürmexαel und der Reichweitennαl besteht darin, dass man jeden
Monomvektorxρel in der Entwicklung vonP durch ein monomiales Vielfaches des
RestesPαl ersetzt.
Genauer: Sei(ρ, l) im Träger vonP , dann liegt(ρ, l) entweder inF (wobeixρel dann
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nicht ersetzt wird) oder inE. Liegt der zweite Fall vor, so existiert ein eindeutiges
(α, l) ∈ V , sodass(ρ, l) der Menge(α + Nnαl) × {l} angehört. Dann schreiben wir
ρ = α + ν mit ν ∈ Nnαl . Nun ersetzen wir inP jedesxρel, für das(ρ, l) ∈ E gilt,
durch den Polynomvektorxν · (Pαl + Pαl) = xν · Pαl +

∑s
m=1

∑
γ cαl,γmxγ+νem.

Dies liefert uns ein neues PolynomP ′ = P − xν · Pαl ∈ K[x]s.
Dann wenden wir den Substitutionsprozess aufP ′ an und erhalten sukzessive Poly-
nomvektorenP ′′, P ′′′, usw.

Der Algorithmus terminiert fürk ∈ N, falls der Träger jenes PolynomvektorsP (k),
den man nach demk-ten Substitutionsschritt erhält, ganz inF liegt. (In diesem Fall
kann keine weitere Substitution mehr durchgeführt werden.) Man kann zeigen, dass
dies der Fall ist, wenn der ModulM = ⊕(α,l)∈V K[x1, . . . , xnαl

] · xαel Hironaka’s
Box-Bedingung erfüllt.

Satz 1.15. SeienPαl mit (α, l) ∈ V ( Nn × {1, . . . , s} eine endliche Menge von
Polynomvektoren inK[x]s mit Leuchttürmenxαel und Reichweitennαl. Wir nehmen
an, dass der monomiale ModulM = ⊕(α,l)∈V K[x1, . . . , xnαl

] ·xαel Hironaka’s Box-
Bedingung erfüllt. Dann terminiert die Babylonische Division jedes Polynomvektors
P ∈ K[x]s durch diePαl’s bzgl. der Leuchttürmexαel und der Reichweitennαl in
endlich vielen Schritten und liefert uns eine ZerlegungP =

∑
AαlPαl + R mit ein-

deutigenAαl ∈ K[x1, . . . , xnαl
] undR ∈ co(M). Speziell gilt: DiePαl’s bilden eine

Janet-Basis mit Reichweitennαl.

Beweis.Siehe [ACJHb].

Beispiel 1.15.Wir werden die Babylonische Division anhand eines einfachen Beispie-
les demonstrieren: Betrachte jenes Ideal inK[[x, y]], das von den folgenden Polynomen
erzeugt wird:

P1 = y3 − x4,

P2 = x2y2 − x,

P3 = x2y − xy2 − x5.

Wir verwenden eine Monomordnung<η aufN2, die durch eine Linearformλ : N2 →
Rmit Komponentenλ = (1, 1+δ), wobeiδ > 0 genügend klein gewählt wird, gegeben
ist. Auf jener Region vonN2, die wir betrachten werden, stimmt diese Monomordnung
mit der graduierten lexikographischen Ordnung mitx < y überein. Die Initialmonome
sind dann

M1 = y3,

M2 = x2y2,

M3 = x2y.

Die zugehörigen Reichweiten sind2, 1 und1. Daraus ergibt sich

in(I) = K[[x, y]]y3 ⊕K[[x]]x2y3 ⊕K[[x]]x2y

mit direktem kanonischen monomialen Komplement

co(I) = K[[x]]⊕Ky ⊕Kxy ⊕Ky2 ⊕Kxy2.

P1, P2 undP3 sind Polynome mit LeuchttürmenM1, M2, M3 und Reichweiten2, 1,
1. Weiters erfülltI Hironaka’s Box-Bedingung. Damit sind alle Voraussetzungen des
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letzten Satzes erfüllt.
Wir wollen nun

P := y4

durchP1, P2 undP3 bzgl. der LeuchttürmeM1, M2, M3 und der Reichweiten2, 1, 1
babylonisch dividieren. Dabei erhalten wir

y4 = y · y3

= y · P1 + x4y

= y · P1 + x2 · x2y

= y · P1 + x2 · P3 + x3y2 + x7

= y · P1 + x2 · P3 + x · x2y2 + x7

= y · P1 + x2 · P3 + x · P2 + x7 + x2

mit RestR = x7 + x2 ∈ co(I).
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2 Der Ring der algebraischen Potenzreihen

In diesem Abschnitt sei stetsK = R oder C. Weiters seienx = (x1, . . . , xn) und
y = (y1, . . . , yp).

2.1 Algebraische Potenzreihen

Zur Erinnerung:

Definition 2.1. Eine formale Potenzreihef ∈ K[[x]] heißtalgebraisch, wenn es ein
Polynom

P (x, t) = a0(x)tp + a1(x)tp−1 + . . . + ap−1(x)t + ap(x) ∈ K[x, t],

P 6= 0 gibt, sodassP (x, f(x)) = 0.

In anderen Worten:Algebraische Potenzreihen sind gerade jene Elemente vonK[[x]],
die algebraisch überK[x] sind. Damit bilden sie (nach den Eigenschaften von alge-
braischen Erweiterungen) einen Ring - denRing der algebraischen Potenzreihen. Wir
werden ihn im Folgenden mitNn, K〈x〉 oderK〈x1, . . . , xn〉 bezeichnen.

Es gilt: Ist f eine algebraische Potenzreihe mitf(0) 6= 0, dann ist auchg := 1
f

eine algebraische Potenzreihe.
Denn: Da f eine algebraische Potenzreihe ist, existiert ein von0 verschiedenes Po-
lynom P (x, t) = a0(x)tp + . . . + ap(x) ∈ K[x, t] mit P (x, f(x)) = 0. Dann gilt
für Q(x, u) := ap(x)up + ap−1(x)up−1 + . . . + a1(x)u + a0(x) ∈ K[x, u] jedoch:
Q(x, g(x)) = 0. Und damit istg eine algebraische Potenzreihe.
Daraus folgt, dass allef ∈ K〈x〉 mit f(0) 6= 0 in K〈x〉 Einheiten sind. Somit ist der
Ring der formalen Potenzreihen ein lokaler Ring mit maximalem Ideal

{f ∈ K〈x〉; f(0) = 0}.

Satz 2.1. (M. Artin’s Approximations-Satz) Seim das maximale Ideal eines Ringes
von konvergenten Potenzreihen undm̂ das maximale Ideal des zugehörigen Ringes von
formalen Potenzreihen. Weiters seif = (f1, . . . , fq) ∈ K{x, y}q mit f(0, 0) = 0.
Dann gilt: Ist ĝ(x) = (ĝ1(x), . . . , ĝq(x)) ∈ K[[x]]p eine Lösung des Systemsf(x, y) =
0, dann existiert für jedesα ∈ N, α ≥ 1, eine Lösungg(x) = (g1(x), . . . , gq(x)) ∈
K{x}q vonf(x, y) = 0 mit

g(x) = ĝ(x) modm̂α.

Beweis.Siehe etwa [Rui93].

Folgerung 2.1. Jede algebraische Potenzreihe ist konvergent.

Beweis.Für jede algebraische Potenzreihef existiert ein von0 verschiedenes Poly-
nomP ∈ K[x, t] mit P (x, f(x)) = 0. (Ist P (0, 0) 6= 0, so setzẽP := P · t. Für P̃ gilt
klarerweiseP̃ (0, 0) = 0, P̃ 6= 0 und P̃ (x, f(x)) = 0.) Nach Artin’s Approximations-
Satz (vgl. Satz 2.1) existiert dann für jedesα ∈ N, α ≥ 1, eine konvergente Potenzreihe
fα(x) ∈ K{x}, deren Taylorentwicklung bis zum Gradα mit jener vonf(x) überein-
stimmt und dieP (x, fα(x)) = 0 erfüllt. Wären nun allefα verschieden vonf , so
hätte die polynomiale GleichungP (x, t) = 0 unendlich viele verschiedene Lösungen
in K[[x]], was unmöglich ist.
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Beispiel 2.1. Es ist klar, dass die Potenzreihe

f :=
∑

k≥0

x2k

(als Teilreihe der geometrischen Reihe) für−1 < x < 1 konvergiert. Weiters kann
man zeigen, dassf keine algebraische Potenzreihe ist.

Damit gilt:
K〈x〉 ( K{x} ( K[[x]].

2.2 Substitution

Seieny = (y1, . . . , yp) und t eine weitere Variable. Weiters seiP ∈ K[[x]][t] ein t-
reguläres Polynom vom Gradp. Mit F bezeichnen wir im Folgenden den algebraischen
Abschluss des Quotientenkörpers vonK[[y]]. Seiξ ∈ F eine Nullstelle vonP .
Für f(y, t) ∈ K[[y, t]] sei R(y, t) ∈ K[[y]][t] der Rest der formalen Division vonf
durchP bzgl. dem Initialmonomtp. Wir setzen

f(y, ξ) = R(y, ξ) ∈ F.

Lemma 2.2. Es gilt:

1. Die Abbildungf(y, t) → f(y, ξ) ist einK-Algebrenhomomorphismus.

2. Ist f ∈ K〈y, t〉 undf(y, ξ) = 0, dann istξ algebraisch überK[y].

3. Ist f ∈ K〈y, t〉 undξ algebraisch überK[y], dann istf(y, ξ) auch algebraisch
überK[y] (d.h.f(y, ξ) ∈ K〈y〉).

Beweis.Vergleiche [Rui93].

Satz 2.2. Seienf, g1, . . . , gn ∈ N mit g1(0) = . . . = gn(0) = 0. Dann liefert die
Substitutionf(g1, . . . , gn) wieder eine algebraische Potenzreihe.

Beweis.Zuerst nennen wir einige Variablen um, indem wirg1(z), . . . , gn(z) schrei-
ben. Dann betrachten wir die Division

f(x) = Q(z, x)(xn − gn(z)) + R(z, x1, . . . , xn−1),

wobeiR(z, x1, . . . , xn−1) ∈ K[[x1, . . . , xn−1]]. Damit gilt:

f(x1, . . . , xn−1, gn(z)) = R(z, x1, . . . , xn−1).

Nun liegt mit

y = (z, x1, . . . , xn−1), t = xn, P = xn − gn(z), ξ = gn(z)

dieselbe Situation wie in Lemma 2.2 vor. Damit gilt:

f(x1, . . . , xn−1, gn(z)) ∈ K〈z, x1, . . . , xn−1〉.

Wiederholt man dasselbe Argument weiteren − 1 mal, so ist die Aussage des Satzes
bewiesen.
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2.3 Ableitung

Satz 2.3. Die partiellen Ableitungen einer algebraischen Potenzreihe sind wieder al-
gebraische Potenzreihen.

Beweis.Seif ∈ Nn und

P (x, f(x)) = a0(x)f(x)p + . . . + ap(x) = 0.

Leiten wir diese Gleichung partiell nachxi ab, so ergibt sich

0 =
∂

∂xi
(P (x, f(x))) =

p∑

j=0

∂aj

∂xi
fp−j +

∂f

∂xi

p−1∑

j=0

(p− j)ajf
p−j−1

︸ ︷︷ ︸
(∗)

.

Wählen wirP mit minimalem Grad, so ist die Summe(∗) ungleich null. (Denn wäre sie
null, so würde fürP̃ (x, t) = ∂xif ·

∑p−1
j=0(p− j)aj(x, t)tp−j−1 gelten:P̃ (x, f(x)) =

0 und deg(P̃ ) < deg(P ), was ein Widerspruch zu unserer Wahl vonP ist.) Da die
Ableitungen∂xiaj deraj ’s wieder Polynome sind, ist die Potenzreihe∂xif algebraisch
überK(x)[f ] und folglich auch überK(x).

2.4 Divisionssatz für algebraische Potenzreihenvektoren (Existenz)

Dazu wiederholen wir zuerst den Divisionsatz für formale Potenzreihen von Grauert-
Hironaka-Galligo (vergleiche etwa [Hir77]).

Satz 2.4. SeiI ein Untermodul vonK[[x]]s mit Initialmodul in(I) bzgl. einer Monom-
ordnung<η aufNn ×{1, . . . , s}. Weiters sei co(I) das kanonische direkte monomiale
Komplement von in(I) in K[[x]]s. Dann gilt:

I ⊕ co(I) = K[[x]]s.

Wird der UntermodulI vong1, . . . , gr ∈ K[[x]]s erzeugt, so folgt aus dem letzten Satz,
dass jeder Vektorf ∈ K[[x]]s eine Zerlegung der Form

f =
∑

k

akgk + c

mit einem eindeutigenc ∈ co(I) besitzt. Die Potenzreihenentwicklungen der Quotien-
tenak und des Restesc können bis zu einem beliebigen Grad durch einen endlichen
Algorithmus berechnet werden. Der Restc ist unabhängig von der Wahl vong1, . . . , gr

(aber abhängig von der Monomordnung<η).

Aus dem letzten Satz folgt weiters:

Korollar 2.3. SeienI, J Untermoduln vonK[[x]]s mit J ⊆ I und in(J) = in(I) bzgl.
einer Monomordnung<η aufNn × {1, . . . , s}. Dann gilt bereitsJ = I.

Die Existenz des Divisionssatzes für algebraische Potenzreihen wurde ursprünglich
von Hironaka für Ideale, die die Box-Bedingung erfüllen, bewiesen. Vergleiche [Hir77].
Wir formulieren den Satz hier für Moduln:
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Satz 2.5. SeiI ein Untermodul vonK[[x]]s, der von algebraischen Potenzreihenvekto-
ren erzeugt wird. Angenommen,I erfüllt Hironaka’s Box-Bedingung bzgl. einer Mo-
nomordnung<η aufNn × {1, . . . , s}. Dann ist für alle algebraischen Potenzreihen-
vektorenf ∈ K[[x]]s der Restc der formalen Potenzreihendivision vonf durchI ein
algebraischer Potenzreihenvektor.

Der letzte Satz impliziert, dassI eine reduzierte Standardbasis, bestehend aus algebrai-
schen Potenzreihenvektoren, besitzt.
Lässt man Hirnoka’s Box-Bedingung weg, so ist der Restc der Division im Allgemei-
nen nicht mehr algebraisch. (Dividiere zum Beispielxy durch (x − y2)(y − x2) =
xy − x3 − y3 + x2y2 mit Initialmonomxy.)

In Kapitel 7 werden wir eine konstruktive Version von Satz 2.5 beweisen.
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3 Codes von algebraischen Potenzreihen

Im Folgenden seiK stets ein Körper der Charakteristik0. Weiters seien die Variablen
x = (x1, . . . , xn) undy = (y1, . . . , yp) fixiert.

3.1 Definition eines Codes

Definition 3.1. Ein Muttercode (inx und y) ist ein polynomialer ZeilenvektorH =
(H1, . . . , Hp) ∈ K[x, y]p mit H(0, 0) = 0, dessen Jacobi-MatrixDyH bzgl. y in 0
invertierbar ist, d.h.

DyH(0, 0) ∈ Glp(K).

Die Invertierbarkeit vonDyH(0, 0) kann auch folgendermaßen umformuliert wer-
den: Für jede gradkompatible Monomordnung aufNp wird das Initialideal des Ideals
〈H1(0, y), . . . , Hp(0, y)〉 ⊆ K[[y]] von y1, . . . , yp erzeugt. Daher existiert ein linearer
Koordinatenwechsel in denyi’s, sodass das Initialmonom in(Hi(0, y)) von Hi(0, y)
für alle1 ≤ i ≤ p gleichyi ist.
Der Babyreihenvektoreines MuttercodesH ∈ K[x, y]p ist gerade jener Vektorh =
(h1, . . . , hp) ∈ K[[x]] mit h(0) = 0, der die eindeutige Lösung von

H(x, h(x)) = 0

ist. Also ist h durchH bestimmt. Existenz und Eindeutigkeit vonh sind auf Grund
des Satzes über implizite Funktionen für formale Potenzreihen gesichert. Es gilt sogar,
dass die einzelnen Komponentenhi des Babyreihenvektors auf Grund des Satzes über
implizite Funktionen für algebraische Potenzreihen (vgl. [Art69]) wieder algebraische
Potenzreihen sind.
Ein Vektor von algebraischen Potenzreihenh = (h1, . . . , hp) ∈ K[[x]]p heißt einBa-
byreihenvektor, wenn es einen MuttercodeH ∈ K[x, y]p gibt, derh definiert.
Ein Vatercodeist ein VektorG = (G1, . . . , Gr) von PolynomenGi ∈ K[x, y]s. Er
unterliegt keinen weiteren Bedingungen.
Ein Familiencodeist ein Paar(H,G), wobeiH ∈ K[x, y]p ein Muttercode undG ∈
K[x, y]s×r ein Vatercode in denselben Variablen sind.
Man sagt, dass die algebraischen Potenzreihenvektoreng1, . . . , gr ∈ K[[x]]s denFami-
liencode(H,G) ∈ K[x, y]p ×K[x, y]s×r haben, wenn für alle1 ≤ k ≤ r gilt:

gk = Gk(x, h(x)) ∈ K[[x]]s,

wobeih ∈ K[[x]]p der durchH definierte Babyreihenvektor ist.

3.2 Existenz und Konstruktion eines Codes einer algebraischen Po-
tenzreihe

Satz 3.1. Für jede algebraische Potenzreiheg ∈ K[[x]] kann man aus einer algebrai-
schen RelationP (x, t) = 0 für g (d.h.P (x, g(x)) = 0) und der Taylorentwicklung von
g bis zu einem genügend hohen Grad einen Familiencode(H, G) ∈ K[x, y]p×K[x, y]
vong konstruieren.

Beweis.Vergleiche auch Appendix in [AMR92].
Betrachte die algebraische Menge

V := {(x, t); P (x, t) = 0} ⊆ An
K × AK = An+1

K .
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Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir voraussetzen, dassP irreduzibel
ist. Ist dies nicht der Fall, so faktorisieren wirP , und da wir die Taylorentwicklung von
g bis zu einem genügend hohen Grad kennen, können wir leicht feststellen, welcher der
Faktoren vonP die algebraische Potenzreiheg als Nullstelle hat. Weiters können wir
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass die algebraische Potenzreiheg
keinen konstanten Term hat, d.h.,g(0) = 0 ist, und dassa = (0, 0) ein Element vonV
ist, d.h., dass auchP keinen konstanten Term hat.
Auf Grund von Satz 1.6 existiert die Normalisierung vonV in K(V ) (und diese ist
bis auf Isomorphie eindeutig), d.h. es existiert eine algebraische normale MengeU ⊆
An+p

K mit K(U) = K(V ) und ein endlicher birationaler Morphismusπ : U → V .
Auf Grund von Satz 1.8 wissen wir, dassU wieder eine affine algebraische Varietät ist.
Daher können wir eine EinbettungU ⊆ An+p

K wählen, sodassπ : U ⊆ An+p
K → V ⊆

An+1
K durch die Projektionτ : An+p

K −→ An+1
K , (x, y1, . . . , yp) −→ (x, y1) induziert

wird.
SeienF1, . . . , Fm ∈ K[x, y1, . . . , yp] definierende Gleichungen fürU , d.h.

K[U ] = K[x, y1, . . . , yp]/〈F1, . . . , Fm〉.

Wir betrachten nun die folgende Auswertungsabbildung:

φ : An
K −→ V ⊆ An+1

K ; x → (x, g(x)).

Auf Grund der universellen Eigenschaft der Normalisierung (vgl. Satz 1.7) existiert
eine reguläre Abbildungφ′ : An

K −→ U , sodass das folgende Diagramm kommutiert:

U
π //V

An
K

φ′

OO

φ

>>~~~~~~~~

Nun lokalisieren wirV undU in den Punktena = φ(0) = (0, 0) ∈ V ⊆ An+1
K bzw.

b = φ′(0) ∈ U ⊆ An+p
K . Bezeichnen wir jetzt die Komplettierungen vonV ⊆ An+1

K

in a und U ⊆ An+p
K in b mit V̂ bzw. Û , so ergibt sich (vgl. Satz 1.2) das folgende

kommutative Diagramm:

Û
bπ // V̂

Ân
K

bφ′ OO

bφ
??¡¡¡¡¡¡¡¡

Auf Grund von Zariski’s Main Theorem (Satz 1.10) istÛ eine irreduziblen-dimensionale
Varietät. Diese enthält den Graph vonφ′, der aber einen-dimensionale Mannigfaltig-
keit ist. Somit istÛ selbst glatt.
Daher hat die Jacobi-Matrix derFi’s (1 ≤ i ≤ m) bzgl. y1, . . . , yp im Punkt b
Rangp. Folglich existierenp LinearkombinationenH1, . . . , Hp der F1, . . . , Fm, so-
dass(H1, . . . , Hp) ein Muttercode der algebraischen Potenzreiheg im Punkt b ist.
Nach Konstruktion gilth1 = g. Somit kannG = y1 als Vatercode der algebraischen
Potenzreiheg gewählt werden. Damit haben wir die Existenz eines Familiencodes für
g bewiesen.

22



Bemerkung.Wie man an Hand des Beweises des letzten Satzes sieht, ist es möglich,
den VatercodeG immer gleichy1 zu wählen. Dann istg gerade die erste Komponente
des Babyreihenvektorsh vonH.

3.3 Beispiele

Beispiel 3.1. In diesem Beispiel sei die Potenzreihe

g(x) := 3
√

1 + x− 1 =
1
3
x− 1

9
x2 +

5
81

x3 − 10
243

x4 +
22
729

x5 +− . . . ∈ R[[x]]

gegeben. Diese ist eine algebraische Potenzreihe, denn für

P (x, t) = (t + 1)3 − x− 1 = t3 + 3t2 + 3t− x

gilt P (x, g(x)) = 0. Weiters istg eine um0 zentrierte Potenzreihe, denng(0) = 0. Um
einen Code fürg zu finden, betrachten wir den Ring

R := K[x, t]/〈t3 + 3t2 + 3t− x〉.

–2.5

–2

–1.5

–1

–0.5

0

0.5

t

–4 –2 2 4
x

Abbildung 1:C = V(P (x, t)).

Der RingR ist normal, denn die ebene Kurve

C := V(P ) ⊆ R2

(siehe Abbildung 1) ist auf Grund von

grad(P (x, t)) = (−1, 3t2 + 6t + 3) 6= (0, 0) ∀(x, t) ∈ R2

nichtsingulär und damit nach Korollar 1.8 normal. Also giltR̃ = R.
Nach dem Beweis des letzten Satzes ist daher

H = y3 + 3y2 + 3y − x,

G = y

ein Code für die algebraische Potenzreiheg.
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Probe: H = y3 + 3y2 + 3y − x erfüllt alle Voraussetzungen für einen Muttercode,
dennH(0, 0) = 0 und

DyH(0, 0) = (3y2 + 6y + 3)(0, 0) = 3 ∈ Gl1(R).

Weiters definiertH auf Grund der Bedingungh(0) = 0 eindeutig den Babyreihenvek-
tor h(x) = 3

√
1 + x− 1. Außerdem gilt:

G(x, h(x)) = h(x) = g.

Damit ist(H, G) = (y3 + 3y2 + 3y − x, y) ein Familiencode fürg = 3
√

x + 1− 1.

Beispiel 3.2. In diesem Beispiel wollen wir einen Familiencode für die algebraische
Potenzreihe

g(x) :=
1

1 + x + x2
− 1 = −x + x3 − x4 +− . . . ∈ R[[x]]

finden. Offensichtlich istg ist eine algebraische Potenzreihe, denng erfüllt P (x, g(x)) =
0 mit

P (x, t) := (t + 1)(1 + x + x2)− 1 = tx2 + tx + t + x + x2.

Weiters giltg(0) = 0. Auch der Ring

R := R[x, t]/〈tx2 + tx + t + x + x2〉
ist bereits normal, denn die ebene KurveD = V(P ) (siehe Abbildung 2) hat keinen
singulären Punkt (grad(P (x, t)) = (2tx+t+1+2x, x2+x+1) 6= (0, 0) ∀(x, t) ∈ R2)
und ist damit nach Korollar 1.8 normal.

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

0

0.2

y

–4 –2 2 4
x

Abbildung 2:D = V(P (x, t)).

Damit ist wiederumR̃ = R und

H = yx2 + yx + y + x + x2,

G = y

ein Code für die gesuchte algebraische Potenzreihe.

Probe: H erfüllt alle Anforderungen an einen Muttercode:H(0, 0) = 0 und

DyH(0, 0) = (x2 + x + 1)(0, 0) = 1 6= 0.

Weiters definiertH eindeutig die Babyreiheh(x) = 1
1+x+x2 − 1 ∈ R[[x]]. Auch die

BedingungG(x, h(x)) = g(x) ist erfüllt.
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Beispiel 3.3. In den letzten beiden Beispielen haben wir gesehen, dass es leicht ist,
einen Code für einen normalen Ring zu konstruieren. Daher betrachten wir nun einen
nichtnormalen Ring:
Sei

P (x, t) = t2 − x3 − x2.

Dann hat die ebene Kurve
E = V(P ) ⊆ R2

(siehe Abbildung 3) im Punkt(0, 0) einen singulären Punkt (grad(P (x, t)) = (−3x2−
2x, 2t)) und damit ist(0, 0) nach Korollar 1.8 kein normaler Punkt vonE. (Andere
Argumentation: Die KurveE besteht im Punkt(0, 0) aus zwei verschiedenen Ästen
(vergleiche Beispiel 1.12) und ist daher nach Zariski’s Hauptsatz nicht normal.)

–2

–1

1

2

t

–1 –0.5 0.5 1

x

Abbildung 3:E = V(P (x, t)).

Wir wollen nun einen Code für die Potenzreihe

g(x) := x
√

1 + x = x +
1
2
x2 − 1

8
x3 +

1
16

x4 − 5
128

x5 +− . . . ∈ R[[x]]

finden. Klarerweise istg eine algebraische Potenzreihe, denng erfüllt P (x, g(x)) = 0.
Weiters giltg(0) = 0. Die algebraische Potenzreiheg ist gerade jener Zweig vonE,
der in(0, 0) die Steigung+1 hat (siehe Abbildung 4).

0

1

2

3

–2 –1 1 2

x

Abbildung 4:g(x) = x
√

1 + x, x ≥ −1.

Wie wir schon festgestellt haben, ist

R := R[x, t]/〈t2 − x3 − x2〉
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kein normaler Ring. In Beispiel 1.2 haben wir gesehen, dassy2 := t
x ganz überR ist

und dass
R̃ = R[x, y1, y2]/〈x + 1− y2

2 , y1 + y2 − y3
2〉 ∼= R[y2]

die Normalisierung vonR ist. Für den von uns gesuchten Zweigg vonE ist y2 = t
x in

einer kleinen Umgebung vom Ursprung gleich1. Damit erhalten wir im Punkt(x, y1 =
t, y2) = (0, 0, 1) folgenden Code für die algebraische Potenzreiheg:

H ′
1 = x + 1− y2

2 ,

H ′
2 = y1 + y2 − y3

2 ,

G = y1.

Probe: H ′ = (H ′
1,H

′
2) = (x + 1 − y2

2 , y1 + y2 − y3
2) erfüllt alle Bedingungen für

einen Muttercode, dennH ′(0, 0, 1) = (0, 0) und

DyH ′(0, 0, 1) =
(

0 1
−2y2 1− 3y2

2

)
(0, 0, 1) =

(
0 1
−2 −2

)
∈ Gl2(R).

Weiters ist der Babyreihenvektorh′ = (h′1, h
′
2) durchH ′(x, h(x)) = 0 eindeutig be-

stimmt: das Gleichungssystem

x + 1− h′22 = 0,

h′1 + h′2 − h′32 = 0

besitzt die eindeutige Lösung

h′ = (h′1, h
′
2) = (x

√
1 + x,

√
1 + x)

mit h(0) = (0, 1). Auch die BedingungG(x, h′(x)) = g(x) ist erfüllt.

Suchen wir nun einen Code fürg im Punkt(0, 0, 0), so betrachten wir die Taylorent-
wicklung vonH ′ im Punkt(0, 0, 0). Es ergibt sich:

H1 = x + 1− (y2 + 1)2 = x− 2y2 − y2
2 ,

H2 = y1 + (y2 + 1)− (y2 + 1)3 = y1 − y3
2 − 3y2

2 − 2y2.

Man kann leicht nachprüfen, dass(H,G) = ((x− y2 + y2
2 , y1 − y3

2 − 3y2
2 − 2y2), y1)

ein Code (im Punkt(0, 0, 0)) für die algebraische Potenzreiheg = x
√

1 + x ist.

Analog ergibt sich für den zweiten Zweig vonE, also für die algebraische Potenzreihe

g′′ := −x
√

1 + x,

folgender Code (im Punkt(0, 0, 0)):

(H ′′, G′′) = ((x + 2y2 − y2
2 , y1 − y3

2 + 3y2
2 − 2y2), y1).

Bemerkung:Wie schon im letzten Abschnitt erwähnt wurde, kann das Computeralge-
brasystemSINGULAR die Normalisierung eines Ringes berechnen:
(Vergleiche [GP02].)
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>LIB ”normal.lib”; LIB ”surf.lib”;
>ring A=0,(x,t),dp;
>ideal I=t2-x3-x2;
>list nor=normal(I);

’normal’ created a list of 1 ring(s)
>def R=nor[1]; setring R;
>norid;

norid[1]=0
>normap;

normap[1]=T(1)2-1, normap[2]=T(1)3-T(1)

Dies liefert für die Normalisierung vonR := K[x, t]/〈t2 − x3 − x2〉:
π : Ẽ = A1 −→ E, T (1) → (T (1)2 − 1, T (1)3 − T (1)).

Daher gilt

R̃ = K[x, t, T (1)]/〈x− T (1)2 + 1, t− T (1)3 + T (1)〉 ∼= K[T (1)].

Man sieht also, dass auchSINGULAR dasselbe Ergebnis liefert!

Beispiel 3.4. Sei

g(x) := x3
√

1 + x + x2 = x3 +
1
2
x4 +

3
8
x5 + . . . ∈ R[[x]].

Die Potenzreiheg ist eine algebraische Potenzreihe, denn für

P (x, t) := t2 − x6(1 + x + x2) = t2 − x8 − x7 − x6

gilt P (x, g(x)) = 0.
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x

Abbildung 5:F = V(P (x, t)).

Weiters giltP (0, 0) = 0. Der Ursprung ist der einzige singuläre Punkt der ebenen
Kurve

F = V(P ) ⊆ R2

(siehe Abbildung 5). Damit ist(0, 0) kein normaler Punkt vonF. Tatsächlich besitzt
F in (0, 0) zwei verschiedene Zweige. Einer der beiden Zweige ist gegeben durch die
algebraische Potenzreiheg (siehe Abbildung 6).
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Abbildung 6:g(x) = x3
√

1 + x + x2, x ∈ R.

Wir wissen nun, dass der Ring

R := R[x, t]/〈P 〉
kein normaler Ring ist (wohl aber reduziert). Das Elementy2 := t

x3 ∈ Quot(R) ist
ganz überR, denny2 erfüllt die Ganzheitsgleichungu2−(1+x+x2) = 0. Tatsächlich
ergibt sich für die Normalisierung vonR:

R̃ = R[x, y1, y2]/〈y2
1 − x6(1 + x + x2), y2

2 − 1− x− x2, y1 − x3y2〉
∼= R[x, y1, y2]/〈y2

2 − 1− x− x2, y1 − x3y2〉
∼= R[x, y2]/〈y2

2 − 1− x− x2〉
Bemerkung:SINGULAR liefert für die Normalisierung dasselbe Resultat:

π : V(T (1)2 − T (2)2 + T (1) + 1) ⊆ R2 −→ F,

(T (1), T (2)) −→ (T (1), T (1)3T (2)).

Damit ist

H = (y2
2 − 1− x− x2, y1 − x3y2),

G = y1

ein Code für unsere algebraische Potenzreiheg. Dabei muss man jedoch beachten,
dass dieser Code noch nicht zentriertist, genauer: Da wir nach dem Beweis des letzten
Satzes wissen, dass nach unserer Konstruktion des Codes stetsy1 = g gelten soll, hat
das algebraische GleichungssystemH(x, h(x)) = 0, d.h.

y2
2 − 1− x− x2 = 0,

y1 − x3y2 = 0,

nur dann eine eindeutige Lösung mith1(x) = g(x), wennh2(x) gleich
√

1 + x + x2

ist, d.h., wenn wir den Code im Punkt(0, 0, +1) betrachten! Man kann leicht nach-
prüfen, dass(H,G) = ((y2

2 − 1 − x − x2, y1 − x3y2), y1) im Punkt (0, 0, 1) dann
tatsächlich einen Familiencode fürg(x) = x3

√
1 + x + x2 darstellt.

Man erhält einen Code fürg im Punkt(0, 0, 0), indem man die Taylorentwicklung von
H im Punkt(0, 0, 0) betrachtet. Es ergibt sich:

H = ((y2 + 1)2 − 1− x− x2, y1 − x3(y2 + 1))
= (y2

2 + 2y2 − x− x2, y1 − x3y2 − x3),
G = y1.
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Beispiel 3.5. In diesem Beispiel wollen wir einen zentrierten Code für die Potenzreihe

g := (x2 + x)
√

1 + x2 = x + x2 +
1
2
x3 + . . . ∈ R[[x]]

finden. Klarerweise istg eine algebraische Potenzreihe. Weiters istg gerade einer der
beiden Zweige der nichtnormalen ebenen Kurve

G = V(t2 − (x2 + x)2(1 + x2))

durch den Ursprung (siehe Abbildungen 7 und 8).
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Abbildung 7:g(x) = (x2 + x)
√

1 + x2, x ∈ R.
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Abbildung 8:G = V(t2 − (x2 + x)2(1 + x2)).

Wir betrachten dazu den Ring

R := R[x, t]/〈t2 − (x2 + x)2(1 + x2)〉.

Dieser ist reduziert, jedoch nicht normal. Das ComputeralgebrasystemSINGULAR lie-
fert für die Normalisierung vonR:

π : G̃ = V(x2 − y2
2 + 1) −→ G, (x, y2) → (x, y3

2 + xy2 − y2).
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Abbildung 9:G̃ = V(x2 − y2
2 + 1).

Bemerkung:Die Normalisierung̃G = V(x2−y2
2+1) vonG ist tatsächlich eine normale

ebene Kurve (siehe Abbildung 9). Man kann leicht nachprüfen, dass

H = (x2 − y2
2 + 1, y1 − y3

2 − xy2 + y2),
G = y1

ein Familiencode vong im Punkt(0, 0, 1) und

H = (x2 − y2
2 − 2y2, y1 − y3

2 − y2
2 − xy2 − x),

G = y1

ein Familiencode vong im Ursprung ist.

Beispiel 3.6. Natürlich können wir mit demselben Verfahren auch Codes für algebrai-
sche Potenzreihen in mehreren Variablen konstruieren:
Sei etwa

g(x1, x2, x3) = x1x3

√
1 + x2

1 − x2
2 ∈ K[[x1, x2, x3]].

Dann ergibt sich für die Normalisierung des Ringes

R := K[x1, x2, x3, t]/〈(t + x2
2)

2 − x2
1x

2
3(1 + x2

1)〉
mit Hilfe von SINGULAR:

X̃ = V(x2
1 − y2

2 + 1) ⊆ K4 −→ X = V((t + x2
2)

2 − x2
1x

2
3(1 + x2

1)) ⊆ K4,

(x1, x2, x3, y2) −→ (x1, x2, x3, x1x3y2 − x2
2).

Wie man leicht nachprüfen kann, ist also

H = (x2
1 − y2

2 + 1, y1 − x1x3y2 + x2
2),

G = y1

ein Familiencode vong im Punkt(0, 0, 0, 0, 1) ∈ K5. Folglich ist

H = (x2
1 − y2

2 − 2y2, y1 − x1x3y2 − x1x3 + x2
2),

G = y1

ein Code vong im Ursprung.
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4 Rechnen mit Codes algebraischer Potenzreihen

Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, bilden die algebraischen Potenzreihen einen Ring.
Weiters ist auch die Komposition von algebraischen Potenzreihen wieder algebraisch.
In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie man diese Verknüpfungen mit Hilfe
von Codes durchführt.

Betrachtet man mehrere algebraische Potenzreiheng1, . . . , gr gleichzeitig, so ist es
vorteilhaft, mit nur einem gemeinsamen Muttercode (und mehreren Vatercodes) für al-
le Reihen zu arbeiten. Wie erhält man aber einen derartigen Muttercode?
SeienHj ∈ K[x, yj ]pj für j = 1, . . . , r die r verschiedenen Muttercodes der alge-
braischen Potenzreiheng1, . . . , gr. Dabei seienyj = (yj

1, . . . , y
j
pj

) für j = 1, . . . , r

disjunkte Mengen von Variablen. Dasdirekte ProduktH derHj ’s ist durch den Zei-
lenvektorH = (H1, . . . ,Hr) ∈ ∏r

j=1 K[x, yj ]pj ∼= K[x, y]p gegeben, wobeiy aus
der Menge alleryj besteht undp =

∑r
j=1 pj ist.

Lemma 4.1. Der oben konstruierte ZeilenvektorH ∈ K[x, y]p ist wieder ein Mutter-
code.

Beweis.Die erste BedingungH(0, 0) = (H1, . . . ,Hr)(0, 0) = 0 ist klarerweise er-
füllt, da die einzelnenHi’s diese Bedingung erfüllen. Auch die zweite Bedingung
DyH(0, 0) ∈ Glp(K) ist erfüllt, denn die Jacobi-MatrixDyH ist eine Blockdiago-
nalmatrix, wobei die einzelnen Blöcke gerade die Jacobi-MatrizenDyj Hj(0, 0) der
einzelnen Muttercodes sind. Diese sind jedoch nach Voraussetzung im Ursprung inver-
tierbar, und damit ist auchDyH(0, 0) invertierbar.

Weiters gilt: Der durch den MuttercodeH(x, y) eindeutig bestimmte Babyreihen-
vektorh = (h1, . . . , hr) ist gerade die Ansammlung aller Babyreihenvektorenhj =
(hj

1, . . . , h
j
pj

) ∈ K[[x]]pj der MuttercodesHj .

Der Übergang zum direkten Produkt von Muttercodes ermöglicht uns also, dass die
von uns betrachteten algebraischen Potenzreiheng1, . . . , gr alle den gleichenMutter-
codeH(x, y) und Babyreihenvektorh(x) haben.

4.1 Addition, Subtraktion und Multiplikation von algebraischen
Potenzreihen

Gegeben seien zwei algebraische Potenzreiheng1 undg2 in K[[x]] mit Familiencodes
(H1, G1) ∈ K[x, y1]p1×K[x, y1] bzw.(H2, G2) ∈ K[x, y2]p2×K[x, y2] und ein Po-
lynom a ∈ K[x]. Weiters seiH = (H1, H2) der gemeinsame Muttercode der Reihen
g1 undg2 (vgl. Konstruktion oben). Dann sind

(H, G1 ±G2), (H, a ·G1) bzw. (H, G1 ·G2)

klarerweise Familiencodes der algebraischen Potenzreihen

g1 ± g2, a · g1 und g1 · g2.

Beispiel 4.1. In diesem Beispiel suchen wir einen Code für die algebraische Potenz-
reihe

g := 2x
√

1 + x + 5x3
√

1 + x( 3
√

1 + x− 1).
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Dazu zerlegen wirg in uns bereits bekannte algebraische Potenzreihen, d.h.g = a ·
g1 + b · g1 · g2 mit

a := 2, b := 5x2, g1 := x
√

1 + x, g2 := 3
√

1 + x− 1.

Wie wir bereits aus Beispiel 3.3 wissen, ist

(H1, G1) = ((−y3
2 − 3y2

2 − 2y2 + y1,−y2
2 − 2y2 + x), y1)

ein Code für die algebraische Potenzreiheg1. Weiters ist nach Beispiel 3.1

(H2, G2) = (x− y3
3 − 3y2

3 − 3y3, y3)

ein Code für die algebraische Potenzreiheg2. Nach der Konstruktion am Beginn dieses
Kapitels ist

(H, G) = ((−y3
2 − 3y2

2 − 2y2 + y1,−y2
2 − 2y2 + x, x− y3

3 − 3y2
3 − 3y3), (y1, y3))

daher ein Familiencode für(g1, g2) ∈ K[[x]]2. Folglich ist nach obigen Überlegungen

(Hg, Gg) = ((−y3
2 − 3y2

2 − 2y2 + y1,−y2
2 − 2y2 + x, x− y3

3 − 3y2
3 − 3y3),

2y1 + 5x2y1y3)

ein Code für die algebraische Potenzreiheg.

4.2 Komposition von algebraischen Potenzreihen

Gegeben seien algebraische Potenzreiheng1, . . . , gn, f mit g1(0) = 0, . . . , gn(0) =
0 und zugehörige Codes(Hg1 , Gg1) ∈ K[x, y1]p1 × K[x, y1], . . . , (Hgn , Ggn) ∈
K[x, yn]pn ×K[x, yn], (Hf , Gf ) ∈ K[x, z]r ×K[x, z].
Gesucht sei ein Code der algebraischen Potenzreihe

f(g1, . . . , gn) ∈ K〈x1, . . . , xn〉.
Lemma 4.2. SeiHg = (H1, . . . , Hn) ∈ ∏n

j=1 K[x, yj ]pj ∼= K[x, y]p der gemein-
same Muttercode der Reiheng1, . . . , gn (vgl. Konstruktion am Beginn des Kapitels),
dann ist

H = (Hf (Gg1 , . . . , Ggn , z),Hg(x, y)) ∈ K[x, z]r ×K[x, y]p,
G = Gf (x, z) ∈ K[x, z]

ein Code für die algebraische Potenzreihef(g1, . . . , gn).

Beweis.Dazu zuerst eine kleine Vorüberlegung: Da die(Hg1 , Gg1), . . . , (Hgn , Ggn)
Familiencode der algebraischen Potenzreiheng1, . . . , gn sind, müssen sie die Bedin-
gung

Ggj (x, hj(x)) = gj , j = 1, . . . , n,

erfüllen. Wertet man diese Bedingung inx = 0 aus, so ergibt sich:

Ggj (0, hj(0)) = gj(0), j = 1, . . . , n.

Aber es gilthj(0) = 0 undgj(0) = 0 (vgl. Voraussetzungen). Daraus folgt

Ggj (0, 0) = 0, j = 1, . . . , n.
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Somit ergibt sich fürH = (Hf (G1, . . . , Gn, z),Hg(x, y)) sofort

H(0, 0, 0) = (Hf (G1(0, 0), . . . , Gn(0, 0), 0), Hg1(0, 0), . . . ,Hgn(0, 0))
= (Hf (0, . . . , 0, 0), 0, . . . , 0) = 0.

Der PolynomvektorH erfüllt auch die zweite BedingungD(z,y)H(0, 0, 0) ∈ Gln+r(K)
für einen Muttercode, denn die MatrixD(z,y)H hat folgende Gestalt:

D(z,y)H =

(
∂Hf (Gg1 (x,y),...,Ggn (x,y),z)

∂z

∂Hf (Gg1 (x,y),...,Ggn (x,y),z)

∂z
∂Hg(x,y)

∂z
∂Hg(x,y)

∂y

)
.

Der gemeinsame MuttercodeHg derHgj ’s hängt nicht vonz ab und damit ist∂Hg(x,y)
∂z =

0. Nach Voraussetzung ist die Untermatrix∂Hg(x,y)
∂y im Punkt(x, y) = (0, 0) invertier-

bar. Damit bleibt noch zu zeigen:

∂Hf (Gg1(x, y), . . . , Ggn(x, y), z)
∂z

∈ Glr(K).

Wie wir aber in unserer Vorüberlegung gesehen haben, giltGgj (0, 0) = 0, j =
1, . . . , n, und daraus folgt:

∂Hf (Gg1(x, y), . . . , Ggn(x, y), z)
∂z

(0, 0, 0) =
∂Hf (0, . . . , 0, 0)

∂z
.

Diese Matrix ist aber invertierbar, daHf ein Muttercode vonf ist. Die Bedingung

G(x, h(x)) = f(g1(x), . . . , gn(x))

für einen Familiencode ist klarerweise erfüllt.

Beispiel 4.2. Seienx = (x1, x2, x3) und

f := x1x3

√
1 + x2

1 − x2
2,

g1 := x2
1 + x2

2 + x2
3,

g2 := x3

√
1 + x1 + x2

2,

g3 :=
x2

2

x1x3 + 1
.

Dann sind

(Hf , Gf ) = ((x2
1 − z2

2 − 2z2, z1 − x1x3z2 − x1x3 + x2
2), z1),

(Hg1 , Gg1) = (y1 − x2
1 − x2

2 − x2
3, y1),

(Hg2 , Gg2) = ((x1 − y2
3 − 2y3 + x2

2, y2 − x3 − y3x3), y2),
(Hg3 , Gg3) = (y4x1x3 + y4 − x2

2, y4)

Codes vonf , g1, g2 undg3. Aus Lemma 4.2 folgt, dass

(H,G) = ((y2
1 − z2

2 − 2z2, z1 − y1y4z2 − y1y4 + y2
2 , y1 − x2

1 − x2
2 − x2

3,

x1 − y2
3 − 2y3 + x2

2, y2 − x3 − y3x3, y4x1x3 + y4 − x2
2), z1)
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ein Code für die algebraische Potenzreihe

f(g1, g2, g3) = (x2
1 + x2

2 + x2
3)

x2
2

x1x3 + 1

√
1 + (x2

1 + x2
2 + x2

3)2 −
x2

3(1 + x1 + x2
2)

ist.

Im Appendix sind für einige weitere algebraische Potenzreihen Codes angegeben.
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5 Codes für Moduln von algebraischen Potenzreihen

In diesem Kapitel seien algebraische Potenzreiheng1, . . . , gr ∈ K[[x]]s mit zugehö-
rigem MuttercodeH ∈ K[x, y]p, VatercodeG ∈ K[x, y]s×r und Babyreihenvektor
h ∈ K[[x]]p gegeben. (Vergleiche die Konstruktion am Beginn von Kapitel 4 und Lem-
ma 4.1.)

Lemma 5.1. Seien〈(yi−hi)·el, gk〉 und〈Hi ·el, Gk〉 jene Untermoduln vonK[[x, y]]s,
die von(yi − hi) · el undgk bzw.Hi · el undGk für 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ l ≤ s, 1 ≤ k ≤ r
erzeugt werden. Dann gilt:

〈(yi − hi) · el, gk〉 = 〈Hi · el, Gk〉.
Beweis.Sei<η eine beliebige Monomordnung aufNn×{1, . . . , s}. Dazu wählen wir
eine Erweiterung<ε von <η auf Nn+p × {1, . . . , s}, die bzgl.Np gradkompatibel
ist und dieyi < xj für alle 1 ≤ i ≤ p und 1 ≤ j ≤ n erfüllt. Da hi ∈ K[[x]]
und hi(0) = 0, folgt daraus, dass für die von uns gewählte Termordnungε für alle
1 ≤ i ≤ p und1 ≤ l ≤ s gilt: yi ·el <ε in(hi) ·el. Ohne Beschränkung der Allgemein-
heit nehmen wir noch an (vgl. Definition 3.1), dass das Initialmonom vonHi bzgl. der
Monomordnung<ε für alle1 ≤ i ≤ p geradeyi ist.
Aus Hi(x, hi(x)) = 0 ergibt sich, dasshi eine Nullstelle vonHi ist, also istyi − hi

ein Faktor vonHi. Daraus folgt〈Hi〉 ⊂ 〈yi − hi〉 ⊆ K[[x, y]].
Weiters gilt: Die Initialmodulen von〈Hi〉 und 〈yi − hi〉 stimmen überein, denn sie
werden auf Grund unserer Wahl von< ε beide vony1, . . . , yp erzeugt. Nach Korollar
2.3 folgt daher〈Hi〉 = 〈yi − hi〉.
Man erhält die algebraische Potenzreihegk, indem man im VatercodeGk an Stel-
le von yi die Babyreihehi einsetzt. Daher sind die Untermodulen〈g1, . . . , gr〉 und
〈G1, . . . , Gr〉 modulo〈yi − hi〉 = 〈Hi〉 kongruent.

Im Folgenden werden wirJ = 〈Hi · el, Gk〉, oder auch seine polynomialen Erzeuger
Hi · el undGk, alsCode des UntermodulsI = 〈gk〉 ⊆ K[[x]]s in K[[x, y]]s bezeichnen.

Bemerkung.Auf Grund des letzten Lemmas giltJ = 〈(yi − hi) · el, gk〉. Daraus folgt

J ∩K[[x]]s = I.

Lemma 5.2. Sei<η eine Monomordnung aufNn × {1, . . . , s} und<ε eine Erweite-
rung aufNn+p×{1, . . . , s}, die bzgl.Np gradkompatibel ist und dieyi ·el <ε in(hi)·el

und yi < xj für alle 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ l ≤ s, 1 ≤ j ≤ n erfüllt. Weiters seien
J = 〈Hi · el, Gk〉 undI = 〈gk〉 Untermoduln vonK[[x, y]]s bzw.K[[x]]s. Dann gilt:

in(J) ∩K[[x]]s = in(I).

Beweis.Wähle eine minimale Standardbasis vonJ , die die VektorenHi · el enthält.
(Dies ist möglich, da nach Voraussetzungyi · el <ε in(hi) · el für alle i und allel gilt,
und wir o.B.d.A. in(Hi) = yi annehmen können.)
Mit G̃k′ , 1 ≤ k′ ≤ r′, bezeichnen wir die restlichen Vektoren dieser minimalen Stan-
dardbasis vonJ . Aus der Minimalität folgt, dass deren Initialmonomvektoren inK[[x]]s

liegen. Setze nun für1 ≤ k′ ≤ r′: g̃k′ = G̃k′(x, h(x)).
Auf Grund der Wahl von<ε und der Tatsache, dass in(G̃k′) ein Element vonK[[x]]s ist
(und die ElementeHi · el undG̃k′ eine Standardbasis vonJ bilden), ergibt sich, dass
die Initialmonomvektoren voñGk′ und g̃k′ übereinstimmen.
Nach Konstruktion gilt̃gk′ ∈ J ∩K[[x]]s = I. Folglich ist g̃k′ eine Standardbasis von
I und es gilt in(J) ∩K[[x]]s = in(I).
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6 Konstruktion einer Standardbasis

Das folgende Resultat ist eine direkte Folge aus Mora’s Tangentialkegel Algorithmus.
Es liefert uns ein Verfahren zur Konstruktion des Codes einer Standardbasis eines Mo-
duls, der von algebraischen Potenzreihenvektoren erzeugt wird.

6.1 Konstruktion einer Standardbasis

Satz 6.1. SeiI der von den algebraischen Potenzreihenvektoreng1, . . . , gr ∈ K[[x]]s

(die durch ihren Familiencode gegeben sind) erzeugte Untermodul vonK[[x]]s. Weiters
sei eine Monomordnung<η auf Nn × {1, . . . , s} gegeben. Dann existiert ein endli-
cher Algorithmus, der aus den Familiencodes derg1, . . . , gr einen Familiencode einer
Standardbasis vonI bzgl.<η berechnet. Speziell ist es also möglich, den Initialmodul
in(I) vonI zu berechnen.

Beweis.Die algebraischen Potenzreihenvektoreng1, . . . , gr ∈ K[[x]]s seien durch Mut-
tercodeH ∈ K[x, y]p, VatercodeG ∈ K[x, y]s×r und Babyreihenvektorh ∈ K[[x]]p

gegeben. Wir erweitern nun die Monomordnung<η auf eine Monomordnung<ε auf
Nn+p ×{1, . . . , s}, die aufNp gradkompatibel ist und die für allei, p undj, yi · el <ε

in(hi) · el undyi < xj , erfüllt.
Da J = 〈Hi · el, Gk〉 von Polynomen erzeugt wird, können wir Mora’s Tangential-
kegel Algorithmus verwenden, um eine polynomiale Standardbasis vonJ zu konstru-
ieren. Wie in Lemma 5.2 können wir eine minimale Standardbasis wählen, die aus
den VektorenHi · el, mit in(Hi · el) = yi · el, und weiteren polynomialen Vektoren
G̃1, . . . , G̃r′ ∈ K[x, y]s, mit Initialmonomvektoren inK[[x]]s, besteht. Wir setzen nun
für 1 ≤ k′ ≤ r′: g̃k′ = G̃k′(x, h). Dann bilden dieG̃1, . . . , G̃r′ gerade den Vatercode
der algebraischen Potenzreihenvektoreng̃1, . . . , g̃r′ . Auf Grund von Lemma 5.2 bilden
die g̃k′ ’s eine Standardbasis des ModulsI.

6.2 Beispiele

Beispiel 6.1. In diesem Beispiel wollen wir zeigen, dass

g1 := x1x3

√
1 + x2

1 − x2
2, g2 :=

x3√
1 + x1x2

,

bereits eine Standardbasis bzgl. der graduiert lexikographischen Ordnung<η aufN3

mit x1 <η x2 <η x3 des von ihnen erzeugten Ideals

I = 〈g1, g2〉 = 〈x1x3

√
1 + x2

1 − x2
2,

x3√
1 + x1x2

〉 ⊆ K[[x1, x2, x3]]

bilden. Man kann leicht nachprüfen, dass

((H1
1 ,H1

2 ), G1) = ((y1 − x1x3y2 − x1x3 + x2
2, y2 − 1

2
x2

1 +
1
2
y2
2), y1),

((H2
1 ,H2

2 ), G2) = ((y3 + y3y4 − x3, y4 +
1
2
y2
4 −

1
2
x1x2), y3)

Codes der algebraischen Potenzreiheng1, g2 ∈ K[[x1, x2, x3]] sind. Wir erweitern die
Monomordnung<η auf die graduiert lexikographische Ordnung<ε auf N3+4 mit
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y1 <ε y2 <ε y3 <ε y4 <ε x1 <ε x2 <ε x3. Die Ordnung<ε erfüllt die Voraus-
setzungen von Lemma 5.2. Daher betrachten wir nun das folgende Ideal

J = 〈H1
1 ,H1

2 ,H2
1 , H2

2 , G1, G2〉 ⊆ K[[x1, x2, x3, y1, y2, y3, y4]].

Dieses Ideal wird von Polynomen erzeugt und somit können wir Mora’s Tangential-
kegel Algorithmus zur Berechnung einer Standardbasis vonJ verwenden. Da Mora’s
Tangentkegel rechnerisch recht aufwendig ist, er aber inSINGULAR implementiert ist,
werde ich dies für die Berechnung einer Standardbasis vonJ nützen:

>ring R=0,(y(1..4),x(1..3)),ds;
>poly H11=y(1)-x(1)*x(3)*y(2)-x(1)*x(3)+x(2)*x(2);
>poly H12=y(2)-1/2*x(1)*x(1)+1/2*y(2)*y(2);
>poly H21=y(3)+y(3)*y(4)-x(3);
>poly H22=y(4)+1/2*y(4)*y(4)-1/2*x(1)*x(2);
>poly G1=y(1); poly G2=y(3);
>ideal J=H11,H12,H21,H22,G1,G2;
>ideal Jstd=std(J); Jstd;

Jstd[1]=y(1)
Jstd[2]=y(2)-1/2*x(1)*x(1)+1/2*y(2)*y(2)
Jstd[3]=y(3)
Jstd[4]=y(4)+1/2*y(4)*y(4)-1/2*x(1)*x(2)
Jstd[5]=x(3)-y(3)*y(4)
Jstd[6]=x(2)*x(2)-x(1)*x(3)-y(2)*x(1)*x(3)

Dieser liefert uns folgende Standardbasis vonJ bzgl.<ε:

y1, H1
2 , y3, H2

2 , x3 − y3y4, x2
2 − x1x3 − y2x1x3.

Man kann leicht nachprüfen, dass auch

H1
1 , H1

2 , H2
1 , H2

2 , x3 − y3y4, x2
2 − x1x3 − y2x1x3

eine Standardbasis vonJ bzgl. <ε ist (H1
1 = 1 · y1 + 1 · (x2

2 − x1x3 − y2x1x3),
H2

1 = 1 · y3 + (−1) · (x3 − y3y4)). Diese Standardbasis hat nun die im Beweis von
Satz 6.1 gewünschte Form. Daher setzen wir wie in den Beweisen von Lemma 5.2 und
Satz 6.1

G̃ = (G̃1, G̃2) := (x3 − y3y4, x
2
2 − x1x3 − y2x1x3).

DiesesG̃ formt den Vatercode der algebraischen Potenzreihen

g̃ := G̃(x, h) = (g̃1, g̃2) = (x3 − h3h4, x
2
2 − x1x3 − h2x1x3),

die eine Standardbasis vonI bilden. Setzt man nun nochh1 = g1, h2 = −1+
√

1 + x2
1,

h3 = g2 undh4 = −1 +
√

1 + x1x2 ein, so ergibt sich

g̃ = (g2,−g1).

Damit ist gezeigt, dassg1 undg2 bereits eine Standardbasis vonI = 〈g1, g2〉 sind.

Beispiel 6.2.Wir betrachten die algebraischen Potenzreiheng1 := x1x3

√
1 + x2

1−x2
2

undg1 := x1x3

√
1 + x2

1 + x2
2. Klarerweise bilden diese bzgl. der lexikographischen
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Ordnung<η aufN3 mit x3 < x2 < x1 keine Standardbasis des von ihnen erzeugten
Ideals

I = 〈g1, g2〉 ⊆ K[[x1, x2, x3]].

Daher wollen wir in diesem Beispiel den Code einer Standardbasis vonI berechnen.
Als Erweiterung von<η wählen wir die Blockordnung<ε= (<η, <deglex) aufN3+4,
die durch

xαyβ <ε xα′yβ′ :⇐⇒ xα <η xα′ ,

oder(xα = xα′ undyβ <deglex yβ′)

definiert ist, wobeiy1 <deglex y2 <deglex y3, d.h.

y1 <ε y2 <ε y3 <ε y4 <ε y2
1 <ε y1y2 <ε y2

2 <ε . . . <ε y3
1 <ε . . . <ε x3 <ε . . .

. . . <ε x2 <ε . . . <ε x2
2 <ε . . . <ε x1 <ε . . . .

Man kann leicht überprüfen, dass

((H1
1 ,H1

2 ), G1) = ((y1 + x2
2 − x1x3 − x1x3y2, y2 +

1
2
y2
2 −

1
2
x2

1), y1),

((H2
1 ,H2

2 ), G2) = ((y3 − x2
2 − x1x3 + x1x3y4, y4 − 1

2
y2
4 +

1
2
x2

1), y3)

Familiencodes vong1 undg2 sind und dass die Monomordnung<ε die Voraussetzun-
gen von Lemma 5.2 erfüllt. Daher betrachten wir das Ideal

J = 〈H1
1 ,H1

2 ,H2
1 ,H2

2 , G1, G2〉.

Wir erhalten mit Hilfe von Mora’s Tangentialkegel Algorithmus folgende Standardba-
sis vonJ bzgl.<ε:

H1
1 ,H1

2 ,H2
1 , H2

2 , x1x3, x
2
2 − x1x3 − x1x3y2.

Dem Beweis von Satz 6.1 folgend setzen wir

G̃ = (G̃1, G̃2) := (x1x3, x
2
2 − x1x3 − x1x3y2)

und

g̃ := G̃(x, h) = (x1x3, x
2
2 − x1x3 − x1x3h2) =

(
x1x3, x

2
2 − x1x3

√
1 + x2

1

)
.

Nach Satz 6.1 ist̃g eine Standardbasis des IdealsI = 〈x1x3

√
1 + x2

1−x2
2, x1x3

√
1 + x2

1+
x2

2〉 bzgl.<ε und

(H, G̃) = (y2 +
1
2
y2
2 −

1
2
x2

1, (x1x3, x
2
2 − x1x3 − x1x3y2))

ein Code der Standardbasisg̃ von I.

Bemerkung.Die Standardbasis̃g von I ist noch nicht reduziert. Die reduzierte Stan-
dardbasis vonI ist g′ = 〈x2

2, x1x3〉.
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Beispiel 6.3. In diesem Beispiel wollen wir eine Standardbasis des von den algebrai-
schen Potenzreihenvektoren

g1 := x3
√

1 + x + x2 · e1 + x2 · e2, g2 := (x + x2) · e1 + x
√

1 + x · e2

erzeugten ModulsI := 〈g1, g2〉 ⊆ K[[x]]2 konstruieren. Dabei seiK[[x]]2 mit jener
lexikographischen Ordnung<η= (<lex, C) versehen, die durch

xαei <η xβej :⇐⇒ (xα <lex xβ oderi > j)

definiert ist. (Dabei bedeutet(<lex, C), dass zuerst die Initialmonome der einzelnen
Komponenten lexikographisch verglichen werden. Nur im Falle, dass diese überein-
stimmen, wird dann der Initialmonomvektor durch die Nummerierung der Kompo-
nenten bestimmt. Für unsere Monomordnung<η bedeutet dies zum Beispiel, dass
in(x · e1 + x · e2) = x · e2 ist.)
Man kann leicht nachprüfen, dass

(H1, G1) = ((y1 − x3y2 − x3, y2 − 1
2
x− 1

2
x2 +

1
2
y2
2 , y3 − x2),

y1 · e1 + y3 · e2),

(H2, G2) = ((y4 − x− x2, y5 +
1
2
y2
5 −

1
2
x, y6 − y3

5 − 3y2
5 − 2y5),

y4 · e1 + y6 · e2),

Codes der algebraischen Potenzreiheng1 undg2 sind. Wir erweitern die Monomord-
nung<η auf die graduiert lexikographische Ordnung<ε= (<deglex, C) aufN1+6 ×
{1, 2} mit y6 < y5 < y4 < y3 < y2 < y1 < x (wobei wir die Priorität wieder-
um auf die Koeffizienten aller Komponenten richten). Diese Erweiterung erfüllt alle
Voraussetzungen von Lemma 5.2. Daher betrachten wir das Ideal

J = 〈H1
1el,H

1
2el,H

1
3el, H

2
1el,H

2
2el,H

2
3el, G

1, G2〉 ⊆ K[[x, y]],

wobei1 ≤ l ≤ 2. Mit Hilfe des in SINGULAR implementierten Tangentialkegel Algo-
rithmus’ von Mora berechnen wir folgendermaßen eine Standardbasis vonJ bzgl.<ε:

>ring R=0,(y(6..1),x),ds;
>poly H11=y(1)-x*x*x*y(2)-x*x*x;
>poly H12=y(2)-1/2*x-1/2*x*x+1/2*y(2)*y(2);
>poly H13=y(3)-x*x;
>poly H21=y(4)-x-x*x;
>poly H22=y(5)+1/2*y(5)*y(5)-1/2*x;
>poly H23=y(6)-y(5)*y(5)*y(5)-3*y(5)*y(5)-2*y(5);
>vector G1=[y(1),y(3)]; vector G2=[y(4),y(6)];
>vector s(1)=[H11,0]; vector s(2)=[0,H11];
>vector s(3)=[H12,0]; vector s(4)=[0,H12];
>vector s(5)=[H13,0]; vector s(6)=[0,H13];
>vector s(7)=[H21,0]; vector s(8)=[0,H21];
>vector s(9)=[H22,0]; vector s(10)=[0,H22];
>vector s(11)=[H23,0]; vector s(12)=[0,H23];
>module J=s(1..12),G1,G2;
>module Jstd=std(J);

Damit ergibt sich folgende Standardbasis vonJ bzgl.<ε:
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y4 · e1 + y6 · e2, y1 · e1 + y3 · e2,
H2

3 · e1, 2H2
2 · e1, 2H2

2 · e2,H
2
1 · e1,H

2
1 · e2,H

1
3 · e1, 2H1

2 · e1, 2H1
2 · e2,H

1
1 · e2,

y1 · e1 + x2 · e2, (x + x2) · e1 + (x + 2y2
5 + y3

5) · e2,
(x2 − y2x

3) · e1 + (2y2
5x + y3

5x) · e2.

Man kann leicht nachprüfen, dass auch

H1
1 · e1, H

1
1 · e2,H

1
2 · e1,H

1
2 · e2,H

1
3 · e1,H

1
3 · e2,

H2
1 · e1,H

2
1 · e2,H

2
2 · e1,H

2
2 · e2, H

2
3 · e1,H

2
3 · e2

(x + x2) · e1 + (x + 2y2
5 + y3

5) · e2, (x2 − y2x
3) · e1 + (2y2

5x + y3
5x) · e2

eine Standardbasis vonJ ist. Diese Standardbasis hat die im Beweis von Satz 6.1 ge-
wünschte Form. Daher setzen wir

G̃ := ((x2 − y2x
3) · e1 + (2y2

5x + y3
5x) · e2, (x + x2) · e1 + (x + 2y2

5 + y3
5) · e2).

Nach Satz 6.1 ist
((H1

2 ,H2
2 ), G̃)

ein Familiencode einer Standardbasis vonI. Will man die algebraischen Potenzreihen-
vektoren der Standardbasis vonI noch explizit berechnen, so setzt man

g̃ := G̃(x, h)
= ((x + x2)e1 + (x + 2h2

5 + h3
5)e2, (x2 − h2x

3)e1 + (2h2
5x + h3

5x)e2),

wobeih2 = −1+
√

1 + x + x2 undh5 = −1+
√

1 + x, und erhält nach einer kürzeren
Rechnung

g̃ = (g̃1, g̃2) = ((x2 + x3 − x3
√

1 + x + x2)e1 + (x2
√

1 + x− x2)e2, g2)
= (x · g2 − g1, g2).

Bemerkung.Diese Standardbasis vonI ist noch nicht reduziert.
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7 Konstruktion einer reduzierten Standardbasis und Ef-
fektive Division mit Hilfe von Codes

7.1 Der Fall einesxn-regulären Moduls

Zur Erinnerung: Für einen UntermodulI ⊆ K[[x]]s ist der Initialmodul von I bzgl.
einer Monomordnung<η jener Untermodul in(I) von K[[x]]s, der von den Initialmo-
nomvektoren aller Elemente vonI erzeugt wird. Elementeg1, . . . , gr ∈ K[[x]]s bilden
genau dann eineStandardbasisbzgl.<η von I = 〈g1, . . . , gr〉, wenn deren Initialmo-
nomvektoren den Initialmodul in(I) erzeugen.
Mit co(I) bezeichnen wir das kanonische direkte monomiale Komplement von in(I)
in K[[x]]s.

Definition 7.1. Man nennt eine Standardbasisg1, . . . , gr eines ModulsI eine redu-
zierte Standardbasis, wenn die Restegk = gk − in(gk) in co(I) ⊆ K[[x]]s liegen.

Definition 7.2. Wir nennen einen ModulI ⊆ K[[x]]s xn-regulär bzgl. <η, wenn der
Initialmodul in(I) von I bzgl.<η von Monomvektoren inK[[xn]]s erzeugt wird.

Wir werden für derartige Moduln dann ohne Beschränkung der Allgemeinheit anneh-
men, dass in(I) von Vektoren der Formxdk

n · ek mit dk ≥ 0 und1 ≤ k ≤ t für ein
t ≤ s erzeugt wird. (Dies kann man durch geeignete Permutation der Komponenten
von K[[x]]s erreichen.) Somit ist co(I) das folgende kartesische Produkt eines endli-
chen freienK[[x′]]-Moduls und eines endlichen freienK[[x]]-Moduls:

co(I) =
t∏

k=1

(⊕dk−1
j=0 K[[x′]] · xj

n)×K[[x]]s−t.

Zur Erinnerung:

Definition 7.3. Wir sagen, der UntermodulI erfüllt Hironaka’s Box-Bedingungbzgl.
<η, wenn co(I) ein kartesisches Produkt von direkten Summen von endlichen freien
monomialenK[[x1, . . . , xj ]]-Moduln ist, d.h.

co(I) =
s∏

l=1

⊕n
j=0 ⊕γ∈Zlj

K[[x1, . . . , xj ]] · xγ

mit endlichen MengenZlj ⊆ Nn.

Bemerkung.Klarerweise erfüllenxn-reguläre Moduln die obige Box-Bedingung.

Im Folgenden werden wir einen endlichen Algorithmus zur Berechnung einer redu-
zierten Standardbasis eines von algebraischen Potenzreihen erzeugtenxn-regulären
Moduls angeben. Später werden wir den allgemeinen Fall (eines von algebraischen
Potenzreihen erzeugten Moduls) mittels des folgendes Satzes, Satz 7.2 und Indukti-
on übern beweisen. Somit stellt Satz 7.1 einen wichtigen Spezialfall des allgemeinen
Falls dar.

Satz 7.1.Wir nehmen an, der von den algebraischen Potenzreihenvektoreng1, . . . , gr ∈
K[[x]]s erzeugte und mit der Monomordnung<η aufNn×{1, . . . , s} versehene Modul
I ⊆ K[[x]]s ist bzgl.<η ein xn-regulärer Modul. Dann kann man aus den Famili-
encodes derg1, . . . , gr mittels eines endlichen Algorithmus den Familiencode einer
reduzierten Standardbasis vonI bzgl.<η berechnen.
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Beweis.Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:
(1) Wir haben in Lemma 5.1 und Lemma 5.2 gesehen, dass es ausreicht, eine reduzierte
Standardbasis des UntermodulsJ = 〈Hi · el, Gk〉 = 〈(yi − hi) · el, gk〉 ⊆ K[[x, y]]s

bzgl. der gewählten Erweiterung<ε von <η zu konstruieren. Auf Grund von Satz 6.1
können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass die Polynomvekto-
renHi · el undGk bereits eine minimale Standardbasis vonJ bilden.
DaI einxn-regulärer Modul ist und wir o.B.d.A. in(Hi ·el) = yi ·el annehmen dürfen
(vgl. Definition 3.1), wird der Initialmodul in(J) von yi · el und Monomvektoren der
Formxdk

n ·emk
erzeugt, wobeidk ≥ 0 und1 ≤ mk ≤ s. Nach einer geeigneten Permu-

tation der Komponenten vonK[[x]]s und Umnummerierung der VatercodesG1, . . . , Gr

dürfen wir in(Gk) = xdk
n · ek annehmen.

Somit hat das kanonische direkte monomiale Komplement co(J) von in(J) in K[[x, y]]s

die Form

co(J) = ⊕r
m=1 ⊕dm−1

j=0 K[[x′]] · xj
n · em ⊕⊕s

m=r+1K[[x]] · em.

Wie wir in Punkt (9) sehen werden, ist es für die Berechnung einer reduzierten Stan-
dardbasis vonI sogar ausreichend (und viel einfacher), wenn wir nur einepartiell
reduzierte Standardbasisvon J konstruieren. Damit ist gemeint, dass die Standardba-
sis vonJ in den letztens− r Komponenten nicht reduziert sein muss (dort dürfen also
yi’s auftreten). Eine derartige partiell reduzierte Standardbasis vonJ hat also folgende
Gestalt:

bil = yi · el − b◦il −
r∑

m=1

dm−1∑

j=0

uil,mj(x′) · xj
n · em −

s∑
m=r+1

vil,m(x, y) · em,

bk = xdk
n · ek − b◦k −

r∑
m=1

dm−1∑

j=0

uk,mj(x′) · xj
n · em −

s∑
m=r+1

vk,m(x, y) · em.

Dabei sinduil,mj(x′), vil,m(x′, y), uk,mj(x) undvk,m(x, y) in 0 verschwindende al-
gebraische Potenzreihen in den Variablenx′ = (x1, . . . , xn−1) bzw. (x, y) sowieb◦il
undb◦k Polynomvektoren in

⊕r
m=1 ⊕dm−1

j=0 K · xj
n · em ⊕⊕s

m=r+1K · em

Beachte, dassuil,mj(x′) unduk,mj(x′) nicht vonxn abhängen!

Bemerkung.Es ist notwendig,b◦il undb◦k abzutrennen, da der Muttercode nur für in0
verschwindende algebraische Potenzreihen definiert ist.

Die ElementeHi · el′′ , r + 1 ≤ l′′ ≤ s, von J besitzen bereits die obige Form (mit
uil′′,mj(x) = 0, b◦il′′ = 0 undvil′′,m(x, y) = Hi · el′′ ) und sind folglich Bestandtei-
le der partiell reduzierten Standardbasis vonJ . Damit müssen wir noch eine partiell
reduzierte Standardbasisbil′ , bk (1 ≤ l′, k ≤ r, 1 ≤ i ≤ p) von

J ′ = 〈Hi · el′ , Gk〉 ⊆ K[[x, y]]s

konstruieren. Dazu werden wir zuerst die Polynomvektorenb◦il′ und b◦k bestimmen.
Danach werden wir Codes der Koeffizientenreihenuil′,mj(x′), uk,mj(x′), vil′,m(x, y)
und vk,m(x, y) konstruieren. Dies wird insbesondere zeigen, dass diese algebraisch
sind.

(2) Um die Polynomvektorenb◦il′ und b◦k zu bestimmen, kann man zum Beispiel mit-
tels Babylonischer Division die partiell reduzierte Standardbasis vonJ ′ bis zu einem
genügend hohen Grad berechnen. (Ein derartiger Grad ist etwad = maxkdk.)
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(3) Um die Potenzreihenuil′,mj(x′), vil′,m(x′, y), uk,mj(x) undvk,m(x, y) zu bestim-
men, verwenden wir den folgenden Trick: Wir definieren dievirtuelle partiell reduzier-
te StandardbasisvonJ ′ als die polynomialen Vektoren

Bil′ = yi · e′l − b◦il′ −
r∑

m=1

dm−1∑

j=0

uil′,mj · xj
n · em −

s∑
m=r+1

vil′,m · em,

Bk = xdk
n · ek − b◦k −

r∑
m=1

dm−1∑

j=0

uk,mj · xj
n · em −

s∑
m=r+1

vk,m · em,

wobeiuil′,mj , uk,mj , vil′,m undvk,m nun neue Variablen sind, die wir im Folgenden
mit u undv abkürzen werden. Im übernächsten Schritt werden wir PolynomeUil′,mj ,
Uk,mj , Vil′,m undVk,m in K[x, u, v, y] konstruieren. Diese werden dann den Mutter-
code(U, V ) der Babyreihenvektoren

(u(x′), v(x, y)) = (uil′,mj(x′), uk,mj(x′), vil′,m(x, y), vk,m(x, y))

bilden. Folglich werdenBil′ und Bk die Vatercodes der Reihenbil′ und bk sein, die
aber gerade die von uns gewünschte partiell reduzierte Standardbasis vonJ ′ bilden.

(4) Die Konstruktion des Muttercodes(U, V ) der partiell reduzierten Standardbasis
von J ′ erfolgt mit Hilfe der Babylonischen Division. Dazu müssen wir aber zuerst
überprüfen, ob wir diese in der uns vorliegenden Situation auch anwenden dürfen:
Dabei stellen wir als Erstes fest, dass kein Monomvektor der Reste vonBil′ undBk

durchyi · el′ oderxdk
n · ek teilbar ist. Darüber hinaus bildenyi · el′ undxdk

n · ek eine
Janet-Basis mit Reichweitennil′ = n + q + i und nk = n + q des Untermoduls
in(J ′)⊗K[u, v] = 〈yi ·e′l, xdk

n ·ek〉 vonK[x, u, v, y]r×{0}s−r ⊆ K[x, u, v, y]s. Dabei
seien die Variablen als(x, u, v, y) geordnet undq die Anzahl deru- undv-Variablen.
Daher sindyi · e′l undxdk

n · ek Leuchttürme vonBil′ bzw. Bk bzgl. der Reichweiten
nil′ undnk. Weiters ist klar, dass in(J ′)⊗K[u, v] (als Untermodul vonK[x, u, v, y]r

betrachtet) Hironaka’s Box-Bedingung erfüllt. Damit sind alle Voraussetzungen für die
Babylonische Division gegeben.

(5) Um den Muttercode(U, V ) zu berechnen, dividieren wir die polynomialen Erzeu-
gerHi · el′ undGk von J ′ mit Hilfe der Babylonischen Division durch die virtuelle
partiell reduzierte StandardbasisBil′ und Bk von J ′ bzgl. der Leuchttürmeyi · el′ ,
xdk

n · ek und der Reichweitennil′ , nk. Diese Division liefert in endlich vielen Schritten
ResteRil′ undRk im kanonischen direkten monomialen Komplement

co(J ′)⊗K[u, v] =
r∏

m=1

(⊕dm−1
j=0 K[x′, u, v] · xj

n)×K[x, u, v, y]s−r

von in(J ′)⊗K[u, v] in K[x, u, v, y]s. Drücken wir die Reste als Polynomvektoren in
xn aus, so sind sie von der Form

Ril′ =
r∑

m=1

dm−1∑

j=0

Uil′,mj · xj
n · em +

s∑
m=r+1

Vil′,m · em,

Rk =
r∑

m=1

dm−1∑

j=0

Uk,mj · xj
n · em +

s∑
m=r+1

Vk,m · em,
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wobei Uil′,mj , Uk,mj Polynome in(x′, u) und Vil′,m, Vk,m Polynome in(x, u, v, y)
sind.
Beachte:Uil′,mj undUk,mj hängen nicht vonv ab!

(6) In diesem Schritt werden wir zeigen, dassU undV keinen konstanten Term haben:
Ersetzt man inRil′ undRk die Variablenu und v durch die Potenzreihenu(x′) und
v(x, y), so erhält man auf Grund der Tatsache, dassu(x′) nicht vonxn undU nicht v
abhängt, Potenzreihenril′ undrk in co(J ′). Nach Konstruktion liegenril′ undrk aber
in J ′. Damit folgt aus dem Divisionssatz für formale Potenzreihen (vgl. Satz 2.4), dass
ril′ undrk beide identisch null sind. Dies impliziert wegen der direkten Summenzer-
legung von co(J ′), dass das Ersetzen der Variablenu undv durchu(x′) undv(x, y) in
U undV null ergibt. Da aberu(x′) undv(x, y) nach Konstruktion keinen konstanten
Term besitzen, haben auchU undV keinen konstanten Term.

(7) Man kann zeigen, dassU undV tatsächlich alle Eigenschaften für einen Muttercode
erfüllen. Dazu muss man noch nachprüfen, dass die Initialmonomvektoren der linearen
Terme vonUil′,mj(0, u, v, 0), Uk,mj(0, u, v, 0), Vil′,mj(0, u, v, 0) undVk,m(0, u, v, 0)
bzgl. einer (bzgl.u undv graduierten) Erweiterung<ξ von<ε aufNn+p+q×{1, . . . , s}
geradeuil′,mj , uk,mj , vil′,m und vk,m sind. Da dies eine längere Rechnung ist, wird
sie hier weggelassen. Für Details vergleiche Schritt (f) im Beweis von Theorem 2 in
[ACJHa].

(8) In diesem Schritt zeigen werden wir zeigen, dassu(x′) undv(x, y) tatsächlich die
Babyreihen vonU undV sind:
Nach Definition verschwindenu(x′) undv(x, y) in null. Wir haben in Punkt (6) bereits
gesehen, dassril′ = Ril′(x, u(x′), v(x, y)) undrk = Rk(x, u(x′), v(x, y)) null sind.
Da aberu(x′) nicht vonxn undU nicht vonv abhängt, folgt aus der Zerlegung von
in(J ′), dassU(x, u(x′)) undV (x, u(x′), v(x, y), y) null sind.

(9) Wie wir soeben gezeigt haben, bilden die

bil′ , bk, Hi · el′′ ,

wobei1 ≤ l′, k ≤ r undr + 1 ≤ l′′ ≤ s, eine partiell reduzierte Standardbasis vonJ .
Dabei sind die Initialmonomvektoren vonbil′ undHi · el′′ geradeyi · el′ bzw.yi · el′′ .
Ersetzt man nun inbk die Variablenyi durchhi, so erhält man Vektoreñgk, die eine
reduzierte Standardbasis vonI bilden. Denn das Ersetzen vonyi durchhi tritt nur in
den letztens− r Komponenten vonbk auf und unsere Erweiterung<ε von<η erfüllt
nach Voraussetzungyi <ε in(hi) für alle i, woraus folgt, dass durch diese Substitution
die Reduziertheit voñgk nicht zerstört wird.

Bemerkung.(1) Würden wir im Beweis des letzten Satzes eine reduzierte Standardba-
sis vonJ konstruieren, so würde (im Fallr < s) U von v abhängen, woraufhin der
restliche Teil des Beweises schwerer zu zeigen wäre.
(2) Im Falles = r ist die im Beweis des letzten Satzes konstruierte partiell reduzierte
Standardbasis vonJ eine reduzierte Standardbasis vonJ .

Beispiel 7.1. In diesem Beispiel wollen wir eine reduzierte Standardbasis des folgen-
denx2-regulären Ideals bzgl. der graduiert lexikographischen Ordnung<η aufN2 mit
x2 < x1 berechnen:

I = 〈x2
2

√
1 + x1x2〉 ⊆ K[[x1, x2]].
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Man kann leicht nachprüfen, dass

(H, G) = ((y1 − x2
2 − x2

2y2, y2 +
1
2
y2
2 −

1
2
x1x2), y1)

ein Code der algebraische Potenzreiheg := x2
2

√
1 + x1x2 ist. Dem Beweis von Satz

7.1 folgend betrachten wir das IdealJ = 〈H1,H2, G〉 ⊆ K[[x1, x2, y1, y2]] und als
Erweiterung<ε von <η aufN2+2 die graduiert lexikographische Ordnung mity2 <
y1 < x2 < x1. Dann berechnen wir mit Hilfe von Satz 6.1 folgende Standardbasis von
J bzgl.<ε:

H1,H2, x
2
2.

Damit hätten wir die reduzierte Standardbasis vonI bzgl.<η bereits gefunden:

b = x2
2.

Der Beweis von Satz 7.1 liefert uns jedoch mehr - nämlich die Konstruktion einer
reduzierten Standardbasis vonJ - und dies wollen wir nun durchführen:
Dazu betrachten wir - Schritt (1) des Beweises von Satz 7.1 folgend - das Ideal

J = 〈H1,H2, x
2
2〉 = 〈y1 − x2

2 − x2
2y2, y2 +

1
2
y2
2 −

1
2
x1x2, x

2
2〉.

(Diese Erzeuger vonJ bilden nach unserer obigen Berechnung eine minimale Stan-
dardbasis.) Daraus ergibt sich

in(J) = 〈y1, y2, x
2
2〉

und folglich
co(J) = K[[x1]]⊕K[[x1]] · x2.

Somit wissen wir, dass eine reduzierte Standardbasis vonJ folgende Gestalt hat:

bi = yi − b◦i − ui,0(x1)− ui,1(x1) · x2,
b = x2

2 − b◦ − u0(x1)− u1(x1) · x2.

Dabei sindui,0(x1), u0(x1), ui,1 und u1(x1) in 0 verschwindende algebraische Po-
tenzreihen inx1, sowieb◦i undb◦ Polynome inK ⊕K · x2 und1 ≤ i ≤ 2.
Um den Rechenaufwand zu verkleinern, erinnern wir uns daran, dass der Erzeugerx2

2

vonJ bereits reduziert ist. Damit ergibt sich sofort:

b◦ = 0, u0(x1) = u1(x1) ≡ 0.

Im nächsten Schritt wollen wirb◦1 und b◦2 bestimmen. Dazu setzen wirb1 und b2 bis
zum Gradd = 2 unbestimmt an und erhalten (mita, b, c, d, a′, b′, c′, d′ ∈ K):

B′
1 = y1 − ax1 − bx2 − cx2

1 − dx1x2,
B′

2 = y2 − a′x1 − b′x2 − c′x2
1 − d′x1x2,

B = x2
2.

Jetzt dividieren wir die ErzeugerH1, H2 undx2
2 vonJ babylonisch durchB′

1, B′
2 und

B bzgl.y1, y2, x2
2 und der Reichweiten4, 3, 2. Es ergeben sich folgende Reste

R′1 = ax1 + bx2 + cx2
1 + dx1x2,

R′2 = a′x1 + b′x2 + (c′ +
1
2
a′2)x2

1 + (d′ − 1
2

+ a′b′)x1x2

+ Terme höherer Ordnung.
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Daraus erhalten wira = b = c = d = a′ = b′ = c′ = 0, d′ = 1
2 und folglich

(b◦i ∈ K ⊕K · x2)
b◦1 = b◦2 = 0.

Nun können wir - Schritt (5) des Beweises von Satz 7.1 folgend - die Standardbasis
H1, H2, x

2
2 vonJ durch die virtuelle reduzierte Standardbasis

B1 = y1 − u1,0 − u1,1 · x2,
B2 = y2 − u2,0 − u2,1 · x2,
B = x2

2,

von J bzgl. der Leuchttürmey1, y2, x2
2 und der Reichweiten8, 7, 6 babylonisch divi-

dieren. Wir erhalten folgende Reste

R1 = [u1,0 − u0 − u0u2,0 − u1u2,1u0] +
[u1,1 − u1 − u0u2,1 − u1u2,0 − u1u2,1u1] · x2,

R2 = [u2,0 +
1
2
u2

2,0] + [u2,1 + u2,0u2,1 − 1
2
x1 +

1
2
u2

2,1u1] · x2.

Damit ist

U = (u1,0 − u0 − u0u2,0 − u1u2,1u0,

u1,1 − u1 − u0u2,1 − u1u2,0 − u1u2,1u1,

u2,0 +
1
2
u2

2,0, u2,1 + u2,0u2,1 − 1
2
x1 +

1
2
u2

2,1u1)

ein Muttercode und(B1, B2, B) ein Vatercode der reduzierten Standardbasisb1, b2, b
von J . Berechnet man mittels des Satzes über implizite Funktionen für algebraische
Potenzreihen die Babyreihenui,0(x1), ui,1(x1), u0(x1) undu1(x1), so ergibt sich

u0(x1) = u1(x1) = u1,0(x1) = u1,1(x1) = u2,0(x1) ≡ 0, u2,1(x1) =
1
2
x1.

Daher ist

(u2,1 − 1
2
x1, (y1, y2 − u2,1x2, x

2
2))

ein weiterer (und viel einfacherer) Familiencode der reduzierten Standardbasisb1, b2, b
vonJ .

Beispiel 7.2. Seien

g1 := x3
√

1 + x + x2 · e1 + x2 · e2, g2 := (x + x2) · e1 + x
√

1 + x · e2

undI der von den algebraischen Potenzreihenvektoreng1 undg2 erzeugte Modul. (Die-
ser ist klarerweisex-regulär.)
Man kann leicht überprüfen, dass

(H,G) = ((y1 − x3y2 − x3, y2 − 1
2
x− 1

2
x2 +

1
2
y2
2 , y3 − x2,

y4 − x− x2, y5 +
1
2
y2
5 −

1
2
x, y6 − y3

5 − 3y2
5 − 2y5),

(y1 · e1 + y3 · e2, y4 · e1 + y6 · e2))

ein Code vonI ist.
Unser Ziel ist es nun, eine reduzierte Standardbasis vonI bzgl. der Monomordnung
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<η= (<lex, C) (vgl. Beispiel 6.3) zu konstruieren.
Wie im Beweis von Satz 7.1 betrachten wir dazu den ModulJ = 〈Hi · el, Gk〉, wobei
1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ l ≤ 2 und 1 ≤ k ≤ 2. Weiters wählen wir als Erweiterung<ε

von <η aufN1+4 × {1, 2} die graduiert lexikographische Ordnung(<deglex, C) mit
y6 < y5 < y4 < y3 < y2 < y1 < x (wobei die Priorität auf den Koeffizienten liegt).
Mit Hilfe von Satz 6.1 ergibt sich folgende Standardbasis vonJ

Hi · el,
(x + x2) · e1 + (x + 2y2

5 + y3
5) · e2,

(x2 − y2x
3) · e1 + (2y2

5x + y3
5x) · e2,

wobei1 ≤ i ≤ 4 und1 ≤ l ≤ 2. Nach Lemma 5.2 ist

(H̃, G̃) = ((y2 − 1
2
x− 1

2
x2 +

1
2
y2
2 , y5 +

1
2
y2
5 −

1
2
x),

((x2 − y2x
3) · e1 + (2y2

5x + y3
5x) · e2,

(x + x2) · e1 + (x + 2y2
5 + y3

5) · e2))

ein Code einer Standardbasis vonI und

g̃ = G̃(x,H(x))
= ((x2 − h2x

3)e1 + (2h2
5x + h3

5x)e2, (x + x2)e1 + (x + 2h2
5 + h3

5)e2)

= (g2, (x2 + x3 − x3
√

1 + x + x2)e1 + (x2
√

1 + x− x2)e2)

eine Standardbasis vonI.
Somit gilt fürJ = 〈Hi · el, G̃1, G̃2〉

in(J) = 〈yi · el, x
2 · e1, x · e2〉

und folglich co(J) = K · e1 ⊕K · x · e1 ⊕K · e2. Die reduzierte Standardbasis vonJ
bzgl.<ε ist von der Form

bil = yi · el − b◦il − uil,10 · e1 − uil,11 · x · e1 − uil,20 · e2,
b1 = x2 · e1 − b◦1 − u1,10 · e1 − u1,11 · x · e1 − u1,20 · e2,
b2 = x · e2 − b◦2 − u2,10 · e1 − u2,11 · x · e1 − u2,20 · e2,

wobei1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ l ≤ 2 unduil,10, uil,11, uil,20, u1,10, u1,11, u1,20, u2,10, u2,11,
u2,20 ∈ K in 0 verschwinden, also0 sein müssen. Weiters liegen die Polynomvektoren
b◦il, b◦1 undb◦2 in K · e1 ⊕K · x · e1 ⊕K · e2. Da jedoch in(b1) = x2 · e1 gelten soll,
folgt daraus unmittelbar

b◦1 = 0.

Wir müssen nun also nochb◦2 und b◦il für 1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ l ≤ 2 bestimmen. Da-
zu schreiben wir die virtuelle reduzierte Standardbasis vonJ (unter Beachtung von
in(Bil) = yi · el) als

Bil = yi · el − a◦il · c · e1,
B1 = x2 · e1,
B2 = x · e2 − c · x · e1,

wobeiail, c ∈ K. Babylonische Division der StandardbasisHi ·el, G̃1, G̃2 vonJ durch
Bil, B1, B2 bzgl. der Leuchttürmeyi · el, x2 · e1, x · e2 und der Reichweiten7,6, 5
liefert folgende Reste:
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R1 = 0, R2 = (1 + c) · x · e1,
R11 = a11 · x · e1, R12 = a12 · x · e1,
R21 = (a21 − 1

2 ) · x · e1, R22 = (a22 + 1
2 ) · x · e1,

R31 = a31 · x · e1, R32 = a32 · x · e1,
R41 = (a41 − 1) · x · e1, R42 = (a42 + 1) · x · e1,
R51 = (a51 − 1

2 ) · x · e1, R52 = (a52 + 1
2 ) · x · e1,

R61 = (a61 − 2a51) · x · e1, R62 = (a62 − 2a52) · x · e1.

Daraus folgt

a11 = a12 = a31 = a32 = 0, a21 = a51 = 1
2 ,

a22 = a52 = − 1
2 , a41 = a61 = 1, a42 = a62 = −1.

Somit ist

b1 = x2 · e1,

b2 = x · e2 + x · e1

eine reduzierte Standardbasis des ModulsI.

Beispiel 7.3. In diesem Beispiel betrachten wir die algebraischen Potenzreihenvekto-
ren

g1 :=
x2

1 + x1
· e1 + x1x2 · e2, g2 := x2

1x
2
2 · e1 + x2 · e2

und den davon erzeugtenx2-regulären ModulI = 〈g1, g2〉 ⊆ K[[x1, x2]]2. Dabei sei
K[[x1, x2]]2 mit der graduiert lexikographischen Ordnung<η= (<deglex, C) aufNn×
{1, 2} mit x1 < x2 versehen (vgl. Beispiel 6.3). Wie man leicht nachrechnen kann, ist

(H, G) = ((y1 + y1x1 − x2, y2 − x1x2), (y1 · e1 + y2 · e2, y
2
2 · e1 + x2 · e2))

ein Familiencode des ModulsI.
Wir wollen nun eine reduzierte Standardbasis vonI konstruieren. Dem Beweis von
Satz 7.1 folgend berechnen wir dazu zuerst eine Standardbasis vonJ = 〈Hi ·el, Gk〉 ⊆
K[[x, y]]2, wobei1 ≤ i, l, k ≤ 2, bzgl. einer Erweiterung<ε der Monomordnung<η

auf N2+2 × {1, 2}. Dabei wählen wir<ε als die graduiert lexikographische Ordung
<ε= (<deglex, C) mit y1 < y2 < x1 < x2. Dann ergibt sich folgende minimale
Standardbasis vonJ :

H1 · e1, H1 · e2, H2 · e1, H2 · e2, (x2 − y1x1) · e1 + x1x2 · e2, G2.

Setzt man nun
G̃ := ((x2 − y1x1) · e1 + x1x2 · e2, G2),

so ist nach Satz 6.1

g̃ := G̃(x, h(x)) =
((

x2 − x2x1

1 + x1

)
· e1 + x1x2 · e2, g

)
= (g1, g2)

eine Standardbasis des ModulsI bzgl. der Monomordnung<η. Diese ist jedoch noch
nicht reduziert. Daher folgen wir weiter dem Beweis von Satz 7.1. Es gilt

in(J) = 〈Hi · el, x2 · e1, x2 · e2〉
und folglich co(J) = K[[x1]] · e1 + K[[x1]] · e2. Somit ist die reduzierte Standardbasis
vonJ von der Gestalt
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bil = yi · el − b◦il − uil,1(x1) · e1 − uil,2(x2) · e2,
b1 = x2 · e1 − b◦1 − u1,1(x1) · e1 − u1,2(x1) · e2,
b2 = x2 · e2 − b◦2 − u2,1(x1) · e1 − u2,2(x1) · e2,

wobei uil,1, uil,2, u1,1, u1,2, u2,1 und u2,2 in 0 verschwindende Potenzreihen inx1

undb◦il, b◦1 undb◦2 Polynomvektoren inK · e1 ⊕K · e2 sind. Da aber in(bil) = yi · el,
in(b1) = x2 · e1 und in(b2) = x2 · e2 gelten soll, folgt daraus sofort

b◦il = b◦1 = b◦2 = 0.

Wir definieren die virtuelle reduzierte Standardbasis vonJ als

Bil = yi · el − uil,1 · e1 − uil,2 · e2,
B1 = x2 · e1 − u1,1 · e1 − u1,2 · e2,
B2 = x2 · e2 − u2,1 · e1 − u2,2 · e2.

Babylonische Division vonHi · el undG̃ durchBil, B1 undB2 bzgl. der Leuchttürme
yi · el, x2 · e1, x2 · e2 und der Reichweitennil = 2 + 12 + i, n1 = n2 = 2 + 12 liefert
folgende Reste:

R11 = (u11,1 − u1,1 + u11,1x1) · e1 + (u11,2 − u1,2 + u11,2x1) · e2,
R12 = (u12,1 + u12,1x1 − u2,1) · e1 + (u12,2 + u12,2x1 − u2,2) · e2,
R21 = (u21,1 − u1,1x1) · e1 + (u21,2 − u1,2x1) · e2,
R22 = (u22,1 − u2,1x1) · e1 + (u22,2 − u2,2x1) · e2,
R1 = (u1,1 − u11,1x1 + u2,1x1) · e1 + (u1,2 − u11,2x1 + u2,2x1) · e2,
R2 = (u2,1 + u2

21,1 + u21,2u22,1) · e1 + (u2,2 + u21,1u21,2 + u21,2u22,2) · e2.

Berechnet man daraus die Babyreihenuil,1(x1), uil,2(x1), u1,1(x1), u1,2(x1), u2,1(x1)
undu2,2(x1), so erhält man

uil,1(x1) = uil,2(x1) = u1,1(x1) = u1,2(x1) = u2,1(x1) = u2,2(x1) ≡ 0.

Folglich ist
bil = yi · el, b1 = x2 · e1, b2 = x2 · e2

eine reduzierte Standardbasis vonJ undb1 = x2 ·e1, b2 = x2 ·e2 die von uns gesuchte
reduzierte Standardbasis vonI.

Beispiel 7.4. In diesem Beispiel seienh := x2 + x3,

g := (x + h2x2) · e1 + h · e2

undI = 〈g〉 ⊆ K[[x]]2 der vong erzeugte Modul. Klarerweise istI bzgl. jeder Mono-
mordnungx-regulär.
Man kann leicht überprüfen, dass

(H, G) = (y − x2 − x3, (x + x2y2) · e1 + y · e2)

ein Code vong ist.
Wir wollen nun eine reduzierte Standardbasis des ModulsI bzgl. der Monomordnung
<η= (<deglex, C) aufN1 × {1, 2} berechnen. Dazu betrachten wir den Modul

J = 〈H · e1,H · e2, G〉 ⊆ K[[x, y]]2.
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Weiters wählen wir als Erweiterung<ε von <η aufN1+1 × {1, 2} die graduiert lexi-
kographische Ordnung mity < x.
Mit Hilfe von Satz 6.1 berechnen wir zuerst folgende minimale Standardbasis vonJ
bzgl.<ε:

H · e1, H · e2, (x + y2x2) · e1 + (x2 + x3) · e2.

Dann setzen wir̃G := (x + y2x2) · e1 + (x2 + x3) · e2 und

g̃ := G̃(x, h) = (x + h2x2) · e1 + (x2 + x3) · e2 = g.

Nach dem Beweis von Satz 6.1 ist(H, G̃) ein Code der minimalen (noch nicht redu-
zierten) Standardbasis̃g = g von I. Der Vorteil dieses Codes vong liegt darin, dass
seine ElementeH · e1, H · e2 und G̃ eine minimale Standardbasis vonJ bilden, was
im Beweis von Satz 7.1 vorausgesetzt wird. Damit ergibt sich

in(J) = 〈y · e1, y · e2, x · e1〉

und folglich co(J) = K · e1 ⊕ K[[x]] · e2. Wie wir im Beweis von Satz 7.1 gesehen
haben, ist es ausreichend, eine partiell reduzierte Standardbasis vonJ zu konstruieren.
Diese ist von der Gestalt

b1 = y · e1 − b◦1 − u1 · e1 − v1(x, y) · e2,
b2 = H · e2,
b = x · e1 − b◦ − u · e1 − v(x, y) · e2,

wobeiu1, u ∈ K undv1, v ∈ K[[x, y]] in 0 verschwinden sollen. Daraus folgt sofort

u1 = u = 0.

Weiters sindb◦1 undb◦ Polynomvektoren inK · e1 ⊕K · e2. Da jedoch in(b1) = y · e1

und in(b) = x · e1 gelten soll, ergibt sich

b◦1 = b◦ = 0.

Um die partiell reduzierte Standardbasisb1, b des Moduls

J ′ = 〈H · e1, G〉

zu konstruieren, betrachten wir dessen virtuelle partiell reduzierte Standardbasis

B1 = y · e1 − v1 · e2,
B = x · e1 − v · e2.

Nun dividieren wirH · e1 undG̃ babylonisch durchB1 undB bzgl. der Leuchttürme
y · e1, x · e1 und der Reichweiten4, 3. Dabei ergeben sich folgende Reste

R1 = v1 − xv − x2v,
R = v + x2yv1 + x2 + x3.

Damit ist

(V, (B1, B)) = ((v1 − xv − x2v, v + x2yv1 + x2 + x3),
(y · e1 − v1 · e2, x · e1 − v · e2))
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ein Familiencode der partiell reduzierten Standardbasisb1, b von J ′ und (V, (B1,H ·
e2, B)) ein Familiencode der partiell reduzierten Standardbasisb1, H · e2, b von J .
Berechnet man die Babyreihenv1 undv vonV , so erhält man

v1(x, y) = − x(x + x2)2

1 + y(x3 + x4)
, v(x, y) = − x2 + x3

1 + y(x3 + x4)
.

Setzt man nun noch inb = x · e1 − v(x, y) · e2 für y die Babyreiheh(x) = x2 + x3

ein, so ergibt sich folgende reduzierte Standardbasis vonI:

x · e1 +
x2 + x3

1 + x(x2 + x3)2
· e2.

Beispiel 7.5. Wir betrachten den algebraischen Potenzreihenvektor

g =
x3√

1 + x1x2
· e1 +

(
x2

3 + x1x2

√
1 + x2

1

)
· e2

und den davon erzeugten UntermodulI = 〈g〉 von K[[x1, x2, x3]]2. Dabei sei der Po-
tenzreihenmodulK[[x1, x2, x3]]s mit der graduiert lexikographischen Ordnung<η=
(<deglex, C) aufN3 × {1, 2}mit x3 < x2 < x1 versehen. Der ModulI ist x3-regulär.

Bemerkung.Betrachtet man die algebraische Potenzreiheg genauer, so erkennt man,

dassx3 · e1 +
(
x2

3

√
1 + x1x2 + x1x2

√
1 + x1x2

√
1 + x2

1

)
· e2 eine reduzierte Stan-

dardbasis des ModulsI bzgl. der Monomordnung<η ist. Im Folgenden werden wir
zeigen, dass auch der Algorithmus von Satz 7.1 dasselbe Resulat liefert.

Wie man leicht nachrechnen kann, ist

(H,G) = ((y1 + y1y2 − x3, y2 +
1
2
y2
2 −

1
2
x1x2,

y3 + x1x2(y4 − 1)− x2
3, y4 − 1

2
y2
4 +

1
2
x2

1), y1e1 + y3e2)

ein Code der algebraischen Potenzreiheg. Dem Beweis von Satz 7.1 folgend betrachten
wir den ModulJ = 〈Hi · el, G〉 ⊆ K[[x, y]]2, wobei1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ l ≤ 2, und
wählen als Erweiterung<ε von <η die graduiert lexikographische Monomordnung
<ε= (<deglex, C) auf N3+4 × {1, 2} mit y1 < y2 < y3 < y4 < x3 < x2 < x1.
Mittels Satz 6.1 ergibt sich folgende minimale Standardbasis vonJ bzgl.<ε:

Hi · el, (x3 − y1y2) · e1 + (x1x2 + x2
3 − y4x1x2) · e2.

Daraus folgt in(J) = 〈yi · el, x3 · e1〉 und co(J) = K[[x1, x2]] · e1 +K[[x1, x2, x3]] · e2.
Damit hat die partiell reduzierte Standardbasis vonJ die Form

bi1 = yi · e1 − b◦i1 − ui1(x1, x2) · e1 − vi1(x, y) · e2,
bi2 = Hi · e2,
b = x3 · e1 − b◦ − u(x1, x2) · e1 − v(x, y) · e2,

wobeiui1, u, vi1 und v in 0 verschwindende Potenzreihen undb◦i1 und b◦ Polynom-
vektoren inK · e1 ⊕ K · e2 sind. Daraus ergibt sich wegen in(bi1) = yi · e1 und
in(b) = x3 · e1 sofort

b◦i1 = b◦ = 0.

Wir definieren nun die virtuelle partiell reduzierte Standardbasis vonJ ′ = 〈Hi ·e1, G〉:
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Bi1 = yi · e1 − ui1 · e1 − vi1 · e2,
B = x3 · e1 − u · e1 − v · e2.

Babylonische Division vonHi ·e1 undG̃ := (x3−y1y2)·e1+(x1x2+x2
3−y4x1x2)·e2

durchBi1 undB bzgl. der Leuchttürmeyi · e1, x3 · e1 und der Reichweiten3 + 10 + i,
3 + 10 liefert:

R11 = (u11 − u + u21u11)e1 + (v11 − v + u21v11 + y1v21)e2,
R21 = (u21 + 1

2u2
21 − 1

2x1x2)e1 + (v21 + 1
2y2v21 + 1

2u21v21)e2,
R31 = (u31 + x1x2u41 − x1x2 − u2)e1 + (v31 + x1x2v41 − x3v − uv)e2,
R41 = (u41 − 1

2u2
41 + 1

2x2
1)e1 + (v41 − 1

2y4v41 − 1
2u41v41)e2,

R = (u− u21u11)e1 + (v − u21v11 − y1v21 + x1x2 + x2
3 − y4x1x2)e2.

Berechnet man noch die Babyreihenui1(x1, x2), u(x1, x2), vi1(x, y) undv(x, y), so
sieht man

u11(x′) = u(x′) = v21(x, y) = v41(x, y) ≡ 0.

Dies vereinfacht den Muttercode der partiell reduzierten Standardbasis vonJ wesent-
lich. Es ergibt sich:

(U, V ) = ((u21 +
1
2
u2

21 −
1
2
x1x2, u31 + x1x2u41 − x1x2,

u41 − 1
2
u2

41 +
1
2
x2

1), (v11 − v + u21v11,

v31 − x3v, v − u21v11 + x1x2 + x2
3 − y4x1x2)).

Nach dem Beweis von Satz 7.1 ist somit

((U, V, H), B)

ein Code der reduzierten Standardbasisg̃ von I. Will man diese explizit berechnen, so
ergibt sich mitv(x, y) = −x2

3 + y4x1x2−x1x2− (−1 +
√

1 + x1x2)(x2
3− y4x1x2 +

x1x2)

g̃ = x3 · e1 +
(

x2
3

√
1 + x1x2 + x1x2

√
1 + x1x2

√
1 + x2

1

)
· e2.

Beispiel 7.6. Seien

g1 :=
x2

1 + x1
· e1 + x1x2 · e2 + x3

1 · e3, g2 := x2
1x

2
2 · e1 + x2 · e2 + x1x

2
2 · e3

undI = 〈g1, g2〉 ⊆ K[[x1, x2]]3 der davon erzeugte Modul. Wie man schnell überprü-
fen kann, ist

(H, G) = ((y1 + y1x1 − x2, y2 − x1x2),
(y1 · e1 + y2 · e2 + x3

1 · e3, y
2
2 · e1 + x2 · e2 + y2x2 · e3))

ein Familiencode vonI.
Wir wollen nun eine reduzierte Standardbasis desx2-regulären ModulsI bzgl. der
Monomordnung<η= (<deglex, C) mit x1 < x2 aufN2 × {1, 2} konstruieren. Dazu
betrachten wir den ModulJ = 〈Hi · el, Gk〉 ⊆ K[[x1, x2, y1, y2]]3, wobei1 ≤ i, k ≤ 2
und1 ≤ l ≤ 3. Dabei wählen wir als Fortsetzung von<η auf K[[x1, x2, y1, y2]]3 die
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Monomordnung<ε= (<deglex, C) mit y1 < y2 < x1 < x2. Mit Satz 6.1 ergibt sich
folgende Standardbasis vonJ bzgl.<ε:

Hi · el, (x2 − y1x1) · e1 + x1x2 · e2 + x3
1 · e3, y2

2 · e1 + x2 · e2 + y2x2 · e3.

Setzen wir nun

G̃ := ((x2 − y1x1) · e1 + x1x2 · e2 + x3
1 · e3, y

2
2 · e1 + x2 · e2 + y2x2 · e3),

so ist(H, G̃) ein Familiencode der (noch nicht reduzierten) Standardbasis

g̃ := G̃(x, h(x)) = (g1, g2)

von I bzgl.<η.
Weiters gilt in(J) = 〈yi · el, x2 · e1, x2 · e2〉 und folglich

co(J) = K[[x1]] · e1 ⊕K[[x2]] · e2 ⊕K[[x1, x2]] · e3.

Daher hat die partiell reduzierte Standardbasis vonJ die Form

bil′ = yi · el′ − b◦il′ − uil′,1(x1) · e1 − uil′,2(x1) · e2 − vil′(x, y) · e3,
bi3 = Hi · e3,
b1 = x2 · e1 − b◦1 − u1,1(x1) · e1 − u1,2(x1) · e2 − v1(x, y) · e3,
b2 = x2 · e2 − b◦2 − u2,1(x1) · e1 − u2,2(x1) · e2 − v2(x, y) · e3,

wobei 1 ≤ i, l′ ≤ 2. Weiters sind dabeiuil′,1(x1), uil′,2(x1), u1,1(x1), u1,2(x1),
u2,1(x1) undu2,2(x1) in 0 verschwindende algebraische Potenzreihen inx1 undb◦il′ ,
b◦1 und b◦2 Polynomvektoren inK · e1 ⊕ K · e2 ⊕ K · e3. Da aber in(bil′) = yi · el′ ,
in(b1) = x2 · e1 und in(b2) = x2 · e2 gelten soll, ergibt sich sofort

b◦il′ = b◦1 = b◦2 = 0.

Dem Beweis von Satz 7.1 folgend betrachten wir den ModulJ ′ = 〈Hi · el′ , Gk〉. Dann
definieren wir dessen virtuelle partiell reduzierte Standardbasis als

Bil′ = yi · el′ − uil′,1 · e1 − uil′,2 · e2 − vil′ · e3,
B1 = x2 · e1 − u1,1 · e1 − u1,2 · e2 − v1 · e3,
B2 = x2 · e2 − u2,1 · e1 − u2,2 · e2 − v2 · e3.

Babylonische Division vonHi·el′ undG̃k durchBil′ , B1 undB2 bzgl. der Leuchttürme
yi · el′ , x2 · e1, x2 · e2 und der Reichweitennil′ = 2 + 18 + i, nk = 2 + 18 liefert
folgende Reste:

R11 = (u11,1 + x1u11,1 − u1,1)e1 + (u11,2 + x1u11,2 − u1,2)e2+
(v11 + x1v11 − v1)e3,

R12 = (u12,1 + x1u12,1 − u2,1)e1 + (u12,2 + x1u12,2 − u2,2)e2+
(v12 + x1v12 − v2)e3,

R21 = (u21,1 − x1u1,1)e1 + (u21,2 − x1u1,2)e2+
(v21 − x1v1)e3,

R22 = (u22,1 − x1u2,1)e1 + (u22,2 − x1u2,2)e2+
(v22 − x1v2)e3,

R1 = (u1,1 − x1u11,1 + x1u2,1)e1 + (u1,2 − x1u11,2 + x1u2,2)e2+
(v1 − x1v11,1 + x1v2 + x3

1)e3,
R2 = (u2,1 + u2

21,1 + u21,1u22,1)e1 + (u2,2 + u21,1u21,2 + u21,2u22,2)e2+
(v2 + v21y2 + x2y2)e3.
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Berechnet man die Babyreihenu(x1) undv(x, y), so ergibt sich

uil′,1(x1) = uil′,2(x1) = u1,1(x1) = u1,2(x1) = u2,1(x1) = u2,2(x1) ≡ 0

und

v11(x1) =
(x2

1 − x2y2)x1

x3
1y2 + x2

1y2 − 1
,

v12(x1) = − y2(x5
1 + x4

1 − x2)
(1 + x1)(x3

1y2 + x2
1y2 − 1)

,

v21(x1) =
x2

1(1 + x1)(x2
1 − x2y2)

x3
1y2 + x2

1y2 − 1
,

v22(x1) = −x1y2(x5
1 + x4

1 − x2)
x3

1y2 + x2
1y2 − 1

,

v1(x1) =
(x2

1 − x2y2)(1 + x1)x1

x3
1y2 + x2

1y2 − 1
,

v2(x1) = −y2(x5
1 + x4

1 − x2)
x3

1y2 + x2
1y2 − 1

.

Daher ist

(V, (B, Hi · e3)) = ((v11 + x1v11 − v1, v12 + x1v12 − v2, v21 − x1v1,

v22 − x1v2, v1 − x1v11,1 + x1v2 + x3
1, v2 + v21y2 + x2y2),

(B11, B12, B21, B22, B1, B2, H1 · e3,H2 · e3))

ein Familiencode der partiell reduzierten Standardbasisbil′ , b1, b2, H1 · e3 undH2 · e3

von J bzgl. <ε. Setzt man inb1 und b2 für die Variableny1 und y2 die Babyreihen
h1(x) = x2

1+x1
bzw.h2(x) = x1x2 ein, so ergibt sich nach dem Beweis von Satz 7.1

die reduzierte Standardbasis vonI bzgl.<η:

f1 := b1(x, h(x)) = x2 · e1 − (x1−x2
2)(1+x1)x

2
1

(x4
1+x3

1x2−1
· e3,

f2 := b2(x, h(x)) = x2 · e2 + x1x2(x
5
1+x4

1−x2)

x4
1x2+x3

1x2−1
· e3.

Satz 7.2. SeiI ein xn-regulärer Untermodul vonK[[x]]s = K[[x1, . . . , xn]]s, der von
algebraischen Potenzreihenvektoreng1, . . . , gr ∈ K[[x]]s erzeugt wird und mit der Mo-
nomordnung<η auf Nn × {1, . . . , s} versehen ist. Weiters seien Familiencodes von
g1, . . . , gr gegeben.
Dann existiert für jeden algebraischen Potenzreihenvektorf ∈ K[[x]]s ein endlicher
Algorithmus, der aus einem Familiencode vonf Familiencodes von algebraischen
Potenzreihena1, . . . , ar ∈ K[[x]] und von einem algebraischen Potenzreihenvektor
c ∈ co(I) ⊆ K[[x]]s berechnet, sodass

f =
r∑

k=1

akgk + c,

eine formale Potenzreihendivision vonf durchI = 〈g1, . . . , gr〉 ist.
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Bemerkung.Der Restc der Division ist eindeutig und hängt nur von der Wahl der
Monomordnung<η aufK[[x1, . . . , xn]]s ab.

Wir werden Satz 7.2 beweisen, indem wir zuerst ausg1, . . . , gr mit Hilfe von Satz 6.1
und 7.1 einen Familiencode einer reduzierten Standardbasis vonI konstruieren.

Beweis.Auf Grund von Satz 6.1 können wir annehmen, dass der ModulI durch eine
minimale Standardbasisg1, . . . , gr ∈ K[[x]]s mit Initialmonomvektorenxdk

n · ek gege-
ben ist. Seien(H, G) ∈ K[x, y]p × K[x, y]s×r ein Familiencode vong1, . . . , gr und
h = (h1, . . . , hp) ∈ K[[x]]p der Babyreihenvektor des MuttercodesH = (H1, . . . , Hp),
alsogk = Gk(x, h(x)).

Nach Lemma 5.1 ist der UntermodulJ = 〈(yi − hi) · el, gk〉 vonK[[x, y]]s gleich dem
Untermodul〈Hi · el, Gk〉.
Sei<ε eine Erweiterung der Monomordnung<η aufNn+p ×{1, . . . , s}mit yi · el <ε

in(hi) · el undyi <ε xj für alle i, j, l (vgl. Lemma 5.2).
Auf Grund von Satz 7.1 können wir annehmen, dass wir bereits eine partiell reduzierte
Standardbasisbil′ , Hi · el′′ , bk vonJ mit Initialmonomvektorenyi · el′ , yi · el′′ , xdk

n · ek

bzgl.<ε besitzen (1 ≤ l′, k ≤ r, r + 1 ≤ l′′ ≤ s, 1 ≤ i ≤ p). Der Vatercode dieser
partiell reduzierten Standardbasis besteht gerade aus der virtuellen partiell reduzierten
StandardbasisBil′ , Hi · el′′ , Bk von J . Der Muttercode vonbil′ , Hi · el′′ , bk ist der
Vektor (U, V ) mit KomponentenUil′,mj , Uk,mj , Vil′,m undVk,m. Die Komponenten
uil′,mj(x′), uk,mj(x′), vil′,m(x, y) undvk,m(x, y) des zugehörigen Babyreihenvektors
werden wir im Folgenden mit(u(x′), v(x, y)) abkürzen.

Wir wollen nun den algebraischen Potenzreihenvektorf ∈ K[[x]]s durch den Unter-
modul I = 〈gk〉 von K[[x]]s dividieren. Dabei nehmen wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit an, dassf denselben Babyreihenvektorh wie g1, . . . , gr besitzt (vgl.
Konstruktion am Beginn von Kapitel 4. Dann schreiben wirf als

f = F (x, h(x)) ∈ K[x, h]s

mit VatercodeF ∈ K[x, y]s.
Nun dividieren wirF babylonisch durch die PolynomvektorenBil′ undBk bzgl. der
Leuchttürmeyi · el′ , xdk

n · ek und der Reichweitennil′ = n + q + i, nk = n + q. Dabei
seiq die Anzahl deru- undv-Variablen. Wir erhalten eine Zerlegung

F =
∑

i,l′
Ãil′ ·Bil′ +

∑

k

Ãk ·Bk + C (∗)

mit PolynomenÃil′ , Ãk ∈ K[x, u, v, y] und einem PolynomvektorC ∈ co(J ′), wobei
J ′ = 〈Hi · el′ , Gk〉 (vgl. Beweis von Satz 7.1).
In Lemma 5.1 haben wir gezeigt, dassJ = 〈Hi · el, Gk〉 = 〈(yi − hi) · el, gk〉 gilt.
Weiters bilden die algebraischen Potenzreihenvektorenbil′ , Hi ·el′′ undbk laut unserer
Annahme eine partiell reduzierte Standardbasis des ModulsJ . Daher gilt insbesondere

〈bil′ ,Hi · el′′ , bk〉 = 〈(yi − hi) · el, gk〉.
Ersetzt man in dieser Gleichungyi durchhi, so ergibt sich

〈bil′ ,Hi · el′′ , bk〉|yi=hi = 〈(yi − hi) · el, gk〉|yi=hi = 〈gk〉 = I.

Nach Satz 7.1 wissen wir aber, dassbk(x, h(x)) eine reduzierte Standardbasis des Mo-
dulsI ist, d.h.I = 〈bk(x, h(x))〉 ⊆ K[[x]]s. Somit sind die Vektorenbil′ undHi · el′′
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moduloH K[x]-Linearkombinationen vonb1, . . . , br. Folglich sind dieBil′(x, u, v, y)
moduloUil′,mj , Uk,mj , Vil′,m, Vk,m undH K[x]-Linearkombinationen der Polynom-
vektorenB1, . . . , Br.
Ersetzt man in der Zerlegung(∗) alsoy durchh(x), u durchu(x′) undv durchv(x, y),
so erhält man eine Zerlegung

f =
∑

k

akbk + c

mit Potenzreihenak ∈ K[[x]] und einem Vektorc ∈ K[[x]]s. Klarerweise istc ein alge-
braischer Potenzreihenvektor mit Muttercode(H, U, V ) und VatercodeC. Weiters sind
auch diea1, . . . , ar algebraische Potenzreihen. Denn deren VatercodesA1, . . . , Ar

sind nach obigen Überlegungen gewisseK[x]-Linearkombinationen der PolynomẽAil′

undÃk. Ihr Muttercode ist durch(H, U, V ) gegeben.

Es bleibt zu zeigen, dassc ein Element von co(I) ist. Dazu entwickeln wirC folgen-
dermaßen:

C =
r∑

m=1

dm−1∑

j=0

Cmj(x′, u) · xj
n · em +

s∑
m=r+1

Cm(x, u, v, y) · em,

wobeiCmj(x′, u) undCm(x, u, v, y) Polynome in(x′, u) bzw.(x, u, v, y) sind.
Beachte, dass die PolynomeCmj(x′, u) nicht vonv abhängen!
Ersetzt man inC die Variablenu, v undy durchu(x′), v(x, y) undh(x), so erhält man
für c folgende Zerlegung:

c =
r∑

m=1

dm−1∑

j=0

Cmj(x′, u(x′)) · xj
n · em +

s∑
m=r+1

Cm(x, u(x′), v(x), h(x)) · em.

Daher gilt wie gewünschtc ∈ co(I).

Beispiel 7.7. In diesem Beispiel wollen wir die algebraische Potenzreihe

f := x2
1 + x3

1x2 + x3
2

√
1 + x1x2 + x1x2 ∈ K[[x1, x2]]

durch das Ideal
I := 〈x2

2

√
1 + x1x2〉 ⊆ K[[x1, x2]]

dividieren.

Bemerkung.Da dieses Beispiel relativ einfach ist, können wir das Ergebnis der Divisi-
on hier bereits erahnen:f = x2 · x2

2

√
1 + x1x2 + (x2

1 + x3
1x2 + x1x2). Im Folgenden

werden wir sehen, dass auch der Algorithmus von Satz 7.2 dasselbe Resultat liefert.

Als Monomordnung<η aufK[[x1, x2]] wählen wir die graduiert lexikographische Ord-
nung mitx2 < x1. Man kann leicht nachrechnen, dass

(H, G) = ((y1 − x2
2 − x2

2y2, y2 +
1
2
y2
2 −

1
2
x1x2), y1)

ein Familiencode vonI mit Babyreihenvektor

h(x) = (x2
2

√
1 + x1x2,−1 +

√
1 + x1x2)

ist. In Beispiel 7.1 haben wir gesehen, dassg1 := x2
2

√
1 + x1x2 bereits eine minimale

Standardbasis vonI bzgl. <η ist. Weiters haben wir dort einen Code der reduzierten

58



Standardbasis des IdealsJ = 〈H1,H2, G〉 bzgl. der Erweiterung<ε von <η auf die
graduiert lexikographische Ordnung aufN2+2 mit y2 < y1 < x2 < x1 konstruiert:

(U, (B1, B2, B)) = (u2,1 − 1
2
x1, (y1, y2 − u2,1x2, x

2
2)).

Folglich istb = x2
2 eine reduzierte Standardbasis vonI bzgl.<η.

Wir schreiben die algebraische Potenzreihef alsf = F (x, h(x)) mit

F = x2
1(1 + y2)2 + x2y1 + x1x2.

Dem Beweis von Satz 7.2 folgend dividieren wir nunF babylonisch durchB1, B2 und
B bzgl. der Leuchttürmey1, y2, x2

2 und der Reichweiten4, 5, 3. Dabei erhalten wir die
Zerlegung

F = Ã1 ·B1 + Ã2 ·B2 + Ã ·B + C (∗)
mit

Ã1 = x2, Ã2 = x2
1y2 + 2x2

1 + x2
1u2,1x2, Ã = x2

1u
2
2,1,

C = 2x2
1u2,1x2 + x2

1 + x1x2.

Ersetzt man in der Gleichung(∗) die Variableny undu2,1 durchh(x) bzw.u2,1(x1) =
1
2x1, so erhält man

f = x2

√
1 + x1x2 · b + (x3

1x2 + x2
1 + x1x2)

mit Restc = x3
1x2 + x2

1 + x1x2 ∈ co(I).

Beispiel 7.8. Wir betrachten den algebraischen Potenzreihenvektor

f := (x2
√

1 + x + x2 − x2 + x4) · e1 + (x2
√

1 + x + x3)e2 ∈ K[[x]]2

und den ModulI := 〈g1, g2〉 ⊆ K[[x]]2, wobei

g1 := x3
√

1 + x + x2 · e1 + x2 · e2, g2 := (x + x2) · e1 + x
√

1 + x · e2.

Dabei seiK[[x]]2 mit der Monomordnung<η= (<lex, C) versehen.
Wie wir in Beispiel 7.2 gesehen haben, ist

(H, G̃) = ((y1 − x3y2 − x3, y2 − 1
2
x− 1

2
x2 +

1
2
y2
2 , y3 − x2,

y4 − x− x2, y5 +
1
2
y2
5 −

1
2
x, y6 − y3

5 − 3y2
5 − 2y5),

((x2 − y2x
3)e1 + (2y2

5x + y3
5x)e2, (x + x2)e1 + (x + 2y2

5 + y3
5)e2))

ein Familiencode der minimalen Standardbasis

g̃ = G̃(x, h(x)) = ((x2 + x3 − x3
√

1 + x + x2)e1 + (x2
√

1 + x− x2), g2)
= (x · g1 − g2, g2)

von I bzgl. <η. Weiters istHi · el, G̃k eine Standardbasis des ModulsJ = 〈Hi ·
el, Gk〉 ⊆ K[[x, y]]2 bzgl. der Erweiterung<ε= (<deglex, C) von <η mit y6 < . . . <
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y1 < x. In Beispiel 7.2 haben wir außerdem folgenden Vatercode der reduzierten Stan-
dardbasis vonJ bzgl.<ε konstruiert

Bil = yi · el − ail · x · e1,

B1 = x2 · e1,

B2 = x · e2 + x · e1,

wobeia11 = a12 = a31 = a32 = 0, a21 = a51 = 1
2 , a22 = a52 = − 1

2 , a41 = a61 = 1
unda42 = a62 = −1. Folglich ist

b1 = x2 · e1, b2 = x · e2 + x · e1

eine reduzierte Standardbasis vonI bzgl.<η.
Um den algebraischen Potenzreihenvektorf durch das IdealI zu dividieren, schreiben
wir f alsf = F (x, h(x)) mit

F = (x2y2 + y2
3) · e1 + (xy6 + xy4 − x2) · e2.

Nun dividieren wirF babylonisch durchBil, B1 undB2 bzgl. der Leuchttürmeyi · el,
x2

2 · e1, x2 · e2 und der Reichweiten2 + i, 2, 2. Es ergibt sich

F = x2 ·B21 + y3 ·B31 + x ·B42 + x ·B62 + (
1
2
x− 1) ·B1 − x ·B2.

Ersetzt man in dieser Gleichung die Variablenyi durch die Potenzreihenhi(x), so
erhält man

f = (
√

1 + x + x2 − 1 + x2 −√1 + x− x) · b1 + (x
√

1 + x + x2) · b2,

alsof ∈ I.

Beispiel 7.9. In diesem Beispiel wollen wir den algebraischen Potenzreihenvektor

f :=
(

x2
1x

2
2

1 + x1
+ x1x2 + x1

)
· e1 +

x2
2

1 + x1
· e2 + (x2

1x
2
2 + x2

1x2) · e3

durch den Untermodul

I = 〈g1, g2〉 :=
〈

x2

1 + x1
· e1 + x1x2 · e2, x

2
1x

2
2 · e1 + x2 · e2

〉

vonK[[x1, x2]]2 dividieren. In Beispiel 7.3 haben wir gezeigt, dass

(H, G̃) = ((y1 + y1x1 − x2, y2 − x1x2), (y1e1 + y2e2, y
2
2e1 + x2e2))

ein Code der minimalen Standardbasis

g̃ = G̃(x, h(x)) = (g1, g2)

von I bzgl. der Monomordnung<η= (<deglex, C) aufN2 × {1, 2} mit x1 < x2 ist.
Weiters haben wir dort eine reduzierte Standardbasis des ModulsJ = 〈Hi · el, G̃k〉 ⊆
K[[x, y]]2 bzgl. der Erweiterung<ε= (<deglex, C) mit y1 < y2 < x1 < x2 von <η

konstruiert:
bil = yi · el, b1 = x2 · e1, b2 = x2 · e2.
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Ein Vatercode dieser reduzierten Standardbasis vonJ ist klarerweiseBil = yi · el,
B1 = x2 · e1, B2 = x2 · e2. Nach Satz 7.1 ist dannb1, b2 eine reduzierte Standardbasis
von I bzgl.<η.
Um den algebraischen Potenzreihenvektorf durch den ModulI zu dividieren, schrei-
ben wirf alsf = F (x, h(x)) mit

F = (y1y2x1 + x1x2 + x1) · e1 + (y1x2 + y2
2 + x3

1x2) · e2.

Babylonische Division vonF durchBil, B1 und B2 bzgl. der Leuchttürmeyi · el,
x2 · e1, x2 · e2 und der Reichweiten2 + i, 2, 2 liefert:

F = x2 ·B12 + y1x1 ·B21 + y2 ·B22 + x1 ·B1 + x3
1 ·B2 + x1 · e1.

Ersetzt man in der letzten Gleichung die Variabley = (y1, y2) durch den Babyreihen-
vektorh(x) = ( x2

1+x1
, x1x2), so ergibt sich folgende Zerlegung vonf

f =
(

x1 +
x2

1x2

1 + x1

)
· b1 +

(
x3

1 +
x2

1 + x1
+ x2

1x2

)
· b2 + x1 · e1

mit Restc = x1 · e1 ∈ co(I).

Beispiel 7.10.Wir betrachten den algebraischen Potenzreihenvektor

f :=
(
(x2 + x3)x3 + x2 + x

) · e1 +
(
(x2 + x3)4x3 + x4 + x2 + x

) · e2 ∈ K[[x]]2

und den von
g :=

(
(x2 + x3)2x2 + x

) · e1 +
(
x2 + x3

) · e2

erzeugten UntermodulI = 〈g〉 vonK[[x]]2. Wie man leicht nachrechnen kann, ist

(H, G) = (y − x2 − x3, y · e1 + (x2y2 + x) · e2)

ein Familiencode vong mit Babyreiheh(x) = x2 + x3. In Beispiel 7.4 haben wir
gezeigt, dass

G̃ = (x2 + x3) · e1 + (x + y2x2) · e2

ein Vatercode der minimalen Standardbasisg̃ = G̃(x, h(x)) = g von I bzgl. der Mo-
nomordnung<η= (<lex, C) ist. Weiters haben wir dort folgenden Familiencode der
partiell reduzierte Standardbasis des ModulsJ = 〈H · el, G̃〉 ⊆ K[[x, y]]2 bzgl. der
Erweiterung<ε= (<deglex, C) mit y < x von<η aufN1+1 × {1, 2} konstruiert:

(V, B) = ((v1 − xv − x2v, v + x2yv1 + x2 + x3, y − x2 − x3),
(y · e1 − v1 · e2,H · e2, x · e1 − v · e2)).

Aus dem Beweis von Satz 7.1 folgt, dass

b = x · e1 + v(x, h(x)) · e2 = x · e1 +
x2 + x3

1 + x(x2 + x3)2
· e2

eine reduzierte Standardbasis vonI bzgl.<η ist.
Um nunf durchI zu dividieren, führen wir die Babylonische Division des Vatercodes

F = (y3x3 + x2 + x) · e1 + (y4x3 + x4 + x2 + x) · e2
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vonf durchB1 = y · e1 − v1 · e2 undB = x · e1 − v · e2 bzgl. der Leuchttürmey · e1,
x · e1 und der Reichweiten4, 3 durch:

F = y2x3 ·B1 + (x + 1) ·B + (y4x3 + x4 + x2 + x + y2x3v1 + xv + v) · e2.

Ersetzt man in dieser Gleichung die Variableny, v1 undv durch

h(x) = x2 + x3, v1(x) = − x(x + x2)2

1 + x(x2 + x3)2
bzw. v(x) = − x2 + x3

1 + x(x2 + x3)2
,

so erhalten wir die Zerlegung
f = a · b + c

vonf mit Quotient
a = 1 + x + (x2 + x3)3x2

und Rest

c =
(

(x2 + x3)4x3 + x4 + x2 + x− (x + x2)((x + x2)3x6 − x2 − x)
1 + x(x2 + x3)2

)
· e2

in co(I).

7.2 Der allgemeine Fall

Wir werden die beiden folgenden Sätze 7.3 und 7.4 beweisen, indem wir zuerst aus
g1, . . . , gr mit Hilfe der Sätze 7.1 und 7.2 sowie Induktion über die Anzahl der Varia-
blenn einen Familiencode einer reduzierten Standardbasis vonI konstruieren. Dann
werden wir mittels Satz 7.2 den algebraischen Potenzreihenvektorf sukzessive durch
die zuvor berechnete reduzierte Standardbasis vonI dividieren. (Für die Endlichkeit
des Algorithmus von Satz 7.4 ist es notwendig, dass wirf durch einereduzierteStan-
dardbasis vonI dividieren.)

Satz 7.3.Wir nehmen an, der von den algebraischen Potenzreihenvektoreng1, . . . , gr ∈
K[[x]]s erzeugte und mit der Monomordnung<η aufNn × {1, . . . , s} versehene Mo-
dul I ⊆ K[[x]]s erfüllt bzgl.<η Hironaka’s Box-Bedingung. Dann kann man aus den
Familiencodes der algebraischen Potenzreihenvektoreng1, . . . , gr mittels eines endli-
chen Algorithmus den Familiencode einer reduzierten Standardbasis vonI bzgl.<η

berechnen.

Beweis.Die Idee des Beweises besteht darin, eine gegebene minimale Standardba-
sis vonI, abhängig von den in den Initialmonomvektoren auftretenden Variablen, in
zwei Gruppen zu zerlegen. Die erste Gruppe bestehe dabei aus jenen Erzeugern, de-
ren Initialmonomvektoren reinexn-Potenzen sind. In den Initialmonomvektoren der
restlichen Erzeuger kommen stets auch andere Variablen vor.

Nach Satz 6.1 seien algebraische Potenzreihenvektoreng1, . . . , gr gegeben, die bereits
eine minimale Standardbasis vonI bilden. Auf Grund von Theorem 2 in [ACJHb]
dürfen wir annehmen, dassg1, . . . , gr eine minimale Janet-Basis vonI mit Reich-
weitenn1, . . . , nr sind. Wir ordneng1, . . . , gr und permutieren die Komponenten von
K[[x]]s derart, dass für eint ≤ r die Vektoreng1, . . . , gt bzgl. der gegebenen Mono-
mordnungxn-regulär mit Initialmonomvektorenxdk

n · ek sind und dass in jedem der
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Initialmonomvektoren der restlichen Vektorengt+1, . . . , gr mindestens eine der Va-
riablenx1, . . . , xn−1 vorkommt. Wegen Lemma 3 in [ACJHb] sind die Reichweiten
nt+1, . . . , nr vongt+1, . . . , gr alle< n. Dies impliziert

I =
t∑

k=1

K[[x]] · gk +
r∑

k=t+1

K[[x′]] · gk.

Daher ist es in der nachfolgenden Division nicht notwendig, einen der algebraischen
Potenzreihenvektorengt+1, . . . , gr mit xn zu multiplizieren.

Auf Grund von Satz 7.1 dürfen wir annehmen, dass die algebraischen Potenzreihen-
vektoreng1, . . . , gt bereits einereduzierteStandardbasis desxn-regulären Untermo-
dulsI0 = 〈g1, . . . , gt〉 vonK[[x]]s bilden.
Mit Hilfe von Satz 7.2 können wir nungt+1, . . . , gr mittels eines endlichen Algorith-
mus durch denxn-regulären ModulI0 = 〈g1, . . . , gt〉 dividieren. Somit dürfen wir
annehmen, dass die Vektorengt+1, . . . , gr bereits in

M = co(I0) =
t∑

m=1

dm−1∑

j=0

K[[x′]] · xj
n · em +

s∑
m=t+1

K[[x]] · em

liegen. Da der UntermodulI nach Voraussetzung Hironaka’s Box-Bedingung erfüllt,
haben die Initialmonomvektoren vongt+1, . . . , gr ihren von null verschiedenen Eintrag
im ersten Summanden

M1 =
t∑

m=1

dm−1∑

j=0

K[[x′]] · xj
n · em

vonM . Setzen wir nun

I ′ =
r∑

k=t+1

K[[x′]] · gk,

so gilt I ′ ⊆ M und in(I ′) ⊆ M1.

Damit können wir nun folgendermaßen Induktion übern anwenden:

Als Erstes stellen wir fest, dass in(I ′) als Untermodul des freien endlichenK[[x′]]-
UntermodulsM1 wiederum Hironaka’s Box-Bedingung erfüllt. Zweitens, es tritt keine
Division im zweiten SummandenM2 =

∑s
m=t+1 K[[x]]·em vonM auf. Damit können

wir mittels Induktion über die Anzahl der Variablenn annehmen, dass wir wissen,
wie man mittels eines endlichen Algorithmus, unter Zuhilfenahme von Codes, eine
reduzierteStandardbasis desK[[x′]]-UntermodulsI ′ von M konstruiert. Diese Basis,
betrachtet als Vektoren inK[[x]]s, bleibt bezüglichg1, . . . , gt reduziert, denn deren
Elemente liegen inM = co(I0).

Daher dürfen wir annehmen, dassgt+1, . . . , gr bereits eine reduzierte Standardbasis
vonI ′ bilden. Mittels Induktion übern können wir den Divisionsalgorithmus von Satz
7.2 aufI ′ als Untermodul vonM anwenden. Daher wissen wir, wie man effektiv alge-
braische Potenzreihenvektoren inM durchI ′ dividiert.

Dies wenden wir nun auf die Restegk = xdk
n · ek − gk vong1, . . . , gt an. Die algebrai-

schen Potenzreiheng1, . . . , gt liegen inM , da sie eine reduzierte Standardbasis von
I0 sind undM = co(I0) ist. Daher können wir die Restegk durchI ′ dividieren. Dies
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erlaubt es, von Beginn an anzunehmen, dass die Vektoreng1, . . . , gt bzgl.gt+1, . . . , gr

reduziert sind, d.h., dassgk für 1 ≤ k ≤ t in co(I ′) liegen. DaI ⊆ M = co(I0) gilt,
bilden die neuen Vektoreng1, . . . , gt wieder eine reduzierte Standardbasis (der von ih-
nen erzeugte Modul kann verschieden vonI0 sein, aber sein Initialmodul ist derselbe).
Insgesamt haben wir also die reduzierte Standardbasisg1, . . . , gr vonI gefunden. Dies
beweist Satz 7.3.

Satz 7.4. SeiI ein Untermodul vonK[[x]]s = K[[x1, . . . , xn]]s, der von algebraischen
Potenzreihenvektoreng1, . . . , gr ∈ K[[x]]s erzeugt wird. Wir nehmen an, dassI Hi-
ronaka’s Box-Bedingung bzgl. einer Monomordnung<η aufNn × {1, . . . , s} erfüllt.
Weiters seien Familiencodes vong1, . . . , gr gegeben.
Dann existiert für jeden algebraischen Potenzreihenvektorf ∈ K[[x]]s ein endlicher
Algorithmus, der aus einem Familiencode vonf Familiencodes von algebraischen
Potenzreihena1, . . . , ar ∈ K[[x]] und von einem algebraischen Potenzreihenvektor
c ∈ co(I) ⊆ K[[x]]s berechnet, sodass

f =
r∑

k=1

akgk + c,

eine formale Potenzreihendivision vonf durchI = 〈g1, . . . , gr〉 ist.

Bemerkung.Wie auch in Satz 7.2 ist der Restc der Division eindeutig und hängt nur
von der Wahl der Monomordnung<η aufK[[x1, . . . , xn]]s ab.

Beweis.Auf Grund von Satz 7.3 können wir annehmen, dass wir bereits einen Famili-
encode der reduzierten Standardbasisg1, . . . , gr des UntermodulsI ⊆ K[[x]]s besitzen.
Dann gehen wir ähnlich wie im Beweis von Satz 7.3 vor:
Wollen wir einen beliebigen algebraischen Potenzreihenvektorf ∈ K[[x]]s durch den
UntermodulI = 〈g1, . . . , gr〉 ⊆ K[[x]]s dividieren, so können wirf zuerst mittels
Satz 7.2 durch den UntermodulI0 = 〈g1, . . . , gt〉 (vgl. Konstruktion der reduzierten
Standardbasis im Beweis von Satz 7.3), der jaxn-regulär ist, dividieren. Dies liefert
uns einen Rest inM = co(I0). Dann können wir, unter Verwendung von Induktion
übern und der Tatsache, dassI ′ =

∑r
k=+1 K[[x′]] · gk als Untermodul vonM wieder

Hironaka’s Box-Bedingung erfüllt, diesen Rest als Vektor inM durchI ′ dividieren.
Der daraus resultierende Rest kann, via der Inklusion vonM in K[[x]]s, als Vektor in
co(I) ⊆ K[[x]]s interpretiert werden. Er wird mit der formalen Potenzreihendivision
vonf durchI in K[[x]]s übereinstimmen.

Beispiel 7.11. In diesem Beispiel wollen wir die algebraische Potenzreihe

f := x3 + x1x2 + x1x2x3 + x2x
3
3 + x4

3 + x1x2x
3
3 − x3

1x
2
2x3 − x4

2x
2
3

durch das Ideal

I := 〈g1, g2, g3〉 := 〈x2
3 + x1x

2
3 + x3

2, x
2
2 + x3x

2
2 + x3

1, x1x2 + x3
3〉

vonK[[x1, x2, x3]] dividieren. Dabei seiK[[x1, x2, x3]] mit der graduiert lexikographi-
schen Ordnung aufN3 mit x1 < x2 < x3 versehen.
Wie man sofort sieht, ist

(H,G) = ((y1 − x2
3 − x1x

2
3 − x3

2, y2 − x2
2 − x3x

2
2 − x3

1, y3 − x1x2 − x3
3),

(y1, y2, y3))

64



ein Familiencode vonI.

Zuerst berechnen wir eineminimale Standardbasisvon I (vergleiche Kapitel 6): Dazu
erweitern wir die gegebene Ordnung auf die graduiert lexikographische Ordnung auf
N3+3 mit y1 < y2 < y3 < x1 < x2 < x3 und berechnen eine minimale Standardbasis
des IdealsJ := 〈H1,H2,H3, G1, G2, G3〉 ⊆ K[[x, y]]. Mit Hilfe von Singular
ergibt sich

H1, H2, H3, x2
3 + x1x

2
2 + x3

2, x2
2 + x3x

2
2 + x3

1, x1x2 + x3
3, x4

1.

Folglich istG̃ = (x2
3 + x1x

2
2 + x3

2, x
2
2 + x3x

2
2 + x3

1, x1x2 + x3
3, x

4
1) ein Vatercode der

minimalen Standardbasis
g1, g2, g3, x

4
1

von I. Daraus ergibt sich

in(I) = 〈x2
3, x

2
2, x1x2, x

4
1〉.

Somit erfüllt das IdealI Hironaka’s Box-Bedingung.

Mit Hilfe von Theorem 2 und Lemma 2(b) aus [ACJHb] werden wir nun eineminimale
Janet-Basisvon I bzgl. der gegebenen Monomordnung konstruieren:
Dazu zerlegen wir das Initialideal in(I) = 〈x2

3, x
2
2, x1x2, x

4
1〉 ⊆ K[[x]] von I, dem

Beweis von Lemma 2(b) in [ACJHb] folgend, in eine disjunkte Summe:

in(I) = K[[x1, x2, x3]] · x2
3 ⊕K[[x1, x2]] · x2

2 ⊕K[[x1, x2]] · x2
2x3

⊕K[[x1]] · x1x2 ⊕K[[x1]] · x1x2x3 ⊕K[[x1]] · x4
1 ⊕K[[x1]] · x4

1x3.

Dem Beweis von Theorem 2 in [ACJHb] folgend berechnen wir nun mit Hilfe von
Singular die Normalformen der Monomex2

3, x
2
2, x

2
2x3, x1x2, x1x2x3, x

4
1, x

4
1x3 bzgl.

der zuvor berechneten Standardbasisg1, g2, g3, x
4
1 von I (Singular verwendet dazu

Mora’s Tangentialkegel-Algorithmus). Wir erhalten die folgenden Reste:

0, −x3
1 − x2

2x3, −x3
1x3 − x2

2x
3
3, 0, 0, 0, 0.

Daher ist

P1 := x2
3, P2 := x2

2 + x3
1 + x2

2x3, P3 := x2
2x3 + x3

1x3 + x2
2x

2
3,

P4 = x1x2, P5 := x1x2x3, P6 := x4
1, P7 := x4

1x3

eine Janet-Basis vonI mit Leuchttürmenx2
3, x

2
2, x

2
2x3, x1x2, x1x2x3, x

4
1, x

4
1x3 und

Reichweiten3, 2, 2, 1, 1, 1, 1.

Der nächste Schritt ist nun die Konstruktion einerreduzierten Standardbasisvon I
bzgl. der gegebenen graduierten Monomordnung:
DaP1, . . . , P7 eine Janet-Basis vonI mit Reichweiten3, 2, 2, 1, 1, 1, 1 sind, gilt insbe-
sondere:I = K[[x1, x2, x3]] · P1 +

∑7
k=2 K[[x1, x2]] · Pk. Dem Beweis von Satz 7.3

folgend betrachten wir nun das Ideal

I0 := 〈P1〉 = 〈x2
3〉 ⊆ K[[x1, x2, x3]].

Klarerweise istP1 bereits eine reduzierte Standardbasis vonI.
Daher dividieren wir nun mit Hilfe von Satz 7.2 die restlichen ElementeP2, . . . , P7

der Janet-Basis vonI durch dasx3-reguläre IdealI0 = 〈x2
3〉 ⊆ K[[x1, x2, x3]] und

erhalten:
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P2 = 0 · P1 + x2
2 + x3

1 + x2
2x3, P3 = x2

2 · P1 + x2
2x3 + x3

1x3,
P4 = 0 · P1 + x1x2, P5 = 0 · P1 + x1x2x3,

P6 = 0 · P1 + x4
1, P7 = 0 · P1 + x4

1x3.

Wir setzenP̃3 := x2
2x3 +x3

1x3 undP̃i := Pi für i = 2, 4, 5, 6, 7. Klarerweise gilt dann

P̃2, . . . , P̃7 ∈ M =: co(I0) = K[[x1, x2]]⊕K[[x1, x2]] · x3,

d.h.,P̃2, . . . , P̃7 sind bzgl.P1 reduziert.
Wir betrachten nun das Ideal

I ′ =
7∑

k=2

K[[x1, x2]] · Pk ⊆ M

und suchen eine reduzierte Standardbasis davon. Dazu setzen wir zunächst

I1 := 〈P̃2, P̃3〉 = 〈x2
2 + x3

1 + x2
2x3, x

2
2x3 + x3

1x3〉 ⊆ K[[x1, x2]]⊕K[[x1, x2]] · x3.

Wie man leicht nachprüfen kann, ist

(x2
2 + x3

1)x3, (x2
2 + x3

1)− x3
1x3

eine Standardbasis desK[[x1, x2]]-IdealsI1 vonM . Damit gilt: in(I ′) = 〈x2
2x3, x

2
2〉 ⊆

M . Folglich ist die reduzierte Standardbasis vonI1 von der Form

b1 = x2
2 − b◦1 − u10(x1)− u11(x1)x2 − ũ10(x1)x3 − ũ11(x1)x2x3,

b2 = x2
2x3 − b◦2 − u20(x1)− u21(x1)x2 − ũ20(x1)x3 − ũ21(x1)x2x3,

wobei b◦1, b
◦
2 ∈ K ⊕ Kx2 ⊕ Kx3 ⊕ Kx2x3 und uij , ũij (1 ≤ i, j ≤ 2) in 0 ver-

schwindende Potenzreihen inx2 sind. Da aber in(b1) = x2
2 und in(b2) = x2

2x3 gel-
ten muss, ergibt sich sofortb◦1 = b◦2 = 0. Babylonische Division der Standardbasis
(x2

2 + x3
1)x3, (x2

2 + x3
1)− x3

1x3 von I1 durch die virtuelle reduzierte Standardbasis

B1 = x2
2 − u10 − u11x2 − ũ10x3 − ũ11x2x3,

B2 = x2
2x3 − u20 − u21x2 − ũ20x3 − ũ21x2x3

vonI1 bzgl. der Leuchttürmex2
2, x2

2x3 und der Reichweiten10, 10 liefert die folgende
reduzierte Standardbasis vonI ′ ⊆ M :

b1 = x2
2 + x3

1 − x3
1x3, b2 = x2

2x3 + x3
1x3.

Man beachte, dass̃P4, . . . , P̃7 bereits in

N := co(I1) = K[[x1]]⊕K[[x1]] · x2 ⊕K[[x1]] · x3 ⊕K[[x1]] · x2x3

liegen. Daher betrachten wir das Ideal

I ′′ =
7∑

k=4

(K[[x1]]⊕K[[x1]] · x2) · P̃k ⊆ N.

Wie man sofort sieht, sind̃P4, . . . , P̃7 bereits eine reduzierte Standardbasis des Ideals
I ′′. Daher gilt: in(I ′′) = K ⊕ 〈x4

1, x1x2, x
4
1x3, x1x2x3〉 ⊆ N und

co(I ′′) = K ⊕K · x1 ⊕K · x2
1 ⊕K · x3

1 ⊕K · x2 ⊕K · x3

⊕K · x1x3 ⊕K · x2
1x3 ⊕K · x3

1x3 ⊕K · x2x3.
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Da die Resteb1 = x2
2− b1 = −x3

1 +x3
1x3 undb2 = x2

2x3− b2 = x3
1x3 der reduzierten

Standardbasisb1, b2 von I1 bereits in co(I ′′) liegen, sindb1 und b2 bzgl. P̃4, . . . , P̃7

reduziert. Damit bilden

b1, b2, x1x2, x1x2x3, x4
1, x4

1x3

eine reduzierte Standardbasis desK[[x1, x2[]-UntermodulsI ′ von M = K[[x1, x2]] ⊕
K[[x1, x2]] · x3.
Weil weitersP1 = x2

3 − P1 = 0 gilt, ist die reduzierte StandardbasisP1 von I0 bereits
bzgl.b1, b2, P̃4, . . . , P̃7 reduziert. Folglich bilden

x2
3, x2

2 + x3
1 − x3

1x3, x2
2x3 + x3

1x3, x1x2, x1x2x3, x4
1, x4

1x3

eine reduzierte Standardbasis des IdealsI ⊆ K[[x1, x2]] bzgl. der gegebenen graduier-
ten Monomordnung.

Nun können wir mittels Satz 7.4 dieDivisionder gegebenen algebraischen Potenzreihe

f = x3 + x1x2 + x1x2x3 + x2x
3
3 + x4

3 + x1x2x
3
3 − x3

1x
2
2x3 − x4

2x
2
3

durch die soeben berechnete reduzierte Standardbasis des IdealsI durchführen:
Dazu dividieren wirf zuerst mit Hilfe von Satz 7.2 durch dasx3-reguläre IdealI0 =
〈x2

3〉. Es ergibt sich

f = (x2x3 + x2
3 + x1x2x3 − x4

2) · x2
3 + (x3 + x1x2 + x1x2x3 − x3

1x
2
2x3).

Nun dividieren wir den Rest

R0 := x3 + x1x2 + x1x2x3 − x3
1x

2
2x3 ∈ co(I0) = K[[x1, x2]]⊕K[[x1, x2]] · x3

dieser Division durch den UntermodulI1 = 〈x2
2 + x3

1 − x3
1x3, x

2
2x3 + x3

1x3〉 ⊆
K[[x1, x2]]⊕K[[x1, x2]] · x3:

R0 = −x3
1 · (x2

2x3 + x3
1x3) + (x3 + x1x2 + x1x2x3 + x6

1x3).

Division des Restes

R1 := x3 + x1x2 + x1x2x3 + x6
1x3 ∈ co(I1)

dieser Division durchI ′′ = 〈P̃4, . . . , P̃7〉 ⊆ co(I1) = K[[x1]]⊕K[[x1]] · x2 ⊕K[[x1]] ·
x3 ⊕K[[x1]] · x2x3 liefert

R1 = 1 · x1x2x3 + x2
1 · x4

1x3 + (x3 + x1x2)

mit RestR2 := x1x2 ∈ co(I ′′) = co(I). Zusammengefasst ergibt sich

f = (x2x3 + x2
3 + x1x2x3 − x4

2) · x2
3 − x3

1 · (x2
2x3 + x3

1x3)
+1 · x1x2x3 + x2

1 · x4
1x3 + (x3 + x1x2).

Beispiel 7.12.Wir wollen den algebraischen Potenzreihenvektor

f :=
(
x3

2 + x1x
2
2 + x2

) · e1 +
(
x1x2

√
1 + x1x2 + x2

1x2 + x2 + 1
) · e2
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durch den ModulI := 〈g1, g2, g3〉 ⊆ K[[x1, x2]]2 dividieren, wobei

g1 := x2
2

√
1 + x1x2 · e1 + x2

1 · e2,

g2 := x2
1 · e1 + x2

√
1 + x1 + x2

2 · e2,

g3 := x1 · e1 + x1x2 · e2.

Dabei seiK[[x1, x2]]2 mit der Monomordnung<η= (<deglex, C) mit x2 < x1 verse-
hen.
Wie man leicht nachrechnen kann, ist

(H, G) = ((y1 − x2
2 − y2x

2
2, 2y2 + y2

2 − x1x2,

y3 − x2 − y4x2, 2y4 + y2
4 − x1 − x2

2),
(y1e1 + x2

1e2, x
2
1e1 + y3e2, x1e1 + x1x2e2))

ein Familiencode des UntermodulsI. Weiters ist die Monomordnung<ε= (<deglex

, C) mit y4 < y3 < y2 < y1 < x2 < x1 eine geeignete Erweiterung von<η auf
N2+4 × {1, 2}.
Zur Berechnung einerminimalen Standardbasisvon I bzgl. <η betrachten wir den
UntermodulJ = 〈Hi · e1,Hi · e2, Gk〉 ⊆ K[[x1, x2, y1, y2, y3, y4]]2, wobei1 ≤ i ≤ 4.
Es ist einfach nachzuprüfen, dass

Hie1, Hie2, x2
2e1 + x2

1e2 + y2x
2
2e1, x2e2 + y4x2e2 + x2

1e1,
x1e1 + x1x2e2, x3

1e2 + y4y1x1x2e2 + y1x
3
1e1

eine minimale Standardbasis vonJ bzgl.<ε ist. Folglich ist

G̃ :=
(
x2

2e1 + x2
1e2 + y2x

2
2e1, x2e2 + y4x2e2 + x2

1e1,

x1e1 + x1x2e2, x
3
1e2 + y4y1x1x2e2 + y1x

3
1e1

)

ein Vatercode der minimalen Standardbasis

g̃ := G̃(x, h(x))
= (g1, g2, g3, g4),

wobei

g4 = x3
1x

2
2

√
1 + x1x2 · e1 +

(
x1x

3
2

√
1 + x1x2

(√
1 + x1 + x2

2 − 1
)

+ x3
1

)
· e2,

von I bzgl.<η.

Mit Hilfe von Theorem 1 und Lemma 2(b) aus [ACJHb] konstruieren wir nun eine
minimale Janet-Basisvon I:
Dazu zerlegen wir den Initialmodul

in(J) = 〈yi · e1, yi · e2, x
2
2 · e1, x2 · e2, x1 · e1, x

3
1 · e2〉

in die folgende direkte Summe:

in(J) = K[[x1, x2, y1, y2, y3, y4]] · y4e1 ⊕K[[x1, x2, y1, y2, y3]] · y3e1

⊕K[[x1, x2, y1, y2]] · y2e1 ⊕K[[x1, x2, y1]] · y1e1 ⊕K[[x1, x2]] · x2
2e1

⊕K[[x1]] · x1x2e1 ⊕K[[x1]] · x1e1

⊕K[[x1, x2, y1, y2, y3, y4]] · y4e2 ⊕K[[x1, x2, y1, y2, y3]] · y3e2

⊕K[[x1, x2, y1, y2]] · y2e2 ⊕K[[x1, x2, y1]] · y1e2 ⊕K[[x1, x2]] · x2e2

⊕K[[x1]] · x3
1e2.
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Dem Beweis von Theorem 2 in [ACJHb] folgend berechnen wir jetzt die Normal-
formen der Monomvektorenyie1, yie2, x

2
2e1, x1x2e1, x1e1, x2e2, x

3
1e2 bzgl. der zuvor

berechneten Standardbasis vonJ und erhalten die folgende Janet-Basis vonJ :

y4e1 + 1
2x2

1e2 + 1
2y2x

2
2e1 − 1

2y4x1x2e2 − 1
2x3

1e1, y3e1 − x2e1 − y4x2e1,
y2e2, y1e1 − x2

1e2, x2
2e1 + x2

1e2 + y2x
2
2e1, x1x2e1, x1e1,

y4e2 − 1
2x1e2 + 1

2y2
4e2 − 1

2x2
2e2, y3e2, y2e2, y1e2, x2e2, x3

1e2.

Daher ist
x2

2e1 + x2
1e2 + h2(x)x2

2e1, x1x2e1, x1e1, x2e2, x3
1e2

eine Janet-Basis vonI mit Leuchttürmenx2
2e1, x1x2e1, x1e1, x2e2, x

3
1e2 und Reich-

weiten2, 1, 1, 2, 1.

Somit setzen wir

P1 := x2
2e1 + x2

1e2 + h2(x)x2
2e1 = x2

2

√
1 + x1x2 · e1 + x2

1 · e2

P2 := x2e2, P3 := x1x2e1, P4 := x1e1, P5 := x3
1e2

und suchen nun einereduzierte Standardbasisvon

I = K[[x1, x2]] · P1 ⊕K[[x1, x2]] · P2 + K[[x1]] · P3 ⊕K[[x1]] · P4 ⊕K[[x1]] · P5.

Dazu betrachten wir, dem Beweis von Satz 7.3 folgend, zuerst den Untermodul

I0 = 〈P1, P2〉 ⊆ K[[x1, x2]]2.

Dieser kann durch den Familiencode(H2, (x2
2e1 + x2

1e2 + x2
2y2e1, x2e2)) beschrie-

ben werden und istx2-regulär. Somit können wir eine reduzierte Standardbasis vonI0

konstruieren, indem wir mittels Satz 7.1 eine reduzierte Standardbasis des Moduls

J0 = 〈H2 · e1,H2 · e2, P1, P2〉
berechnen. Nach einer längeren Rechnung ergibt sich die folgende reduzierte Standard-
basis bzgl. der Monomordnung<ε vonJ0:

b1 = x2
2e1 + x2

1e2,

b2 = x2e2,

b3 = y2e1 − 1
2
x1x2e1 − 1

8
x4

1e2,

b4 = y2e2.

Somit bildenb1 undb2 eine reduzierte Standardbasis vonI bzgl.<η. Weiters gilt:

M = co(I0) = K[[x1]] · e1 ⊕K[[x1]] · x2 · e1 ⊕K[[x1]] · e2

undP3, P4, P5 ∈ M , d.h.,P3, P4, P5 sind bereits bzgl.b1, b2 reduziert.
Daher betrachten wir nun den Untermodul

I ′ =
5∑

k=3

K[[x1]] · Pk

von M . Man sieht sofort, dassP3 = x1 · e1, P4 = x1x2 · e1 undP5 = x3
1 · e2 bereits

eine reduzierte Standardbasis diesesK[[x1]]-UntermodulsI ′ vonM bilden.
Da die Resteb1 = x2

2 · e1 − b1 = −x2
1 · e2 undb2 = x2 · e2 − b2 = 0 bereits in

co(I ′) = K · e1 ⊕K · e2 ⊕K · e2 ⊕K · x1 · e2 ⊕K · x2
1 · e2
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liegen, sindb1 undb2 schon bzgl.P3, P4, P5 reduziert.
Zusammengefasst erhalten wir also die folgende reduzierte Standardbasis vonI bzgl.
<η:

x2
2 · e1 + x2

1 · e2, x2 · e2, x1 · e1, x1x2 · e1, x3
1 · e1.

Damit können wir nun dieDivisiondes gegebenen algebraischen Potenzreihenvektors

f :=
(
x3

2 + x1x
2
2 + x2

) · e1 +
(
x1x2

√
1 + x1x2 + x2

1x2 + x2 + 1
) · e2

mit Familiencode

(H2, F ) = (H2, (x3
2 + x1x

2
2 + x2)e1 + (x1x2 + x1x2y2 + x2

1x2 + x2 + 1))

durch die reduzierte Standardbasis vonI durchführen:
Dem Beweis von Satz 7.4 folgend dividieren wir dazuf zuerst durch den Untermo-
dul I0 = 〈x2

2e1 + x2
1e2 + h2(x)x2

2e1, x2e2〉. Wie wir oben gesehen haben, bilden
x2

2e1 +x2
1e2 undx2e2 eine reduzierte Standardbasis vonI0. Weiters ist (wie man leicht

nachrechnen kann)

B1 = x2
2e1 − u33e2,

B2 = x2e2,

B3 = y2e1 − u12x2e1 − u13e2,

B2 = y2e2,

ein Vatercode und

U = (2u12 − x1, 2u13 + u2
12u33, u33 + x2

1)

ein Muttercode der reduzierten Standardbasisb1, . . . , b4 von J0. Daher dividieren wir
nun dem Beweis von Satz 7.2 folgend den VatercodeF des algebraischen Potenzrei-
henvektorsf durch die virtuelle reduzierte StandardbasisB1, B2, B3, B4 vonJ0:

F = (x2 + x1)B1 + (x1 + x2
1 + 1 + u33)B2 + x1x2B4 + x1u33e2 + x2e1 + e2.

Substituieren wir in dieser Zerlegungy2 durchh2(x) = −1 +
√

1 + x1x2 und u =
(u12, u13, u33) durchu(x′) = (u12(x′), u13(x′), u33(x′)) = ( 1

2x1,
1
8x4

1,−x2
1), so er-

gibt sich die folgende Zerlegung vonf

f = (x2 + x1)b1 +
(
x1 + 1 + x1(

√
1 + x1x2 − 1)

)
b2 + (x2e1 + e2 − x3

1e2)

mit Rest

c := x2 · e1 + e2 − x3
1 · e2 ∈ co(I0) = K[[x1]] · e1 ⊕K[[x1]] · x2 · e1 ⊕K[[x1]] · e2.

Dem Beweis von Satz 7.4 folgend dividieren wir diesen Restc nun durch den Unter-
modulI ′ = K[[x1]] · P3 + K[[x1]] · P4 + K[[x1]] · P5 von co(I0) und erhalten

c = −1 · P5 + (x2 · e1 + e2)

mit Restx2e1 +e2 ∈ co(I ′). Zusammengefasst ergibt sich also die folgende Zerlegung
vonf :

f = (x2 + x1)b1 +
(
x1 + 1 + x1(

√
1 + x1x2 − 1)

)
b2 − 1 · P5 + (x2 · e1 + e2).
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Beispiel 7.13.In diesem Beispiel wollen wir eine reduzierte Standardbasis des Moduls
I = 〈g1, g2, g3〉 ⊆ K[[x1, x2]]3 konstruieren, wobei

g1 := x2
2e1 + x3

1e2 + x4
1x2, g2 := x1x2e1 + x3

2e2 + x5
1e3, g3 := x2e2 + x2

1e2.

Dabei seiK[[x1, x2]]3 mit der Monomordnung<η= (<deglex, C) mit x1 < x2 ver-
sehen. Der ModulI erfüllt, wie wir unten sehen werden, Hironaka’s Box-Bedingung.
Daher können wir den Beweis von Satz 7.3 anwenden, um eine reduzierte Standardba-
sis vonI zu konstruieren:

Dazu berechnen wir zuerst eineminimale Standardbasisvon I bzgl.<η:

x2
2e1 + x3

1e2 + x4
1x2e3, x2e2 + x4

1e2, x1x2e1 + x3
2e2 + x5

1e3, x4
1e2 − x4

2e2.

Daraus folgt sofort in(I) = 〈x2
2e1, x2e2, x1x2e1, x

4
1e2〉 und somit

co(I) = K · x2 · e1 ⊕K[[x1]] · e1 ⊕K · e2 ⊕K · x1 · e2

⊕K · x2
1 · e2 ⊕K · x3

1 · e2 ⊕K[[x1, x2]] · e3.

Dies zeigt, dass der ModulI tatsächlich Hironaka’s Box-Bedingung bzgl.<η erfüllt.

Der nächste Schritt ist die Konstruktion einerminimalen Janet-Basisvon I:
Dazu zerlegen wir den Initialmodul in(I) vonI mittels Lemma 2(b) in [ACJHb] in die
folgende direkte Summe:

in(I) = K[[x1, x2]] · x2
2e1 ⊕K[[x1]] · x1x2e1 ⊕K[[x1, x2]] · x2e2 ⊕K[[x1]] · x4

1e2.

Berechnung der Normalformen vonx2
2e2, x1x2e1, x2e2 undx4

1e2 bzgl. der zuvor be-
rechneten Standardbasis vonI ergibt

−x3
1e2 − x4

1x2e3, −x2
1e2, −x5

1e3 − x5
2e2, 0.

Damit bilden

P1 = x2
2e1 + x3

1e2 + x4
1x2e3,

P2 = x2e2 + x2
1e2,

P3 = x1x2e1 + x5
1e3 + x5

2e2,

P4 = x4
1e2

nach Theorem 2 in [ACJHb] eine minimale Janet-Basis vonI.

Um nun einereduzierte Standardbasisvon I zu konstruieren, betrachten wir, dem Be-
weis von Satz 7.3 folgend, denx2-regulären Untermodul

I0 := 〈P1, P2〉 ⊆ K[[x1, x2]]3.

Wie man leicht sieht, bildenP1 undP2 bereits eine reduzierte Standardbasis vonI0.
Da der VektorP3 noch nicht bzgl.P1 undP2 reduziert ist, dividieren wir ihn mit Hilfe
von Satz 7.2 durchI0 = 〈P1, P2〉 und erhalten

P3 = (x4
2 − x2

1x
3
2 + x4

1x
2
2 − x6

1x2 + x8
1)P2 + (x1x2e1 + x5

1e3 − x10
1 e2).

Daher gilt mit
P̃3 := x1x2e1 + x5

1e3 − x10
1 e2, P̃4 := P4,
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für den von uns betrachteten Modul:I = 〈P1, P2, P3, P4〉 = 〈P1, P2, P̃3, P̃4〉.
Dem Beweis von Satz 7.3 folgend müssen wir nun eine reduzierte Standardbasis des
K[[x1]]-Untermoduls

I ′ = K[[x1]] · P̃3 + K[[x1]] · P̃4

vonM := co(I0) = K[[x1]] · e1⊕K[[x1]] ·x2 · e1⊕K[[x1]] · e2⊕K[[x1, x2]] · e3 finden.
Man kann leicht überprüfen, dass̃P3 und P̃4 bereits eine minimale Standardbasis von
I ′ bilden. Daraus folgt in(I ′) = 〈x1x2e1, x

4
1e2〉 und somit

co(I ′) = Kx2e1 ⊕K[[x1]]e1 ⊕Ke2 ⊕Kx1e2 ⊕Kx2
1e2 ⊕Kx3

1e2 ⊕K[[x1, x2]]e3.

Folglich erfüllt der Initialmodul in(I ′) alsK[[x1]]-Untermodul vonM1 = K[[x1]] · e1⊕
K[[x1]]·x2 ·e1⊕K[[x1]]·e2 wieder Hironaka’s Box-Bedingung. Weiters ist die reduzierte
Standardbasis vonI ′ von der Gestalt

b1 = x1x2e1 − v1(x1)e1 − v2(x1)e3,

b2 = x4
1 · e2

(der VektorP̃4 ist bereits reduziert), wobei undv1(x1) und v2(x1) in 0 verschwin-
dende algebraische Potenzreihen sind. Division vonP̃3 durch die virtuelle reduzierte
Standardbasis

B1 = x1x2e1 − v1e1 − v2e3,

B2 = x4
1 · e2,

von I ′ liefert
P̃3 = B1 − x6

1B2 + v1e1 + (v2 + x3
1)e3.

Daraus ergibt sich die folgende reduzierte Standardbasis vonI ′:

b1 = x1x2e1 + x3
1e3, b2 = x4

1e2.

Da die StandardbasisP1, P2 des UntermodulsI0 ⊆ K[[x1, x2]]3 bereits bzgl.b1, b2

reduziert ist, bilden

P1 = x2
2e1 + x3

1e2 + x4
1e2e3, P2 = x2e2 + x2

1e2, b1 = x1x2e1 − x3
1e3, b2 = x4

1e2

eine bzgl.<η reduzierte Standardbasis des ModulsI.
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8 Appendix: Codes einiger algebraischer Potenzreihen

g (H, G)

3
√

1 + x− 1 (y3 + 3y2 + 3y − x, y)

1
1+x+x2 − 1 (yx2 + yx + y + x + x2, y)

x
√

1 + x ((y1 − y3
2 − 3y2

2 − 2y2, 2y2 + y2
2 − x), y1)

−x
√

1 + x ((y1 − y3
2 + 3y2

2 − 2y2, 2y2 − y2
2 + x), y1)

x3
√

1 + x + x2 ((y1 − x3y2 − x3, 2y2 + y2
2 − x− x2), y1)

(x2 + x)
√

1 + x2 ((y1 − y3
2 − y2

2 − xy2 − x, 2y2 + y2
2 − x2), y1)

x2
2

√
1 + x1x2 ((y1 − x2

2 − x2
2y2, 2y2 + y2

2 − x1x2), y1)

x1x3

√
1 + x2

1 − x2
2 ((y1 − x1x3y2 − x1x3 + x2

2, 2y2 + y2
2 − x2

1), y1)

x1x3

√
1 + x2

1 + x2
2 ((y1 + x1x3y2 − x1x3 − x2

2, 2y2 − y2
2 + x2

1), y1)

x3√
1+x1x2

((y1 + y1y2 − x3, 2y2 + y2
2 − x1x2), y1)

x3

√
1 + x1 + x2

2 ((y1 − x3 − y2x3, 2y2 + y2
2 − x2

2 − x1), y1)

x2
2

x1x3+1 (y1 + y1x1x3 − x2
2, y1)

x2
3

√
1 + x1x2 − x2

3 ((y1 − x2
3y2, 2y2 + y2

2 − x1x2), y1)
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