
Torische Varietäten, Explosionen und
das Newtonpolyeder

DIPLOMARBEIT

IN DER STUDIENRICHTUNG TECHNISCHEMATHEMATIK
ZUR ERLANGUNG DES AKADEMISCHENGRADES

DIPLOM-INGENIEURIN

EINGEREICHT BEI
AO. UNIV.-PROF. DR. HERWIG HAUSER

AM INSTITUT FÜR MATHEMATIK AN DER
LEOPOLD-FRANZENS-UNIVERSITÄT INNSBRUCK

Eleonore Faber

INNSBRUCK, OKTOBER 2007





Inhaltsverzeichnis

Vorwort iii

1 Torische Basics 1
1.1 Torische Ideale und Varietäten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Normale torische Varietäten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

Kegel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
Fächer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Auflösung von Singularitäten 11
2.1 Explosionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Der affine RaumAn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
Die Explosion vonAn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Auflösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3 Auflösung von torischen Hyperflächen imAn . . . . . . . . . . . . . 15

Glatte und singuläre affine torische Hyperflächen . . . . . . . . . . . 15
Transformation von Idealen unter Explosionen . . . . . . . . . . . . . 18
Gleichung und Koordinatenring einer affinen torischen Hyperfläche . 19
Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Explosionen in monomialen Idealen 29
3.1 Symmetrien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Das Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
Explosionen in nichtreduzierten monomialen Idealen . . . . . . . . . 31

3.2 Newtonpolyeder und Explosionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
Einige Begriffe aus der konvexen Geometrie . . . . . . . . . . . . . . 32
Idealtangentenkegel im Newtonpolyeder und Explosionen . . . . . . 35
Kriterium der Glattheit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.3 Explosion im Rosenbergideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.4 Explosionen in Produkten von Idealen . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

Mehr von Koordinatenidealen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.5 Bauchige Mengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Die Explosion in bauchigen Mengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.6 Weitere Fragen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Literatur 66

i





Vorwort

In dieser Arbeit werdentorische Varietäten, die Auflösung von torischen Hyperflä-
chen und Explosionen desAn in monomialen Idealen betrachtet. Dies ist ein sehr breit
gefächertes Gebiet, wobei Ideen aus Algebra, konvexer Geometrie und Kombinatorik
verwendet werden.
Kapitel 1 bildet eine kurze Einführung in das Gebiet der torischen Varietäten. Dabei
wird besonders auf Unterschiede zwischen der “klassischen” Theorie der torischen
Einbettungen und der Theorie der torischen Ideale eingegangen.
In Kapitel 2 wird das Problem der Auflösung von Singularitäten algebraischer Varie-
täten vorgestellt. Dabei untersuchen wir bestimmte birationale Abbildungen, sog.Ex-
plosionen. Im Weiteren werden diese Abbildungen näher analysiert. Insbesondere wer-
den die Auswirkungen von Explosionen auf affine torische Hyperflächen betrachtet.
Schließlich entwickeln wir einen einfachen Algorithmus zur eingebetteten Auflösung
affiner torischer Hyperflächen durch Explosionen und betrachten auch das Problem der
Symmetrien im Auflösungsprozess.
Kapitel 3 bildet das Herzstück dieser Arbeit: Im Algorithmus von Kapitel 2 sind durch
die von uns gewählten Explosionen Symmetrien der torischen Hyperfläche zerstört
worden. Diese unerwünschten Folgeerscheinungen versuchen wir durch Explosionen
in nichtreduzierten Zentren zu umgehen. Hier lauern ungeahnte Gefahren: Durch Ex-
plosionen in beliebigen monomialen Idealen kann der umgebende Raum einer affinen
torischen Hyperfläche selbst singulär werden, und es kann von einer eingebetteten Auf-
lösung keine Rede mehr sein!
Daher wird ein Glattheitskriterium der Explosion desAn in einem monomialen Ideal
beschrieben, für das man nur dasNewtonpolyederdes Ideals betrachten muss. Dadurch
wird eine Verbindung von algebraischer Geometrie zu konvexer Geometrie geschaffen.
Im Falle einer singulären Explosion betrachten wir eine Glättungsmethode (Rosenberg-
ideal) und studieren weiters speziell Explosionen in Produkten von Koordinatenidea-
len. Einen völlig anderen Zugang zu diesem Problem bilden die sog. bauchigen Men-
gen, die bei Kompaktifizierungsproblemen auftreten. Im letzten Abschnitt dieser Arbeit
liefern wir mit Hilfe des Newtonpolyederkriteriums einen Beweis für die Glattheit der
Explosion in einem Produkt von Koordinatenidealen, die eine bauchige Menge bilden.

Bedanken möchte ich mich bei allen, die mich unterstützt haben. Besonders hervor-
zustreichen sind hier meine Eltern, die mir vor allem moralische Unterstützung gelei-
stet haben, und mein Betreuer, Herr Prof. Herwig Hauser, der mir jederzeit mit fach-
kundigem Rat geholfen hat. Außerdem möchte ich besonders Julian Pfeifle, Clemens
Bruschek und Dominique Wagner danken.

Innsbruck, Oktober 2007
Eleonore Faber
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Kapitel 1

Torische Basics

Sei K ein Körper undK[x] = K[x1, . . . , xn] der Polynomring inn Variablen. Wir
bezeichnen die Monome inK[x] mit xa := xa1

1 xa2
2 · · ·xan

n und identifizieren sie mit
den Punktena = (a1, . . . , an) ∈ Nn. Ein Polynomf in K[x] ist eine endlicheK-
Linearkombination von Monomen, geschrieben

f(x) =
∑

λ(a1,...,an)x
a1
1 . . . xan

n =:
∑

λaxa.

Wie üblich nennen wirλa denKoeffizientendes Monomsxa. Mit |a| := a1 + · · ·+ an

bezeichnen wir denGrad eines Monoms. Weiters seideg(f) := max{|a|} derGrad
von f undord(f) := min{|a|} die Ordnungvon f . Eine TeilmengeI in K[x] heißt
Ideal, wenn für allef, g ∈ I auch ihre Summe inI liegt und für allef ∈ I und alleλ
ausK auchλf in I ist. Wir nennen ein IdealI = (f1, . . . , fs) das von denfi erzeugte
Ideal. (Beachte: ein beliebiges IdealI in K[x] wird nach dem Hilbertschen Basissatz
immer von endlich vielen Polynomen erzeugt.)
Sei wiederK ein Körper undn eine positive natürliche Zahl. Wir bezeichnen die Men-
ge

An
K := {(λ1, . . . , λn) : λ1, . . . , λn ∈ K}

als denn-dimensionalenaffinen RaumüberK. WennK nicht weiter spezifiziert wer-
den muss, schreiben wir dafür meistens nurAn. Weiters giltA1 = K. Somit können
wir jedes Polynomf ∈ K[x] als Funktion

f : An → K, (λ1, . . . , λn) 7→ f(λ1, . . . , λn)

auffassen. Eine derartige Funktionf heißtPolynomfunktion. Für eine Mengef1, . . . fs

in K[x1, . . . , xn] setzen wir

V (f1, . . . , fs) := {(λ1, . . . , λn) ∈ An : fi(λ1, . . . , λn) = 0 für alle1 ≤ i ≤ s}

und nennenV (f1, . . . , fs) die affine algebraische Varietätoder nur dieaffine Varietät
definiert vonf1, . . . , fs. Eine affine VarietätV (f1, . . . , fs) in An ist die Nullstellen-
menge bzw. die Verschwindungsmenge derfi. Wir werden affine Varietäten meist mit
GroßbuchstabenX, Y, V etc. bezeichnen. Fallss = 1, d.h.X = V (f), sprechen wir
von eineraffinen Hyperfläche. Wir nennen allgemein eine MengeA ⊆ An einealge-
braische Menge, wenn endlich viele Polynomef1, . . . , fs in K[x] existieren, sodass
A = V (f1, . . . , fs) gilt.
Für ein beliebiges IdealI ⊆ K[x1, . . . , xn] sei

V (I) := {(λ1, . . . , λn) ∈ An : f(λ1, . . . , λn) = 0 für allef ∈ I}.
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Es gilt (siehe z.B. [CLO, ch. 2, §5, prop. 9]):V (I) ist eine affine Varietät und fallsI
von Polynomenf1, . . . , fs erzeugt wird, so istV (I) = V (f1, . . . , fs).
Wir werdenAn außerdem als topologischen Raum versehen mit derZariski-Topologie
betrachten: Eine TeilmengeA in An ist abgeschlossen genau dann, wenn ein IdealI in
K[x] existiert, sodassA = V (I) gilt. Der Zariski-Abschlusseiner MengeX ⊆ An ist
die kleinste algebraische Menge, dieX enthält. Wir werdenAn in Abschnitt 2.1 noch
näher studieren.

Wir geben nun einige bekannte Beziehungen zwischen Idealen und Varietäten an. Für
Beweise siehe z.B. [CLO]. Für eine affine VarietätV ⊆ An setzen wir

I(V ) := {f ∈ K[x1, . . . , xn] : f(λ1, . . . , λn) = 0 für alle (λ1, . . . , λn) ∈ V }.

I(V ) ist ein Ideal inK[x] und heißtdas Ideal vonV .
Wir kommen zum Zusammenhang von Algebra und Geometrie. Eine affine Varietät
V ⊆ An ist irreduzibel, wenn gilt: Immer wenn manV als V = V1 ∪ V2 schreiben
kann, wobeiVi affine Varietäten sind, dann ist entwederV = V1 oderV = V2. Ein
Ideal I in K[x1, . . . , xn] heißtprim, falls für allef, g ∈ K[x1, . . . , xn] mit fg ∈ I
entwederf ∈ I oderg ∈ I ist. Damit können wir eine Bijektion zwischen irreduziblen
algebraischen Varietäten und Primidealen herstellen (siehe [CLO, ch. 4, §5, prop. 3]):
WennV ⊆ An eine affine Varietät ist, dann istV genau dann irreduzibel, wennI(V )
ein Primideal ist.
FallsK algebraisch abgeschlossen ist, gilt für ein beliebiges IdealJ ⊆ K[x] die Glei-
chungI(V (J)) =

√
J (Hilbert’scher Nullstellensatz). Hier bezeichnet

√
J := {f ∈ K[x] : fm ∈ J für eine natürliche Zahlm ≥ 1}

dasRadikalidealvonJ .
Wir wollen affine Varietäten, diegeometrischeObjekte sind, mit Hilfe vonalgebrai-
schenTechniken studieren. Daher werden wir nun kurz den Zusammenhang einer affi-
nen VarietätV mit ihrem KoordinatenringK[V ] skizzieren.
Für VarietätenV ⊆ Am, W ⊆ An heißt eine FunktionΦ : V → W einepolynomiale
Abbildung, wenn es Polynomef1, . . . , fn ∈ K[x1, . . . , xm] gibt, sodass

Φ(λ1, . . . , λm) = (f1(λ1, . . . , λm), . . . , fn(λ1, . . . , λm))

für alle (λ1, . . . , λm) ∈ V . Wir bezeichnen die Menge aller polynomialen Abbildun-
genΦ : V → K mit K[V ]. Man kann zeigen, dassK[V ] ein Ring ist, und dass es einen
RingisomorphismusK[V ] ∼= K[x1, . . . , xn]/I(V ) gibt. Daher nennen wirK[V ] den
Koordinatenringder affinen VarietätV ⊆ An.

Bei der Betrachtung von torischen Varietäten und später Explosionen werden wir auch
den projektiven RaumPn

K (meist nur mitPn bezeichnet) benötigen. Definiere dazu
auf An+1

K = Kn+1 eine Äquivalenzrelation∼: Zwei von0 verschiedene Punktea =
(a0, a1, . . . , an), b = (b0, b1, . . . , bn) in An+1

K sind genau dann äquivalent, wenn

a ∼ b :⇔ ∃λ ∈ K∗ : (a0, a1, . . . , an) = (λb0, λb1, . . . , λbn).

Dann nennt manPn
K := An+1

K /∼ den n-dimensionalen projektiven Raum überK.
Jedes(n + 1)-Tupel (λ0, . . . , λn) 6= 0 ∈ An+1

K definiert einen Punktp ∈ Pn
K . Wir

nennen(λ0, . . . , λn) diehomogenen Koordinatenvonp. Eineprojektive Varietätin Pn
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ist definiert alsV (f1, . . . , fs) = {(a0, . . . , an) ∈ Pn : fi(a0, . . . , an) = 0 für alle i},
wobeif1, . . . , fs ∈ K[x0, . . . , xn] homogenePolynome sind.

Weitere Begriffe und Notationen werden an geeigneter Stelle eingeführt.

1.1 Torische Ideale und Varietäten

Im Folgenden betrachten wir eine besondere Klasse von Idealen bzw. Varietäten, sog.
torischeIdeale bzw. Varietäten. Torische Varietäten, oft auch als torische Einbettungen
bezeichnet, spielen eine große Rolle im Zusammenspiel von Geometrie, Algebra und
Kombinatorik. Die Anfänge der Theorie stammen aus den 1970er Jahren. Zu bemerken
ist, dass anfangs nurnormaletorische Varietäten betrachtet wurden. An diesen Varietä-
ten kann man viele allgemeine Konzepte der algebraischen Geometrie testen (z.B. Auf-
lösung von Singularitäten, Cohomologietheorien, Hodge-Theorie, Schnitttheorie,...).
Außerdem ist bei normalen torischen Varietäten die Verbindung zur konvexen Geo-
metrie bzw. Kombinatorik (über Kegel und Fächer) besonders schön zu beschreiben.
Daher befassen sich die meisten Einführungen in torische Geometrie nur mit diesen
Varietäten. Die “Klassiker” auf diesem Gebiet sind [Br], [Fu], [KKMS] und [Od1].
Nichtnormale torische Varietäten wurden erstmals via torische Ideale von Gel’fand,
Kapranov und Zelevinsky [GKZ] im Zusammenhang mit hypergeometrischen Funktio-
nen untersucht. Auch in der Theorie der Gröbner Basen, z.B. in [St], tritt diese Klasse
von Idealen auf.

Wir werden hier zuerst möglichst allgemein torische Varietäten über torische Ideale de-
finieren. Dann werden wir die Definition von normalen torischen Varietäten als Kom-
paktifizierung des algebraischen Torus liefern und auf die Charakterisierung durch Ke-
gel und Fächer eingehen. Schließlich möchten wir noch einige Unterschiede zwischen
den “klassischen” torischen Varietäten und den “nicht notwendig normalen” torischen
Varietäten erläutern.

Definition. SeiK ein algebraisch abgeschlossener Körper undK[t1, . . . , td] der Po-
lynomring ind Variablen überK. Dann heißen die Elemente von

K[t, t−1] := K[t1, . . . , td, t−1
1 , . . . , t−1

d ]

Laurentpolynome. Laurentpolynome der Form

λ · ta = λta1
1 · · · tan

d , für a ∈ Zn, λ ∈ K∗

nennt manLaurentmonome.

Im Folgenden betrachten wir normierte Laurentmonome (d.h.,λ = 1). Diese Monome
bilden eine multiplikative Gruppe inK[t, t−1]. Außerdem gilt: Die Abbildung

θ : Zn −→ K[t, t−1],a 7→ ta

liefert einen Isomorphismus zwischen der additiven GruppeZn und der multiplikativen
Gruppe der normierten Laurentmonome. Dieser Isomorphismus wird uns zur Definiti-
on einer sog. torischen Varietät führen.

Definition. Seif =
∑

a λata ein Laurentpolynom. Dann heißt

supp(f) := {a ∈ Zn : λa 6= 0}
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derTräger vonf . Es gilt

supp(f ± g) ⊆ supp(f) ∪ supp(g) und supp(fg) ⊆ supp(f) + supp(g)

für Laurentpolynomef, g ∈ K[t, t−1]. Weiters istsupp(1) = {0}. Wir nennen einen
Ring R einemonomiale Algebra, wennR eineK-Algebra ist, die von Laurentmono-
men erzeugt wird.

Mit obigem Isomorphismus erhalten wir insgesamt: wennR eine monomiale Algebra
ist, dann ist die Menge

⋃
f∈R supp(f) ein Untermonoid vonZn. Wir werden nun eine

besondere Klasse von Idealen im PolynomringK[x] = K[x1, . . . , xn] studieren.

Wir betrachten eine TeilmengeA = {a1, . . .an} von Zd, mit ai = (ai1, . . . , aid)
∈ Zd und nennenA eineVektorkonfiguration. Jeder Vektorai wird identifiziert mit
einem Monomtai im Ring der LaurentpolyonomeK[t, t−1]. Seiπ der folgende Mo-
noidhomomorphismus

π : Nn −→ Zd,b 7→ b1a1 + · · ·+ bnan.

Das Bild vonA unterπ ist das Monoid

NA = {b1a1 + · · ·+ bnan : b1, . . . , bn ∈ N}.

Wir werden dafür auchNA = N〈a : a ∈ A〉 schreiben. Dann können wir diese
Abbildung zu einem Homomorphismus von monomialen Algebren liften:

π̂ : K[x] −→ K[t, t−1], xi 7→ tai .

Definition. BezeichneIA den Kern von̂π. Wir nennen das IdealIA dastorische Ideal
vonA.

Aus der Definition vonIA folgt sofort, dassIA ein Primideal ist, denn: fallsfg ∈
ker(π̂), so gilt π̂(fg)(x1, . . . , xn) = fg(ta1 , . . . tan) = 0. Dann muss aber entweder
f(ta1 , . . . tan) oderg(ta1 , . . . tan) gleich0 sein, alsof oderg ∈ ker(π̂) gelten.
Daher ist die VerschwindungsmengeV (IA) eine affine, irreduzible Varietät inAn

K .
V (IA) ist der Zariski-Abschluss der Menge{(ta1 , . . . , tan) : t ∈ (K∗)d}. Dabei
ist K∗ die (multiplikative) Einheitengruppe vonK, d.h.,K∗ := K\{0}. Die Gruppe
(K∗)d heißt der(d-dimensionale algebraische) Torus.

Definition. Eine Varietät der FormX := V (IA) heißtaffine torische Varietät.(Wenn
wir A spezifizieren wollen, schreiben wir genauerXA). Sei nunA = {a1, . . . ,an,
an+1}. Wenn das zugehörige torische IdealIA homogen (bzgl. der Standardgraduie-
rung mit deg(xi) = 1 für alle i) ist, so heißtV (IA) ⊆ Pn eineprojektive torische
Varietät.

Bemerkung.Oben taucht zum ersten Mal der algebraische Torus auf. Wir sehen, dass
eine torische Varietät den algebraischen Torus als Zariski-offene, dichte Teilmenge ent-
hält. Das ist auch der Grund, warum torische Varietätentorischheißen!

Eine Besonderheit von torischen Varietäten ist, dass sie durch Monome parametrisiert
werden. Das zugehörige torische Ideal wird hingegen von Binomen erzeugt. Im folgen-
den Satz präzisieren wir diese Aussage und geben ein unendliches Erzeugendensystem
von IA an.
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Satz 1. SeiIA ein torisches Ideal inK[x]. Wir könnenIA alsK-Vektorraum auffassen.
Dann wirdIA von der Menge

{xu − xv : u,v ∈ Nn undπ(u) = π(v)}

erzeugt.

Beweis.Siehe [St, ch. 4, Lemma 4.1].

Wir können auch die (Krull-)Dimensioneiner affinen torischen VarietätV (IA) ange-
ben. Sei dazuA died×n Matrix, deren Spalten die Elemente vonA bilden. Sei weiters
dim(A) := Rang(A). Dann gilt:

Satz 2. Die Krulldimension des RingsK[x]/IA ist gleichdim(A).

Beweis.Findet sich in [St, ch. 4, Lemma 4.2].

Wir geben nun noch eine kompaktere Form des Erzeugendensystems vonIA an: Sei
kerZ(A) = {b ∈ Zn|Ab = 0}, der Kern von A. Wir können jeden Vektorb ∈ Zn

eindeutig schreiben alsb = b+ − b−, mit b+,b− ∈ Nn, und zwar

(b+)j =

{
bj falls bj ≥ 0,

0 sonst.

(b−)j =

{
−bj falls bj ≤ 0,

0 sonst.

Beispiel.Fallsb = (5,−2, 1, 0, 11,−7, 0) ist, dann giltb+ = (5, 0, 1, 0, 11, 0, 0) und
b− = (0, 2, 0, 0, 0, 7, 0).

Somit gilt kerZ(A) = ker(π), wobeiker(π) das Untergitter vonZn ist, das von allen
Vektorenb mit π(b+) = π(b−) erzeugt wird. D.h., es gilt

IA = (xb+
− xb− : b ∈ kerZ(A)) in k[x1, . . . , xn].

IA wird von Binomenf1, . . . , fs erzeugt. Dann istX = V (IA) eine affine torische
Varietät. Der Koordinatenring vonX ist durch

k[X] = k[ta,a ∈ A] = k[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fs)

gegeben, wobeit = (t1, . . . td). SeiB einen × (n − d) Matrix, deren Spalten eine
Basis aller linearen Relationen zwischen denai’s erzeugen, d.h., es gilt

AB = 0.

Wir können annehmen, dassB ∈ Zn×(n−d) ist, daher erfüllt jede Spaltebi vonB die
Gleichung

xb+
i − xb−i = 0.

Wir können somitX kompakt alsxbi = 1, i = 1, . . . , n− d schreiben.
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Beispiel1. Sei

A =
{
a1 =

(
1
−1

)
,a2 =

(
1
0

)
,a3 =

(
0
2

)}
⊆ Z2.

Die affine torische VarietätX = V (IA) lebt dann imA3 und hat Dimensiondim(A) =
2. Zunächst können wirX durch ihren KoordinatenringK[X] = K[st−1, s, t2] be-
schreiben (dabei wähle Koordinatens := t1 und t := t2). Weiters interessiert uns
das IdealIA = (xb+ − xb− |b ∈ kerZ(A)). Mit Hilfe von Gröbner-Basis Methoden
kann man einfach ein Erzeugendensystem vonIA finden, siehe z.B. [St, ch. 12, Al-
gorithm 12.6]. In unserem Fall istkerZ(A) das Erzeugnis vonb = (2,−2, 1)T , d.h.,
IA = (x2z−y2) in K[x, y, z] (wir wählen wieder Koordinatenx := x1, y := x2, z :=
x3 für den Koordinatenring vonA3.). Dann istV (IA) eine irreduzible affine torische
Varietät, nämlich der wohlbekannteWhitney-Regenschirm.

Abb. 1: Der Whitney-Regenschirm, visualisiert inA3
R.

Bemerkung.Im obigen Beispiel kommt eine nicht normale affine torische VarietätX
vor! Dassk[st−1, s, t2] nicht normal ist, sieht man am besten, indem man sich den
singulären Ort vonX ausrechnet.Sing(X) ist die gesamtez-Achse. Dies impliziert
dim(Sing(X)) = 1. WäreX normal, so müsste codimX(Sing(X)) ≤ 2 gelten (siehe
dazu [Mu]).

1.2 Normale torische Varietäten

Kegel

In diesem Kapitel seiK ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 0.
Wir betrachten nun die “klassischen” torischen Varietäten. Bisher haben wir eine tori-
sche Varietät als eine affine oder projektive Varietät, die durch Monome parametrisiert
wird, eingeführt. Meistens wird in der algebraischen Geometrie jedoch eine andere
Definition verwendet:X heißttorische Varietät, wennX normal ist undX einen al-
gebraischen TorusT ∼= (K∗)d als Zariski-offene, dichte Teilmenge enthält, zusammen
mit einer GruppenoperationT × X → X von T auf X, die die natürliche Gruppen-
operationT × T → T erweitert.

Zunächst betrachten wir einige

Beispiele.(1) Der Torus(K∗)n ⊆ An
K ist eine affine torische Varietät: die Abbildung

(t1, . . . , tn) 7→ (t1, . . . , tn, 1
t1···tn

) liefert

(K∗)n ∼= V (x1 · · ·xnxn+1 − 1) in An+1
K .
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(2) Klarerweise istAn eine normale torische Varietät. Man kann weiters zeigen, dass
Pn denn-dimensionalen Torus enthält.
(3) SeiX = V (xy − zw) ⊆ A4. X ist normal und enthält den Torus(K∗)3 via

(t1, t2, t3) 7→ (t1, t2, t3, t1t2t−1
3 ).

Der einzige Unterschied zu vorher ist also die Zusatzbedingung derNormalität:

Definition. SeiX eine Varietät unda ∈ X. Sei weitersOa = K[X]ma
der lokale Ring

vona. Der Punkta heißtnormalerPunkt vonX, wenn der RingOa ganz abgeschlossen
im QuotientenkörperK(X) ist. X heißtnormale Varietät, wenn jeder Punkt vonX
normal ist.

Diese Definition ist nicht besonders hilfreich. Man kann überhaupt nicht erkennen, was
Normalität für unsere torischen Varietäten bedeutet. Wir werden nun diese Beziehung
etwas aufklären.
Im Folgenden seiX eine normale torische Varietät (affin oder projektiv), und in den
affinen (oder projektiven) Raum eingebettet.X ist durch ein IdealIA definiert, wobei
allerdingsA einer speziellen Klasse von Vektorkonfigurationen zuzuordnen ist. Wir
wollen diese Vektorkonfigurationen nun möglichst gut beschreiben. Hier kommt die
schon angesprochene konvexe Geometrie in Gestalt von Kegeln und Fächern zum Vor-
schein.

Bemerkung.Wir werden später bei Explosionen von Monomidealen noch einmal Ke-
gel benötigen, dann allerdings eine andere Notation verwenden. In diesem Kapitel hal-
ten wir uns an die Standardnotationen, wie z.B. in [Ew], [Fu], [Od1].

Eine normale torische Varietät kann durch einGitter N und einen Kegel (bzw. im
allgemeinen Fall einen Fächer) konstruiert werden. Wir fixieren zuerst ein GitterN ∼=
Zd und das zugehörige duale GitterM :=Hom(N, Z) = N∨. SeiNR = N ⊗Z R ein
reeller Vektorraum isomorph zuRd.

Definition. Ein rationaler polyedrischer Kegelσ in NR ist ein Kegel, der von endlich
vielen Elementen vonN erzeugt wird:

σ := {λ1u1 + · · ·+ λlul ∈ NR : λ1, . . . , λl ≥ 0},

wobei alleui ∈ N sind. Dann heißtσ spitz, wennσ ∩ (−σ) = {0}. Die Dimension
vonσ ist die Dimension des kleinsten Unterraums vonNR, derσ enthält.
Für einen spitzen rationalen polyedrischen Kegel heißt

σ∨ := {u ∈ MR : u · v ≥ 0 für allev ∈ σ}

der duale Kegel. Dabei bezeichnetv · w das Standardskalarprodukt von zwei Vek-
torenv,w in MR ∼= Rd. Wennσ von Dimensiond ist, so istσ∨ ebenfalls eind-
dimensionaler rationaler polyedrischer Kegel inNR. Eine Mengeτ ⊆ σ heißtSeite
vonσ, wenn

τ = σ ∩ u⊥ := {v ∈ σ : u · v = 0〉

für einu in σ∨ ist.

Die Hauptidee ist nun, das Monoid

Sσ := σ∨ ∩M = {u ∈ M : u · v ≥ 0 für allev ∈ σ}
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zu betrachten. Ein Punktu ∈ σ∨ ∩ M ∼= Zd heißtGitterpunktvon σ∨. Jeder Git-
terpunktu definiert dann ein Laurentmonomtu. Die zugehörige torische VarietätXσ

sollte dann die kleinste Varietät sein, auf der diese Laurentmonome überall definiert
sind.
Wir könnenXσ konstruieren, indem wir verwenden, dassSσ und damit auch die Mo-
noidalgebraK[Sσ], endlich erzeugt ist. Dies folgt aus dem folgenden Satz.

Satz 3 (Gordan’s Lemma). Wennσ ein rationaler polyedrischer Kegel ist, dann ist
Sσ = σ∨ ∩ M endlich erzeugt. In anderen Worten: es existierenu1, . . . ,ul in Sσ,
sodass jedes Element ausSσ von der Form

λ1u1 + . . . λlul, λi ∈ N

ist.

Beweis.Siehe zum Beispiel [Fu, ch.1, 2, prop. 1] .

Man kann weiters zeigen, dass für spitze rationale polyedrische Kegelσ∨ das Monoid
Sσ ein eindeutiges minimales endliches ErzeugendensystemA ⊆ M ∼= Zd besitzt.
Man nenntA die Hilbert Basisvon Sσ. Man kannA mit Hilfe von Gröbner Basis
Methoden berechnen, siehe [St, ch.13, Algorithm 13.2].
Die Erzeugeru1, . . . ,ul bestimmen die affine VarietätXσ ⊆ Al

K . Betrachte dazu die
Abbildung

ϕ : (K∗)n → Kl = Al, (t1, . . . , tn) 7→ (tu1(t1, . . . , tn), . . . , tul(t1, . . . , tn)).

Dann istXσ der Zariski-Abschluss von Im(ϕ) ⊆ Al. Xσ ist eine normale affine tori-
sche Varietät.

Bemerkung.Die “koordinatenfreie” High-Tech Definition lautet kurz und bündigXσ :=
Spec(K[Sσ]). Dabei istSpec(K[Sσ]) = {p ( K[Sσ] : p prim } mit der Zariski Topo-
logie versehen.

Man kann zeigen, dass umgekehrt jede normale affine torische Varietät isomorph zu
Xσ für einen Kegelσ ist. Siehe etwa in [Ew, Part 2, VI, Thm 2.11].

Wir haben bis jetzt mitXA die Verschwindungsmenge eines beliebigen torischen Ideals
bezeichnet. Für normale affine torische Varietäten gilt allerdings:

Satz 4. SeiA eine endliche Teilmenge vonZd. Dann sind äquivalent:
(1) Die affine torische VarietätXA ist normal.
(2) Die affine torische VarietätXA ist isomorph zuXσ für einen rationalen Kegelσ in
Rd.
(3) Der IntegritätsbereichK[A] = K[x]/IA ist ganz abgeschlossen in seinem Quoti-
entenkörper.
(4) Das MonoidNA ist normal, d.h.,NA = ZA ∩R≥0〈a : a ∈ A〉.

Beweis.Siehe [St, ch. 13, prop. 13.5].

Dieser Satz besagt, dass eine affine torische VarietätXσ genau dann normal ist, wenn
manalle Gitterpunkte im dualen Kegelσ∨ als N-Linearkombinationen der Erzeuger
darstellen kann.
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Beispiele.(1) Wir arbeiten der Einfachheit halber inM = N = Z2. Seien

u1 =
(

2
−1

)
undu2 =

(
0
1

)
.

Wir erhaltenσ∨, indem wir die inneren Normalen derui berechnen und dann die feh-
lenden Gitterpunkte dazunehmen (siehe Abb. 2). Dann sind die Erzeuger vonσ∨ ∩ Z2

die drei Vektoren

a1 =
(

1
0

)
,a2 =

(
1
1

)
unda3 =

(
1
2

)
.

–2

–1

1

2

3

–1 1 2 3

–2

–1

1

2

3

–1 1 2 3

Abb. 2: Der Kegelσ (links) undσ∨.

Wir setzenA := {ai : i = 1, . . . , 3}. Dann istXσ = XA der DoppelkegelV (x2−yz)
im A3. Xσ ist normal und hat eine Singularität im Nullpunkt. Ein Bild vonXσ in A3

findet sich in Beispiel 3.
(2) Wir betrachten nun wieder den Whitney-RegenschirmV (y2 − x2z) im A3. Wir
haben oben schon das zugehörigeA bestimmt, also ist

σ∨ =
{

λ1

(
1
−1

)
+ λ2

(
1
0

)
+ λ3

(
0
2

)
: λi ∈ R≥0

}
.

Allerdings sind nicht alle Gitterpunkte vonσ∨∩Z2 positive ganzzahlige Linearkombi-
nationen dieser Erzeuger, z.B.(0, 1)T . Daher sehen wir ganz leicht, dass der Whitney-
Regenschirm nicht normal ist.
(3) Die VarietätX = V (xy−zw) in A4 besitzt den KoordinatenringK[s, t, u, stu−1].
Daher sind die Erzeuger vonσ∨ die vier Vektorena1 = (1, 0, 0)T ,a2 = (0, 1, 0)T ,a3 =
(0, 0, 1)T unda4 = (1, 1,−1)T . Wir sehen, dassX normal ist und nur der Nullpunkt
singulär ist.

Fächer

Wir können allgemeinere normale torische Varietäten konstruieren, indem wir affine
torische Varietäten, die denselben Torus(K∗)n enthalten, zusammenkleben. Dies ge-
schieht über sog. Fächer.

Definition. Ein FächerΣ in N ∼= Zd ist eine endliche Menge von rationalen spitzen
polyedrischen Kegelnσ ∈ NR, sodass gilt
(1) wennσ ∈ Σ undτ eine Seite vonσ ist, so ist auchτ ∈ Σ,
(2) wennσ, τ ∈ Σ, dann istσ ∩ τ eine Seite von beiden.

Somit erhält man aus jedem Kegelσ ∈ Σ eine affine torische VarietätXσ. Fallsτ eine
Seite vonσ ist, so kann manXτ als Zariski-offene Teilmenge vonXσ auffassen. Somit
kann man eine abstrakte torische Varietät definieren:
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Definition. SeiΣ ein Fächer inNR. XΣ ist die Varietät, die man aus den affinen Va-
rietätenXσ, σ ∈ Σ, erhält, indem man für alleσ, τ ∈ Σ die VarietätenXσ und Xτ

entlang ihrer gemeinsamen TeilmengenXσ∩τ zusammenklebt.

Die Inklusionen von(K∗)n ⊆ Xσ sind kompatibel mit den Identifikationen, die man
bei der Konstruktion vonXΣ vorgenommen hat. Daher enthältXσ den Torus(K∗)n

als Zariski-offene Teilmenge. Von vorneherein istXΣ nicht in den projektiven Raum
eingebettet. Es gibt sogarXΣ, die weder affin noch projektiv sind.
Man kann allerdings zeigen, dassXΣ eine normale torische Varietät ist und dass alle
normalen torischen Varietäten über einen Fächer bestimmt sind [Od2, Thm. 4.1].
Wir werden noch zwei Spezialfälle vonΣ betrachten:
(1) Seiσ ein Kegel inN undΣ bestehe ausσ zusammen mit all seinen Seiten. Dann
ist Σ ein Fächer undXΣ ist die normale affine torische VarietätXσ. Dies ist das einzig
mögliche Beispiel einer normalen torischen VarietätXΣ, die affin ist.
(2) WennΣ der innere oder äußere Normalenfächer eines rationalen PolytopsP in MR
ist (d.h., alle Ecken vonP liegen inMQ), dann istXΣ eine normale projektive torische
Varietät. Die Umkehrung dieser Behauptung stimmt ebenso, siehe dazu [Od1, ch. 2, 4]
oder [Fu, ch. 1, 5].
Schließlich kann man aus einem FächerΣ weitere Fächer durch Verfeinerung gewin-
nen:Σ′ heißtVerfeinerungvon Σ, wenn jeder Kegel vonΣ eine Vereinigung von Ke-
geln in Σ′ ist. Insbesondere kann man durch die Methode derstellaren Unterteilung
von Fächern Singularitäten auflösen. Darauf wird hier nicht näher eingegangen, De-
tails dazu finden sich z.B. in [KKMS] und [Fu]. Wir werden zum Abschluss noch zwei
Beispiele von torischen VarietätenXΣ betrachten.

Beispiel2. Sei wiederN = M = Zn undMR bzw.NR seienRn.
(1) Für n = 1 gibt es nur einen nicht affinen FächerΣ. Er besteht aus den Kegeln
σ1 = R≥0, σ2 = R≤0 undσ3 = {0}. Diese entsprechen den affinen torischen Varietä-
tenXσ1

∼= A1
K , Xσ2

∼= A1
K undXσ3

∼= K∗ mit KoordinatenringenK[t], K[t−1] bzw.
K[t, t−1]. Wir klebenσ1 undσ2 mit dem Isomorphismust 7→ t−1 auf der gemeinsa-
men Seiteσ3 zusammen. Dies ist die klassische Konstruktion der projektiven Geraden.
Es gilt alsoXΣ = P1.

(2) Seienσ1 = {λ1

(
1
1

)
+ λ2

(
0
1

)
: λi ∈ R≥0} und σ2 = {λ1

(
1
1

)
+

λ2

(
1
0

)
: λi ∈ R≥0} zwei Kegel inZ2. Dann sindXσ1 = Spec(K[x, x−1y]) und

Xσ2 = Spec(K[y, xy−1]). Die zugehörige torische VarietätXΣ′ entspricht der Ex-
plosion vonA2

K im Nullpunkt mit den affinen KartenXσ1 und Xσ2 . Der FächerΣ′

besteht ausσ1, σ2, {λ
(

1
1

)
: λ ∈ R≥0}, {λ

(
1
0

)
: λ ∈ R≥0}, {λ

(
0
1

)
: λ ∈

R≥0},
(

0
0

)
}. Wir sehen, dassΣ′ eine Verfeinerung von

Σ ={
{

λ1

(
1
0

)
+ λ2

(
0
1

)
: λi ∈ R≥0

}
,

{
λ

(
0
1

)
: λ ∈ R≥0

}
,{

λ

(
1
0

)
: λ ∈ R≥0

}
,

(
0
0

)
}

ist. XΣ ist isomorph zuA2
K .
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Kapitel 2

Auflösung von Singularitäten

Wir wollen im Folgenden die Singularitäten einer torischen VarietätX im An auflö-
sen. Auflösung bedeutet dabei im Wesentlichen, dass man eine Abbildungπ : X ′ → X
angibt, unter derX das Bild einer MannigfaltigkeitX ′ ist. X ′ soll alsoX parametri-
sieren. Wir werden später eine präzise Definition von Auflösung geben.
Wir wollen hier einen konstruktiven Beweis der Auflösung von Singularitäten einer
affinen torischen Hyperfläche durch eine Folge von speziellen birationalen Transfor-
mationen,Explosionenangeben. Die Hauptidee bei dieser Herangehensweise ist, eine
lokale Invariante der Singularität anzugeben, die zum einen dasZentrumder näch-
sten Explosion angibt und zum anderen eine Verbesserung der Singularität misst. Man
vergleicht die Invariante der ursprünglichen VarietätX mit der Invariante der transfor-
mierten VarietätX ′, um diese Verbesserung festzustellen.
Die klassische Theorie der Auflösung von Singularitäten wurde von Zariski, Abhyan-
kar, Hironaka und anderen Mathematikern im 20. Jahrhundert entwickelt. So bewies
Hironaka [Hi] die Existenz der Auflösung durch Explosionen für Körper der Charak-
teristik0. Später wurden auch konstruktive Beweise angegeben.

Wir werden hier zuerst allgemein Explosionen desAn betrachten, da wir diese Abbil-
dungen auch später (im Kapitel über Explosionen in Monomidealen) benötigen. Dann
werden wir einen Algorithmus angeben, wie man durch eine Folge von speziellen Ex-
plosionen eine torische HyperflächeX = V (f), wobeif ein Binom ausK[x1, . . . , xn]
ist, auflösen kann. Wir werden auch auf die Relation des Koordinatenrings vonX (wird
von Monomen erzeugt) zur definierenden Gleichung vonX (ein Binom) eingehen. Im
Algorithmus werden wir eine Invariante vonX konstruieren, die Verbesserungen der
Singularitäten vonX messen soll. Wir gehen dabei ähnlich wie Bierstone und Milman
[BM] vor und werden auch kurz deren Invariante beschreiben.
Dies führt uns dann direkt zum nächsten Kapitel. Dort werden wir unter anderemSym-
metrienundäquivariante Auflösungbehandeln.

2.1 Explosionen

Die Haupttechnik beim Auflösen von Singularitäten sind spezielle birationale Trans-
formationen,Explosionen. In der Literatur haben diese Abbildungen viele Namen, un-
ter anderemBlow Ups, Aufblasungen, monoideale Transformationen,σ-Prozesse. Wir
werden im Folgenden immer den Begriff “Explosionen” verwenden. Die Vielfalt an
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Namen lässt auch die verschiedenen Zugänge erahnen. Wir werden uns auf die klassi-
sche Definition und die Konstruktion als Rees-Algebra beschränken. Allgemeines zu
Explosionen kann man am besten in [Ha3], [EH] und [Hi] nachlesen. In [Hs] werden
Explosionen abstrakter besprochen, für Beispiele siehe etwa [Ha1].
Explosionen tauchen auch im Kontext von Kompaktifizierungsproblemen, etwa bei der
Konstruktion vonArrangement Modelsin [DP] oder bei der Kompaktifizierung von
Konfigurationenräumen in [FM] auf. Wir werden darauf später eingehen.

Der affine RaumAn

Wir werden Explosionen imAn betrachten. Bis jetzt ist der affinen-dimensionale
Raum über einem KörperK als Menge allern-Tupel (λ1, . . . , λn) bzw. als topologi-
scher Raum mit der Zariski-Topologie definiert. Wir werden im Folgenden jedochAn

K

mit verschiedenen Strukturen versehen betrachten: als Schema bzw. alsK-Vektorraum
Kn. Wenn man lineare Unterräume vonAn betrachtet, möchte man sie manchmal als
Schemata und manchmal als Vektorräume studieren. Um nicht durcheinanderzukom-
men werden wir nun zuerstAn als Schema definieren (siehe dazu [Hs, Mu, EH]) und
dann zeigen, wie man jedemK-VektorraumV kanonisch ein Schema, dessen abge-
schlossene Punkte genauV bilden und das isomorph zuAn ist, zuordnen kann. Durch
diese Prozedur kann man die Menge der linearen Unterräume vonKn mit den linearen
Unterschemata vonAn identifizieren. Man bettet also den VektorraumKn koordinate-
ninvariant in das SchemaAn

K ein.

Definition. SeiK[x1, . . . , xn] der Polynomring inn-Variablen. Wir nennen das Sche-
ma

An
K := Spec(K[x1, . . . , xn])

denn-dimensionalen affinen Raum über dem KörperK. (Wie vorher werden wir mei-
stens nurAn schreiben.)

Sei nunV einK-Vektorraum. SeiRV der Ring der polynomialen Funktionenf : V →
K. Definiere

V sch = Spec(RV ).

Somit “ entspricht” die Menge der abgeschlossenen Punkte vonV sch dem Vektorraum
V . Denn nach dem Hilbert’schen Nullstellensatz ist jedes maximale Idealmλ vonRV

der Kern eines Homomorphismus

RV → K : f 7→ f(λ1, . . . , λn)

für ein (λ1, . . . , λn) ∈ Kn. Durchλ → [mλ] wird Kn isomorph auf alle abgeschlos-
senen Punkte[mλ] vonV sch abgebildet.

Die Explosion vonAn

Nach einem Beispiel werden wir zur ersten (klassischen) Definition einer Explosion
vonAn kommen.

Beispiel3. Zur Motivation beginnen wir mit der Auflösung einer algebraischen Fläche
X im A3. Man sucht also eine Abbildungπ : X ′ → X, wobei X ′ eine Mannig-
faltigkeit sein soll, dieX parametrisiert. SeiX = V (f) mit f = xy − z2. Dann
ist X der schon bekannte Doppelkegel imA3, mit Singularität im Nullpunkt. Sei
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π : A3 → A3, (x, y, z) 7→ (x, xy, xz). Diese Abbildung lässt dieyz-Ebene, definiert
durchV (z), auf den Nullpunkt desA3 zusammenschrumpfen. Aus unserem Kegel wird
X ′ = V (y − z2), ein Paraboloid imA3, welches glatt ist.
Wir hätten jedoch auchπ : A3 → A3, (x, y, z) 7→ (xy, y, yz), wählen können. Durch
diese Abbildung wird diexz-Ebene zum Nullpunkt kontrahiert. Aus dem Kegel wird
diesmalX ′ = V (x−z2), wiederum ein Paraboloid imA3. Schließlich liefert die dritte
Wahl vonπ : A3 → A3, (x, y, z) 7→ (xz, yz, z), das HyperboloidX ′ = V (xy − 1)
im A3. Die Singularität ist durch alle drei Abbildungenπ aufgelöst. Die Frage ist nun,
wie man die Abbildungπ : X ′ → X allgemein beschreiben kann, d.h., wie man ein
Verfahren angeben kann, die MannigfaltigkeitX ′ und die Abbildungπ allein ausX zu
rekonstruieren.

Abb. 3: Durchπ wird das Paraboloid auf den Doppelkegel abgebildet.

Definition. Sei P ein Ideal inK[x1, . . . , xn] und seiZ die UntervarietätV (P ) von
An. Wähle Erzeugerg1, . . . , gk vonP und betrachte die Abbildung

An\Z → An × Pk−1,

x 7→ (x, g1(x) : . . . : gk(x)).

Diese Abbildung ist wohldefiniert und injektiv. Ihr Bild ist der GraphΓ(σ) der Ab-
bildung σ : An\Z → Pk−1,x 7→ (g1(x) : . . . : gk(x)). Wir nennen den Zariski-
Abschluss̃An vonΓ(σ) in An × Pk−1 dieExplosion vonAn mit ZentrumZ (bzw. mit
ZentrumP ). Ãn ist unabhängig von der Wahl der Erzeuger vonP . Die Restriktion der
Projektion auf den ersten Faktorπ : Ãn → An heißt dieassoziierte Explosionsabbil-
dung. π ist ein birationaler Morphismus, der ein Isomorphismus aufAn\Z ist, d.h.,
Ãn\π−1(Z) ∼= An\Z. Die UntervarietätE := π−1(Z) von Ãn heißt derexzeptionelle
Divisor E der Explosion.E ist eine Hyperfläche und wird unterπ zuZ kontrahiert.

Aus dieser Definition kann man die algebraischen Gleichungen, dieÃn in An × Pk−1

definieren, sofort ablesen. Ebenso können wir die sog.affinen Kartenausdrückevon π
direkt ableiten. Es gilt:̃An wird in An × Pk−1 durch die projektiven Gleichungen

uigj(x)− ujgi(x) = 0, für alle1 ≤ i, j ≤ k,

bestimmt, wobeiu1, . . . , uk projektive Koordinaten aufPk−1 sind. Somit wirdÃn von
affinen KartenUj überdeckt, wobei jeweilsgj(x) 6= 0 in Uj ist. Damit erhalten wir für
Uj den Kartenausdruck vonσ:

σ(x) =
(

g1(x)
gj(x)

: . . . : 1 : . . . :
gk(x)
gj(x)

)
.
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Es gibt also für jeden Erzeuger vonP genau eine affine Karte.

Für eine UntervarietätX desAn und Z ⊆ X, erhalten wir analogX̃ als Zariski-
Abschluss des Bildes von

X\Z → X × Pk−1,

x 7→ (x, g1(x) : . . . : gk(x)).

Wir nennenX̃ die Explosion vonX mit ZentrumZ. Die Abbildungπ : X̃ → X heißt
wieder dieassoziierte Explosionsabbildung. Weiters heißtX∗ := π−1(X) die total
TransformiertevonX undX ′ := π−1(X\Z) diestrikt TransformiertevonX.

Wir geben noch eine weitere Konstruktion der Explosion desAn an, mit deren Hil-
fe man leicht die Koordinatenringe der affinen Karten, dieÃn überdecken, berechnen
kann. Diese algebraische Konstruktion ist leicht auf allgemeinere Objekte (z.B. Sche-
mata) zu verallgemeinern.

Definition. SeiR ein Ring undI ⊆ R ein Ideal. Dann heißt dieR-Algebra

S := R⊕ It⊕ I2t2 ⊕ . . . ∼= R[tI] ⊆ R[t]

dieRees-Algebra vonI in R.

Speziell gilt also fürR = K[x1, . . . , xn] und das IdealP : Die x1, . . . , xn sind K-
Algebrenerzeuger vonK[x1, . . . , xn] und dieg1, . . . , gk sind Erzeuger des IdealsP in
K[x]. Dann ist die Rees-AlgebraS vonP in K[x] das Bild des RingesK[x1, . . . , xn,
y1, . . . yk] unter dem Homomorphismusxi 7→ xi und yj 7→ gjt. Der Kern dieser
Abbildung ist ein homogenes Ideal (in den Variablenyj), das genau der Explosion von
An in P entspricht. Damit erhalten wir als Koordinatenring derj-ten Karte

K[x1, . . . , xn, g1/gj , . . . , gk/gj ].

Bemerkung.Geometrisch bedeutet diese Konstruktion, denAn im ZentrumZ = V (P )
explodieren zu lassen. Schema-theoretisch können wir dannÃn =Proj(K[x][tP ]) schrei-
ben. Allgemeiner gilt für Schemata: SeiX ein Schema undZ ⊆ X ein abgeschlossenes
Unterschema. SeiI = IZ,X ⊆ OX die Idealgarbe vonZ in X. WennA die Garbe
der graduiertenOX -Algebren

A =
∞⊕

n=0

I n = OX ⊕I ⊕I 2 ⊕ . . .

ist, so ist das Schema Proj(A ) → X die Explosion vonX entlangZ.
Näheres dazu und der Beweis dieser Tatsache finden sich in [EH, IV, 2].

2.2 Auflösung

Es gibt verschiedene Definitionen der Auflösung von Singularitäten. Wir betrachten
stets Varietäten, die in denAn eingebettet sind, daher verwenden die folgende, starke
Version, vgl. etwa [Ha1]:
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Eingebettete Auflösung von Singularitäten.SeiX eine Varietät über einem Körper
K, eingebettet in eine glatte VarietätW . Gesucht ist eine glatte Varietät̃W und ein
eigentlicher birationaler Morphismusπ : W̃ → W , sodass die InversẽX vonX unter
π nur normale Kreuzungssingularitäten besitzt und so, dass die Einschränkung vonπ
auf die glatten Punkte vonX ein Isomorphismus ist.

Zur Erklärung einiger Begriffe: Eine VarietätX hatnormale Kreuzungssingularitäten,
wennX aus einer Vereinigung von glatten Komponenten besteht, die einander trans-
versal schneiden. Genauer: In jedem Schnittpunkt existiert ein Koordinatensystem,
durch das die Varietät lokal durch Monome definiert wird. Deneigentlichen biratio-
nalen Morphismuserhalten wir durch eine endliche Folge von Explosionen in geeignet
gewählten Zentren. Wir werden stetsW = An

K mit char(K) = 0 annehmen.
Wir werden eine Folge von Explosionen

X̃ = XN → . . . → X0 = X

konstruieren, mit ZentrenZi abgeschlossene Untervarietäten vonXi−1, sodass die
letzte strikt TransformierteXN glatt ist und normale Kreuzungen mit dem exzeptio-
nellen DivisorEN besitzt. Solch eine Folge existiert in Körpern der Charakteristik0,
vgl. [Hi]. Dabei sind auch nichtreduzierte Zentren erlaubt (vgl. [Ha2,Ro]). Wir werden
für eine affine torische HyperflächeX die ZentrenZi explizit angeben und eine Inva-
rianteI ∈ N4 definieren. Weiters werden wir zeigen, dass diese Invariante unter jeder
Explosion echt lexikographisch kleiner wird, d.h., dassX in endlich vielen Schritten
aufgelöst ist.

2.3 Auflösung von torischen Hyperflächen imAn

Zur Erinnerung: Wir betrachten eine nicht notwendig normale affine torische singuläre
HyperflächeX, gegeben durchV (f) in An, wobeif = xb+ − xb− in K[x1, . . . , xn].
X ist aufgelöst, wennb = b+ − b− ∈ ±Nn = Nn ∪ −Nn ist. Zuerst betrachten wir
den singulären Ort vonX genauer. Dann geben wir an, wie die Gleichung vonX unter
Explosionen transformiert wird.
Wir könnten uns jedoch auch direkt in den KoordinatenringK[X] = K[ta,a ∈ A]
platzieren, und untersuchen, wie sich die erzeugenden Monome unter Explosionen ver-
halten. Dazu benötigen wir das zugehörige torische IdealIA = (xb+ − xb−) für eine
VektorkonfigurationA = {a1, . . . ,an−1}. Wir werden auch auf den Zusammenhang
zwischen der Gleichung der strikt TransformiertenX ′ und den monomialen Erzeugern
vonK[X ′] eingehen.
Schließlich werden wir die Invariante für die Auflösung und geeignete Zentren für die
Folge der Explosionen angeben.

Glatte und singuläre affine torische Hyperflächen

Da wir die Singularitäten vonX auflösen wollen, stellt sich zuerst die Frage, wie man
überprüfen kann, obX glatt oder singulär ist.
Zuerst definieren wir allgemein den Begriff der Glattheit einer affinen algebraischen
Varietät (dies entspricht im Wesentlichen dem Begriff der Mannigfaltigkeit in der Ana-
lysis bzw. Topologie) und werden dann speziell affine torische Hyperflächen imAn

betrachten. Wir werden sehen, dass der singuläre Ort einer affinen torischen Hyperflä-
che immer aus (Vereinigungen von) Koordinatenunterräumen besteht.
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Definition. Sei Y ⊆ An eine affine algebraische Varietät und seienf1, . . . , fs ∈
K[x1, . . . , xn] Erzeuger des Ideals vonY . Es ist alsoI(Y ) = (f1, . . . , fs). Seif :
An → As eine polynomiale Abbildung und seip ∈ Y ein Punkt. Dann heißtp ein
glatter oderregulärer Punkt vonY , wenn die Jacobi-MatrixDf(q) konstanten Rang
für alleq in einer (Zariski)-Umgebung vonp hat. Ansonsten heißtp singulärerPunkt.
Y heißtglatt, wenn alle Punktep ∈ Y regulär sind.

Analog zu Mannigfaltigkeiten kann man den singulären Ort einer algebraischen Varie-
tät definieren:

Definition. SeiY eine affine algebraische Varietät wie oben. Dersinguläre Ort vonY
ist gegeben als

Sing(Y ) := {p ∈ Y : p ist singulärer Punkt vonY }.

Es gilt:Sing(Y ) ist in Y abgeschlossen.

Da wir uns im Folgenden mit affinen torischen Hyperflächen beschäftigen werden,
wollen wir nähere Aussagen über den singulären Ort derartiger Varietäten treffen.
Sei Y = V (f) eine beliebige Hyperfläche imAn, wobei f : An → A polynomial
und o.B.d.A.reduziertsei, das bedeutet,(f) =

√
(f) ist. Dazu äquivalent ist:f ist

quadratfrei, d.h., es treten keine Quadrate in der Primfaktorzerlegung vonf auf. Dann
gilt für alle Punktep ∈ Y :

p ist glatt ⇐⇒ gradf(p) 6= 0.

⇐⇒ Es existiert eini, 1 ≤ i ≤ n, sodass∂if(p) 6= 0.

Analog gilt für allep ∈ Y :

p ∈ Sing(Y ) ⇐⇒ für alle i = 1, . . . , n ist ∂if(p) = 0.

Dies liefert die Beschreibung vonSing(Y ) als algebraische Menge:

Sing(Y ) = V (f, ∂1f, . . . , ∂nf).

Der singuläre Ort vonY ist eine echte abgeschlossene Teilmenge vonY .
Wie sieht nun speziell der singuläre Ort bei unserer affinen torischen Hyperfläche
X = V (f) mit f = xb+ − xb− aus? Wir nehmen im Folgenden an, dassf durch
xb1

1 · · ·xbd

d −x
bd+1
d+1 · · ·xbn

n = 0 gegeben ist. Dann giltb+ = (b1, . . . , bd, 0, . . . , 0) bzw.
b− = (0, . . . , 0, bd+1, . . . , bn). Somit erhält man diei-te Komponente des Gradienten
(=Jacobimatrix) durch

grad(f)i =

{
bixb+−ei , falls i ≤ d

bixb−−ei , falls i > d,

wobeiei deni-ten Standardbasisvektor vonZn bezeichnet. Beachte, dassgrad(f)i =
0 gilt, falls bi gleich0 ist. Dies ist der Fall, wenn das zugehörigexi in der Gleichung
nicht auftaucht. Der singuläre Ort vonX ist gegeben als

Sing(X) = V (xb+
− xb− ,xb+−e1 , . . . ,xb+−ed ,xb−−ed+1 , . . . ,xb−−en).

(Wir können diebi aus den Gleichungen des Gradienten eliminieren, wennbi 6= 0 gilt).
Zuerst interessiert uns, wannX glatt ist, d.h., wannSing(X) = ∅ gilt. Wir zeigen dazu
folgenden
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Satz 5. Seif = xb+−xb− in K[x1, . . . , xn] wie oben. Dann ist die durchf definierte
torische HyperflächeX = V (f) genau dann glatt, wennb ∈ ±Nn oderb+ = ei ∈
Nn, wobei i ≤ d, oder b− = ei ∈ Nn, wobei i > d gilt. f ist von der Gestalt
f = 1− xb− bzw.f = xb+ − 1 oderf = xi − xb− bzw.f = xb+ − xi.

Beweis.Wir zeigen zuerst, dassX für die oben angeführten Fälle glatt ist: (1) Sei
b ∈ ±Nn, dann giltd = 0 oderd = n. Wir nehmen o.B.d.A.d = 0 an. Dann istb+

der Nullvektor undb− = (b1, . . . , bn). Die Gleichung vonf lautetf = 1− xb− . Der
singuläre Ort vonX ist also gegeben als Verschwindungsmenge

Sing(X) = V (1− xb− , xb1−1
1 xb2

2 · · ·xbn
n , . . . , xb1

1 · · ·xbn−1
n−1 · · ·xbn−1

n ).

Die erste diesern + 1 Gleichungen liefert, dass für alle Punktep = (p1, . . . , pn) ∈ X

gelten muss:1 = pb− , d.h., für allei musspi 6= 0 sein. Dies impliziert aber, dass auch
jedes Produktpα1

1 · · · pαn
n 6= 0, für α ∈ N. Daher kannp nicht im singulären Ort von

X liegen. Wir erhalten alsoSing(X) = ∅. X ist in diesem Fall glatt.
(2) Sei jetztf von der Formxi − xb− bzw.f = xb+ − xi. Sei o.B.d.A.i = 1. Dann
gilt d = 1 undb1 = 1. Wir erhalten für den singulären Ort

Sing(X) = V (x1 − xb− , 1,xb−−e2 , . . . ,xb−−en).

Somit istSing(X) ⊆ V (1) = ∅ undX ist auch hier nichtsingulär.
Für die Rückrichtung betrachten wir einfach den singulären Ort vonV (f) für einf mit
d > 1, bzw. fürd = 1 gelte zusätzlichb1 > 1. Dann gilt:

Sing(X) = V (f, xb1−1
1 xb2

2 · · ·xbd

d , . . . , xbd+1
d+1 · · ·xbn−1

n ).

Wennb1 > 1 ist, so ist{0} ⊆ Sing(X) ⊆ V (f), d.h., zumindest der Nullpunkt ist
singulär. Wennb1 = 1, dann muss nach Voraussetzungd > 1 sein. Dies impliziert

{0} ⊆ Sing(X) ⊆ V (f).

Damit haben wir die Behauptung gezeigt.

Der singuläre Ort vonX enthält also immer den Nullpunkt. Allgemein ist der singuläre
Ort vonX = V (f) mit f = xb+ −xb− gegeben als Durchschnitt

⋂n
i=1 Vi mit Vi Ver-

einigungen von KoordinatenunterräumenHi := {x ∈ An : xi = 0}. Man kann alleVi

explizit angeben:Vi =
⋃d

j=1 Hj , wennb+
i ≥ 1 ist, wobei die Vereinigung über alle

j mit b+
j ≥ 1 gebildet wird, fallsb+

i > 1 ist. Fallsb+
i = 1 ist, wird die Vereinigung

über allej 6= i mit b+
j ≥ 1 gebildet. Weiters:Vi =

⋃n
j=d+1 Hj , wennb− ≥ 1 ist,

wobei wieder die Vereinigung über allej mit b−j ≥ 1 gebildet wird, fallsb−i > 1 ist.
Fallsb−i = 1 ist, wird die Vereinigung über allej 6= i mit b−j ≥ 1 gebildet. Wenn
b+

i = b−i = 0, dann setzeVi = An.
Zum Beispiel ist fürf = x2

1x
3
2x3−x2

6 der singuläre Ort vonX = V (f) ⊆ A6 gegeben
als

⋂6
i=1 Vi = (

⋃3
j=1 Hj) ∩ (

⋃3
j=1 Hj) ∩ (

⋃2
j=1 Hj) ∩ A6 ∩ A6 ∩H6.

Wir haben schon definiert, dassX genau dann aufgelöst ist, wennb+−b− ∈ ±Nn ist.
Dies ist genau dann der Fall, wennf = 1−xb− bzw.f = xb+−1 gilt. Dann schneidet
X eventuelle exzeptionelle Divisoren, die immer durch eine Gleichungxi = 0 gegeben
sind, entweder überhaupt nicht, oder transversal.
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Transformation von Idealen unter Explosionen

Wir werden im nachfolgenden Algorithmus als Zentrum der Explosion stets eine glatte
UntervarietätZ der affinen torischen HyperflächeX wählen. Wir verwenden immer ein
ZentrumZ der FormZ = V (xi : i ∈ I), wobei diexi ∈ K[x1, . . . , xn] und |I| > 1.
Das Zentrum der Explosion desAn ist also einKoordinatenidealP = (xi : i ∈ I),
wobei I ⊆ {1, . . . , n}. Die Explosionπ : Ãn → An ist glatt. Denn:Ãn wird von
genau|I| affinen Karten überdeckt, die sich geeignet zusammenkleben lassen. Wenn
wir uns direkt in diej-te Karte der Explosion mit ZentrumP begeben, erhalten wir
durch die Substitutionen

xi 7→

{
xixj für i ∈ I\{j}
xi sonst

die neuen Koordinaten des̃An in der j-ten Karte. Der exzeptionelle DivisorE ist in
dieser Karte durch die Gleichungxj = 0 gegeben. UnterKoordinatenverstehen wir
ein reguläres Parametersystem vonK[x1, . . . , xn].
Sei o.B.d.A.I = {1, . . . k}mit k ≤ n. Der Koordinatenring in derj-ten Karte ist dann
gegeben durch

K

[
x1, . . . , xn,

x1

xj
, . . . ,

xk

xj

]
= K

[
x1

xj
, . . . , xj , . . . ,

xk

xj
, xk+1, . . . , xn

]
.

Bemerkung.(1) Wir betrachten hier die Explosionsabbildungπ : Ãn → An als Ab-
bildung des affinen Raum auf sich selbst. D.h., man hat dieselben Koordinaten im Bild
Ãn, so wie im ursprünglichen affinen RaumAn. Dadurch wird das Ablesen der Kar-
tenausdrücke leichter, als wenn man zwei verschiedeneAn mit verschiedenen Koordi-
natensystemen betrachten würde. Siehe dazu auch [EH].
(2) Bei Explosionen arbeitet man meistens lokal: man betrachtetAn in einem Punkt
p mit lokalen Koordinatenx1, . . . , xn desAn. Weiters geht man zur Vervollständi-
gungK[[x1, . . . , xn]] vonK[x1, . . . , xn] über, wobei diex1, . . . , xn ein reguläres Pa-
rametersystem bilden (siehe dazu [Ei]). Man erhält dann für diej-te Karte beip den
zugehörigen Ring

K[[x1, . . . , xn]]
[
x1

xj
, . . . ,

xk

xj

]
.

Vervollständigung und Lokalisierung am Ideal(x1
xj

, . . . , xk

xj
, xk+1, . . . , xn) liefern den

Koordinatenring derj-ten KarteK[[x1
xj

, . . . , xj , . . . ,
xk

xj
, xk+1, . . . , xn]]. Dann bilden

yi = xi

xj
für i < k undyi = xi sonst, ein reguläres Parametersystem dieses Ringes.

Genaueres dazu findet sich in [Ha1,Ha2].

Wir sind interessiert an der strikt TransformiertenX ′ unserer affinen torischen Hyper-
flächeX = V (f) unter der Explosion des affinen Raumes in einem Koordinatenideal
P , genauer an der Transformation des Ideals(f). Seif∗(x) = f(πj(x)), wobeiπj der
Kartenausdruck voñAn in derj-ten Karte ist, der Pullback vonf auf Ãn. In derj-ten
Karte istf∗ klarerweise wieder ein Polynom, Der exzeptionelle DivisorE ist in dieser
Karte durchxj = 0 definiert. Dann kann manf∗ folgendermaßen faktorisieren:

f∗ = xr
j · f ′,

wobei f ′ nicht mehr durchxj teilbar ist. Die natürliche Zahlr ist unabhängig von
der Karte und heißt dieexzeptionelle Multiplizitätvonf∗, siehe [Ha3]. Man kann also
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global f∗ = mr
E · f ′ schreiben, wobeimE lokal in jeder affinen Karte ein Monom

in einer der Variablen ist. Wir nennenf ′ die strikt Transformierte vonf und erhalten
damitX ′ = V (f ′) in Ãn.

Bemerkung.(1) WennX keine Hyperfläche ist, so wird die Berechnung vonX ′ we-
sentlich komplizierter. Man benötigt hier insbesondere den Begriff der Standardbasis
eines Ideals (im Sinne von Hironaka), siehe [Ha3,Hi].
(2) WennP kein Koordinatenideal, insbesondere wennP nicht reduziert ist, so wird
das Berechnen der Kartenausdrücke ebenso erschwert. Wir werden darauf im nächsten
Kapitel eingehen.

Beispiel4. SeiX im A3 mit Koordinatenx = (x, y, z) gegeben durchV (x4 − y2z9).
Dann ist der singuläre Ort vonX die Vereinigung dery- und derz-Achse. SeiI =
(x, y, z) das Ideal des UrsprungsZ in A3. In der x-Karte erhält manf∗ = x4 −
x11y2z9 = x4(1 − x7y2z9). Dann ist die strikt TransformierteX ′ = V (1 − x7y2z9)
glatt undX ist in dieser Karte aufgelöst. Denn: der exzeptionelle DivisorE : x = 0
schneidetX ′ nicht, die normale Kreuzungsbedingung ist also erfüllt. In dery-Karte
hingegen giltf∗ = y4x4 − y11z9 = y4(x4 − y7z9) und damitX ′ = V (x4 − y11z9).
Hier ist von Auflösung keine Spur, die Singularität scheint sich sogar verschlechtert zu
haben! Schließlich istX ′ in derz-Karte gegeben durchf ′ = x4 − y2z7. Hier ist die
Singularität zwar nicht aufgelöst, wenigstens gilt aberdeg(f ′) < deg(f).

Gleichung und Koordinatenring einer affinen torischen Hyperfläche

Bis jetzt haben wir uns nur mit der Transformation der Gleichung der affinen torischen
HyperflächeX beschäftigt. Wir könnten jedoch auch von vorneherein im Koordina-
tenringK[X], der bekanntlich von Monomen erzeugt wird, arbeiten. Wir werden nun
die Transformation vonK[X] unter der Explosion in einem Koordinatenideal angeben.
Weiters werden wir untersuchen, wie sich die Relationen der Erzeuger vonK[X] im
Vergleich zu den Relationen der Erzeuger des KoordinatenringsK[X ′] der strikt Trans-
formierten verhalten. Schließlich werden wir zeigen, wie man allein durch Anwendung
von linearer Algebra aus den Erzeugern vonK[X] die (reduzierte) Gleichung vonX
zurückgewinnen kann.

SeiX = V (f) eine affine torische Hyperfläche imAn. Seif = xb − 1, wobeib =
b+ − b−. Seif o.B.d.A. reduziert, d.h.,ggT(b1, . . . , bn) = 1. Dadim(X) = n − 1,
ist K[X] von der FormK[x1, . . . , xn]/(f) = K[ta,a ∈ A], wobeiA = {a1, . . .an}
mit ai = (a1i, . . . , an−1,i) und t = (t1, . . . , tn−1). Wir bezeichnen wieder mitA ∈
Zn−1×n die Matrix, deren Spalten dieai bilden. DaggT(b1, . . . , bn) = 1 gilt, ist
b ∈ Zn×1 ein Erzeuger des RelationenmodulskerZ(A) = {c ∈ Zn : Ac = 0} derai.
Es gilt also

Ab = 0.

Transformation des Koordinatenrings einer affinen torischen Hyperfläche unter
Explosionen

Wir betrachten die Transformation vonA bzw.A unter der Explosion desAn mit Zen-
trum ein KoordinatenidealP = (xi : i ∈ I) mit |I| ≥ 2. SeiK[x1, . . . , xn, xi

xj
: i ∈ I]

der Koordinatenring derj-ten Karte der Explosion desAn in P . Da An eine torische
Varietät ist, können wir diesen Ring wie oben alsK[xv : v ∈ V] schreiben. Dabei ist
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V = {v1, . . . ,vn} eine Vektorkonfiguration mitvi ∈ Zn, die durch

vi :=

{
ei − ej für i ∈ I\{j}
ei sonst

gegeben ist. Es bezeichneei deni-ten Standardbasisvektor. Setze analog zu obenV :=
(v1, . . . ,vn). Damit erhalten wir schnell die MatrixA′ = AV der Erzeuger derj-ten
Karte der Explosion unserer torischen HyperflächeX. Es gilt also in derj-ten Karte
K[X ′] = K[ta

′
: a′ ∈ A′]. SeiA′ = {a′1, . . . ,a′n}, wobeia′i die i-te Spalte(AV )−i

der MatrixAV sei. Dadet(V ) = ±1 gilt (vgl. Abschnitt über Newtonpolyeder später),
erhält man aus der Gleichung

(AV )(V −1b) = 0

auch den neuen Erzeugerb′ des Relationenmoduls vonA′. Genauer: Es giltb′ =
V −1b.

Beispiel5. Sei X der Whitney-Regenschirm imA3 mit KoordinatenringK[X] =
K[x, y, z]/(x2 − y2z) ∼= K[st, s, t2]. Hier ist

A =
(

1 1 0
1 0 2

)
undb =

 2
−2
−1

 .

Der singuläre Ort vonX ist die z-AchseV (x, y). Wir explodierenA3 also im Ideal
(x, y). In derx-Karte erhalten wir

V =

 1 −1 0
0 1 0
0 0 1


und daraus ergeben sich

A′ =
(

1 0 0
0 −1 2

)
undb′ = (0,−2,−1)T .

In dieser Karte istX glatt, daK[st, t−1, t2] isomorph zuK[s, t, t−1] ist. K[s, t, t−1]
wiederum ist der Koordinatenring der glatten normalen torischen VarietätK × K∗.
Beachte, dassb′ ∈ −N3 ist! Die zugehörige Gleichung vonX ′ in derx-Karte lautet
1 = y2z.
In dery-Karte ist

V =

 1 0 0
−1 1 0
0 0 1


und damit

A′ =
(

0 1 0
1 0 2

)
undb′ = (2, 0,−1).

In dieser Karte lautetK[X ′] = K[s, t, t2]. Dieser Ring ist isomorph zum Polynomring
in zwei Variablen.
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Relationen und Erzeuger

Wir wollen eine affine torische Hyperfläche durch eine Folge von Explosionen auf-
lösen. Dazu werden wir einen Invariantenvektor konstruieren, dessen Komponenten
wir aus den Exponenten der (reduzierten) Gleichung vonX gewinnen. Wenn wir den
KoordinatenringK[ta : a ∈ A] gegeben haben, so entsprechen die Exponenten der
Gleichung vonX gerade einem Erzeugerb = b+ − b− des Relationenmoduls der zu
A gehörenden MatrixA. Wir zeigen nun, wie man die Gleichungf = xb+ −xb− von
X allein aus der MatrixA erhält. Betrachte zuerst folgendes Beispiel:

Beispiel6. Zur Abwechslung seiX in A3 durchK[s2, s3t2, t] gegeben. Die Matrix
A besteht also aus den drei Vektorena1 = (2, 0),a2 = (3, 2),a3 = (0, 1). In Er-
mangelung weiterer Informationen schauen wir uns dieFlächeninhalte zwischen den
Vektorenan (diese entsprechen den Determinanten der2 × 2 Minoren vonA): dabei
bezeichne[A]3 = det(a1,a2) = 4 die Determinante der Matrix, die durch Streichen
der 3. Spalte ausA hervorgeht. Analog ergeben sich[A]2 = det(a1,a3) = 2 und
[A]1 = det(a2,a3) = 3. Hier gilt alsob = ([A]1,−[A]2, [A]3). D.h. hier sind die
Beträge der Determinanten sogar gleich denbi!

Im Folgenden verwenden wir dieselben Bezeichnungen wie im vorhergehenden Ab-
schnitt. Weiters nehmen wir an, dass der Rang vonA ∈ Zn−1×n gleich n − 1 ist.
Bezeichne[A]i die Determinantedesn − 1 × n − 1 Minors vonA, der durch Strei-
chen deri-ten SpalteA−,i von A entsteht. Seien weiters dieai (Spalten vonA) so
angeordnet, dass

βn := det(a1, . . . ,an−1)

ungleich Null ist,βn ist also gleich[A]n. Wir suchen nun einb, sodassAb = 0 gilt.
Definiere dazu

βi := det(a1, . . . ,ai−1,an,ai+1, . . . ,an−1).

βi ist die Determinante der Untermatrix vonA, in der man diei-te Spalte durch die
n-te Spalte ersetzt. Es gilt[A]i = (−1)n−i−1βi.

Satz 6. SeienA, βi, bi,ai wie oben definiert. Durch die Abbildung

Φ : Zn −→ Zn

(β1, . . . , βn) 7→ 1
ggT(β1, . . . , βn)

(β1, . . . ,−βn)

erhalten wir aus den Determinanten[A]i = (−1)n−i−1βi der(n−1)×(n−1) Minoren
vonA den Vektor

b = (b1, . . . , bd+1) = Φ(β1, . . . , βn),

wobei b die Relation
∑d+1

i=1 biai = 0 erfüllt. b ist ein Erzeuger vonkerZ(A), da
ggT(b1, . . . , bn) = 1 gilt. b ist bis auf das Vorzeichen eindeutig.

Beweis.Angenommen, wir kennen einb ∈ kerZ(A) mit o.B.d.A.ggT(b1, . . . bn) = 1
undbn 6= 0. b erfülle die Relation

b1a1 + . . . + bnan = 0. (∗)

Wegenbn 6= 0 können wir diese Gleichung zu

an = −
n−1∑
i=1

bi

bn
ai
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umformen. Nach derCramer’schen Regel, angewandt auf die Matrix(a1, . . . ,an−1),
gilt

− bi

bn
βn = βi.

Einsetzen in (∗) und Kürzen ergibt, dass dieai auch folgende Relation erfüllen:

βnan =
n−1∑
i=1

βiai, bzw.
n−1∑
i=1

βiai − βnan = 0.

Damit ist die obige Behauptung gezeigt.

Beispiel7. BetrachteX : x1x2x
−1
3 x−1

4 = 1 im A4. Dann istb = (1, 1,−1,−1). Wir
wollen nunb mit dem obigen Satz aus dem KoordinatenringK[x] = K[t1, t2, t3, t1t2t−1

3 ]
berechnen. Unsere MatrixA ist gegeben durch

A =

 1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 −1

 .

Zuerst bestimmen wir aus den Determinanten der3× 3 Minoren[A]i den Vektor

β = (1, 1,−1, 1) ∈ Z4.

Somit istΦ(β) = 1
1 (1, 1,−1,−1) = b.

Beispiel8. Sei nunX : x2
1x
−3
2 x−3

3 = 1 das “Zitronenbäumchen” imA3. Dann giltn =
3 und b = (2,−3,−3). Der Koordinatenring vonX lautetK[X] = K[t31t

3
2, t

2
1, t

2
2],

also

A =
(

3 2 0
3 0 2

)
.

Somit erhalten wirβ = (−4, 6,−6). Beachte, dass hier der ggT der Determinanten
nicht 1 ist! Daher:

b = Φ(β) =
1
2
(−4, 6, 6).

Algorithmus

Wir werden nun zeigen, wie man eine singuläre affine torische HyperflächeX =
V (xb+ − xb−) in An durch eine endliche Folge von Explosionen in bestimmten Zen-
tren auflösen kann. Wir achten zunächst nicht aufSymmetrienzwischen denxi. Unter
Symmetrien verstehen wir hier, dassf = xb+ − xb− bzw.b = b+ − b− ∈ Zn in-
variant unter der Operation einer SymmetriegruppeG ausSn ist. Zum Beispiel ist der
KegelV (x2 − yz) ⊆ A3 symmetrisch bzgl.G = {(23), idS3}, der Permutation vony
undz.
Es reicht aus, wenn wir als Zentren der Explosionen jeweils Koordinatenunterräume
der affinen Karten wählen. In Abschnitt 2.3 haben wir gesehen, dass man entweder mit
der definierenden Gleichung vonX oder “dual” dazu mitK[X] = K[ta : a ∈ A]
für eine VektorkonfigurationA ∈ Zn−1, arbeiten kann. Denn wenn man nurA kennt,
kann man mit Hilfe von Satz 6 aus den Determinanten der Matrizen, die von jeweils
n − 1 derai gebildet werden, alle Größen, die im Folgenden auftauchen, berechnen.
Um weniger notationellen Aufwand betreiben zu müssen, werden wir mit den Glei-
chungen arbeiten.
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Unsere Methode der Auflösung von affinen torischen Hyperflächen durch eine Folge
von Explosionen ist eine Alternative zu dentorischen Modifikationenmit Fächern und
Kegeln (vgl. [Ew, Fu, KKMS, Od1]). Torische Modifikationen liefern eine Auflösung,
die weder eingebettet noch symmetrie-invariant ist.
Bierstone und Milman [BM] beweisen eine Auflösung von Singularitäten von torischen
Varietäten über perfekten Körpern beliebiger Charakteristik, allerdings ist auch dieser
Ansatz nicht symmetrie-invariant.
Auch bei unserer Methode ist die Wahl der Zentren nicht symmetrie-invariant. Im näch-
sten Abschnitt werden wir daher auch Explosionen in nichtreduzierten monomialen
Zentren betrachten.

Um eine geeignete Folge von Explosionen zu konstruieren, stellen sich zuerst folgende
Fragen:
(1) Welche Zentren müssen wir wählen, damit sich die Singularität “verbessert”?
(2) Wie können wir diese Verbesserung messen?
(3) Terminiert der Algorithmus, d.h., erreichen wir durch Explosionen in den in (1)
gewählten Zentren wirklich nach endlich vielen Schritten eine Auflösung der Singula-
ritäten vonX?
Bevor wir unsere Überlegungen zu diesen Fragen mitteilen, betrachten wir einige illu-
strative Beispiele von Flächen imA3.

Beispiel9. SeiX = V (x2 − yz) ⊆ A3 der Doppelkegel.X besitzt nur eine einzige
Singularität, den Nullpunkt. Wenn wir als Zentrum der Explosionπ : Ã3 → A3 den
Nullpunkt mit IdealP = (x, y, z) wählen, erhalten wir in den drei Karten folgende
Ausdrücke für die strikt TransformierteX ′: in derx-Karte istX ′ = V (1 − yz) glatt,
in dery-Karte istX ′ = V (x2 − z) ebenfalls glatt und diez- Karte ist symmetrisch zur
y-Karte bzgl. der Permutation(x, y, z) 7→ (x, z, y). Diese Wahl des Zentrums erhält
also die Symmetrien und löst die Singularität in allen drei Karten auf.
Wir hätten jedoch auch ein ZentrumZ von größerer Dimension wählen können. Wir
werden allgemein immer nur ZentrenZ wählen, für dieZ ⊆ X gilt. In unserem Fall
kommt daher diex-Achse nicht in Frage. Mögliche Kandidaten wären entweder diey-
oder diez-Achse. Dies macht wegen der Symmetrie bzgl.y ↔ z keinen Unterschied.
Sei nunP = (x, y). In derx-Karte lautetX ′ = V (1 − xy2z) glatt und aufgelöst, in
dery-Karte giltX ′ = V (x2 − z) ebenso glatt, jedoch nicht aufgelöst.

Beispiel10. Sei nunX = V (x2−y2z) der Whitney-Regenschirm im dreidimensiona-
len affinen Raum. In Beispiel 5 haben wir gesehen, dass die Explosion in derz-Achse
in beiden Karten ein glattesX ′ liefert. Wenn wir aber als Zentrum diey-Achse mit
IdealP = (x, z) wählen, erhalten wir in derx- bzw.z-Karte die strikt Transformierte
V (x − y2z) bzw.V (x2 − y2z). In derz-Karte ist keine Veränderung der Singularität
eingetreten.
Wenn man also ein geeignetes Zentrum maximaler Dimension verwendet, scheint sich
die Singularität zu verbessern. Wenn wir jedoch ein kleineres Zentrum wählen, der
einzige kanonische Kandidat ist hier der Nullpunkt mit IdealP = (x, y, z), erhal-
ten wir in derx-Karte ein glattesX ′ = V (1 − xy2z) und in dery-Karte den Kegel
X ′ = V (x2 − yz) mit “milderer” Singularität nur den Nullpunkt. In derz-Karte ist
jedochX ′ durchV (x2z − y2) mit Singularität wieder diez-Achse gegeben. Hier ist
sogar nicht einmal die Ordnung bzw. der Grad der Gleichung gefallen, alles ist unver-
ändert!
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Die Wahl der Zentren

In den beiden obigen Beispielen haben wir gesehen, dass die Singularitäten bei einer
Explosion in einem zu kleinen Zentrum nicht besser werden, sie können unter Um-
ständen sogar größer werden. Wenn wir ein größeres ZentrumZ wählen, könnten bei
Z 6⊆ X ebenso Singularitäten größerer Dimension auftreten. Auch wennZ ⊆ X
gilt, ist die Verbesserung der Singularitäten nicht gesichert. Wir werden deshalb immer
ZentrenZ ⊆ X maximaler Dimension wählen. Wir haben in Abschnitt 2.3 schon den
singulären Ort einer affinen torischen Hyperfläche genauer untersucht. Im Folgenden
werden wir als ZentrumZ ⊆ X immer einen Koordinatenunterraum der Kodimension
2 wählen, d.h.,Z = V (xi, xj) für i 6= j. Für eine singuläre Hyperfläche existiert immer
ein Z dieser Gestalt, denn dann existiert zumindest jeweils einb+

i , bzw. einb−j 6= 0.
Dann istf(p) = 0 für alle Punktep mit pi = 0 undpj = 0. Daher istV (xi, xj) ⊆ X.
Wir haben meist mehrere Möglichkeiten,i undj zu wählen. Wir werden für einX, das
durchf = xb+ − xb− gegeben ist, immer die beiden “maximalen Exponenten”bi, bj

wählen. Sei
µ+ := maxb+ = max

k
{b+

k },

und entsprechend
µ− := maxb− = max

k
{b−k }.

Diese beiden Maxima können natürlich von mehrerenk angenommen werden, z.B. ist
für f = x3

1x
3
2x

2
3 − x8

4 die Zahlµ+ = 3, wobei dieser Exponent fürk = 1, 2 auftaucht.
µ− = 8 ist hingegen eindeutig. Es wären somit beide ZentrenZ1 = V (x1, x4) und
Z2 = V (x2, x4) “gleich gut”.
Wenn alsoµ+/− von mehrerenk angenommen wird, so ist dies der Punkt, an dem die
Symmetrie im Auflösungsprozess zerstört wird. Wir müssen uns immer fürein Zen-
trum entscheiden. Man könnte alternativ dazu Vereinigungen von Koorinatenunterräu-
men der FormV (xi, xj) als Zentren in Betracht ziehen, doch dann ist die Explosion
desAn im Allgemeinen singulär. Auf diese Situation werden wir im folgenden Kapitel
eingehen. Um das Zentrum eindeutig zu machen, wähle daher

i := min{k : b+
k = µ+} undj := min{k : b−k = µ−}.

Im Beispiel oben wäre alsoZ1 das zu wählende Zentrum.

Die Induktionsinvariante I

Das nächste Problem ist die “Messung” der Singularitäten vonX. Dazu verwenden wir
nur Informationen aus der Gleichung vonX. Wir werden die Singularität immer lokal
im Nullpunkt jeder affinen Karte messen, da dieser Punkt immer am “singulärsten” ist.
Wir betrachten also eine affine torische singuläre HyperflächeX im An die durch ein
Binom f = xb+ − xb− gegeben ist. Seienµ+ undµ− wie oben definiert und seien
weiters

m+ := mult(µ+) = #{b+
k : b+

k = µ+},

und
m− := mult(µ−) = #{b−k : b−k = µ−}.

m± misst also die Vielfachheit, mit derµ± angenommen wird. Daher gilt:m± ≥ 1,
falls µ± ≥ 1. Nun sindb+ undb− nicht eindeutig bestimmt (denn durch Multipli-
kation vonf mit −1 tauschen die beiden Vektoren ihre Rollen), wir nehmen ab jetzt
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o.B.d.A. an, dass bei

f = xb+
− xb− = xb1

1 . . . xbd

d − x
bd+1
d+1 . . . xbn

n ,

die xk so geordnet sind, dassb1 ≥ . . . ≥ bd bzw. bd+1 ≥ . . . ≥ bn gilt. Dies kann
man immer durch geeignete Permutation der Koordinaten erreichen. Umb± eindeutig
festzulegen sei weiters o.B.d.A.b1 ≤ bd+1.
Der InvariantenvektorI ∈ N4 sei nun eindeutig durch

I := (µ+, µ−,m+,m−)

definiert. Die ersten beiden Komponenten vonI geben das Zentrum der folgenden
Explosion an. Die letzten beiden Komponenten werden benötigt, um zu zeigen, dass
die Invariante nach jeder Explosionecht lexikographisch kleiner geworden ist. Wir
werden mitI ′j oderI ′xj

die Invariante der strikt TransformiertenX ′ in derj-ten Karte
der Explosion bezeichnen. SetzeI ′ := maxj I ′j .
Wir betrachtenI bzgl. der lexikographischen Ordnung. Zur Erinnerung: ein Vektor
v ∈ Nn ist lexikographisch kleiner alsw ∈ Nn, d.h.,v <lex w genau dann, wenn ein
k ≤ n existiert, sodassvi = wi für alle i ≤ k − 1 undvk < wk gilt.

Beispiel11. (1) BetrachteX = V (f) ⊆ A5 mit f = x13
1 x8

2x
5
3 − x13

4 x13
5 . Dann ist

b+ = (13, 8, 5, 0, 0) undb− = (0, 0, 0, 13, 13), d.h. es giltµ± = 13 und m+ = 1
bzw.m− = 2, alsoI = (13, 13, 1, 2).
(2) Wähle Koordinatenx, y, z in A3. SeiX = V (f) mit f = x2 − y3z2, das “Zelt”.
Dann istI = (2, 3, 1, 1). Der singuläre Ort besteht hier aus der Vereinigung dery-
AchseV (x, z) und derz-AchseV (x, y). Wenn wir als Zentrum der Explosion den
Nullpunkt wählen, erhalten wir in derx-Karte die strikt Transformiertef ′ = 1 −
x3y3z2 mit I ′x = (0, 3, 0, 2), in dery-Kartef

′
= x2 − y3z2 mit I ′y = I und in der

z-Karte schließlichf ′ = x2 − y3z3 mit I ′z = (2, 3, 1, 2). Dann istI ′ = I ′z > I.
Bei falscher Wahl des Zentrums bleibtI also nicht gleich, sondern wird sogar echt
lexikographisch größer!

Transformation der Invariante bei Explosionen

Sei nunX eine affine torische singuläre Hyperfläche, die durchf wie oben definiert
ist. X ist aufgelöst, wennb = b+ − b− ∈ ±Nn ist. Dies ist genau dann der Fall,
wennµ+ oderµ− gleich0 ist. Seiπ : Ãn → An die Explosion mit ZentrumZ in An.
BezeichneX ′ die strikt Transformierte undE = π−1(Z) den exzeptionellen Divisor
unter der Explosionπ.
In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten der InvarianteI ∈ N4 bei Explo-
sionen in den oben bestimmten Zentren. Wir wollen zeigen, dass durch die Explosion
π : Ãn → An in Z die InvarianteI ′ der strikt Transformiertenf ′ echt lexikographisch
kleiner wird. Dann können wir Induktion anwenden, daN4 wohlgeordnet ist. Nach
endlich vielen Schritten wird daher entweder die erste oder die zweite Komponente
vonI zu 0. Das bedeutet, dassX dann aufgelöst ist.
Zu Beginn seiX = V (f) mit

f = xb+
− xb− = xb1

1 · · ·xbd

d − x
bd+1
d+1 · · ·x

bn
n ,

wobei wir wie obenx1, . . . , xn so wählen, dassb1 ≥ . . . ≥ bd bzw. bd+1 ≥ . . . ≥ bn

ist und zusätzlichb1 ≤ bd+1 gilt. Somit gilt für X:

b+ = (b1, b2, . . . , bd, 0, . . . , 0),

b− = (0, . . . , 0, bd+1, . . . , bn).
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Daher erhalten wir die InvarianteI = (b1, bd+1,m
+,m−), wobei m± ∈ N>0 mit

1 ≤ m+ ≤ d bzw.1 ≤ m− ≤ n− d.
Nun zur Wahl des Zentrums: SeiI ⊆ {1, . . . , n}. Das ZentrumZ der Explosionπ :
Ãn → An sei gegeben durchZ = V (P ), wobeiP = (xi : i ∈ I). Wie wir in Abschnitt
2.3 gesehen haben, transformieren sich die Koordinaten in derj-ten Karte zu:

xi 7→

{
xixj falls i ∈ I\{j},
xi falls i 6∈ I\{j}.

Zu Beginn wählen wir wegenµ+ = 1 undµ− = d + 1 als ZentrumZ = V (x1, xd+1).
Es gilt alsoI = {1, d + 1} und damitP = (x1, xd+1). Nun ist die Frage, wie sich
die Gleichung der strikt TransformiertenX ′ in den beiden affinen Karten verhält. Wir
betrachten zuerst die

x1-Karte. Die ExplosionÃn ist in dieser Karte durchπ1 : Ãn → An mit

π1 : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xd, x1xd+1, xd+2, . . . , xn)

gegeben. Der exzeptionelle Divisor istE = V (x1). Die Gleichung der total Transfor-
miertenX∗ lautet somit

xb1
1 xb2

2 · · ·xbd

d = x
bd+1
1 x

bd+1
d+1 · · ·x

bn
n .

Wegen unserer Annahmeb1 ≤ bd+1 erhält man für die strikt TransformierteX ′ also
die Gleichung

xb2
2 · · ·xbd

d = x
bd+1−b1
1 x

bd+1
d+1 · · ·x

bn
n .

Für die Angabe vonI ′x1
müssen wir nun mehrere Fälle unterscheiden:

(1) Sei zuerstb1 echt kleiner alsbd+1. Hier können nochmals zwei Unterfälle auftreten:
(1.1) Fallsb1 > b2 gilt, ist die Vielfachheitm+ = 1, d.h.,I ist durch(b1, bd+1, 1,m−)
gegeben. Daher erhalten wir

I ′x1
= ( b2︸︷︷︸

<b1

, bd+1, (m+)′,m−),

wobei (m+)′ =mult(b2) womöglich größer alsm+ ist (dies wirkt sich aber nicht auf
<lex aus!). Daher ist wie erwartetI ′x1

<lex I.
(1.2) Fallsb1 = b2, ist m+ > 1, daher

I ′x1
= ( b2︸︷︷︸

=b1

, bd+1,m
+ − 1,m−).

Hier ist alsom+ − 1 = (I ′x1
)3 < (I)3, und damitI ′x1

<lex I.
(2) Wenn jedochb1 = bd+1 ist, kürzt sich die Variablex1 aus der Gleichung, d.h. die
Anzahl der Variablen, die in der Gleichung vorkommen, verringert sich. Es gilt dann

I ′1 = (b2, bd+1, (m+)′,m−).

(2.1) Wennb1 = b2, so bleibt zwar die erste Komponente vonI ′1 gleich, allerdings ist
dann(m+)′ = m+ − 1.
(2.2) Wennb1 > b2, dann ist schon die erste Komponente vonI ′1 echt kleiner als die
erste Komponente vonI.
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In beiden Fällen ist somitI ′x1
<lex I. In derx1-Karte ist alles klar und wir betrachten

nun die

xd+1-Karte. Man erhält die Abbildungπd+1 : Ãn → An, mit

πd+1 : (x1, x . . . , xn) 7→ (x1xd+1, x2, . . . , xn).

Der exzeptionelle Divisor istE = V (xd+1). Die total Transformierte vonX genügt
der Gleichungxb1

1 xb1
d+1x

b2
2 · · ·xbd

d = x
bd+1
d+1 x

bd+2
b+2 · · ·xbn

n . Damit besitzt unsere strikt
Transformierte die Gleichung

xb1
1 · · ·xbd

d = x
bd+1−b1
d+1 x

bd+2
d+2 · · ·x

bn
n .

Die Invariante verhält sich ähnlich wie in derx1-Karte:
(1) Fürb1 echt kleiner alsbd+1 gilt:
(1.1) Für bd+1 > bd+2 bleibt (µ+)′ = µ+. Aber es gilt (µ−)′ = max{bd+1 −
b1, bd+2} < bd+1. Wie verlangt ist die zweite Komponente der Invariante vonX ′

kleiner, daher giltI ′xd+1
<lex I.

(1.2) Fürbd+1 = bd+2 funktioniert alles analog wie in derx1-Karte. Hier ist(m−)′ =
m− − 1, sodass auchI ′xd+1

<lex I gilt.
(2) Schließlich ergibt fürb1 = bd+1 die analoge Überlegung wie in derx1-Karte (mit
m− stattm+), dass auch hierI ′xd+1

<lex I gilt.

Somit ist die InvarianteI ′ = max<lex
{I ′x1

, I ′xd+1
} der strikt TransformiertenX ′ echt

lexikographisch kleiner alsI. Wir können die lexikographische Induktion aufI anwen-
den. Dann werden die Singularitäten vonX durch eine endliche Folge von Explosionen

X̃ = XN πN→ . . .
π1→ X0 = X

aufgelöst.

Wenn man nun die torische HyperflächeX = X0 = V (xb+ − xb−) konkret auflö-
sen möchte, geht man folgendermaßen vor: zuerst berechnen wir die InvarianteI :=
(µ+, µ−,m+,M−) und wählen entsprechendµ± das erste Zentrum alsZ0 = V (x1,
xd+1). SetzeI ′ = max{I ′1, I ′2}. Wenn man beide Karten richtig verklebt, erhält
man eine affine Überdeckung voñX0. X̃0 = X1 ist in beiden Karten vonπ1 :
X1 → X0 = X aufgelöst, wenn(I ′)1 = 0 oder (I ′)2 = 0 gilt. Falls X nur
in einer Karte aufgelöst ist, wählen wir das nächste Zentrum in der anderen Karte.
Ansonsten müssen wir in beiden Karten entsprechendI ′x1

bzw. I ′xd+1
die Zentren

Z1
1 = V (xi, xj) mit i = min1≤k≤n{k : bk = (µ+

x1
)′} und j = min1≤k≤n{k :

bk = (µ−x1
)′} bzw. Zd+1

1 = V (xi, xj) mit i = min1≤k≤n{k : bk = (µ+
xd+1

)′}
und j = min1≤k≤n{k : bk = (µxd+1)

−} wählen. Dann erhalten wir die zweite

Explosionπ2 : X̃1 = X2 → X1. Wenn man wieder die zugehörigen Karten rich-
tig verklebt, erhält man damit eine Überdeckung vonX2 mit 4 affinen Karten. Setze
I ′′ = max1≤i≤4 I ′′i < I ′. FallsX2 immer noch singulär ist, so lese aus den jeweili-
gen InvariantenI ′′i die nächsten ZentrenZ1,i1

2 , Z1,j1
2 , Zd+1,i2

2 , Zd+1,j2
2 ab und erhalte

schließlichπ3 : X3 → X2. Wie wir oben gezeigt haben, erhalten wir nachN Schritten
ein glattesXN .
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Bemerkung.Bierstone-Milman [BM] verwenden einen ähnlichen Algorithmus, wäh-
len allerdings andere Zentren und betrachten auch eine andere Invariante. Wir werden
nun kurz darauf eingehen. SeiX wieder eine affine torische Hyperfläche. Als Zen-
trum Z wird eine Komponente desToplocusTop(X) von X gewählt. Der Toplocus
(auchequimultipler Locusgenannt) ist der Zariski-Abschluss der Punkte in denen die
Ordnung der Gleichung vonX maximal ist. Wenn wir also die affine torische Hyper-
flächeX im An durch das Binomf = xb+ − xb− gegeben haben, so ist ihr Toplocus
Top(X) eine Vereinigung von Koordinatenunterräumen desAn. Wenn wir zusätzlich
o.B.d.A. |b+| ≤ |b−| annehmen, werden die Komponenten vonTop(X) von den
Standardbasisvektorenej desAn aufgespannt, wobeij aus den maximalen Teilmen-
genJ ⊆ {1, . . . , n} ist, sodass

∑
i 6∈J b−i ≥ |b+| gilt.

Es wird also für die Explosion desAn als Zentrum ein KoordinatenunterraumZ∆ ⊆
Top(X) gewählt, wobei∆ ⊆ {1, . . . n}. Die Karten der ExplosioñAn werden mitUσj

,

j ∈ ∆ bezeichnet. Dieσj bilden dann einen FächerΣ. Es bezeichnexb+
σj − xb−σj die

strikt Transformiertef ′ in derj-ten Karte. Sei|b+
σj
| =

∑n
i=1(b

+
σj

)i und entsprechend
|b−σj

| =
∑n

i=1(b
−
σj

)i für alleσj ∈ Σ. Die Invariante wird dann als der Vektor

(dσj ,Ωσj ) ∈ N2

definiert, wobeidσj = min{|b+
σj
|, |b−σj

|} die Ordnung vonf ′ undΩσj = max{|b+
σj
|,

|b−σj
|} der Grad vonf ′ sind.

Der Hauptunterschied zu unserem Algorithmus ist, dass hier öfters in ZentrenZ∆ von
kleinerer Dimension aufgeblasen wird. Es wäre interessant, zu untersuchen, welcher
Algorithmus weniger Schritte benötigt, um ans Ziel zu kommen.
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Kapitel 3

Explosionen in monomialen
Idealen

3.1 Symmetrien

Das Problem

Sei X = V (f) mit f = xb+ − xb− wieder eine singuläre affine, nicht notwendig
normale, torische Hyperfläche imAn

K . Wie schon vorher sagen wir, dassX aufgelöst
ist, wennb = b+ − b− ∈ ±Nn gilt. Der Algorithmus im vorigen Abschnitt löst zwar
eine Singularität einer affinen torischen HyperflächeX, die in einenAn eingebettet
ist, in endlich vielen Schritten auf, doch er liefert keine äquivariante Auflösung. Unter
einer eingebettetenäquivarianten Auflösungvon X verstehen wir einen eigentlichen
birationalen Morphismusπ : Ãn → An mit Ãn glatt, sodass die total Transformierte
X∗ = π−1(X) von X aufgelöst ist und die Abbildungπ|X∗ : X∗ → X ein Iso-
morphismus über den glatten Punkten vonX ist, der alle Symmetrien vonX erhält.
Genauer: Jeder Automorphismus vonX wird zu einem Automorphismus vonX∗ ge-
liftet. Der obige Morphismusπ ist entweder durch torische Modifikationen oder durch
eine Explosion oder eine Folge von Explosionen mit Zentren monomiale Ideale defi-
niert. Das Zentrum soll also invariant bzgl. der Operation einer SymmetriegruppeG
ausSn aufAn bzw.X sein.G operiert aufAn bzw.X durch Permutation der Koordi-
naten.
Dass einπ : Ãn → An überhaupt existiert, ist durch Hironaka’s Satz [Hi] gesichert (al-
lerdings nur für KörperK der Charakteristik0!). Villamayor [Vi] zeigte, dass es dann
sogar eine äquivariante eingebettete Auflösung gibt. Für die klassische torische Auf-
lösung, siehe z.B. [KKMS], wird konvexe Geometrie verwendet. Dabei löst man die
Singularitäten einer torischen Varietät durch reguläre Unterteilungen der zugehörigen
Fächer und Kegel auf. Diese Auflösung ist nicht äquivariant und auch nicht eingebettet.

Wir werden uns an Explosionen in monomialen Idalen halten und dabei von folgender
Überlegung ausgehen: Wie schon gezeigt, ist der singuläre OrtSing(X) einer affinen
torischen HyperflächeX = V (f) im An immer eine Vereinigung von Koordinatenun-
terräumen desAn. Betrachte wieder den ToplocusTop(X),d.h., den Ort, an dem die
Ordnung vonf maximal ist. Der Toplocus ist eine Untervarietät vonX, die i.A. aus
mehreren Komponenten besteht. Im vorhergehenden Algorithmus musste man immer
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eine dieser Komponenten als Zentrum der Explosion auswählen, und hat dadurch et-
waige Symmetrien vonX zerstört. Wenn man nun als Zentrum einer Explosion aber
mehrere Komponenten wählen würde, so könnte man die Symmetrien vonX erhalten.

Wir werden nun Explosionen in allgemeinen monomialen Idealen betrachten: norma-
lerweise lässt man nur glatte Zentren zu, doch wir werden auch singuläre bzw. nichtre-
duzierte Zentren betrachten. Dies hat allerdings zur Folge, dass i. A. die ExplosionÃn

des umgebenden affinen Raumes in einigen Karten singulär ist. Dann kann natürlich
von einer eingebetteten Auflösung vonX ⊆ An keine Rede mehr sein!

Monomiale Kurven imA2 werden durch Explosionen mit Zentrum der Nullpunkt, de-
finiert durch das maximale Ideal(x, y), immer in endlich vielen Schritten aufgelöst.
Somit ist das Zentrum eindeutig bestimmt, und wir haben keine Symmetrien zu beach-
ten.
Wir illustrieren die Problematik am ersten nichttrivialen Beispiel einer torischen Fläche
im affinen dreidimensionalen Raum. SeiX = V (f), wobeif = xa−ybzc. Die einzige
Symmetrie tritt auf, wennb = c gilt. Sie ist durch die Permutation(x, y, z) 7→ (x, z, y)
gegeben. Diese Abbildung ist ein Automorphismus vonX und erhält das Binomf .
Sei 2 ≤ a ≤ b = c, dann ist der singuläre Ort vonX die Vereinigung dery- und
derz-Achse. Wir versuchen nun, ein Zentrum für die Explosionπ : Ã3 → A3 so zu
wählen, dass diese Symmetrie auch inÃ3 erhalten bleibt. Das einzige glatte invariante
Zentrum ist der Nullpunkt mit dem Ideal(x, y, z). Hier ist die Gleichung vonf ′ in der
y- bzw. z-Karte gegeben durchxa − y2b−azb bzw. xa − ybz2b−a. Wir können also
keine Verbesserung der Singularität feststellen. Im Gegenteil scheint das Achsenkreuz
in beiden Karten noch singulärer geworden zu sein. Wählen wir als Zentrum(x, yz),
die reduzierte Vereinigung dery- und derz-Achse, bleibt die Symmetrie erhalten. Wie
wir später ausführlicher berechnen, ist aber die Explosion vonA3 in (x, yz) singulär.
Wir werden also versuchen, das Achsenkreuz durch ein invariantes, nicht-reduziertes
Ideal zu beschreiben, sodass die Explosion vonA3 in diesem Ideal glatt ist.

Im Folgenden werden somit Explosionen desAn mit Zentren monomiale Ideale be-
trachtet. Es wird ein Kriterium der Glattheit einer Explosion in einem beliebigen mo-
nomialen Ideal angegeben. Dafür benötigen wir einige Konzepte aus der konvexen
Geometrie. Insbesondere werden wir jedem von uns betrachteten Ideal seinenNew-
tonpolyederzuordnen. Dann betrachten wir Methoden, um singuläre Explosionen zu
“glätten”: wir behandeln den Ansatz von Rosenberg [Ro], bei dem das Ideal durch ein
anderes monomiales Ideal mit demselben Radikal ersetzt wird.
Weiters wird ein völlig anderer Zugang von De Concini und Procesi [DP] vorgestellt:
Hier geht man von einer Vereinigung von KoordinatenunterräumenUi desAn aus (
Arrangements). Dann sind die zugehörigen IdealeIi Koordinatenideale. Wenn man
als Zentrum der Explosion desAn das Produkt derIi wählt, so ist die Explosion glatt,
wenn dieUi einebauchige Mengebilden. In [DP] wird dies für beliebige Arrangements
von Unterräumen bewiesen, wir werden die Glattheit für Koordinatenunterräume mit
unserem Newtonpolyederkriterium zeigen.

Wenn man ein monomiales Ideal gefunden hat, sodass die ExplosionÃn in allen Kar-
ten glatt ist, ist es jedoch sehr schwierig, eine Verbesserung der Singularität vonX zu
messen: i.A. werden nämlich die von uns betrachteten Invarianten größer.
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Explosionen in nichtreduzierten monomialen Idealen

Wir haben bis jetzt nur Explosionen desAn mit Zentren KoordinatenidealeI = (xi :
i ∈ I), mit I ⊆ {1, . . . , n} und |I| ≥ 2 betrachtet. Dann ist̃An glatt. Man kann
die jeweiligen Kartenausdrückeπxi : (Ãn)xi → An leicht berechnen. Es bezeichne
(Ãn)xi die i-te affine Karte voñAn. Bekanntlich ist

πxi
: π−1

xi
(An\V (I )) → An\V (I )

ein Isomorphismus. Wir betrachten nun eine Explosion in einemnichtreduziertenZen-
trum:

Beispiel12. (1) Sei I = (x, y)2 = (x2, xy, y2) der dicke Nullpunkt imA2. Wir
betrachten die Explosionπ : Ã2 → A2 mit ZentrumI . In Abschnitt 2.1 haben
wir gezeigt, wie man die Koordinatenringe der jeweiligen affinen Karten berechnen
kann. In diesem Fall besitzt das IdealI drei Erzeuger, wir erhalten also drei affine
Karten, die die Explosion vonA2 überdecken. In den Kartenx2 bzw. y2 sind die zu-
gehörigen Koordinatenringe gegeben durchK[x, y, xy/x2, y2/x2] = K[x, y/x] bzw.
K[x, y, x2/y2, xy/y2] = K[x/y, y]. Diese beiden Karten stimmen mit derx- bzw.
y- Karte des reduzierten Ideals des Nullpunkts überein. In der Kartexy erhalten wir
K[x, y, x/y, y/x]. Dann istSpec(K[x, y, x/y, y/x]) ( A2 eine offene Teilmenge des
affinen zweidimensionalen Raums. Diese Karte wird von den zwei benachbarten Kar-
ten überdeckt. Man sieht auch, dass die Rees-Algebren von(x2, xy, y2) und dem redu-
zierten Ideal(x, y) übereinstimmen.
(2) SeiI = (yz, x) das reduzierte Ideal des Koordinatenkreuzesyz-Achse imA3 und
seiπ : Ã3 → A3 die Explosion desA3 in I . Analog zum vorigen Beispiel berechnen
wir zuerst dieyz-Karte und erhalten den zugehörigen KoordinatenringK[x, y, z, x/yz]
= K[x/yz, y, z] und die assoziierte Abbildung

πyz : Ã3 → A3 : (x, y, z) 7→ (xyz, y, z).

Hier istSpec(K[x/yz, y, z]) wieder isomorph zumA3 und daher glatt. In derx- Karte
jedoch ist der Koordinatenring der Explosion gleich

K[x, y, z, yz/x] ∼= K[x, y, z, w]/(xw − yz).

Hier ist Ã3 = Spec(K[x, y, z, w]/(xw − yz)) eine dreidimensionale torische Varietät
im A4 mit isolierter Singularität im Nullpunkt. Wir sehen also, dass die Explosion von
A3 in I singulär ist.

Allgemein gilt: SeiI ein monomiales Ideal inK[x1, . . . , xn] und seiπ : Ãn → An

die Explosion vonAn mit ZentrumI . Dann istÃn eine torische Varietät, die i.A.
singulär ist. Sei{xa: a ∈ A}, wobeiA in Nn endlich ist, ein beliebiges monomiales
Erzeugendensystem vonI . Sei

Ua := Spec(K[x1, . . . , xn][xa′−a,a′ ∈ A\a]).

Dann wirdÃn von den affinen torischen VarietätenUa ⊆ An überdeckt.
Wir können dies auch mit Hilfe von konvexer Geometrie formulieren:Ãn ist eine to-
rische Varietät, gegeben durch einen FächerΣ in einem GitterN . Die affinen Karten
Ua entsprechen affinen torischen Varietäten, die jeweils durch einen Kegelσ ∈ Σ de-
finiert werden. Genauer: Jedem Erzeugerxa wird ein Kegelσ(a) zugeordnet. Beachte
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dabei, dass̃An nicht notwendig normal ist, also auch die zugehörigen affinenUa nicht
notwendig normale affine torische Varietäten sind. Wenn, wie im obigen Beispiel (1),
eine KarteUa eine offene Teilmenge von zwei anderen KartenUb undUc ist, so gilt:
der Kegelσ(c) ist gegeben alsσ(a) ∩ σ(b) und man kann entsprechend die zugehöri-
gen affinen torischen VarietätenUa undUb entlangUc zusammenkleben. Durch diese
Prozedur erhält man schließlich eine Überdeckung vonÃn.

3.2 Newtonpolyeder und Explosionen

Wir betrachten ein monomiales IdealI = (xa : a ∈ A) in K[x1, . . . , xn] = K[x],
wobeiA eine endliche Menge inNn ist. Wir gehen der Frage nach, wann die Explo-
sion des affinen RaumesAn mit ZentrumI glatt ist. Dazu werden wir ein geometri-
sches Kriterium angeben. Zu diesem Zweck betrachten wir dasNewtonpolyedervon
I . Dann entsprechen die Exponentenvektorena, wobeia ∈ A, Ecken bzw. inneren
Punkten dieses Polyeders. Wir werden die Korrespondenz zwischen den Erzeugern des
Ideals zu Punkten im zugehörigen Newtonpolyeder genau beschreiben. Weiters werden
wir jedem Punkt des Newtonpolyeders einen Kegel zuordnen, denIdealtangentenke-
gel. Wir werden zeigen, wie man an den Idealtangentenkegeln dera ∈ A die Glattheit
der Explosionπ : Ãn → An mit ZentrumI ablesen kann.

Einige Begriffe aus der konvexen Geometrie

Wir haben schon in Kapitel 1 einige Objekte der konvexen Geometrie eingeführt, al-
lerdings in einem sehr allgemeinen Kontext. Wir werden im Folgenden alle Objekte im
VektorraumRn bzw. im UntergitterZn = Zn∩Rn und im UntermonoidNn = Nn∩Rn

definieren. Es gelteN := N≥0.

Zur Erinnerung: Ein(positiver) reeller KegelK ist eine nichtleere Teilmenge vonRn,
sodass jede nichtnegative Linearkombination von Elementen vonK wieder inK liegt.
Es seiRn

+ := {v ∈ Rn : vi ≥ 0}. Falls es Vektorenv1, . . . ,vl ∈ Rn gibt, sodass

K = {
∑l

i=1 λivi : λ1, . . . , λl ∈ R+}, dann nennt manK den vonv1, . . . ,vl erzeug-
ten polyedrischen Kegel. Wir werden einen derartigen Kegel im Weiteren mitK =
R+〈v1, . . . ,vl〉 bezeichnen.
Ein polyedrischer Kegel heißtrational, wenn alle Erzeugervi rationale Koordinaten
haben. Wir können dann durch Erweitern mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen
der Nenner annehmen, dass diese Vektoren ganzzahlige Koordinaten haben. Wir nen-
nen einen Erzeugervi in Zn primitiv, wenn seine Koordinaten relativ prim zueinander
sind.
Die Dimensioneiner Teilmenge vonRn ist die Dimension ihrer affinen Hülle. Daher
ist die Dimension vonR+〈v1, . . . ,vl〉 die Dimension des vonv1, . . . ,vl aufgespannten
linearen Raumes. Ein polyedrischer Kegel mit Erzeugernv1, . . . ,vl heißtsimplizial,
wenn diesel ErzeugerR-linear unabhängig sind. Wenn zusätzlich dasl-dimensionale
Volumen des vonv1, . . . ,vl aufgespannten Parallelotops1 beträgt, spricht man von
einemunimodularenKegel.
Die Punktex ∈ Zn ⊆ Rn heißenGitterpunkte. Aus einem beliebigen positiven reellen
KegelK erhalten wir den zugehörigenGitterkegelK∩Zn. WennK ein rationaler poly-
edrischer Kegel ist, so ist nach Gordan’s Lemma (Satz 3) auchK ∩Zn endlich erzeugt
überZ und besitzt ein eindeutiges minimales Erzeugendensystemx1, . . . ,xl ∈ Zn.
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Die xi sind primitive Vektoren.

Seienv1, . . . ,vl ∈ Rn. Einekonvexe Linearkombinationvon v1, . . . ,vl ist eine end-
liche nichtnegativeR-Linearkombination

l∑
i=1

civi mit ci ≥ 0 für alle i, und
l∑

i=1

ci = 1.

Eine TeilmengeM vonRn heißtkonvex, wenn für je zwei Elementev,w vonM auch
die Strecke vonv nachw in M enthalten ist. Diekonvexe Hülleconv(N ) einer Teil-
mengeN von Rn ist die Menge aller konvexen Linearkombinationen von Elementen
vonN . Für zwei TeilmengenA,B vonRn gilt conv(A + B) = conv(A) + conv(B).

Ein PolyederP ⊆ Rn ist der Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen Halb-
räumen inRn. Ein Polytop ist ein beschränktes Polyeder. Äquivalent dazu ist jedes
Polytop die konvexe Hülle von endlich vielen Punkten imRn. Die Dimensioneines
Polyeders bzw. PolytopsP ist wieder die Dimension seiner affinen Hülle. Ein Element
e vonP heißtEcke vonP , wenn es eine lineare Abbildungf : Rn → R und eine Zahl
d ∈ R gibt, sodass gilt:

P ⊆ {v ∈ Rn : f(v) ≤ d} undf−1(d) ∩ P = {e}.

Das heißt: es gibt eine affine HyperebeneHd = f−1(d), deren Schnitt mitP die Ecke
e liefert, sodassP auf einer Seite vonHd liegt.
Allgemein definiert man: eine TeilmengeQ von P ist einem-dimensionaleSeitevon
P , wenn es eine lineare Abbildungf : Rn → R gibt und eind ∈ R, sodass gilt:

P ⊆ {v ∈ Rn : f(v) ≤ d} undf−1(d) ∩ P = Q,

und außerdem die affine Hülle vonQ m-dimensional ist. Dann sind die Ecken vonP
die 0-dimensionalen Seiten vonP . Weiters heißen die1-dimensionalen Seiten vonP
Kantenundn− 1-dimensionale Seiten nennt manFacettenvonP . Zwei Ecken vonP
sind benachbart, wenn die Strecke zwischen ihnen eine Kante vonP ist. Wir sagen,
dassv im Inneren vonP ist bzw. dassv ein innerer Punktvon P ist, wenn es eine
offene KugelB (bzgl. der Standardmetrik aufRn) gibt, sodassv ∈ B ⊆ P gilt.
Polyedrische Kegel sind spezielle Polyeder. Daher gelten die Definitionen von Ecken,
Kanten, Seiten und Facetten auch für diese Kegel.

SeienK undL beliebige Mengen imRn. Dann heißt

K + L := {x + y : x ∈ K,y ∈ L}

dieMinkowski Summeoder einfach nur dieSummevonK undL. Seien speziellK und
L konvexe Mengen inRn, sodass der Durchschnitt ihrer affinen Hüllen ein Punkt ist.
Dann nennen wirK + L die direkte SummeK ⊕ L von K undL und es gilt:K ⊕ L
ist isomorph zuK × L ⊆ R2n.

Man kann zeigen, dass jedes PolyederP die Summe der konvexen HülleM einer end-
lichen Teilmenge desRn (= das vonM erzeugte Polytop) und eines endlich erzeugten
Kegels ist. Jede Ecke vonP ist ein Element der endlichen MengeM . Wir werden nur
unbeschränkte Polyeder betrachten, daher führen wir zusätzlich den Begriff der unend-
lich fernen Ecken eines Polyeders ein.

33



Definition. Sei P = conv(M)+ R+〈v1, . . . ,vl〉 mit M ⊆ Rn endlich, ein unbe-
schränktes Polyeder. Für alle Eckenm von conv(M) bezeichnen wir den Strahlm +
R+vi alsunendlich ferne EckevonP in Richtungvi, falls m + R+vi eine Kante von
P ist.

Die positive konvexe Hülleeiner TeilmengeM vonRn ist die konvexe Hülle der Min-
kowski Summe vonM mit Rn

+, geschriebenconv(M + Rn
+).

Wir haben schon früher den Träger eines Polynomsf =
∑

α∈Nn cαxα ∈ K[x] defi-
niert. Es giltsupp(f) = {α ∈ Nn : cα 6= 0}. DerTräger eines monomialen IdealsI
ist die Menge aller Exponentenvektoren von Monomen vonI , geschrieben

supp(I ) = {a ∈ Nn : xa ∈ I }.

Seine konvexe Hülleconv(supp(I )) heißt dasNewtonpolyederN von I . Wir wer-
den es auch mitN(I ) bezeichnen. Äquivalent dazu ist für ein Erzeugendensystem
xa, a ∈ A endlich, vonI das Newtonpolyeder definiert als die positive konvexe Hülle
conv(A + Rn

+).
Ein IdealI heißtganz abgeschlossen, wennI gleich seinem ganzen Abschluss ist.
Ein monomiales IdealI = (xa : a ∈ A) ist ganz abgeschlossen, wennR+〈a ∈ A〉∩Zn

endlich erzeugt ist. Für jedes monomialeI gilt supp(I ) ⊆ N(I )∩Zn, mit Gleich-
heit genau dann, wennI ganz abgeschlossen ist (siehe Satz 4 oder [Ei, Ex. 4.23]).

Sei P ⊆ Rn ein Polyeder. Dann heißt fürv ∈ P der positive reelle KegelTv(P ),
der vonP − v := {p − v : p ∈ P} erzeugt wird, der(reelle) Tangentenkegel zu
P in v. Dieser Kegel ist polyedrisch. Wir können ein (nicht notwendig minimales)
Erzeugendensystem angeben: schreibe dazu wie obenP = conv(M)+ R+〈v1, . . . ,vl〉
mit M endlich. Der reelle Tangentenkegel zuP in v ist dann der Kegel, der von allen
m − v und denv1, . . . ,vl erzeugt wird. Fallsv eine Ecke vonP ist, so wird der
zugehörigeTv(P ) erzeugt von den Kanten vonP die vonv ausgehen. Wennv im
Inneren vonP liegt, dann istTv(P ) = Rn (wobei wir hier immer annehmen, dass
dim(P ) = n).

Definition. Es sei für Vektorenv1, . . . ,vl ∈ Rn die Menge{λ1v1 + · · ·+λlvl : λi ∈
N} = N〈vi〉 dasN-Erzeugnis dervi. Speziell für ein monomiales IdealI = (xa :
a ∈ A) sei

ITa(I ) :=N 〈e1, . . . , en,a′ − a : a′ 6= a ∈ A〉,

derIdealtangentenkegel zum Monomxa. Dies ist kein reeller “Kegel”, sondern das von
denvi erzeugte Monoid. Wie bei reellen Kegeln definieren wir Facetten, Seiten, und
Ecken. Ebenso nennen wirITa(I ) spitzgenau dann, wennITa(I ) ∩ (−ITa(I )) =
{0}. Ein minimales Erzeugendensystemvon ITa(I ) ist eine Menge von Vektoren in
Zn, die ITa(I ) erzeugen, so dass kein Element eineN-Linearkombination der ande-
ren Elemente ist. Wir nennen ein Element des minimalen Erzeugendensystems einen
minimalen Erzeugervon ITa(I ).

Wir werden später noch weitere Begriffe von reellen Kegeln übernehmen. Außerdem
gilt für einen Punkta im NewtonpolyederN vonI : der GitterkegelTa(N) ∩ Zn ent-
hält den IdealtangentenkegelITa(I ). Der Idealtangentenkegel gibt uns also Auskunft
über die Gestalt des Newtonpolyeders vonI in der Näheeiner Ecke bzw. eines ganz-
zahligen Punktes vonN .
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Beispiel13. SeiI = (x3, xy2, y3). Das zugehörige NewtonpolyederN = N(I ) ist
dann

N = conv({(3, 0), (1, 2), (0, 3)}+ R2
+).

Abb. 4: Das NewtonpolyederN vonI .

Der Tangentenkegel zuN in der Ecke(3, 0) ist gegeben durchT(3,0)(N) = R+〈(−2, 2),
(−3, 3), (1, 0), (0, 1)〉, wobei die letzten beiden Erzeuger die unendlich fernen Ecken
sind. Wir sind zuerst am GitterkegelT(3,0)(N) ∩ Z2 interessiert: dieser Kegel enthält
alle ganzzahligen Vektoren der FormR+〈(−2, 2), (−3, 3), (1, 0), (0, 1)〉 ∩ Z2. Wie
man leicht sieht, besitzt er das minimaleZ-Erzeugendensystem(1, 0), (−1, 1). Dies
sind gerade die beiden primitiven Kantenvektoren zur Ecke(3, 0). Der Idealtangen-
tenkegel zur selben Ecke ist nach DefinitionIT(3,0)(I ) = N〈(1, 0), (0, 1), (−2, 2),
(−3, 3)〉. Da wir hier nurN-Linearkombinationen zur Verfügung haben, dürfen wir
nicht einfach die primitiven Vektoren als Erzeuger verwenden. Es gilt also:IT(3,0)(I )
( (T(3,0)(N) ∩ Z2).
Für die Ecke(0, 3) ist jedochIT(0,3)(I ) = N〈(3,−3), (1,−1), (1, 0), (0, 1)〉. Man
findet leicht das minimale Erzeugendensystem(1,−1), (0, 1) und die beiden Kegel
IT(0,3)(I ) undT(0,3)(N) ∩ Z2 stimmen überein.

Idealtangentenkegel im Newtonpolyeder und Explosionen

Wir wollen die Explosion vonAn im monomialen IdealI = (xa : a ∈ A) in Zusam-
menhang mit dem NewtonpolyederN := N(I ) bringen.
Die ExplosionÃn von An in I ist bekanntlich Proj(K[x][tI ]), daher wirdÃn über-
deckt von

Ua = Spec(K[x1, . . . , xn][xa′−a : a′ ∈ A\a]).

Wir nennenUa für a ∈ A die a-Karte vonÃn. Die Explosion ist glatt genau dann,
wenn sie in jeder Karte glatt ist. DãAn eine torische Varietät ist, gilt: falls diea-Karte
glatt ist, so ist sie entweder isomorph zu einemAn oder zu einer offenen Teilmenge
desn-dimensionalen affinen Raums.
Im NewtonpolyederN , speziell an den IdealtangentenkegelnITa(I ), kann man alle
Eigenschaften der ExplosioñAn ablesen. Für unser folgendes Glattheitskriterium be-
nötigen wir noch die Begriffe simplizial und unimodular für Idealtangentenkegel. Um
sie sinnvoll definieren zu können, zeigen wir zuerst folgendes
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Lemma 1. Sei N〈v1, . . . ,vl〉 = ITa(I ) der Idealtangentenkegel vonN in einem
Punkta. Falls der Idealtangentenkegel spitz ist, so besitzt er genau ein minimales Er-
zeugendensystem.

Beweis.SeiITa(I ) spitz. Angenommen, er besäße zwei verschiedene minimale Er-
zeugendensystemev1, . . . ,vl bzw.w1, . . . ,wm, wobei o.B.d.A.v1 6∈ {w1, . . . ,wm}.
Da die vi ein Erzeugendensystem vonITa(I ) bilden, kann man jedeswj als N-
Linearkombination

wj =
∑

i

αivi

mit αi ∈ N schreiben. Da auch diewj ein Erzeugendensystem sind, können wir
umgekehrtv1 =

∑
j βjwj =

∑
i,j αiβjvi schreiben. Dann muss aber der Koeffi-

zient
∑

j α1βj von v1 in der letzten Gleichung größer gleich1 sein, da sonstv1 ∈
N〈v2, . . . ,vl〉. Das wäre ein Widerspruch zum minimalen Erzeugendensystem. Weiters
muss

∑
j α1βj ≤ 1 gelten, da sonst0 eine nichttrivialeN-Linearkombination dervi

wäre, was einen Widerspruch zuITa(I ) spitz liefern würde. Somit bleibt als einzige
Möglichkeit α1 = 1, β1 = 1 undβj = 0 für alle restlichenj. Dann folgt aber aus der
Gleichung

v1 =
∑

j

βjwj = β1w1,

dassv1 = w1 gelten muss. Widerspruch zur Voraussetzungv1 6∈ {w1, . . . ,wm}!

Wir nennen nun einen spitzen IdealtangentenkegelITa(I ) simplizial, wenn das mini-
male Erzeugendensystem vonITa(I ) aus genaun Vektoren inZn besteht.ITa(I )
heißtunimodular, falls zusätzlich dasn-dimensionale Volumen der minimalen Erzeu-
ger gleich 1 ist.
Sei ITa(I ) = N〈v1, . . . ,vl〉 mit l ≥ n und seiK[ITa(I )] = K[xv1 , . . . ,xvl ] die
von ITa(I ) erzeugte monomiale Algebra mitK[ITa(I )] ⊆ K[x,x−1]. Man sieht
sofort, dassK[ITa(I )] der Koordinatenring dera-Karte vonÃn ist. Betrachte nun,
analog zu Kapitel 1, den Monoidhomomorphismus (für spitze Idealtangentenkegel:
Isomorphismus)

θ : ITa(I ) → K[ITa(I )],u 7→ xu.

Via θ kann manITa(I ) mit K[ITa(I )] identifizieren, wir können somit in der zu
ITa(I ) gehörenden monomialen Algebra arbeiten. Ebenso wie in Kapitel 1 betrachten
wir den Monoidhomomorphismusπ : Nl → Zn,b 7→

∑l
i=1 bivi. Daraus erhalten wir

einen Homomorphismus der monomialen Algebren

π̂ : K[t1, . . . , tl] → K[ITa(I )], ti 7→ xvi .

Wie bereits erwähnt, erhält man so die Beschreibung dera-Karte von Ãn als tori-
sche Varietät. Das zugehörige torische Ideal wird erzeugt von Binomenxv − xw, mit
v,w ∈ Nn. Die linearen Relationen der Erzeuger vonITa(I ) entsprechen also poly-
nomialen Relationen inK[x].
Jetzt bringen wir das NewtonpolyederN vonI = (xa : a ∈ A) zu den Koordinaten-
ringen der affinen Karten der Explosion vonAn mit ZentrumI in Beziehung. Nach
Definition des Newtonpolyeders bilden die Ecken vonN eine Teilmenge vonA. Die
restlichen Elemente vonA liegen entweder im Inneren oder sind in Seiten vonN ent-
halten. Die Exponentena′ − a, wobeia′ ∈ A\a, der Erzeuger des Koordinatenrings
dera-Karte der Explosion entsprechen im PolyederN den Verbindungsvektoren von
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a nacha′. Die Erzeugerx1, . . . , xn von K[x1, . . . , xn,xa′−a : a′ ∈ A\a] entspre-
chen im Newtonpolyeder denn Standardbasisvektorene1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en =
(0, . . . , 0, 1). Diese Erzeuger kommen von unendlich fernen Eckena + R+ei. Daher
ist jeder Idealtangentenkegeln-dimensional und besitzt das (nicht notwendig minima-
le) Erzeugendensysteme1, . . . , en,a′ − a für alle a′ 6= a ∈ A. WennITa(I ) spitz
ist, kann man das eindeutige minimale Erzeugendensystemv1, . . . ,vl mit l ≥ n be-
rechnen. Wir werden einen Erzeugerv von ITa(I ) notwendigbzw.minimalnennen,
wennv ein Element des minimalen Erzeugendensystems ist. Sonst heißtv überflüssig
bzw. redundant. Fallsv ein überflüssiger Erzeuger ist, erfüllt er eine Relation

v =
∑

i

αivi, mit vi 6= v undαi ∈ N.

Das bedeutet, dassv im Inneren bzw. in einer Seite des Idealtangentenkegels liegt.
Dann ist der Punktv + a im Inneren bzw. in einer Seite des Newtonpolyeders. Im Ko-
ordinatenringK[x1, . . . , xn,xa′−a : a′ ∈ A\a] = K[xv1 , . . . ,xvl ] lautet die Relation
entsprechend

xv = xα1v1 · · ·xαlvl .

Wir werden sehen, dass der Idealtangentenkegel einerEckea von N immer spitz ist.
Weiters gilt: wenna ∈ A keine Ecke vonN ist, so ist die zugehörigea-Karte eine
offene Teilmenge der Karten der benachbarten Ecken.

Beispiele

Beispiel14. Seiπ : Ã3 → A3 die Explosion desA3 mit ZentrumI = (x, y, z). Dann
gilt ai = ei. Das NewtonpolyederN = N(I ) ist daherconv({a1,a2,a3} + R3

+).
Beachte: hier sind alleai Ecken vonP , zusätzlich sind die Strahlenai + R+ei die
drei unendlich fernen Ecken. Die Explosionπ : Ã3 → A3 in I liefert bekanntlich
drei Karten: in derx-Karte erhalten wir die KoordinatenalgebraK[x, y, z, y

x , z
x ] und

entsprechendITa1(I ) =N 〈e1, e2 − e1, e3 − e1〉. ITa1(I ) ist simplizial und unimo-
dular. Die anderen beiden Karten sind symmetrisch bzgl.x ↔ y bzw. x ↔ z. Daher
ist die Explosion glatt. Wir bemerken, dassITai

(I ) mit Tai
(N) ∩ Z3 übereinstimmt

und genau 3 Erzeuger hat (zwei davon entsprechen den Strecken vonai zuaj ,ak, mit
i 6= j 6= k. Der dritte,ei, entspricht einer unendlich fernen Nachbarecke). Außerdem
gilt det(ei, ej − ei, ek − ei) = 1, d.h., die Erzeuger des Idealtangentenkegels bilden
sogar eineZ-Basis vonITai

(I ). Alle Kegel ITai
(I ) für i = 1, 2, 3 sind simplizial

und unimodular und somit ist die Explosion vonA3 in I glatt.

Beispiel15. Sei jetztπ : Ã2 → A2 die Explosion vonA2 im dickenNullpunkt I =
(x, y)2 = (x2, y2, xy). Dann gilta1 = (2, 0),a2 = (0, 2),a3 = (1, 1) und wir er-
halten diesmal drei Karten. Im Newtonpolyeder sind die entsprechenden drei Idealtan-
gentenkegelITa1(I ) = N〈e1, e2 − e1〉, ITa2(I ) = N〈e1 − e2, e2〉 bzw.ITa3(I ) =
N〈e1, e2, e1 − e2, e2 − e1〉. Dabei sind die ersten beiden Idealtangentenkegel simpli-
zial und unimodular, währendITa3(I ) nicht einmal spitz ist. Es gilt:ITa3(I ) )
ITa1(I ) undITa3(I ) ) ITa2(I ). Die zugehörige KarteSpec(K[x, y, x

y , y
x ]) wird

vollständig von derx2-Karte Spec(K[x, y
x ]) bzw. dery2-Karte Spec(K[x

y , y]) über-
deckt. Im Newtonpolyeder sieht man, dass der Punkt(1, 1) auf der Kante von(2, 0)
nach(0, 2) liegt.
Betrachtet man hingegen die Explosion im IdealJ = (x2, y2), so ist die Explosion
in beiden Karten singulär. Die IdealtangentenkegelITa1(J ) =N〈e1, e2, 2e1 − 2e2〉
bzw.ITa1(J ) = N〈e1, e2, 2e2 − 2e1〉 sind weder simplizial noch unimodular.
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Beispiel16. Sei diesmalπ : Ã3 → A3 die Explosion vonA3 in I = (x, y)(x, z) =
(x2, xy, xz, yz), wobeiI das Achsenkreuz {z-Achse}∪{y-Achse} definiert. Wir er-
halten zu den vier Erzeugerna1 = (2, 0, 0),a2 = (1, 1, 0),a3 = (1, 0, 1) bzw.a4 =
(0, 1, 1) die KoordinatenringeK[x, y

x , z
x ], K x

y , y, z
x ], K[x

z , y
x , z] bzw.K[x

z , x
y , y, z]. In

deryz-Karte ist dabei der Koordinatenring isomorph zu
K[x, y, z, w]/(xz − yw), via x

z 7→ x, x
y 7→ w, y 7→ y, z 7→ z. In deryz-Karte ist die

Explosion somit singulär im Nullpunkt desA4. Die anderen drei Karten sind hingegen
glatt.
Im Newtonpolyeder sieht man wieder, dass die Idealtangentenkegel in den Eckena1,
a2,a3 simplizial und unimodular sind, währendITa4(I ) von den 4 Vektorene1 −
e3, e1 − e2, e2, e3 erzeugt wird. Dies ist auch das minimale Erzeugendensystem, da-
mit haben wir zum ersten Mal einen nichtsimplizialen Idealtangentenkegel erhalten!

In Beispiel 15 sieht man, dass die Idealtangentenkegel vona ∈ A, die keine Ecken
des Newtonpolyeders sind, vernachlässigbar sind. Auf der algebraischen Seite bedeu-
tet das, dass die zuxa gehörige Karte schon von anderen Karten überdeckt wird. Al-
lerdings dürfen wir das Monomxa bzw. den Vektora selbst nicht einfach als Idealer-
zeuger bzw. als Erzeuger in den Idealtangentenkegeln weglassen. Denn sonst fehlen,
wie im zweiten Teil von Beispiel 15, in den Idealtangentenkegeln der Ecken Erzeuger.
Dann ist der Kegel nicht simplizial oder unimodular.
Nach diesen illustrativen Beispielen können wir mit Hilfe des Newtonpolyeders ein
Kriterium für die Glattheit der Explosion vonAn in I formulieren.

Kriterium der Glattheit

Satz 7. SeiI = (xa : a ∈ A) ein monomiales Ideal inK[x1, . . . , xn] und N =
N(I ) das assoziierte Newtonpolyeder. Betrachte die Explosionπ : Ãn → An mit
ZentrumI . Dann gilt füra ∈ A:
(1) Falls a keine Ecke vonN ist, wird die entsprechendea-Karte schon von den den
banchbarten Ecken zugeordneten Karten vonÃn überdeckt.
(2) Fallsa eine Ecke vonN ist, so ist die Explosion in dieser Karte genau dann glatt,
wenn der IdealtangentenkegelITa(I ) simplizial und unimodular ist.
(3) Für eine Eckea von N impliziert dies, dass alle Erzeuger vonITa(I ) primitiv
sind und dass daher der Idealtangentenkegel im Punkta mit dem ganzzahligen Tan-
gentenkegelTa(N) ∩ Zn übereinstimmen muss.

Beweis.Zuerst widmen wir uns (2): Seia eine Ecke vonN . Die Explosionπ : Ãn →
An ist in dera-Karte genau dann glatt, wenn der zugehörige Koordinatenring
K[x1, . . . , xn,xa′−a : a′ ∈ A\a] isomorph zu einem PolynomringK[y1, . . . , yn]
ist. Wir bezeichnen diel = n + |A| − 1 monomialen Erzeugerx1, . . . , xn,xa′−a

des Koordinatenrings dera-Karte mit z1, . . . , zl. Dann gibt es unter diesenzi genau
n Stück, die schon den ganzen Ring erzeugen (da diea-Karte glatt ist). Wir wäh-
len diesen Erzeuger aus und bezeichnen sie (wie bereits oben) mity1, . . . , yn. Sei
z ∈ {z1, . . . , zl}\{y1, . . . , yn}. Da dieyi den Polynomring erzeugen, erfülltz eine
monomiale Relation

z = yα1
1 · · · yαn

n

mit α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn. Geometrisch ist dies äquivalent zu: SeiITa(I ) =
N〈v1, . . . ,vn〉. Dabei bezeichnevk ∈ {e1, . . . , en,a′−a : a′ ∈ A\a} den Exponenten
des Monomsyk bzgl.x1, . . . , xn. Der Idealtangentenkegel wird schon erzeugt von den
zu denyj gehörenden Exponenten. Die restlichen Exponentenv ∈ {e1, . . . , en,a′ −
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a : a′ ∈ A\a}\{v1, . . . ,vn} erfüllen die zur monomialen Relation analogelineare
Relation

v = α1v1 + · · ·+ αnvn = V · α,

wobei V ∈ Zn×n die Matrix mit Spaltenv1, . . . ,vn ist. Diese Gleichung liefert
v ∈ ITa(I ) für alle Exponentenvektorenv. Da allen Standardbasisvektorenej in
ITa(I ) enthalten sind, ist ern-dimensional und die Vektorenv1, . . . ,vn bilden au-
ßerdem eine Basis vonZn. Das ist äquivalent zudet(V ) = ±1. Der Idealtangentenke-
gel ist somit simplizial und unimodular.
Wir haben bis jetzt nur äquivalente Formulierungen für die Relationen zwischen dem
Idealtangentenkegel vona und dera-Karte der Explosion benutzt. Daher haben wir
auch schon die Rückrichtung bewiesen: wenna eine Ecke vonN ist undITa(I ) sim-
plizial und unimodular ist, so ist die zugehörige Karte der Explosion glatt. Damit ist
(2) bewiesen.

Aussage (3) folgt sofort: sei dazu wiederITa(I ) = N〈v1, . . . ,vn〉 simplizial und
unimodular. Angenommen einvi, o.B.d.A.v1, wäre nicht primitiv. Dann existiert eine
natürliche Zahlk ≥ 2, sodass1kv1 ∈ Zn ist. Das Volumen derv1, . . . ,vn beträgt

k · |det(
1
k
v1,v2, . . . ,vn)︸ ︷︷ ︸
∈Z>0

|,

ist also echt größer gleichk. Dies liefert aber einen Widerspruch zur Unimodularität
des Idealtangentenkegels.

Nun zeigen wir Aussage (1) des Lemmas: Wir betrachten zuerst eina, das in einer
Seite vonN liegt. Geometrisch bedeutet “in einer Seite liegen”, dassa in der konvexen
Hülle vonm ≥ 2 Vektorena′ 6= a ∈ A enthalten ist. Wir bezeichnen diese Vektoren
mit a1, . . . ,am. Man kanna darstellen als

a =
m∑

j=1

λjaj , wobeiλj ∈ Q>0,

m∑
j=1

λj = 1.

Wie vorher wird der IdealtangentenkegelITa(I ) von den Vektorene1, . . . , en,a′−a,
für allea′ ∈ A\a erzeugt. Allerdings ist jetzt auch der Nullvektor eine nichttrivialeQ-
Linearkombination von Erzeugerna′ − a von ITa(I ), denn

m∑
j=1

λj(aj − a) =
m∑

j=1

λj(aj −
m∑

k=1

λkak) = a−
m∑

j=1

λj︸ ︷︷ ︸
=1

m∑
k=1

λkak = 0.

Durch Multiplikation mit einem geeignetemλ ∈ N kann erreichen, dass alleαi :=
λ · λi natürliche Zahlen sind. Man kann also0 als nichttrivialeN-Linearkombination
0 =

∑m
j=1 αj(aj − a) der Erzeuger vonITa(I ) darstellen. Der Idealtangentenkegel

ITa(I ) ist somit nicht spitz. Dies impliziert aber, dass aucha − aj für alle j im
Idealtangentenkegel vonN beia enthalten ist. Denn:

a− aj =
m∑

k=1
k 6=j

αk(ak − a) + (αj − 1)(aj − a).
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Da αj größer gleich 1 ist, ist somita − aj eineN-Linearkombination von Erzeugern
des Idealtangentenkegels.
Wir zeigen noch, dass fürj = 1, . . . ,m sogarITaj

(I ) ⊆ ITa(I ) ist: betrachte dazu
den IdealtangentenkegelITaj (I ) = N〈e1, . . . , en,a′ − aj : a′ ∈ A\aj〉. Es gilt aber
für alle j

a′ − aj = (a′ − a)︸ ︷︷ ︸
∈ITa(I )

+(a− aj)︸ ︷︷ ︸
∈ITa(I )

.

Daher sind alle Erzeuger des Idealtangentenkegels vonN beiaj in ITa(I ) enthalten,
also ist der ganze Kegel⊆ ITa(I ). Algebraisch übersetzt bedeutet dies, dass für alle
j = 1, . . . ,m gilt: Spec(k[x,xa′−aj : a′ ∈ A\aj ]) ⊇ Spec(k[x,xa′−a : a′ ∈ A\a]).
Das heißt, dass diea-Karte jederaj-Karte enthalten ist.
Fallsa im Inneren vonN liegt, so ist der zua gehörige Idealtangentenkegel gleichZn.
Dann ist ebenso0 in der konvexen Hülle der Erzeuger vonITa(I ) enthalten. In die-
sem Fall ist der Koordinatenring dera-Karte isomorph zuK[y1, . . . , yn, 1

y1
, . . . , 1

yn
].

Bekanntlich istSpec(K[y1, . . . , yn, 1
y1

, . . . , 1
yn

]) = An\{0}.

Mit diesem Kriterium können wir mit Hilfe konvexer Geometrie bestimmen, wann
die Explosionπ : Ãn → An in einem beliebigen monomialen IdealI glatt ist.
Für die angestrebte äquivariante eingebettete Auflösung einer affinen torischen Hy-
perflächeX suchen wir ein monomiales Ideal, sodass die ExplosionÃn des affinen
n-dimensionalen Raumes glatt ist, und sodass alle Symmetrien vonX erhalten blei-
ben. Der erste Kandidat ist das RosenbergidealR.
Dann betrachten wir allgemein Explosionen mit Zentren Monomideale und werden ei-
nige Sätze zu Produkten von Koordinatenidealen zeigen.
Schließlich kommen wir zu bauchigen Mengen. Wir werden bauchige Mengen nach
[DP] für Koordinatenideale definieren. Weiters werden wir mit unserem Kriterium zei-
gen, dass die Explosion vonAn in einem Produkt von Idealen, die eine bauchige Menge
bilden, glatt ist.

3.3 Explosion im Rosenbergideal

Rosenberg [Ro] betrachtet ein spezielles monomiales IdealR in K[x1, . . . , xn], des-
sen VerschwindungsmengeZ eine Vereinigung von Koordinatenachsen imAn ist. Das
IdealR wird so konstruiert, dass die Explosion vonAn mit ZentrumR glatt ist und
dassR invariant unter jeder Permutation der Koordinaten aufAn ist, die auchZ inva-
riant lässt.
Rosenberg verallgemeinert dieses Ergebnis auf einZ in An, das Verschwindungsmen-
ge einer Vereinigung von Koordinatenunterräumen der Dimension1 ≤ r < n ist.
Folgende Idee führt zur Konstruktion vonR: Betrachte das reduzierte IdealI von
Z. Dann ist die Explosion vonAn in I singulär. Im NewtonpolyederN(I ) führen
also von bestimmten Ecken zu viele Kanten weg, sodass die zugehörigen Idealtan-
gentenkegel nicht simplizial sind. Man versucht daher,I durch Multiplikation bzw.
Durchschnittsbildung mit einem anderen Ideal so zu transformieren, dass die Explo-
sion glatt wird und dass das RadikalI unverändert bleibt. Wir werden nun sehen,
was diese Prozedur inN(I ) bewirkt. Für eine garbentheoretische Interpretation die-
ser Vorgangsweise und weitere Details siehe [Ro].
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Sei1 < s ≤ n und seiI das reduzierte Ideal der erstens Koordinatenachsen. Dann
ist

I =
s⋂

i=1

(x1, . . . , x̂i, . . . , xn).

Dieses Ideal wird erzeugt von den Monomenxixj mit 1 ≤ i < j ≤ s undxi mit s < i.
Es bezeichne weitersZ = V (I ). Es seim = (x1, . . . , xn) das reduzierte Ideal des
Nullpunkts desAn. Man sieht sofort, dass die ExplosioñAn mit ZentrumI singulär
ist: In allen affinen Karten, die zu den Erzeugernxi mit s < i gehören, erfüllen die
minimalen Erzeugerxjxk

xi
, xi, xj , xk mit j < k ≤ s, Relationen der Form

xjxk

xi
· xi − xj · xk.

Daher sind die zugehörigen Koordinatenringe nicht isomorph zu einem Polynomring
in n Variablen. Die zugehörigen Kartenausdrücke sind gegeben als

Spec
(

K

[
x1, . . . , xn,

xjxk

xi
,
xl

xi
: l > s

]
/

(
xjxk

xi
xi − xjxk : j < k ≤ s

))
.

Diese Varietäten sind singulär. Betrachte nun das NewtonpolyederN(I ). Dann ist der
Idealtangentenkegel zu einer Eckeei mit s < i nicht simplizial, denn: Die minimalen
Erzeuger des Idealtangentenkegels vonN(I ) in einer Eckeei sind die Vektorenej

mit j ≤ s undei, ej −ei für j 6= i > s und zusätzlichej +ek−ei für j < k ≤ s. Der
Kegel ist spitz, daher istei eine Ecke vonN(I ). Die Anzahl der minimalen Erzeuger
beträgt abern +

(
s
2

)
, daher istITei(I ) nicht simplizial. Fürs > 2 sind auch alle

Idealtangentenkegel zuei +ej mit i < j ≤ s nicht simplizial, da sie die minimalen Er-
zeugerek−ei−ej mit k > s, ei, ej undek−ei undek−ej für k ∈ {1, . . . , s}\{i, j}
besitzen (dies sindn + s− 2 Vektoren!).
Man versucht nun, eine Eckev von N(I ), von der mehr alsn Kanten ausgehen, in
mehrere neue Ecken “auseinanderzuziehen”. Jede neue Ecke soll einige Kanten von
v erben, allerdings soll der jeweilige Idealtangentenkegel genaun minimale Erzeuger
besitzen. Rosenberg schlägt zwei Möglichkeiten vor, die nichtsimplizialen Idealtan-
gentenkegel zu glätten. Zum Einen kann man die störende Ecke einfach vonN(I )
abschneiden (vgl. Abb. 5).

−→

Abb. 5: Das Abschneiden einer Ecke mit zu vielen Kanten.

Dies entspricht auf Idealebene dem Schnitt vonI mit einem anderen Ideal. Alternativ
dazu kann man die betreffende Ecke strecken, d.h., man ersetzt das PolyederN(I )
durch die Minkowski Summe vonN(I ) und einem anderen geeigneten Newtonpo-
lyeder. Dies entspricht der Multiplikation vonI mit einem anderen Ideal (vgl. Abb.
6).

41



−→

Abb. 6: Die Summe zweier Newtonpolyeder.

Durch diese Modifikationen sollte natürlich das Radikal vonI unverändert bleiben
und damit die VerschwindungsmengeZ. Wir verwenden zum Glätten des Newton-
polyeders eine Potenz des maximalen Idealsm. Die Wahl des “Glättungsideals” ist
allerdings keineswegs eindeutig! Wir könnten jedes IdealJ wählen, sodass die Ex-
plosion vonAn mit ZentrumI ∩J bzw.I ·J glatt ist und sodass

√
I ∩J bzw.√

I ·J gleichI ist.
WegenI ∩m = I betrachten wir das IdealI ∩m2. Das zugehörige Newtonpolyeder
besitzt immer noch viele Ecken mit nichtsimplizialen Idealtangentenkegeln (in Abb. 7
links ist das Newtonpolyeder vonI ∩m2 für n = 3, s = 2 zu sehen). Wir können diese
Ecken jedoch durch einen Schnitt mitm3 oder durch Multiplikation mitm glätten. Da
I ∩m2 von Monomen mit Grad2 erzeugt wird, erhalten wir durch jede dieser beiden
Operationen dasselbe Ideal.

Abb. 7: Die Newtonpolyeder vonI ∩m2 (links) undR (rechts).

Definiere schließlichR := I ∩m3. Es gilt:

√
R =

√
I ∩m3 = I ∩m = I .

DasRadikalvonR ist wie verlangt das ursprünglicheI und daher istV (R) = V (I ).
Das IdealR ist invariant unter jedem Automorphismus desAn, der I unverändert
lässt. Außerdem istR ganz abgeschlossen.

Satz 8. SeiI das reduzierte Ideal der erstens Koordinatenachen desAn wie oben.
Dann ist die Explosion vonAn in R = I ∩m3 glatt.

Beweis.Wir zeigen die Glattheit voñAn mit unserem Newtonpolyederkriterium. Das
NewtonpolyederN(R) besitzt die Eckenmenge

{2ei + ej : 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ n, i 6= j} ∪ {3ei : s < i ≤ n}.
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Die restlichen Erzeuger vonR entsprechen inneren Punkten vonN(R) oder liegen
auf Seiten des Newtonpolyeders, wie man leicht nachrechnen kann. Zum Beispiel sind
alle2ej + ei mit s < j ≤ n und1 ≤ i ≤ s konvexe Linearkombinationen der Ecken:

2ej + ei = 1/2(2ei + ej) + 1/2(3ei).

Betrachte nun den IdealtangentenkegelIT2ei+ej
(R) zu einer Ecke. Die zugehörigen

Kantenvektoren sindei für die unendlich fernen Ecken,ej − ei und ek − ei mit
k 6∈ {i, j} für die benachbarten Ecken (Beachte: DaR ganz abgeschlossen ist, sind
alle Gitterpunkte ausN(R)∩Zn im Idealtangentenkegel zu jeder Ecke enthalten. Da-
her sind diese Erzeuger die primitiven Kantenvektoren!). Dies sind genaun Erzeuger.
SeiA die Matrix, deren Spalten diesen minimalen Erzeuger des Idealtangentenkegels
bilden. In jeder SpalteA−j sind die Einträge Elemente der Menge{±1, 0}, wobei je-
weils eine1 und höchstens eine−1 (vonej − ei, ek − ei bzw.ei) auftauchen. Anders
ausgedrückt: die MatrixA ist total unimodular, d.h.,det(A) = ±1 oder0. (Siehe dazu
Abschnitt über Koordinatenideale oder [Sc, ch. 19]). Da dien Vektoren linear unab-
hängig sind, ist somitdet(A) = ±1.
Für eine Ecke3ei wird der Idealtangentenkegel erzeugt vonei (unendlich ferne Ecke)
und den Vektorenei − ek für k 6= i (benachbarte Ecken). Wie oben sieht man, dass
die zugehörigen× n Matrix total unimodular ist und Determinante±1 besitzt. Damit
haben wir die Simpliziatität und Unimodularität der Idealtangentenkegel aller Ecken
gezeigt. Die Explosion vonAn mit ZentrumR ist also glatt.

Somit haben wir ein nichtreduziertes Zentrum der Explosion desAn gefunden, das al-
le gewünschten Symmetrien erhält. Wenn wir aber die strikt TransformierteX ′ einer
singulären affinen torischen HyperflächeX = V (xb+ − xb−) betrachten, wird, wie
schon vorher erwähnt, unsere InvarianteI in einigen Fällen echt lexikographisch grö-
ßer: Man sieht dies am Beispiel der FlächeX = V (xa − ybzb) in A3, wobeia ≤ b. In
diesem Fall istX bzgl. der Permutation vony undz invariant. Wir erhalten also

R = (x, yz) ∩ (x, y, z)3 = (x3, x2y, x2z, xy2, xz2, y2z, yz2).

Die Invariante vonX ist I = (a, b, 1, 2). In dery2z-Karte ist die strikt Transformier-
te X ′ durch die Gleichungxa = y2b−azb−a gegeben, die Invariante lautetI ′y2z =
(a, 2b − a, 1, 1). Für b > a ist somitI ′y2z >lex I. Wir können fürb > 2a überhaupt
keine Verbesserung messen: Die Ordnung vonf ′ bleibt konstant gleicha, während der
Grad vonf ′ für b > 2a sogar steigt.

3.4 Explosionen in Produkten von Idealen

Wir betrachten nun einige Anwendungen des Glattheitskriteriums auf Explosionen
von An mit Zentren Produkte von monomialen Idealen. Man kann für ein beliebig
vorgegebenes monomiales IdealI = (xa : a ∈ A) berechnen, ob die Explosion
von An mit ZentrumI glatt ist. Dazu teste jedesa ∈ A den Idealtangentenkegel
ITa(I ) in N(I ) auf Simplizialität und Unimodularität (z.B. mit MAPLE). Es ist
jedoch schwierig, allgemeine Aussagen zu treffen. Daher betrachten wir im Folgen-
den speziell Produkte von monomialen Idealen. Auf Polyederebene bedeutet dies, die
Minkowski-Summen ihrer Newtonpolyeder zu betrachten.
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Wir nennen ein monomiales IdealI = (xa : a ∈ A) in K[x1, . . . , xn] zahm, wenn
die ExplosionÃn von An mit ZentrumI glatt ist. Entsprechend ist das zugehörige
NewtonpolyederN(I ) genau dannzahm, wennI zahm ist. Somit werden wir das
Kriterium für die Glattheit der Explosion desAn (Satz 7) auchZahmheitskriterium
nennen. Wir nehmen im Folgenden immer an, dass die MengeA minimal ist, d.h.,A
enthält keine inneren Punkte vonN(I ). Dann nennen wirA die (eindeutig bestimmte)
WolkevonI .
Wir zeigen zuerst, dass die Explosion desAn in einem Produkt von zahmen Idealen
glatt ist, wenn ihre Wolken disjunkt sind. Dann spezialisieren wir uns auf Produkte
von Koordinatenidealen und zeigen die Zahmheit für einige Spezialfälle. Schließlich
kommen wir zu bauchigen Mengen von Koordinatenidealen.

Satz 9. SeienJi für i = 1, . . . , k monomiale Ideale inK[x1, . . . , xn] mit paarweise
disjunkten Wolken. SeiJ :=

∏k
i=1 Ji. Ist jedesJi zahm, dann ist auchJ zahm.

Zum Beweis dieses Satzes benötigen wir einige Aussagen über Newtonpolyeder. Zuerst
brauchen wir noch ein kleines Lemmalein.

Lemma 2. SeiI = (xa : a ∈ A) ⊆ K[x1, . . . , xn] ein monomiales Ideal mitA
⊆ Ns × 0n−s unds ≤ n. Dann gilt: I in K[x1, . . . , xn] ist genau dann zahm, wenn
Ĩ := I ∩K[x1, . . . , xs] zahm ist.

Beweis.Es seiĨ ⊆ K[x1, . . . , xs] zahm. Wir betrachten die beiden Newtonpolyeder
P = N(I ) ⊆ Rn bzw. P̃ = N(Ĩ ) ⊆ Rs. P ist die direkte Summe voñP und
Rn−s, d.h., wir könnenP darstellen als kartesisches ProduktP = P̃ × Rn−s ⊆ Rn.
Bezeichnea eine Ecke voñP . Dann ist der Punkt

(a, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−s

)

eine Ecke vonP ⊆ Rn. Der Idealtangentenkegel voñP in a ist N〈e1, . . . , es,a′ −
a : a′ ∈ A\a〉 und dieser ist nach Voraussetzung simplizial und unimodular. Daher
existierens linear unabhängige minimale Erzeugerv1, . . . ,vs in Zs von ITa(Ĩ ) mit
det(v1, . . . ,vs) = ±1. Der entsprechende IdealtangentenkegelIT(a,0,...,0)(I ) von
P besitzt dien minimalen Erzeuger(v1, 0, . . . , 0), . . . , (vs, 0, . . . , 0), es+1, . . . , en.
Durch Anwendung des Laplace’schen Entwicklungssatz auf die Matrix, deren Spalten
diese minimalen Erzeuger bilden, folgt die Unimodularität vonITa(I ). Der Beweis
der Rückrichtung ist klar.

Lemma 3. SeienP ⊆ Rs undQ ⊆ Rt Polyeder. Seie eine Ecke vonP und f eine
Ecke vonQ. Dann ist(e, f) eine Ecke vonP ×Q ⊆ Rs+t.

Beweis.Da e eine Ecke vonP ist, gibt es einen Vektora ∈ Rs und eine reelle Zahl
α mit a · e = α unda · p < α für alle p ∈ P\e. Dabei bezeichne· das euklidische
Skalarprodukt. Ebenso existieren einb ∈ Rt und einβ ∈ R, sodassb · f = β und
b ·q < β für alleq ∈ Q\f gilt. Wir zeigen nun:(e, f) ∈ Rs+t ist eine Ecke vonP×Q.
Definiere dazuc := (a,b) ∈ Rs+t. Dann gilt

(e, f) · c = a · e + b · f = α + β,

und weiters für alle(p,q) ∈ P ×Q\{c}

(p,q) · c = a · p + b · q < α + β.

Somit haben wir die Behauptung gezeigt.
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Lemma 4. SeienI1 = (xa : a ∈ A),I2 = (xb : b ∈ B) zwei Ideale in
K[x1, . . . , xn] mit endlichen WolkenA,B ⊆ Nn und assoziierten Newtonpolyedern
P bzw.Q. Dann gilt:
(1) N(I1 ·I2) = P + Q.
(2) WennA ∩B = ∅ undI1 undI2 zahm sind, so ist auchI1 ·I2 zahm.
(3) SeienA ⊆ Ns × 0n−s, B ⊆ 0s × Nn−s und P̃ = P ∩ Rs, Q̃ = Q ∩ Rn−s. Dann
ist N(I1 ·I2) = P̃ × Q̃.

Beweis.Wir zeigen zuerst Aussage (1). Nach Definition der NewtonpolyederP undQ
gilt

P + Q = conv(A + Rn
+) + conv(B + Rn

+) = conv(A + B + Rn
+).

WegenI1 · I2 = (xa+b : a ∈ A,b ∈ B) ist N(I1 · I2) = conv(A + B + Rn
+).

Daraus folgt (1).
Für Aussage (3) können wir nach Lemma 2 annehmen, dassA ∪B = {1, . . . , n} gilt.
Dann gilt

P + Q = P̃ ⊕ Q̃ = P̃ × Q̃.

Zusammen mit (1) liefert dies die AussageN(I1 ·I2) = P̃ × Q̃.
Schließlich zeigen wir (2): Seien dazu o.B.d.A.A ⊆ Ns × 0n−s, B ⊆ 0s × Nn−s

und P̃ , Q̃ wie oben definiert. Wenña eine Ecke vonP̃ bzw. b̃ eine Ecke vonQ̃
ist, folgt aus Lemma 3, dassa + b eine Ecke vonN(I1 · I2) ist. Umgekehrt ist
jede Ecke vonN(I1 · I2) eine Summe von zwei Eckena = (ã, 0, . . . , 0) ∈ P
undb = (0, . . . , 0, b̃) ∈ Q. Die Eckenmenge vonN(I1 · I2) ist somit{a + b: a
Ecke vonP , b Ecke vonQ}. Nun müssen wir noch zeigen, dass der zu jeder Ecke
a + b assoziierte Idealtangentenkegel vonN(I1 · I2) simplizial und unimodular
ist. Es gilt: ITa+b(I1 · I2) wird erzeugt vone1, . . . , en, der Menge der Vektoren
{a′ + b′ − (a + b)}, bzw.{a′ − a} und{b′ − b} für allea′ ∈ A\a bzw.b′ ∈ B\b.
Wir können sofort einige Erzeuger eliminieren: Alle Elemente der ersten Menge sind
N-Linearkombinationen von Vektoren der Gestalta′ − a bzw.b′ − b. Daher bleiben
uns nur mehr die Elemente der letzten zwei Mengen und die Standardbasisvektoren
als Kandidaten für minimale Erzeuger übrig. Dies sind aber dieselben Vektoren, die
auchITa(I1) bzw. ITb(I2) erzeugen! Nach Voraussetzung und Lemma 2 wird der
Idealtangentenkegel der Eckea von P erzeugt vons linear unabhängigen Vektoren
v1, . . . ,vs undes+1, . . . , en. Der IdealtangentenkegelITb(I2) besitzt das minimale
Erzeugendensysteme1, . . . , es,ws+1, . . . ,wn, mit wj linear unabhängig überR. Es
bezeichnẽvi := (v1i, . . . , vsi) bzw.w̃j := (ws+1,j , . . . , wn,j). Die minimalen Erzeu-
ger sind von der Formvi = (ṽi, 0, . . . , 0) bzw.wj = (0, . . . , 0, w̃j). Wir erhalten für
den Idealtangentenkegel:

ITa+b(I1 ·I2) = N〈v1, . . . ,vs,ws+1, . . . ,wn〉.

Da die Vektorenvi und wj linear unabhängig überR sind (disjunkte Wolken!), ist
hiermit die Simplizialität des Idealtangentenkegels gezeigt. Die beiden MatrizenV :=
(ṽ1, . . . , ṽs) ∈ Zs×s, bzw.W := (w̃s+1, . . . , w̃n) ∈ Zn−s×n−s sind unimodular. Wir
betrachten nun die MatrixA der minimalen Erzeuger vonITa+b(I1 ·I2). Nach den
obigen Ausführungen ist sie von der Gestalt

A =
(

V 0
0 W

)
,

also giltdet(A) = det(V ) det(W ) = ±1. Damit ist bewiesen, dass der Idealtangen-
tenkegel jeder Ecke des Newtonpolyeders vonI1 ·I2 unimodular ist. Daher ist dieses
Ideal zahm.
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Bemerkung.Das Bilden der Summe der beiden NewtonpolyederP = N(I1) und
Q = N(I2) kann man folgendermaßen visualisieren: Wir lassenP fest, wählen einen
Punktp ∈ Q und bewegenQ durch Translationen so, dassp alle Punkte vonP erreicht.
Dann wirdP + Q von Mengen der Form{q + Q : q ∈ P} überdeckt. Es gilt also
P + Q =

⋃
q∈P {q + Q}. Man kann außerdem zeigen, dass sogar

P + Q = P ∪
⋃

q∈∂P

{q + Q}

gilt.

Wir können nun endlich zum Beweis von Satz 9 übergehen.

Beweis (von Satz 9).Sei alsoJ :=
∏k

i=1 Ji, wobeiJi = (xa : a ∈ Ai) Ideale in
K[x1, . . . , xn] sind. Wir wenden Induktion überk an: Fürk = 1 ist die Aussage trivial.
Für den Induktionsschritt vonk auf k + 1 seien nun o.B.d.A. die erstenk Wolken in
Ns für eins ≤ n enthalten. Dann istAk+1 ⊆ 0s × Nn−s. Die Wolke vonJ ist

A = (
k⋃

i=1

Ai) ∪Ak+1.

Nach Induktionsvoraussetzung ist das Produktideal
∏k

i=1 Ji zahm undJk+1 ist nach
Voraussetzung des Satzes zahm. Wegen(

⋃k
i=1 Ai)∩Ak+1 = ∅ können wir nun Lemma

4 auf die beiden IdealeI1 =
∏k

i=1 Ji bzw.I2 = Jk+1 anwenden. Dies liefert die
Zahmheit vonN(I1 · I2) = N(

∏k+1
i=1 Ji). Damit haben wir den Induktionsschritt

gezeigt.

Beispiel17. SeienI1 = (x, y) und I2 = (z2, zw, w3) Ideale inK[x, y, z, w]. I1

ist das reduzierte Ideal derzw-Ebene imA4 und das nichtreduzierte IdealI2 defi-
niert diexy-Ebene imA4. Man rechnet leicht nach, dass beide Ideale zahm sind. Die
zugehörigen Newtonpolyeder sindN(I1) = conv({e1, e2} + R4

+) bzw. N(I2) =
conv({2e3, e3 + e4, 3e4}+ R4

+). Nach Satz 9 ist auch die Explosion vonA4 mit Zen-
trum

I1 ·I2 = (xz2, yz2, xzw, yzw, xw3, yw3)

glatt. I1 · I2 ist eine nichtreduzierte Struktur auf der Vereinigung derxy-Ebene mit
derzw-Ebene.

Beispiel18. Für nicht disjunkte Wolken stimmt der obige Satz nicht. SeienI1 = (x, y)
und I2 = (x, z) die reduzierten Ideale derz- und dery-Achse im affinen dreidi-
mensionalen Raum. Beide Ideale sind zahm, jedoch ist die ExplosionÃ3 im Produkt
I1 · I2 = (x2, xy, xz, yz), dem Achsenkreuz, nicht mehr glatt. Betrachte dazu die
yz-Karte: Der IdealtangentenkegelITe2+e3(I1 ·I2) zur zugehörigen Ecke im New-
tonpolyederN(I1 · I2) besitzt das minimale Erzeugendensysteme1 − e2, e1 − e3,
e2, e3. Somit istITe2+e3(I1 · I2) nicht simplizial. In deryz-Karte istÃ3 isomorph
zuSpec(K[x, y, z, w]/(xz − yw)).
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Mehr von Koordinatenidealen

SeiI ⊆ K[x1, . . . , xn] ein KoordinatenidealI = (xi : i ∈ I) mit I ⊆ {1, . . . , n}.
Wie wir schon in Kapitel 2 gesehen haben, istI zahm.
Dies sieht man auch am Newtonpolyeder: InN(I ) = conv({ei : i ∈ I}+Rn

+) gilt für
die Idealtangentenkegel der EckenITei(I ) = N〈e1, . . . en, ej −ei : j ∈ I\i〉. Es exi-
stieren alson minimale Erzeuger des Idealtangentenkegels vonN(I ) in ei, nämlich
ej , falls j 6∈ I\i, bzw.ej −ei, falls j ∈ I\i. Daraus folgt, dassITei

(I ) simplizial ist.
Für die Unimodularität betrachten wir dien× n Matrix A, deren Spalten dien obigen
Erzeuger vonITei

(I ) bilden.
Es istdet(A) = det(e1, . . . , en) = 1. Somit ist auch die zweite Bedingung des Zahm-
heitskriteriums erfüllt und die Explosion ist in jeder Karte glatt.

Wir wollen nunProduktevon Koordinatenidealen studieren. Wir betrachten die zuge-
hörigen Newtonpolyeder, speziell die Idealtangentenkegel in den Ecken. Diese Ideal-
tangentenkegel sind von spezieller Bauart: Alle Erzeuger sind entweder Standardba-
sisvektoren (Verbindung zu den unendlich fernen Ecken) oder von der Formei − ek

(Verbindung einer Eckeek zu einer endlichen Eckeei). Weiters liegen alle Ecken auf
einer affinen Hyperebene. Denn: SeiI =

∏s
i=1 Ii ein Produkt von Koordinatenidea-

lenIi = (xj : j ∈ Ii) mit Ii ⊆ {1, . . . , n}. Dann ist jedes Monom vonI ein Produkt
vons Monomenxj . Alle Erzeuger vonI sind von der Form

xj1 · · ·xjs
, wobeiji ∈ Ii.

Daher ist jede Ecke des Newtonpolyeders eine Summe vons Standardbasisvektoren.
Wir können jede Eckev schreiben alsv =

∑s
i=1 eji

=
∑

k αkek mit
∑

k αk = s.
Dabei istαk ∈ N undαk > 0, falls mindestens einji = k ist. Das wiederum impli-
ziert, dass alle Ecken auf der affinen HyperflächeHs := {v ∈ Rn,v · 1 = s} liegen.
(1 bezeichnet den Vektor(1, . . . , 1).)
Weiters gilt für die Idealtangentenkegel zu den Ecken vonN(I ): Diese Kegel mö-
gen zwar nicht notwendig simplizial sein, jedoch brauchen wir uns nie Sorgen bzgl.
Unimodularität machen. Es gilt nämlich folgendes

Lemma 5. SeiI = (xa : a ∈ A) ein ganz abgeschlossenes monomiales Ideal, und
N = N(I ). Wenn der Idealtangentenkegel in einer Ecke vonN simplizial ist, so ist
er automatisch unimodular.

Beweis.Nach Definition des Idealtangentenkegels sind alle Standardbasisvektoren im
Kegel enthalten. Wenn wir alson linear unabhängige Erzeuger vonITa(I ) finden
können, so muss jeder Standardbasisvektor eine positive ganzzahlige Linearkombi-
nation diesern Erzeuger sein. Das wiederum impliziert zusammen mit der Ganz-
Abgeschlossenheit vonI , dass dien Erzeuger eineZ-Basis vonRn bilden. Dies ist
die gewünschte Unimodularitätsbedingung.

Lemma 6. SeienI1 = (xa : a ∈ A) undI2 = (xb : b ∈ B) zwei monomiale Ideale
in K[x1, . . . , xn] mit NewtonpolyedernP = N(I1) undQ = N(I2). Dann werden
die Idealtangentenkegel der Punktea + b in P + Q erzeugt von den Erzeugern von
ITa(I1) undITb(I2).

Beweis.Nach Definition sind

ITa(I1) = N〈e1, . . . , en,a′ − a, für a′ ∈ A\a〉
ITb(I2) = N〈e1, . . . , en,b′ − b, für b′ ∈ B\b〉
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die Idealtangentenkegel vona bzw. b im jeweiligen Newtonpolyeder. InP + Q gilt
also

ITa+b(I ) = N〈e1, . . . , en,a′ + b− (a + b),a + b′ − (a + b),a′ + b′ − (a + b)〉
= N〈e1, . . . , en,a′ − a,b′ − b, für a′ ∈ A\a,b′ ∈ B\b〉

wobeia′ ∈ A\a undb′ ∈ B\b. Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung.Wie schon früher bemerkt, müssen nicht allea + b wirklich Ecken im
Summenpolyeder sein. Außerdem sind i.A. nicht allea′ +b′ benachbart zu einer Ecke
a+b. Daher sind auch nicht alle Erzeuger des Idealtangentenkegelsvona+b in P +Q
notwendig. Obige Vektoren bilden daher i.A. kein minimales Erzeugendensystem des
Idealtangentenkegels.

Wir gehen nun der Frage nach, wann ein Produkt von Koordinatenidealen zahm ist.
Wir betrachten zuerst den Fall von disjunkten Wolken, wie in Satz 9:
Sei

⋃̇
Ni eine Partition von{1, . . . , n}. BezeichneJi := (xj : j ∈ Ni) ein Koordina-

tenideal inK[x1, . . . , xn]. SeiJ :=
∏

i Ji. Dann istJ nach Satz 9 zahm.

Im nächsten Lemma zeigen wir, dass die Idealtangentenkegel im Newtonpolyeder ei-
nes Produktes von Koordinatenidealen spezielle Erzeuger besitzen. Betrachte dazu die
Matrix, deren Spalten die minimalen Erzeuger bilden. Wir führen folgenden Begriff
ein:
Eine MatrixA ∈ Km×n ist total unimodular, wenn jede Unterdeterminante vonA den
Wert 0, 1 oder−1 hat. Insbesondere ist jeder Eintrag einer total unimodularen Matrix
A entweder0, 1 oder−1.

Bemerkung.Total unimodulare Matrizen treten meist in Zusammenhang mit ganzzah-
liger Optimierung auf. Näheres zu diesem Thema und weitere Charakterisierungen von
total unimodularen Matrizen finden sich in [Sc].

Lemma 7. SeiI ein Produkt vons KoordinatenidealenIi = (xj : j ∈ Ii) in
K[x1, . . . , xn]. Alle Erzeuger des Idealtangentenkegels des NewtonpolyedersN(I )
in einem Punkta =

∑
k αkek, mit

∑
k αk = s und a aus der Wolke vonI , sind

von der Formeβ bzw.eβ − ek für ein k mit αk 6= 0 und β ∈ {1, . . . , n}. Wenn
ITa(I ) simplizial ist, so ist er automatisch unimodular. Insbesondere ist mindestens
ein Standardbasisvektorej ein minimaler Erzeuger vonITa(I ).

Beweis.Die Form der minimalen Erzeuger folgt aus Lemma 6. Sei nun der Ideal-
tangentenkegelITa(I ) einer Eckea von N(I ) simplizial. SeiA die Matrix, deren
Spalten dien eindeutigen minimalen Erzeuger vonITa(I ) sind. Jede Spalte vonA
enthält entweder eine1 undn − 1 Nullen (ein Erzeugerei) oder genau eine1, genau
eine−1 undn− 2 Nullen (ein Erzeugerej − ek). Nach [Sc, ch.19, p.274] istA somit
total unimodular. Da dien Erzeuger linear unabhängig sind, istdet(A) ∈ {±1}.
Falls keinej ein minimaler Erzeuger vonITa(I ) wäre, so hätte jede Spalte vonA die
Formei − ej für einigei 6= j. Wieder nach [Sc, ch.19, p.274] wäre danndet(A) = 0.
Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit der Spalten vonA!.

Wir werden zunächst an einem Beispiel einen weiteren Spezialfall von Explosionen in
Produktidealen kennenlernen: Wir betrachten die Explosion vonAn in einem Produkt
von ineinanderenthaltenen Monomidealen.
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Beispiel19. Wir betrachten die Explosion vonK[x, y, z] im IdealI1 · I2 = (x, y)
(x, y, z) = (x2, xy, y2, xz, yz). Es istI1 ⊆ I2. Nach Lemma 4 entsteht das Newton-
polyederP = N(I1·I2) als Minkowski-Summe vonP1 = N(I1) undP2 = N(I2).
In unserem Fall bilden die Ecken vonP2 das Standardsimplex, während die zwei Ecken
von P1 die Verbindungsstrecke von(1, 0, 0) und (0, 1, 0) begrenzen. Durch Verschie-
ben des Standardsimpex entlang dieser Strecke erhalten wir das neue Newtonpolyeder
P .
Rechnerisch: Betrachte die Punkteei + ej mit i ∈ {1, 2} und j ∈ {1, 2, 3}. Da die
Wolken nicht disjunkt sind, sind nicht alleei + ej notwendig Ecken. In unserem Bei-
spiel iste1 + e2 = 1

2 (2e1) + 1
2 (2e2). Dieser Punkt liegt also auf der Kante zwischen

2e1 und2e2. (Wir können hier nicht Lemma 3 anwenden, da die Summe vonP1 und
P2 nichtdirekt ist!).
Durch Berechnen der Idealtangentenkegel in den 4 Ecken vonP sehen wir, dass diese
simplizial und unimodular sind. Daher ist das ProduktidealI1 ·I2 zahm.

Lemma 8. Wir betrachten zwei KoordinatenidealeI := (xi : i ∈ I) undJ := (xj :
j ∈ J) in K[x1, . . . , xn] mit I ⊆ J . Dann istI ·J zahm.

Beweis.Wir zeigen die Glattheit der Explosion wieder mit unserem Zahmheitskriteri-
um: Die beiden NewtonpolyederP = N(I ) undQ = N(J ) sind jeweils zahm. Da
die WolkeI von I in der WolkeJ von J enthalten ist, können wir hier nicht Satz 9
anwenden.
Wir werden die Simplizialität und die Unimodularität der Idealtangentenkegel in den
Ecken vonR = P +Q durch direktes Berechnen der minimalen Erzeuger zeigen. Seien
o.B.d.A.J = {1, . . . , n} undI = {1, . . . , k}mit 1 ≤ k ≤ n. (Falls speziellk = 1 gilt,
wird I nur vonx1 erzeugt. Dann ist aberN((x1) · J ) das NewtonpolyederQ ver-
schoben um den Vektore1. Durch diese Translation haben sich die Idealtangentenkegel
in den Ecken vonQ nicht verändert. Sie besitzen insbesondere dieselben Erzeuger.)
Nach Lemma 4 sind alle Ecken vonR von der Formei + ej , wobeii ∈ I undj ∈ J .
Wir betrachten zuerst die Vektorenei+ej mit i, j ∈ I∩J = I. Hier erhalten wir Ecken
der Gestalt2ei für alle i ∈ I. Die Punkteei + ej für i 6= j ∈ I sind keine Ecken von
R, da sie in der konvexen Hülle der2ei enthalten sind. Nach dem Zahmheitskriterium
reicht es also aus, die Idealtangentenkegel der2ei zu betrachten. Weiters erhalten wir
Ecken der Formei + ej mit i ∈ I undj ∈ J\I.
Der Idealtangentenkegel vonR in einer Ecke2ei, wobei i ∈ I, wird nach Lemma 6
von denn Standardbasisvektorenek, den Vektorenek − ei, für allek ∈ I\i und allen
ej − ei für j ∈ {1, . . . , n}\i erzeugt. Folglich ist ein minimales Erzeugendensystem
des Idealtangentenkegels in2ei gegeben durch

IT2ei(I ·J ) = N〈ei, ej − ei : j ∈ {1, . . . , n}\i〉.

Der Idealtangentenkegel ist somit simplizial. Die Unimodularität folgt aus Lemma 7.
Für Ecken der Gestaltei + ej , wobeii ∈ I, j ∈ {1, . . . , n}\I, folgt aus Lemma 6

ITei+ej
(I ·J ) = N〈ek − ei : k ∈ I\i, ei − ej , ek − ej : k ∈ J\(j ∪ I), ej〉.

Dabei sind dies wie gewünscht genau(|I| − 1) + 1 + (|J | − |I| − 1) + 1 = |J | = n
Erzeuger. Der Kegel ist wieder simplizial und unimodular, damit ist alles gezeigt.

Bemerkung.Im Beweis sieht man, wie sich die Ecken vonP undQ durch die Sum-
menbildung verändern: Jeder Exponentenvektorea eines Monomsxa wird in einer
Koordinatenrichung um eine Einheit verschoben. Er befindet sich nun auf der affinen
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Hyperebene
∑n

i=1 ai = 2. Dabei entsprechen die Ecken2ei im neuen Newtonpolyeder
R mit ihren Idealtangentenkegeln genau den Eckenei in P bzw.Q. Die Idealtangen-
tenkegel von Ecken2ei, mit i ∈ I, haben sich nicht verändert. Eckenej , die nur in
Q vorkommen, werden durch die Summenbildung zuej + ei. In diesen neuen Ecken
bleiben die Erzeuger der zugehörigen Idealtangentenkegel für dieek mit k ∈ J\I die-
selben wie inQ. Die Erzeugerek mit k ∈ I\i werden ersetzt durchek − ei. Für den
Erzeugerei ergibt sich auch der entsprechendeQ Vektor ei − ej . (Das größere Ideal
dominiert also!) Wir erhalten insgesamt|I|+ (|J | − |I|) · |I| Ecken inR.

Korollar. SeiI = (xa : a ∈ A) ein monomiales Ideal inK[x1, . . . , xn]. SeiI zahm.
Dann ist auchI 2 := I ·I zahm. Im Newtonpolyeder bleiben alle Idealtangentenke-
gel gleich.

Beweis.Das Korollar folgt für ein homogenes IdealI auch aus der Isomorphie der
Rees-Algebren vonI undI 2 (vgl. [Hs, Ex. 5.10. (b), II] bzw. [EH, Ex. III-15]).

Wir erhalten aus dem obigen Satz weiter: FürI = (xi : i ∈ I) sind die Ecken von
P = N(I 2) gegeben durch2ei, wobeii ∈ I. Dies impliziert: Falls in einem Produkt
von Koordinatenidealen ein Faktor mit einer Potenz größer gleich 2 vorkommt, verän-
dern sich die Idealtangentenkegel der Ecken nicht. Genauer: SeiJ := I α1

1 · · ·I αk

k

mit αi ≥ 1 für alle i. SeiJred := I1 · · ·Ik das zugehörige reduzierte Ideal. Dann
sind die Ecken vonN(J ) von der Form

∑
αieji

, mit ji ∈ Ii und die Idealtangenten-
kegelITP

αieji
(J ) sind identisch mitITP

eji
(Jred).

Wir betrachten nun einen allgemeineren Fall von ineinander enthaltenen Idealen:

Satz 10. SeiI =
∏s

i=1 Ii ein Produkt von KoordinatenidealenIi = (xj : j ∈ Ii).
SeiJ ein Koordinatenideal, dasI enthält. Dann gilt: IstI zahm, so auchJ ·I .

Beweis.Wir betrachten die NewtonpolyederP = N(I ) undQ = N(J ). Es ist zu
zeigen, dassP +Q zahm ist. Die Ecken vonP +Q sind bekannterweise von der Gestalt
a + b, wobeia eine Ecke vonP undb eine Ecke vonQ bezeichne. Schreibe für die
Menge{em − ek : m ∈ M} kurzeM − ek.
Nach Lemma 2 dürfen wir annehmen, dasJ = (x1, . . . , xn) ist, d.h.,J = {1, . . . , n}.
Für allej ∈ J gilt:

ITej
(J ) = N〈eJ\j − ej , ej〉.

Betrachte nunP . Da I = (
∏s

i=1 xji : ji ∈ Ii) ist, sind alle Ecken vonP von der
Form

∑
αkek, wobeiαk ∈ N,

∑s
k=1 αk = s und allek ∈ I :=

⋃s
i=1 Is sein müssen.

Weiters muss für allek 6= k′ in Ii bzw.Ii′ gelten:k, k′ 6∈ Ii ∩ Ii′ .
Nun zu den Idealtangentenkegeln der Ecken vonP : Nach Lemma 6 folgt

ITP
αkek

(I ) =N 〈eI1\k1 − ek1 , . . . , eIs\ks
− eks , ek1 , . . . , eks , eJ\I〉.

Nach Voraussetzung istI zahm. Wir können also unter den|I1|− 1+ · · ·+ |Is|− 1+
s+(n− |I|) =

∑s
i=1 |Ii|+n− |I| Erzeugervektoren genaun Stück finden, die linear

unabhängig sind und die den ganzen Idealtangentenkegel erzeugen. Betrachten wir nun
den Idealtangentenkegel zu einer Eckea =

∑
αkek + ej in P + Q.Wir müssen zwei

Fälle unterscheiden:
1. Fall. Es gebe eini, sodassj ∈ Ii ∩ J = Ii ist. Nach Lemma 6 gilt

ITa(I J ) = N〈eI1\k1 − ek1 , . . . , eIs\ks
− eks

, ek1 , . . . , eks
, eJ\I , eI\j − ej , ej〉.

Hier können wir alle ErzeugereJ\I durcheJ\I − ej ersetzen. Daj ∈ Ii gilt, muss
es einki ∈ Ii geben, sodassj = ki gilt (es gelte o.B.d.A.i = 1). Da alle Vektoren
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der FormeJ\j − ej Erzeuger des obigen Idealtangentenkegels sind, sind unter diesen
Erzeugern auch die Vektoreneki

− ej für alle i > 1. Das wiederum bedeutet, dass wir
die Erzeuger der FormeIi

− ej schreiben können als(eIi
− eki

) + (eki
− ej). Daher

gilt nun schon etwas vereinfacht

ITa(I J ) = N〈eI1\j − ej , . . . , eIs\ks
− ej , ej , ek2 − ej , . . . , eks

− ej , eJ\I − ej〉.

Die minimalen Erzeuger des Idealtangentenkegels vonP + Q in a sind also (bis auf
eks

− ej und dieeJ\I − ej) von derselben Form wie die minimalen Erzeuger von
ITP

αkek
(I ). Allerdings werden die Erzeugervektoren inR wie folgt ersetzt: Jeder

minimale ErzeugereIi\ki
− eki von ITP

αkek
(I ) wird transformiert zueIi\ki

− ej ,
bzw. eki geht über aufeki − ej , bzw.eJ\I ; eJ\I − ej . Dies sind genaun linear
unabhängige minimale Erzeugervektoren. Nach Lemma 7 ist der Idealtangentenkegel
somit auch unimodular.
2. Fall. Sei nunj ∈ J\I. Analog zum Fall 1 werden diesmal wegenek − ej , für alle
k ∈ J\j, alle ErzeugereIi\ki

− ej eliminiert von(eIi\ki
− eki) + (eki − ej), und

weiters wirdeki zueki − ej . Wir erhalten also

ITa(I J ) =N 〈eI1\k1−ek1 , . . . , eIs\ks
−eks , ek1−ej , . . . , eks−ej , eJ\(I∪j)−ej , ej〉

und analog zum 1. Fall finden wirn linear unabhängige minimale Erzeuger des Ideal-
tangentenkegels vona in P + Q.
Mit diesen beiden Fällen haben wir alle möglichen Ecken abgedeckt, daher istI ·J
zahm.

Das Produkt von zwei Koordinatenidealen

Als nächstes betrachten wir das Produkt vonzweibeliebigen Koordinatenidealen.

Satz 11. SeienI = (xi : i ∈ I) undJ = (xj : j ∈ J) zwei Koordinatenideale in
K[x1, . . . , xn] mit I, J ⊆ {1, . . . , n}. Wir setzenK := I ∩ J , weiters seienI1 = I\K
undJ1 = J\K. Dann istI ·J genau dann zahm, wenn die beiden Ideale entweder
disjunkte Wolken besitzen oder wenn eine Wolke in der anderen enthalten ist.

Beweis.Wir betrachten die NewtonpolyederP = N(I ), Q = N(J ) und R =
P + Q = N(I J ). Alle Ecken vonR sind bekanntlich von der Gestaltei + ej mit
i ∈ I undj ∈ J . Dabei müssen einige Fälle unterschieden werden. Es gelte o.B.d.A.
I∪J = {1, . . . , n}. (Sonst könnten wir diexi so permutieren, dassI∪J = {1, . . . , k}
für eink < n und dann Lemma 2 anwenden.)

1. Fall. Seieni = j ∈ K. Die Idealtangentenkegel vonP in ei werden erzeugt von den
n VektoreneK\i − ei,ei,eI1 − ei bzw.eJ1 während inQ gilt: ITei

(J ) = N〈eK\i −
ei,ei,eI1 , eJ1 − ei〉. Das impliziert

IT2ei
(I ·J ) =N 〈eK\i − ei, ei, eI1 − ei, eJ1 − ei〉.

Der Idealtangentenkegel von2ei in R ist somit simplizial und unimodular (Genauer:
IT2ei

(I ·J ) ist gleichITei
((xI , xJ)). Wir erhalten in derx2

i -Karte denselben Kar-
tenausdruck wie in derxi-Karte der Explosion im IdealI + J !

2. Fall. Seieni, j ∈ K, mit i 6= j. Wegenei + ej = 1
2 (2ei) + 1

2 (2ej) ist ei + ej keine
Ecke vonR.
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3. Fall. Seii ∈ K undj ∈ J1. Für den Idealtangentenkegel vonR in ei + ej gilt

ITei+ej
(I J ) = N〈eK\i − ei, ei, eI1 − ei, eK\i − ej , ei − ej , eI1 , eJ1\j − ej , ej〉

= N〈eK\i − ei, eI1 − ei, , ei − ej , eJ1\j − ej , ej〉.

Wie sich der Leser leicht überzeugen kann, sind dies wieder genaun linear unabhän-
gige Erzeuger vonITei+ej

(I J ), deren Volumen±1 beträgt. Anders ausgedrückt:
auch die Kartenxixj mit i ∈ I ∩ J undj ∈ J\I sind immer glatt.

4. Fall. Seii ∈ I1 undj ∈ K. Symmetrisch zum dritten Fall.

5. Fall. Seien zuletzti ∈ I1 undj ∈ J1. Hier bekommen wir Probleme mit der Simpli-
zialität. Wir erhalten nämlich für den Idealtangentenkegel vonR in der Eckeei + ej :

ITei+ej
(I ·J ) =N 〈eK − ej , eK − ei, eI1\i − ei, ei, eJ1\j − ej , ej〉.

Dies sind2|K|+ |I1|+ |J1| = n + |K|minimale Erzeuger. Wir können ein Erzeugen-
densystem mitn Erzeugern im folgenden Fall finden: IstK = I ∩ J = ∅, dann bilden
die Wolken der beiden Ideale eine Partition von{1, . . . , n}. Nach Satz 9 istI · J
zahm. Sonst ist der Idealtangentenkegel füri ∈ I1 undj ∈ J1 nie simplizial, da immer
zu viele minimale Erzeuger der Formek − ei bzw.ek − ej für allek ∈ K vorhanden
sind.
Die Idealtangentenkegel vonR in Ecken wie im Fall 5 sind also nur für Ideale mit dis-
junkten Wolken simplizial, während die Ecken wie in den anderen 4 Fälle nie Probleme
machen. Gilt alsoI1 = ∅ oderI2 = ∅, so istI · J ebenso zahm. Dann existieren
keine Ecken wie im Fall 5 inR. Somit haben wir alle Behauptungen gezeigt.

Das Produkt von drei Koordinatenidealen

Wir haben in Satz 11 gesehen, wann die Explosion vonAn mit Zentrum das Produkt
von zwei Koordinatenidealen glatt ist. Nun betrachten wir das Produkt von drei Koordi-
natenidealen. Mit Hilfe von Maple können wir für drei Faktoren alle Fälle für bestimm-
te n durchprobieren: Wir berechnen wieder die Idealtangentenkegel zu jeder Ecke des
assoziierten Newtonpolyeders. Wesentlich dabei ist, wie sich die Wolken der drei Idea-
le zueinander verhalten. Wir benötigen noch folgende Notation:
Für zwei MengenI, J bezeichneI4J = (I\J) ∪ (J\I) die symmetrische Differenz
vonI undJ . Speziell fürI, J ⊆ {1, . . . , n} gilt I4J = {k : k 6∈ I ∩ J}.
Wir betrachten also drei KoordinatenidealeI ,J ,K in K[x1, . . . , xn] mit I :=
(xi : i ∈ I), J := (xj : j ∈ J), K := (xk : k ∈ K), für I, J,K ⊆ {1, . . . , n}.
Dabei braucht man mindestens Dimensionn = 7, um man alle möglichen Schnitte
der drei Wolken modellieren zu können. Insgesamt gibt es dann27 verschiedene Kon-
figurationen der Wolken (wobei man sofort einige ausschließen kann, z.B., wenn eine
Wolke die leere Menge ist). Maple liefert (in annehmbarer Zeit!) eine Liste der zahmen
Ideale.
SeiP = I ·J ·K mit WolkeP = I ∪ J ∪K. DannP zahm, wenn
(1) P = I∪̇J∪̇K,
(2) P = J∪̇K undI ⊆ J ,
(3) P = I ∪ J = I ∪K = J ∪K undI4J ⊆ K, I4K ⊆ J , J4K ⊆ I.
(4) P = K mit (I ∪ J) ⊆ K,
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Bemerkung.Seltsam ist hier Punkt (3). Ein Beispiel dazu: Seienn = 4 und I =
{1, 2, 3}, J = {1, 2, 4},K = {1, 3, 4}. Die zugehörigen Ideale definieren 3 Geraden
im A4, die in einem 3 dimensionalen Unterraum vonA4 enthalten sind.

Hier sieht man schon ein wenig Struktur. Das ProduktidealI ·J ·K ist zahm, wenn
schonI ·J zahm war und zusätzlichK ist disjunkt zuI ∪ J ist. Diese Überlegung
beinhaltet die Fälle (1) und (2). Schwieriger ist die Erklärung bei (3) und (4): Hier
wird die Singularität der Explosion inI · J offenbar durch Multiplikation mitK
“gezähmt”. Wie beim Rosenbergideal wird eine Ecke mit nichtsimplizialen Idealtan-
gentenkegel vonN(I ·J ) durch Summenbildung mitN(K ) gestreckt.

Vermutung für das Produkt von vier Idealen. Sei nunI = I1 · I2 · I3 · I4 mit
jeweiligen WolkenIi bzw.I. Dann istI zahm, wenn
(1) I1 ·I2 ·I3 zahm ist, undI4 ⊇ I1 ∪ I2 ∪ I3 oderI4 ∩ (I1 ∪ I2 ∪ I3) = ∅ gilt, (Dies
haben wir sogar schon allgemeiner bewiesen, vgl. Sätze 9, 10)
(2) die Wolken der vier Ideale wieder von der speziellen GestaltIi ∪ Ij = I und
Ii4Ij ⊆ Ik für alle i 6= j 6= k ∈ {1, 2, 3, 4} sind.

3.5 Bauchige Mengen

Wir gehen der Frage nach, wann die Explosion desAn in einem beliebigen Produkt
von Koordinatenidealen glatt ist. Eine ähnliche Fragestellung kommt beim Problem
der Kompaktifizierung des Komplements von Untervarietäten einer glatten algebrai-
schen Varietät vor. Erstmals wurde die Kompaktifizierung von Konfigurationenräumen
von Fulton und MacPherson in [FM] studiert. In dieser Arbeit werden Konfigurationen-
räumeF (n, X) von glatten algebraischen VarietätenX betrachtet. Dabei istF (n, X)
ein Raum vonn-Tupeln von paarweise verschiedenen Punkten inX:

F (n, X) = {(x1, . . . , xn) ∈ Xn : xi 6= xj für i 6= j}.

Durch eine Folge von Explosionen wird eine KompaktifizierungX[n] von F (n, X)
konstruiert, sodass das Komplement des ursprünglichen Konfigurationenraumes ein
normaler Kreuzungsdivisor ist. De Concini und Procesi haben in [DP] diese Idee verall-
gemeinert undwunderbare Modellevon endlichen FamilienlinearerUnterräume eines
VektorraumsX eingeführt. Dabei wird für ein derartigesArrangementvon linearen
Unterräumen ein Modell konstruiert, sodass wieder das Komplement dieser Unterräu-
me unverändert bleibt und die Unterräume durch einen normalen Kreuzungsdivisor
ersetzt werden. Eine FamilieG von Unterräumen, die diese Bedingung erfüllt, heißt
bauchige Menge(engl.Building Set).
Wunderbare Modelle wurden später von MacPherson und Procesi in [MP] auf konische
Varietäten überC verallgemeinert. Dabei verwenden sie konische Stratifizierungen
und verallgemeinern den Begriff der bauchigen Menge. Spezielle Kompaktifizierun-
gen werden auch von Hu [Hu] und Ulyanov [Ul] betrachtet. Eine Verallgemeinerung
auf Kompaktifizierungen von Arrangements von Unterräumen einer glatten Varietät
stammt schließlich von Li Li, siehe [Li]. Feichtner betrachtet in [Fe] wunderbare Kom-
paktifizierungen vom kombinatorischen Standpunkt aus.
Wir werden nun bauchige Mengen einführen. Dabei folgen wir hauptsächlich der Dar-
stellung in [DP], da wir ohnehin nur Verschwindungsmengen von IdealenI = (xi, i ∈
I) betrachten, die uns immer lineare Unterräume liefern. Dann werden wir mit unse-
rem Zahmheitskriterium beweisen, dass die Explosion in einem Produkt

∏
i Gi, mit
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Gi := (xj : j ∈ Ii), glatt ist, wennG := {Gi} eine bauchige Menge ist. Allerdings
werden wir auch sehen, dass diese Bedingung zu stark ist. Wir können sogar schon
in kleiner Dimension IdealeIi finden, für die gilt: Die Ideale bilden keine bauchige
Menge, das Produkt

∏
i Ii ist aber trotzdem zahm.

Wir definieren zuerst bauchige Mengen dual und werden dann den Zusammenhang
zwischen den Koordinatenidealen und den zugehörigen Vektorräumen erläutern.
Betrachte also einen VektorraumV ∼= Rn. SeiV ∗ der Dualraum zuV . SeiC eine end-
liche Menge von nichttrivialen Unterräumen vonV ∗, die abgeschlossen unter Sum-
menbildung ist. Dabei ist auchV ∗ ∈ C erlaubt. Wir nennenC ein Arrangementvon
Unterräumen.

SeiU ∈ C. Dann sindU1, . . . , Uk ∈ C mit k ≥ 2 eineZerlegungvonU , wenn

U = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk

und wenn für jeden UnterraumA ⊆ U in C auch alleA ∩ Ui in C sind und

A = (A ∩ U1)⊕ · · · ⊕ (A ∩ Uk)

gilt. Wenn ein UnterraumU keine Zerlegung inC besitzt, so heißtU irreduzibel. Die
Menge der irreduziblen Elemente inC bezeichnen wir mitF bzw.FC .

Beispiel20. (1) SeiV ∗ = K〈u1, . . . ,u3〉. SeiC = {U1, . . . , U7} ein Arrangement mit
U1 = K〈u1,u2,u3〉, U2 = K〈u1〉, U3 = K〈u2〉, U4 = K〈u3〉, U5 = K〈u1,u2〉,
U6 = K〈u2,u3〉 undU7 = K〈u1,u3〉. Dann istU1 = U5 ⊕ U4 eine Zerlegung von
U1, denn:U2 undU3 sind irreduzibel undU6, U7 ⊆ U1 lassen sich als direkte Summen
Ui ∩ U4 ⊕ Ui ∩ U5 mit Elementen ausC darstellen.
(2) Es seiC′ = C\{U3}. Dann istU1 = U4 ⊕ U5 keine Zerlegung, daU6 ⊆ U1 in C′
ist, aberU6 ∩ U5 = K〈u2〉 6∈ C′. Außerdem istU6 weder inU4 noch inU5 enthalten.

Satz 12. Jeder UnterraumU in C besitzt eine eindeutige ZerlegungU :=
⊕k

i=1 Ui in
irreduzible UnterräumeUi. WennA ⊆ U irreduzibel ist, so gilt bereitsA ⊆ Ui für ein
i.

Beweis.Wir zeigen zu Beginn die zweite Behauptung des Satzes. Sei dazuA ⊆ U =⊕k
i=1 Ui die eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente. Dann muss nach Defini-

tion der ZerlegungA =
⊕k

i=1(A ∩ Ui) gelten. Für einen UnterraumB ⊆ A in C
muss ebensoB =

⊕k
i=1(B ∩ Ui) =

⊕k
i=1 B ∩ (A ∩ Ui) sein. Das impliziert, dass

A reduzibel ist, außerA ⊆ Ui für ein i: Dann sind für allej 6= i die Unterräume
A ∩ Uj = 0 6∈ C.
Für die Eindeutigkeit nehmen wir an, dassU zwei verschiedene Zerlegungen

⊕k
i=1 Ui

bzw.
⊕l

j=1 Wj in irreduzible Komponenten besitzt. Wähle einUi ⊆ U . Da Ui ein
irreduzibler Unterraum vonU ist, so mussUi in einemWj enthalten sein. DaWj irre-
duzibel ist, muss es in einemUm enthalten sein, d.h., es giltUi ⊆ Wj ⊆ Um. Daraus
folgt Ui = Um (direkte Summe!) undUi = Wj . Die Zerlegung ist also eindeutig.
Wir zeigen die Existenz mit Induktion über die Dimension vonU . Für dim(U) = 1
ist U = U die einzige Darstellung vonU , und der einzige UnterraumA ⊆ U in C
ist U selbst, daher ist auch die zweite Bedingung für eine Zerlegung erfüllt. Für den
Induktionsschritt nehmen wir an, dass alleW ∈ C mit dim(W ) < d eine irreduzible
Zerlegung besitzen. SeiU ∈ C von Dimensiond + 1. WennU selbst irreduzibel ist,
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sind wir fertig. Sonst besitztU eine Zerlegung
⊕k

i=1 Ui, wobeidim(Ui) < d + 1 für
alle i gilt. Daher besitzt jedesUi eine irreduzible ZerlegungUi =

⊕ki

j=1 Uij und für

alleA ⊆ Ui in C ist A =
⊕ki

j=1(A ∩ Uij). Somit istU =
⊕

i,j Uij eine direkte Sum-
me von irreduziblen Unterräumen. Wir müssen noch die Bedingung an alleB ⊆ U
in C nachprüfen: Für jeden UnterraumB ⊆ U gilt nach Definition der Zerlegung
B =

⊕k
i=1(B ∩Ui). DaB ∩Ui ∈ C ein Unterraum vonUi ist, existiert die irreduzible

ZerlegungB ∩ Ui =
⊕ki

j=1(B ∩ Uij). Also folgt B =
⊕

i,j(B ∩ Ui,j).

Eine Zerlegung wie im obigen Satz nennen wir dieirreduzible ZerlegungvonU .

Wir listen nun einige wichtige Eigenschaften von Zerlegungen auf, die wir für die
Charakterisierung von bauchigen Mengen brauchen werden.

Korollar. (1) SeiU in C mit U =
⊕k

i=1 Ui, wobei alleUi in C seien. Dies ist genau
dann eine Zerlegung vonU , wenn für jedes irreduzibleA in C gilt: Aus A ⊆ U folgt
A ⊆ Ui für ein i.
(2) Für zwei irreduzible UnterräumeA,B in C ist entwederA + B irreduzibel oder
A⊕B ist eine irreduzible Zerlegung.
(3) WennA =

∑
Ai gilt, wobei alleAi in C irreduzibel seien, so sind die irreduziblen

Komponenten vonA auch Summen von einigenAi.

Beweis.Für (1) sei zuerstU = U1 ⊕ . . . ⊕ Uk eine Zerlegung vonU . Wir können
jedesUi in seine irreduziblen KomponentenUij zerlegen. Dann muss jedes irreduzible
A ⊆ U in C nach dem obigen Satz in einemUij und damit auch in einemUi enthalten
sein. Die andere Implikation folgt auch sofort: SeiU =

⊕
i Ui und sei jedes irreduzi-

ble A ⊆ Ui für ein i. Für einen beliebigen UnterraumB ⊆ U gibt es eine eindeutige
irreduzible ZerlegungB =

⊕l
j=1 Bj , sodass jedesBj in einemUi enthalten ist. Dann

ist für alle i der SchnittB ∩ Ui =
⊕

j Bj eine Summe überj mit Bj ⊆ Ui. Dies

impliziert B =
⊕k

i=1(B ∩ Ui).
(2) Seien nunA,B ⊆ U irreduzibel. Dann gibt es nach dem obigen Satz zwei Unter-
räumeUi undUj aus der irreduziblen Zerlegung vonU , sodassA ⊆ Ui undB ⊆ Uj .
Somit ist

(A + B) ∩ Ul =


A falls l = i,

B falls l = j,

0 sonst.

Nach Definition der Zerlegung istA+B =
⊕k

l=1((A+B)∩Ul) = (A∩Ui)⊕(B∩Uj).
Wenni = j ist, dann istA + B irreduzibel, sonst istA + B = A ⊕ B die irreduzible
Zerlegung. Denn für alleC ⊆ A ⊕ B ⊆ U in C gilt C = (C ∩ Ui) ⊕ (C ∩ Uj) =
(C ∩A)⊕ (C ∩B). Damit ist auch (2) erledigt.
(3) schließlich folgt sofort aus (2).

Satz 13. SeiU =
⊕k

i=1 Ui in C eine Zerlegung vonU . SeiC ( U ein Element inC,
das maximal inU ist. Dann existiert einj ≤ k, sodassCj = Uj ∩C in C, mitCj ( Uj

maximal inUj , undC = Cj ⊕ (
⊕

i 6=j Ui).

Beweis.Wir könnenC =
⊕k

i=1(Ui∩C) nach Definition der Zerlegung schreiben. Da
C echt inU enthalten ist, existiert mindestens einCj := Uj ∩ C ( Uj . Dies liefert
C ⊆ Cj ⊕ (

⊕
i 6=j Ui) ( U . Da C maximal inU ist, muss Gleichheit gelten. Damit

haben wir dasCj mit den gewünschten Eigenschaften gefunden.
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Nun kommen wir zur Definition von bauchigen Mengen. Wir werden zwei weitere
äquivalente Charakterisierungen beweisen. Außerdem könnte man bauchige Mengen
auch direkt, ohne Übergang zum Dualraum, definieren. Diese Definition ist aber nicht
sehr handlich.

SeiG eine nichtleere Menge von nichttrivialen Unterräumen vonV ∗. Sei das Arran-
gementCG die Menge von Unterräumen, die man als Summe von Elementen inG
darstellen kann, und seienFG = FCG die irreduziblen Elemente inCG .
Dann heißtG bauchige Menge, wenn gilt: Jedes ElementC ∈ CG ist die direkte Summe
C =

⊕k
i=1 Gi der Menge der maximalen ElementeG1, . . . Gk in G, die inC enthalten

sind.

Satz 14. Unter diesen Bedingungen kann man jedesB ausCG undB ⊆ C darstellen
alsB =

⊕k
i=1(B ∩Gi), d.h.,C = G1 ⊕ · · · ⊕Gk ist eine Zerlegung vonC.

Beweis.Wir müssen zeigen, dass für jedesB ⊆ C in CG die direkte Summe
⊕k

i=1(B∩
Gi) wieder gleichB ist. Wähle dazu einC ∈ CG . Nach der Definition der bauchigen
MengeG gilt C = G1⊕. . .⊕Gk, wobei dieGi die maximalen Elemente vonG sind, die
in C enthalten sind. Sei nunB ⊆ C in CG ein Unterraum. Wieder nach Definition der
bauchigen Menge können wirB als direkte SummeB =

⊕s
j=1 Bj schreiben, wobei

dieBj die maximalen Elemente ausG sind, die inB enthalten sind. Da dieGi maximal
sind, muss jedesBj in einemGi enthalten sein (denn sonst wäreBj + Gi ⊆ C in C,
was einen Widerspruch zu Maximalität derGi liefern würde). Daher ist jedesB ∩ Gi

eine direkte Summe vonBj . Da keinBj in mehererenGi’s vorkommen kann, ist somit
auchB =

⊕k
i=1(B ∩Gi).

Man kann bauchige Mengen auf unterschiedliche Weise charakterisieren, wir zeigen
nun zwei andere äquivalente Darstellungen (vgl. [DP, Thm. 2.3]).

Satz 15. SeiG wie oben eine Menge von Unterräumen inV ∗. Dann sind äquivalent:
(1) G ist eine bauchige Menge.
(2) Es gelten:

(a)FG ⊆ G und
(b) WennA,B ∈ G sind undA + B keine Zerlegung ist, dann ist schonA + B ∈ G

(speziell gilt dies natürlich fürA ∩B 6= {0}).
(3) G erfüllt (2) (a) und

(b’) WennA,B ∈ G undA =
⊕s

i=1 Ai die irreduzible Zerlegung vonA in FG und
B ⊇ Ai für ein i ist, so ist schonA + B in G.

Beweis.Zuerst zeigen wir die Richtung(1) =⇒ (2). Zunächst die Bedingung (a): Sei
F irreduzibel inCG . Dann hatF nach Definition eine Zerlegung inG. Da jedochF
irreduzibel inC ist, so muss schonF selbst inG liegen. Für (b) nehmen wir an, dass
für zwei UnterräumeA,B ∈ G die SummeA + B keine Zerlegung ist. Wir können
A + B als Summe der maximalen ElementeA + B =

⊕
i Gi in G schreiben. Dann

müssenA,B in einemGi enthalten sein, denn: Angenommen es existiert keini, sodass
A ⊆ Gi , wobeiGi ⊆ A + B für alle i ist. Wähle ein derartigesGi aus der obigen
Zerlegung, wobeiA ∩ Gi 6= {0}. Da A und Gi in G liegen, ist auchA + Gi in G.
Allerdings ist ebensoA + Gi ⊆ A + B, was einen Widerspruch zur Maximalität von
Gi liefert. Da A + B keine Zerlegung ist, so istA + B irreduzibel. Daher müssen
A,B beide in demselbenGi enthalten sein (nach obigem Korollar, (1)). Daraus folgt
A + B = Gi ∈ G.
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Wir nehmen nun an, dassG beide Bedingungen von (2) erfüllt. Um (3) (b’) zu zeigen,
seienA,B ∈ G zwei Unterräume, sodassB ⊇ Ai für ein i gilt. Da B eine der irre-
duziblen Komponenten vonA enthält, ist die SummeA + B nicht direkt, also keine
Zerlegung. Daher ist nach Bedingung (b) auchA + B in G.
Schließlich gelte (3). Wir müssen zeigen, dass wir jedesC in CG als direkte Sum-
me von maximalen Elementen vonC schreiben können, die zusätzlich inG enthalten
sind. Wir könnenC in irreduzible Elemente inCG zerlegen, alsoC =

⊕k
i=1 Ci. Seien

Gl die maximalen Elemente inG, die in C enthalten sind. Sei weiters beispielsweise
Gl = A1 ⊕ . . . ⊕ Ar die Zerlegung in irreduzible Elemente. DaAi ⊆ Gl in C ent-
halten ist, und irreduzibel ist, so muss nach obigem Satz (bzw. Korollar (1)) jedesAi

in einemCj enthalten sein. Nach (3) (b’) ist dann auchGl + Cj ⊆ C in G. Da Gl

allerdings maximal ist, mussCj ⊆ Gl gelten. Nach Korollar (2) muss jedesGi eine
direkte Summe von einigenCj sein. Wenn zwei verschiedeneGi dasselbeCj enthalten
würden, wäre auch ihre Summe inG. Das ist aber ein Widerspruch zur Maximalität der
Gi. Insgesamt gilt: DaG alle irreduziblen Elemente enthält, enthält es insbesonders die
Cj . JedesCj ist in genau einemGi enthalten. Daher ist jedesGi die direkte Summe
von gewissenCj , wobei jedesCj nur in einemGi vorkommt. Daher können wir auch
C als direkte Summe derGi darstellen.

Es bleibt anzumerken, dass die Zerlegung vonC =
⊕

i Gi in G eindeutig ist. Dies
folgt aus der Maximalität derGi. Außerdem gilt für alleA in G, A ⊆ C, dass eini
existiert mitA ⊆ Gi. Zum besseren Verständnis noch einige Beispiele für bauchige
Mengen.

Beispiele.SeiC ein Arrangement von Unterräumen.
(1) C ist eine bauchige Menge. Dies ist klar, da wir jedesC ∈ C als “direkte Summe”
des maximalen UnterraumsC darstellen können.
(2) FC ist eine bauchige Menge. Dies folgt aus Satz 15 (3): Bedingung (a) ist erfüllt
und für (b’) betrachte zwei ElementeA,B ∈ FG . Dann istA schon die irreduzible
Zerlegung vonA, und fallsB ⊇ A, so istB + A = A schon inFG .
(3) Ein konkretes Beispiel: SeiV ∗ = K3 mit Basisv1,v2,v3 und seiG = {G1, G2,
G3} = {K〈v1,v2〉, K〈v1,v3〉, K〈v2,v3〉}. Dann istG keine bauchige Menge, da

K3 = K〈v1,v2,v3〉 = G1 + G2 = G1 + G3 = G2 + G3

keinedirekteSumme von maximalen Elementen vonG ist.
Wenn wir jedochG′ := G ∪ {K〈v1,v2,v3〉} betrachten, so sind alle Summen direkt,
daFG = G′.
Wir können bauchige Mengen auch direkt definieren, ohne in den Dualraum überzu-
wechseln. Hier arbeitet man dann mit minimalen Schnitten von Unterräumen. Da wir
ohnehin die Ideale der Verschwindungsmengen betrachten, ist es für uns leichter, im
Dualraum zu bleiben. Der Vollständigkeit halber gebe ich noch die gängige Definition
für den “Primalraum” an (vgl. hierzu auch [Li] und [MP]). Beachte: diese Definiti-
on gilt allgemeiner für Untervarietäten einer nichtsingulären VarietätY , nicht nur für
lineare Unterräume. Zuerst brauchen wir noch den Begriff des Arrangements von Un-
tervarietäten.

Ein (einfaches)Arrangement von Untervarietätenvon Y ist eine endliche MengeS
bestehend aus nichtsingulären, abgeschlossenen UntervarietätenSi ( Y , die folgende
Bedingungen erfüllt:
(1) Alle Schnitte

⋂
i Si sind regulär (schematheoretisch), d.h., die definierenden Ideale
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ISi
undISj

von je zweiSi undSj in S erfüllen die GleichungISi
+ ISj

= ISi∩Sj
und

allgemein fürk UntervarietätenSji
in S

k∑
i=1

ISji
= ISj1∩...∩Sjk

.

(2) Si ∩ Sj ist entweder gleich einemSk ausS oder leer.

Bemerkung.Bedingung (1) bedeutet, dass ein Arrangement von Untervarietäten insbe-
sondere einMikado Schemaist. (Ein Mikado-Schema ist ein Schema, das eine Vereini-
gung von glatten Komponenten ist, sodass alle möglichen Durchschnitte dieser Kom-
ponenten (schematheoretisch) regulär sind.) Näheres dazu findet sich in [Ha3,Li].

Beispiel21. (1) SeiS = {S1, S2, S3} in A3 mit IS1 = (x, y), IS2 = (x, z) und
IS3 = (x, y, z). Dann istS ein Arrangement.
(2) Sei nunS = {U, , V, W, U ∩ V,U ∩ W,V ∩ W,U ∩ V ∩ W}, wobeiU die xz-
Ebene mitIU = (y) , V die xy-Ebene mitIV = (z) und W ein Paraboloid mit
IW = (x2− y− z) seien. Dann istS kein Arrangement inA3, denn: Es istU ∩V ∩W
der Nullpunkt mit Ideal(x, y, z). Es gilt aber

IU + IV + IW = (y, z, x2 − y − z) = (x2, y, z).

Daher ist dieser Schnitt nicht regulär.

SeiS ein Arrangement von Untervarietäten vonY . Eine TeilmengeG ⊆ S heißtbau-
chige Mengein S, wenn für jedesS ∈ S alle minimalen Elemente inG, dieS enthalten,
einen transversalen Schnitt haben. Zusätzlich muss dieser Schnitt genauS sein. (Trans-
versaler Schnitt von nichtsingulären UntervarietätenA1, . . . , Ak bedeutet hier, dass für
jeden Punkty ∈ Y gilt:

T⊥A1,y ⊕ . . .⊕ T⊥Ak,y,

d.h., die orthogonalen Komplemente der Tangentialräume inY bilden eine direkte
Summe im CotangentialraumT ∗y .)

Nun kommen wir wieder zu Produkten von Koordinatenidealen zurück. Wir haben uns
ja die Frage gestellt, wann ein derartiges Produkt zahm ist. In [Li, Thm. 3.3.] wird in-
duktiv gezeigt, dass die Explosion in einem Produkt von Idealen glatt ist, wenn diese
Ideale eine bauchige Menge bilden. Wir werden dies nun mit unserem Zahmheitskri-
terium beweisen. Allerdings ist die Bedingung, dass die Ideale eine bauchige Menge
bilden, keineswegs notwendig. Wir werden dazu ein Beispiel angeben.

Zuerst überlegen wir noch genauer die Beziehung vonKoordinatenidealenim Koor-
dinatenringK[x1, . . . , xn] desAn

K zu Koordinatenunterräumenvon Kn: Wir identi-
fizieren ein Koordinatenideal(xi, i ∈ I), wobei die WolkeI ⊆ {1, . . . , n} sei, mit
dem KoordinatenunterraumV (xi, i ∈ I). Wir nennen daher eine MengeC von Idealen
Ci ein Arrangement (von Idealen), wenn die zugehörigen Koordinatenunterräume ein
Arrangement inAn bilden. Entsprechend heißt eine MengeG einebauchige Menge
(von Idealen), wenn die zugehörigen Koordinatenunterräume eine bauchige Menge in
An bilden.
Betrachte nunAn

K = Kn als Vektorraum überK. In der Schreibweise von oben ist
V = Kn. SeiP ein Arrangement von Unterräumen und seiC die Menge aller Unter-
räume inV ∗ ∼= V , die dual zu allen Unterräumen inP und ihren Schnitten sind. Ist
P = V (xi : i ∈ I) ein Koordinatenunterraum, dann istP ∗ das Erzeugnis〈xi, i ∈ I〉
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in V ∗. Mit der üblichen IdentifikationV ∼= V ∗ (euklidisches Skalarprodukt aufV )
können wir schließlichP ∗ = C in C mit V (xi : i 6∈ I) identifizieren. Für zwei Ideale
Ci = (xi, i ∈ I), Cj = (xj , j ∈ J) in einem ArrangementC gilt

V (Ci + Cj) = V (xk, k ∈ I ∪ J) = V (Ci) ∩ V (Cj).

Die SummeCi ⊕ Cj ist direkt, wennI ∩ J = ∅.

Die Explosion in bauchigen Mengen

In diesem Abschnitt wollen wir mit unserem Zahmheitskriterium zeigen, dass ein Pro-
dukt von Koordinatenidealen zahm ist, wenn diese Ideale eine bauchige MengeG im
ArrangementC = CG bilden. Beachte dabei: Für zwei IdealeCi, Cj in C ist immer
Ck = Ci + Cj in C enthalten. Wir gehen in zwei Schritten vor: Zuerst zeigen wir, dass
das ProduktIC aller IdealeCi ∈ C zahm ist. Wir haben schon gezeigt (Satz 15), dass
in einer bauchigen MengeG in C alle irreduziblen ElementenCi, Cj in C enthalten
sind. Es sind also alle nicht-direkten Summen von ElementenCi, Cj in G. Zusätzlich
sind nicht notwendig einige direkte SummenCi ⊕ Cj in G. (Wenn also z.B.G = FG ,
dann sind keine direkten Summen in der bauchigen Menge enthalten)
Im zweiten Schritt zeigen wir, dass man FaktorenCk = Ci ⊕ Cj (beliebige direkte
Summen vonCi) im ProduktidealIC =

∏
i Ci weglassen kann, ohne die Zahmheit

des Produktideals zu zerstören.

Lemma 9. SeienIi := (xk : k ∈ Ii) Ideale inK[x1, . . . , xn]. SeiI :=
∏r

i<j(Ii +
Ij) das Produkt der paarweisen Summen derIi. Dann ist die Explosion vonAn in I
glatt.

Beweis.Wir betrachten wieder die Idealtangentenkegel zu den Ecken des Newtonpo-
lyeders vonI . Wir müssen zeigen, dass der Idealtangentenkegel zu jeder Ecke von
N(I ) simplizial und damit nach Lemma 7 automatisch unimodular ist. Wir werden
die obige Aussage mit Induktion über die Anzahlr der Ideale zeigen. Fürr = 2 gilt
I = I1 + I2. Dieses Ideal ist klarerweise zahm.
Wir führen folgende Notation ein: Wir identifizieren einIi mit seiner WolkeIi ⊆
{1, . . . , n}. Es bezeichneIij := Ii + Ij und entsprechendIij := Ii ∪ Ij . Seien
Pij = N(Iij) die assoziierten Newtonpolyeder.
Nun zum Induktionsschritt vonr aufr+1: Angenommen, das IdealI =

∏r
i,j=1
i<j

(Iij)

in K[x1, . . . , xn] ist zahm. Es ist zu zeigen, dass auchI ·(I1+Ir+1) · · · (Ir+Ir+1)
zahm ist. Um die Notation zu vereinfachen, setzen wirJ := Ir+1 mit Wolke J =
Ir+1. Zuerst behandeln wir wieder die üblichen Spezialfälle: WennI ⊆ J , dann ist
Ii +J = J für alle i und das obige Produkt lautetI ·J r = (I ·J ) ·J r−1. Der
erste Faktor ist nach Satz 10 zahm und durch die restlichenr − 1 Faktoren werden die
Idealtangentenkegel der assoziierten Newtonpolyeder nach Korollar zu Satz 11 nicht
verändert.
Im Weiteren gehen wir folgendermaßen vor: Wir betrachten zuerst den Idealtangenten-
kegel in einer Ecke des NewtonpolyedersN(I ) und schauen, wie die minimalen Er-
zeuger dieses Kegels bei der Summenbildung vonN(I ) mit denN(Ii+J ) transfor-
miert werden. Dabei wird schrittweise vorgegangen: Zuerst betrachten wir den Ideal-
tangentenkegel in einer Ecke vonN(I )+N(I1+J ), dann inN(I )+N(I1+J )+
N(I2 +J ), etc. Formal: Seia :=

∑
i<j ekij

eine Ecke inP := N(I ) =
∑

i<j Pij .
Dabei istkij ∈ Iij für alle i < j ≤ r. Es kann also auchekij = eki′j′ für ij 6= i′j′
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sein, d.h.,a hat die Form
∑n

k=1 αkek mit αk ∈ N und
∑n

k=1 αk =
(
r
2

)
(Anzahl

der Faktoren von
∏

i<j Iij). Jede derartige Eckea ist die Summe von Ecken derPij .
In den Idealtangentenkegeln bedeutet die Summenbildung eines beliebigen Polyeders
Q mit Pij einfach, dass zum IdealtangentenkegelITq(Q) eines Punktesq in Q in
ITq+ekij

(Q+Pij) die ErzeugereIi − ekij bzw.eIj − ekij für kij ∈ Iij dazukommen
(nach Lemma 6). Dabei bezeichneeM − ek die Menge{em − ek : m ∈ M} für eine
Wolke M ⊆ {1, . . . , n}. Weiters bezeichneeM\k − ek für ein k ∈ M die Menge
{em − ek : m ∈ M\k}.

Zuerst betrachten wir eine Eckea, für die eink in einemIij existiert, sodass das zu-
gehörigeαk > 0 ist. Anders ausgedrückt: Zum Vektorek sind in einem Idealtangen-
tenkegelITek

(Iij) die ErzeugereIi\k − ek undeIj
− ek enthalten, also sind diese

Erzeuger auch inITa(I ) enthalten.
Behauptung: Es wird eink ∈ Ii in mindestensr − 1 verschiedenenIi ausgewählt,
sodass dieeIi\k − ek im IdealtangentenkegelITa(I ) enthalten sind. Denn:P ist die
Minkowskisumme von NewtonpolyedernPij mit i < j. Daher existiert in einem be-
liebigenPij eine Eckeeα mit α ∈ Ii oderα ∈ Ij\Ii. Angenommen, es existiert eini,
sodass inIij für alle j ∈ {1, . . . , r}\i jeweils einα ∈ Ij\Ii in Iij ausgewählt wurde.
Wenn nun ein weiteresk 6= i mit derselben Eigenschaft existieren würde, d.h., in allen
Ikj ist α ∈ Ij\Ik gewählt worden, erhalten wir einen Widerspruch. InIki muss näm-
lich einα ∈ Ik\Ii gewählt werden!
Damit haben wir gezeigt, dass es höchstens eini gibt, sodasskeineErzeuger der Form
eIi\k−ek für allek ∈ Ii im IdealtangentenkegelITa(I ) vorkommen. Somit erhalten
wir für jeden FaktorIij von I , in demk ∈ Ii gewählt wird, im Idealtangentenkegel
zu einer Eckea die ErzeugereIi\k − ek und alleeIj − ek.
Seien nun o.B.d.A.I1, . . . , Is mit s ≥ r − 1 die Wolken, die eink mit der obigen
Eigenschaft enthalten. Im Newtonpolyeder zuI · (I1 + J ) · · · (Is + J ) gilt dann
für alle Ecken, die eine Summea+

∑s
i=1 eki

mit mit eki
∈ Ii∪J sind: Für jedes Ideal

Ii + J kommt entweder einek mit k ausIi oderk ausJ\Ii, sodasseki
= ek gilt,

dazu. D.h., wennk ∈ Ii ist, dann existieren inITa(I ) Erzeuger der FormeIi
− ek

undeIj − ek, die vonITek
(Iij) stammen. Denn: Wenn es einPij gibt, sodassk ∈ Ii

gewählt wurde, so sind alle ErzeugereIi − ek undeIj − ek im Idealtangentenkegel
enthalten. Falls ein weiteresk′ ∈ Ii in einemIiβ gewählt würde, enthielte der Ideal-
tangentenkegel die ErzeugereIi

−ek′ , insbesondereek−ek′ . Es ist aber auchek′−ek

ein Erzeuger des Kegels. Widerspruch zuITa(I ) spitz!
Wir gehen nun schrittweise vor und betrachten zuerstP1 := P + N(I1 + J ).

1. Fall. Seia + ej mit j ∈ J\I1 die neue Ecke inP1. Im IdealtangentenkegelITa+ej

(I (I1 + J )) kommen die neuen ErzeugervektoreneJ\(j∪I1) − ej (statt deneJ\j)
und der zusätzliche Erzeugerei1 − ej stattei1 dazu. Dabei seii1 der Vektor, der in
einemIij gewählt wurde (Siehe voriger Absatz: In jedemIk mit k ≤ s existiert ge-
nau ein solchesik). Es gilt weiters: DieeI1\i1 − ej = eI1\i1 − ei1 + (ei1 − ej) sind
überflüssige Erzeuger vonITa+ej (I (I1 + J )). Fallsei1 ein minimaler Erzeuger
von ITa(I ) war, so besitztITa+ej

(I (I1 + J )) auf (J ∪ I1)\
⋃r

j=2 Ij die richtige
Anzahl von minimalen Erzeugern. Auf

⋃r
j=2 Ij ∩ J können noch zuviele minimale

Erzeuger vorhanden sein. Fallsei1 kein minimaler Erzeuger vonITa(I ) ist, gibt es
einen minimalen Erzeugerei1−eik

mit ik ∈ Ik\I1 (d.h., inI1k wurdeik gewählt). Wir
können dann keinen der beiden Vektorenei1−eik

undei1−ej eliminieren. Allerdings
muss später fürIk ∪ J entweder der Erzeugerej − eik

odereik
− ej zum Idealtan-
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gentenkegel vonN(I (I1 + J ) · · · (Ik + J )) in der Eckea + ej + ei2 + · · · eik

dazukommen, und wir haben dann keine Probleme mit der Simplizialität mehr!
Im nächsten Schritt fürP2 := P1 +N(I2 +J ) müssen wir zwei Fälle unterscheiden:
Es kommt bei der Eckea+ej vonP1 entweder dasselbej ∈ J\(I2 ∪ I1) dazu (für ein
j′ 6= j ∈ J keine Ecke!) oder eini2 ∈ I2\J .
(1) Fürj ∈ J\I2: In diesem Fall bleiben dieeJ\j − ej als minimale Erzeuger erhalten
(bzw. auf dem SchnittI2 ∩ J haben werden dieeI2∩J − ej wegenei2 − ej durch die
eI2∩J−ei2 gekillt. Dasi2 ∈ I2 kommt von einem FaktorI2k mit k ≤ r). Fallsi1 6= i2,
alsoi2 6∈ I1 ∩ I2, erhalten wir stattei2 wiederei2 − ej . Die VektoreneI1∩I2 − ej kön-
nen dankei2 − ej ebenso durch andere Erzeuger dargestellt werden. Unser einziges
Problem ist hier wieder ein etwaigesei2 − eik

, das aber im SchrittIk ∪ J auf jeden
Fall entsorgt wird. Dann besitzt der Idealtangentenkegel vonP2 im Punkta + 2ej für
(J ∪ I1 ∪ I2)\

⋃
j=3 Ij die richtige Anzahl an minimalen Erzeugern.

(2) Im anderen Fall kommti2 ∈ I2 dazu. Fallsi2 = j ∈ I2∩J ändert sich nichts an den
minimalen Erzeugern vonITa+2ei2

(I (J +I1)(J +I2)). Sei alsoi2 ∈ I2\(J∪I1).
In

⋃
j=2 Ij ändern sich die Erzeuger nicht, während hingegen inJ zusätzlich zu den

eJ\j − ej , ej alle VektoreneJ − ei2 dazukommen. Also haben wir auch den Erzeu-
ger ej − ei2 dabei. D.h., wir können die ErzeugereJ\j − ei2 ausdrücken durch die
eJ\j − ej . Der minimale Erzeugerej geht über aufej − ei2 . Damit ist, wie in (1),
auf der Menge(J ∪ I1 ∪ I2)\

⋃
j=3 Ij wieder die richtige Anzahl von minimalen Er-

zeugern vorhanden. BeiP3 := P2 + N(I3 + J ) haben wir insgesamt vier mögliche
Eckenfolgen:

(a) Für den Idealtangentenkegel vona+2ej in P2 gilt wieder, fallsj ∈ J\(I1∪I2∪I3),
und falls diesesj in P3 dazukommt: InI3 bleiben bis auf den zusätzlichen Vektor
ei3 − ej alle minimalen Erzeuger gleich. Wenni2 = i3 oder i3 = i1 also i2 ∈
I2 ∩ I3 bzw. I1 ∩ I3, dann passt die Anzahl der minimalen Erzeuger auf der Men-
ge (J ∪ I1 ∪ I2 ∪ I3)\

⋃
j=4 Ij . Wenni2 6∈ I3, d.h., i2 ∈ I2\I3 dann ist auch kein

Vektor zuviel inI3. Insgesamt ist inI23 nach Induktionsvoraussetzung alles klar. Der
Fall i2 6= i3 ∈ I2∩I3 kann nicht auftreten, da sonst der Idealtangentenkegel diebeiden
Vektorenei2 − ei3 undei3 − ei2 enthalten würde, was einen Widerspruch zur Ecken-
bedingung liefert. Analog füri1 = i3 in I13.
(b) Wenn inITa+2ej

(I (J + I1)(J + I2)) jedochi3 ∈ I3 dazukommt, sind die
VektoreneI3\i3 − ei3 schon von Vorneherein dabei, wir erhalten nur zusätzlich zu den
eJ\j − ej undej dieVektoreneJ − ei3 , die wir wegenej − ei3 aber auch schon durch
die ersteren ausdrücken können. Der einzige minimale Erzeuger, der sich ändert ist
ej ; ej − ei3 . Es ist also wieder alles klar auf(J ∪ I1 ∪ I2 ∪ I3)\

⋃
j=4 Ij .

(c) Im anderen IdealtangentenkegelITa+ej+ei2
(I (J + I1)(J + I2)) kommt ent-

weder wieder dasselbej ∈ J dazu, dann gilt (wegen der Kommutativität) dasselbe wie
in Fall (b), oder
(d) in ITa+ej+ei2

(I (J + I1)(J + I2)) kommt eini3 ∈ I3\(J ∪ I1 ∪ I2) dazu.
Dann ist inI3 alles wie gehabt (keine neuen Erzeuger!), während inJ zusätzlich zu
eJ − ej auch alle VektoreneJ − ei3 dazukommen. Dankej − ei3 können wir auch
diese eliminieren. Wir haben nur beide Vektorenej − ei2 undej − ei3 als Erzeuger.
Allerdings ist auch das IdealI23 ein Faktor vonI , und dieses Ideal liefert für den
IdealtangentenkegelITa+ej+ei2+ei3

(I (J + I1)(J + I2)(J + I3)) einen der
beiden Erzeugerei2 − ei3 oderei3 − ei2 (Wir können also einen der beiden Vektoren
ej − ei2 oderej − ei3 durch den anderen ausdrücken) Somit erhalten wir dasselbe
Ergebnis wie in den Fällen (a)-(c).
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Beim nächsten Ideal(I4+J ) kann wieder entwederj ∈ J\I4 oderi4 ∈ I4 dazukom-
men, doch die Erzeuger verhalten sich exakt gleich wie in den obigen 4 Fällen! Somit
haben wir inI · (I1 + J ) · · · (Is + J ) alle Ecken abgedeckt, in denen mindestens
ein j ∈ J\

⋃
j=1 Ij vorkommt. Es fehlt nur mehr die Folge der gewählten Vektoren

i1 − i2 − . . .− is.

2. Fall. In P1 kommt eini1 ∈ I1 dazu. Dann erhalten wir fürITa+ei1
(I (J +I1)) le-

diglich die neuen ErzeugereJ −ei1 , (aufI1 und den restlichenIk ändert sich nach I.V.
nichts!) statt den zugehörigen Standardbasisvektoren. Daher ist der Idealtangentenke-
gel wieder simplizial. InP2 kommen noch die VektoreneJ − ei2 dazu. Jedoch liefert
dieselbe Überlegung wie in (d) wieder, dass entwederei1 − ei2 oderei2 − ei1 schon
im Idealtangentenkegel zua enthalten sind. Das bedeutet, dass wir auf der simplizialen
Seite sind! Wenn nuni3 ∈ I3 dazukommt, können wir wieder gleich argumentieren,
und haben damit auch alle Ecken der Gestalta +

∑
k eik

mit ik ∈ Ik für k = 1, . . . , s
erledigt. Fallss = r sind wir fertig.

Sonst ists = r − 1. Angenommen für die Eckea von P wurde inIr in jedemIkr

jeweils einik ∈ Ik\Ir gewählt. Dann sind schon inP jeweils die VektoreneIr
− eik

mit ik ∈ Ik\Ir für jedes IdealIkr für alle k = 1, . . . , r− 1 (alsos = r− 1) im Ideal-
tangentenkegelITa(I ) enthalten. Sei nunb = a +

∑
k eik

∈ Ps = P1 + . . . + Ps−1,
die oben betrachtete Ecke. Wir müssen ein letztes Mal zwei Fälle unterscheiden:
(a) Es kommt einej mit j ∈ J\Ir in b vor, d.h., alle VektoreneJ\j − ej , ej sind
im Idealtangentenkegel zub von P3 enthalten. Wenn wir das letzte Ideal(Ir + J )
dazumultiplizieren, können wir diesesj ∈ J\Ir wählen und erhalten die neuen zusätz-
lichen ErzeugereIr

− ej . In J bleibt alles beim Alten. Das gewähltej kommt nach
Voraussetzung von einem IdealIk + J , oBdA seik = 1. Wir haben also alle Vekto-
reneI1 − ej als Erzeuger vonITb(I (J + I1) · · · (J + Is)) in Ps. In I1 + Ir

muss eini1 ∈ I1\Ir gewählt worden sein (sonst keine Ecke!). Somit existieren auch
alle ErzeugereIr

− ei1 . Insbesondere sind wegenei1 − ej alleeIr
− ej echt im Ideal-

tangentenkegel enthalten. Damit bleibt der Kegel simplizial.
Wir hätten aber auch einir ∈ Ir\(I1 ∪ . . . ∪ Ir−1) wählen können (muss existieren!).
Dann ist entwederj = ir, falls j ∈ Ir ∩ J , also geschieht nichts Neues. Für den Fall
j ∈ J\Ir kommen die neuen ErzeugereIr\ir

− eir
bzw. eJ − eir

hinzu. Von den
restlichen MengenIk, k 6= r sind schon alleeJ − eik

für alle vorhandeneneneik
∈ b

Erzeuger des IdealtangentenkegelsITb(I (J + I1) · · · (J + Is)), ebenso wie al-
le eIr − eik

für alle k 6= r. Insbesondere sind alle Vektoreneir − eik
mit eik

∈ b
undej − eir im zugehörigen Idealtangentenkegel enthalten. Durch diese können wir
nun alle eIr

− eik
bzw. eJ − eik

ersetzen durcheIr
− eir

bzw. eJ − eir
und ej

durchej − eir
. Falls inJ noch einej − eil

existieren sollte, so erhalten wir vonIlk

den Erzeugereir
− eil

, also ist hier alles klar. Auch in allen DurchschnittenIr ∩ Ik,
r 6= k können wir wegen den im Idealtangentenkegel enthaltenen Vektoreneir − eik

alle eIr∩Ik
− eik

durch die anderen ausdrücken. Wir haben also keine überflüssigen
Erzeuger erhalten und somit ist auch hier der Idealtangentenkegel simplizial.
(b) Ähnlich geht es, wennej 6∈ b (vgl. (b) oben): wenn wir dann einj ∈ J für Ir ∪ J
wählen, erhalten wir zunächst die zusätzlichen ErzeugereIr

− ej undeJ\j − ej . Wei-
ters existieren schon alleeIr

− eik
bzw.eJ − eik

für sämtlicheeik
∈ b, insbesondere

alleej − eik
. Wie oben können wir analog alleeJ − eik

durch dieeJ\j − ej Vektoren
ausdrücken und inIr ebenso. Daher ist der Idealtangentenkegel simplizial.
Wenn wir jedochir ∈ Ir\(I1∪ . . .∪Ir−1∪J) für Ir∪J wählen, dann erhalten wir wie
vorher als neue Erzeuger des simplizialen Idealtangentenkegels in der Eckeb+eir

von
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P +
∑s+1

i=1 Pi die eIr\ir
− eir

(Somit kann man wegeneir
− eik

alle minimalen Er-
zeuger der FormeIi

−eik
eliminieren). Auch inJ ist wegen der Existenz der Erzeuger

eir
− eik

für allek 6= r alles klar. DenneJ − eik
= (eJ − eir

) + (eir
− eik

).

Lemma 10. SeiI wie in Lemma 9 und seiJ :=
∏k

i=1 Ii. Dann ist auchI · J
zahm.

Beweis.Wir nehmen einfach das IdealIk+1 := (0) zu denIi hinzu. Dann istIk+1 =
∅ und für alleIi mit i < k + 1 gilt Ii ∪ Ik+1 = Ii. Dies impliziertIi + Ik+1 = Ii.
Nach obigem Lemma ist das Produkt

∏k+1
i<j Iij zahm. Und daI · J =

∏k+1
i,j Iij

gilt, haben wir die Behauptung gezeigt.

Lemma 11. SeiG eine bauchige Menge, dann gilt: Für je zwei IdealeGi = (xk : k ∈
Gi),Gj = (xk : k ∈ Gj) ∈ G mit Gi ∩Gj 6= ∅, ist Gi + Gj ∈ G.

Beweis.Folgt aus Satz 15 (3) (b).

Satz 16. SeiG = {Gi} eine bauchige Menge von Idealen inK[x1, . . . , xn]. Dann ist
die Explosion vonAn mit Zentrum

∏
Gi∈G Gi glatt.

Beweis.Wir werden dies mit Hilfe von Lemma 9 beweisen, indem wir zuerst das Pro-
dukt aller möglichenpaarweisen Vereinigungen (= das ArrangementCG) betrachten.
Dann werden wir zeigen, dass man beliebige disjunkte Vereinigungen, die ja nicht not-
wendig in der bauchigen Menge enthalten sind, weglassen kann. D.h., man kann jeden
FaktorGi + Gj , wobeiGi ∩ Gj = ∅ ist, weglassen. Man muss also zeigen, dass die
Idealtangentenkegel in den Ecken des Newtonpolyeders von

∏
Gi∈G Gi immer noch

simplizial sind, wenn man die Erzeuger, die von beliebigendisjunktenVereinigungen
stammen, in einem Idealtangentenkegel vonN(

∏
Ci∈CG Ci) weglässt. Die so erhalte-

nen Idealtangentenkegel haben dann die selben minimalen Erzeuger wie Idealtangen-
tenkegel in Ecken vonN(

∏
Gi∈G Gi).

Wir können wieder alle IdealeGi = (xj : j ∈ Gi) der bauchigen Menge mit ihren
Wolken Gi identifizieren. Nach obigem Lemma sind alle Vereinigungen von nicht-
disjunktenGi ∪ Gj , abgekürztGij , wieder inG enthalten. Wenn einGi in einem
Gj enthalten ist, so ist die VereinigungGj also trivialerweise inG enthalten. Wir
definieren zuerst die IdealeIi := Gi. Es bezeichne wiederIi für alle i die Wolke
von Ii. Dann ist

∏
i<j Iij ·

∏
i Ii nach Lemma 9 glatt. Das bedeutet, dass wir al-

le paarweisenVereinigungenGi ∪ Gj abgedeckt haben. In der bauchigen MengeG
können aber auch Vereinigungen von mehreren Elementen auftauchen (Im Ebenen-
beispiel imA4 mit G1 = {1, 2}, G2 = {1, 3}, G3 = {1, 4} muss auch der Faktor
G1 ∪ . . . ∪ G4 = {1, 2, 3, 4} in der bauchigen Menge enthalten sein). Wir setzen also
I|G|+1 := G1 + G2,I|G|+2 := G1 + G3 etc. Mit dieser Methode erhalten wir alle drei-
und vierfachen Vereinigungen der zugehörigen Wolken. Iteration liefert schließlich al-
le möglichen Vereinigungen von Wolken

⋃
i Gi, also das ganze ArrangementCG . Da

das Arrangement nur aus endlich vielen Unterräumen besteht, ist auch die Anzahl der
Ii endlich. Die Explosion im Ideal

∏
i<j Iij ·

∏
i Ii ist nach Lemma 10 glatt. Dieses

Produkt hat nur zwei Schönheitsfehler:
(1) Es kommen Ideale mehrfach vor. Zum Beispiel ist der FaktorI12 = I|G|+1 min-
destens doppelt vorhanden.
(2) Es tauchen auch Summen von Idealen mit disjunkten Wolken auf. Es gibt also Fak-
torenIi + Ij , für die Iij = Ii∪̇Ij gilt. Die zugehörigen Ideale sind allerdings nicht
notwendig in der bauchigen Menge enthalten!
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Im Fall (1) haben wir Dank Korollar zu Lemma 8 kein Problem, da ein FaktorI k
i die

Erzeuger eines Idealtangentenkegels vonN(I k−1
i I ) nicht verändert. Man braucht

sich also nicht um den FaktorI k−1
i kümmern.

Im Fall (2) müssen wir schauen, was mit den Erzeugern eines beliebigen Idealtan-
gentenkegels passiert, wenn wir eine disjunkte VereinigungIi∪̇Ij weglassen. Es be-
zeichneI :=

∏
i<j Iij ·

∏
i Ii. Seia :=

∑
k αkek eine Ecke im Newtonpolyeder

N(
∏

i<j(I )) und seienIi, Ij zwei Ideale mit disjunkten WolkenI, J . Vom Ideal
Iij erhalten wir inN(Iij)die Erzeuger

{eI\i − ei, ei, eJ − ei}.

Also sind diese Erzeuger auch im IdealtangentenkegelITa(I ) enthalten. (Wir können
o.B.d.A.i ∈ I wählen, fürj ∈ J funktioniert alles analog!).

Was passiert, wenn wir den FaktorIij aus dem ProduktI weglassen? Da inI Iij =∏
k<l(k,l) 6=(i,j) Ikl ·

∏
k Ik beide FaktorenIi undIj auftauchen, enthält der Ideal-

tangentenkegel einer Eckea−ei vonN(I /Iij) alle Vektoren der FormeI\i−ei und
eJ\j−ej . Unser einziges Problem sind dieeJ\j−ei. Wenn wir also dieIij-Vektoren
weglassen, ist der einzige wirklich fehlende Erzeuger vonITa−ei

(I \Iij) der Vektor
ej − ei. Doch diesen benötigen wir für die Simplizialität überhaupt nicht. Denn:
Probleme mit der Simplizialität kann es höchstens auf einer MengeK = Ik, für ein
Ik, geben, für die ErzeugervektoreneK − ei und eK − ej im Idealtangentenkegel
existieren. Da diese MengeK auch einen FaktorIk im Produkt der Ideale liefert, sind
Erzeuger der FormeK\k−ek in ITa−ei

(I /Iij) für eink ∈ K. Die Vektorenek−ei

undek−ej sind ebenso Erzeuger dieses Idealtangentenkegels. Daher sind die einzigen
zwei Vektoren, die die Simplizialität zerstören könnten

ek − ei undek − ej .

Wenn beide Vektoren redundante Erzeuger des Idealtangentenkegels vona in N(I )
sind, haben wir kein Problem. Sonst sei o.B.d.Aek − ei der minimale Erzeuger in
“Richtung” i vonITa(I ). Dann ist auch der Vektorei− ej in ITa(I ) enthalten. Die
Frage ist nun, ob dieser Erzeuger nicht auch schon inITa−ei

(I /Iij) enthalten ist.

1. Fall. Es existiert eine MengeK wie oben, sodassI ∩ K 6= ∅ und J ∩ K 6= ∅.
Dannmüssendie drei IdealeIik, Ijk und Iijk in der bauchigen Menge enthalten
sein (nach Lemma 11). Da die Vektorenek − ei bzw. ek − ej Erzeuger des Ideal-
tangentenkegels der Eckea − ei in N(I /Iij) sind, müssen inIik bzw. Ijk jeweils
i ∈ I\K bzw. j ∈ J\K gewählt worden sein. (Denn: Wäre z.B. inIij ein i′ ∈ I\i
gewählt worden, enthielte der Idealtangentenkegel auch den Vektorei−ei′ . Dann wäre
aberek − ei = ek − ei + (ei − ei′) kein minimaler Erzeuger mehr. Widerspruch!) Da
aber auch die MengeIijk vorkommt, muss hier auch entweder dasselbei oderj ge-
wählt worden sein. Fürj erhalten wir den zusätzlichen Erzeugerei − ej und füri den
Erzeugerej−ei. (Wenn inIijk eink ∈ K k 6= i, j gewählt worden wäre, erhielten wir
den Erzeugerei − ek. Widerspruch zur Eckenbedingung!) Wir können also auf jeden
Fall einen der beiden störenden Erzeuger eliminieren.

2. Fall. I ist disjunkt zu allenK der obigen Form. Damit wir trotzdem den Vektor
ek − ei als minimalen Erzeuger des IdealtangentenkegelsITa−ei

(I /Iij) erhalten,
muss eine MengeI ∪ L mit k ∈ L ∩K in G enthalten sein. Da(I ∪ L) ∩K 6= ∅ so
müssen auch (wegen Lemma 11) die Faktoren(I ∪L∪K) ∪ J undJ ∪ (K ∪L) in G
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sein. Damit sind wir wieder in der Situation vom 1. Fall.
Wenn noch zusätzlichK ∩ J = ∅ ist, muss entwederek − ej von anderen Erzeugern
gekillt werden oder auch ein FaktorJ ∪M mit k ∈ M ∩K in G sein (sonst erhalten
wir keinen Erzeugerek− ej !). Analog zu vorher muss dann auch(I ∪K ∪M)∪J im
Produkt enthalten sein, womit wir wieder im 1. Fall wären.

Beispiel22. Wir wissen nun, dass ein Produkt von Koordinatenidealen zahm ist, wenn
diese Ideale eine bauchige Menge bilden. Diese Bedingung ist jedoch nicht notwendig:
SeienI1 = (x, y),I2 = (x, z),I3 = (y, z) die reduzierten Ideale der drei Koordina-
tenachsen inA3. Die MengeG = {Ii} ist keine bauchige Menge, da(x, y, z) nicht in
G enthalten ist (keine direkte Summe!). Die Explosion vonA3 mit ZentrumI1I2I3

ist aber trotzdem glatt.
Wir können dieses Beispiel auf(n − 2)-dimensionale Koordinatenunterräume inAn

verallgemeinern: Es seienIij = (xi, xj : i, j ∈ {1, . . . , n}) Ideale inK[x1, . . . , xn].
Dann ist

∏
i<j Iij zahm. Denn: Für allei ∈ {1, . . . , n} bezeichneJi = (xi) das von

xi erzeugte Hauptideal. Nach Lemma 9 ist
∏

i<j(Ji + Jj) =
∏

i<j Iij zahm. Man
sieht auch sofort, dass dieIij keine bauchige Menge bilden.

3.6 Weitere Fragen

Im Laufe dieser Arbeit sind uns immer wieder Probleme begegnet, die wir nur teilwei-
se oder gar nicht lösen konnten. Zum Abschluss gebe ich noch einen kurzen Überblick
über Fragen, die uns noch weiter beschäftigen könnten:

Verallgemeinerung von bauchigen Mengen.Am Schluss haben wir gesehen, dass
das Konzept einerbauchigen Mengeviel zu restriktiv ist. Wir können in jeder belie-
bigen Dimension Koordinatenideale, die keine bauchige Menge bilden, finden, sodass
ihr Produkt zahm ist. Kann man nun auch eine notwendige Bedingung für die Zahm-
heit finden? Genauer: Gegeben sei eine endliche Menge{Ii} von Koordinatenidealen.
Welche Bedingung(∗) müssen die Wolken derIi erfüllen, sodass gilt:

∏
i Ii ist zahm

⇐⇒ (∗) gilt?

In Lemma 9 haben wir gezeigt, dass das Produkt aller paarweisen SummenIi + Ij

von endlich vielen KoordinatenidealenIi zahm ist. Gilt dasselbe für die symmetri-
sche Differenz? Genauer: Es seienIi = (xk, k ∈ Ii), Ij = (xk, k ∈ Ij). Definiere
Ii4Ij = (xk, k ∈ Ii4Ij). Ist das Produkt

∏
i<j Ii4Ij zahm?

Meine Vermutung hierzu:

Vermutung.Sei{Ii} eine endliche Menge von Koordinatenidealen. Wir ordnen je zwei
IdealenIi,Ij mit i 6= j ein IdealIij = (xk, k ∈ Iij) zu. Dann ist das Produktideal∏

i<j Iij genau dann zahm, wenn für allei 6= j gilt: Ii4Ij ⊆ Iij .

Wir haben schon (mit Hilfe von Maple) bestimmt, wann das Produkt von zwei bzw.
drei Koordinatenidealen zahm ist.Kann man weiters eine einfache Bedingung an die
Wolken stellen, sodass das Produkt von genaus Koordinatenidealen zahm ist?

Schließlich noch:Wie kann man bauchige Mengen auf beliebige Monomideale verall-
gemeinern? Was kann man über ein Produkt von Monomidealen allgemein aussagen?
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Zur Beweismethode.Unsere Beweise der Zahmheit eines monomialen Ideals sind alle
nach demselben Schema abgelaufen: Wir haben zuerst die Ecken des assoziierten New-
tonpolyeders inRn bestimmt und dann die jeweiligen Idealtangentenkegel berechnet.
Kann man die Beweise vereinfachen, indem man die Polyeder dualisiert?Genauer:
Betrachte den inneren Normalenfächer des Newtonpolyeders, auch genannt der duale
Fächer. Dien-dimensionalen Unterkegel des dualen Fächers entsprechen den Tangen-
tialkegeln des Polyeders. Diesen Fächer kann man am besten durch Schnitt mit einer
affinen Hyperebene

∑
i xi = 1 visualisieren. Das entspricht einer Pojektivisierung des

Fächers. Dadurch erhält man ein(n − 1)-Simplex, das durch Polytope (entsprechen
den Tangentialkegeln) unterteilt wird. Dieses Simplex wirdKaleidoskopgenannt. Es
gilt: ein Newtonpolyeder ist simplizial genau dann, wenn sein Kaleidoskop simplizial
ist. Im Fall von Koordinatenidealen reicht dies auch schon für die Glattheit.
Durch das Dualisieren und Projektivisieren sparen wir eine Dimension. Das Problem
ist jedoch hier, die Schnittpunkte der Unterpolytope des Kaleidoskops zu bestimmen,
sodass man Aussagen über die Simplizialität treffen kann.

Zähmung von Idealen. Im Abschnitt über das Rosenbergideal haben wir gesehen,
wie man ein Newtonpolyeder zähmen kann: SeiI ein beliebiges monomiales Ideal.
Durch Multiplikation bzw. Durchschnittsbildung vonI mit einem weiteren monomia-
len Ideal kann man das zugehörige NewtonpolyederN(I ) zähmen. Aus der speziellen
Struktur vonR ergab sich als Zähmungsideal eine Potenz des maximalen Ideals.Kann
man für ein beliebigesI ein (kanonisches) Zähmungsideal finden?

Äquivariante Auflösung. Unser Hauptziel im zweiten Kapitel war es, ein geeigne-
tes nichtreduziertes Zentrum einer Explosion desAn zu finden, sodass wir zu einer
äquivariante n eingebetteten Auflösung einer affinen torischen HyperflächeX in An

kommen. Wir haben nun zwar einige Kandidaten für symmetrieinvariante Zentren be-
stimmt, sodass̃An glatt ist, jedoch wird i. A.X durch keine dieser Explosionen mit ei-
nem Schlag aufgelöst. Unsere Invarianten werden sogar lexikographisch größer.Kann
man ein nichtreduziertes monomiales ZentrumI finden, sodassX durch eine Explo-
sion vonAn in I aufgelöst wird? Kann man eine geeignete Invariante vonX finden,
sodass diese bei einer Explosion vonAn in einem symmetrieinvarianten Zentrum (z.B.:
Produkt von Idealen einer bauchigen Menge) lexikographisch kleiner wird? Verallge-
meinerung auf torische Varietäten niederer Dimension?
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