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1. ENLEITUNG

Die vorliegende Arbeit beschreibt die Konstruktion einer Auflésung von

ebenen Kurvensingularitaten in beliebiger Charakteristik. Die Darstellung ist
vollstdndig und detailliert — sie setzt nur die elementaren Grundkenntnisse
der algebraischen Geometrie und kommutativen Algebra voraus. Pragnant
formuliert lautet die zu beweisende Aussage wie folgt.
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Satz. Jede singulare ebene algebraische Kurve ist der Schatten einer
glatten algebraischen Kurve unter einer geeigneten Projektion.

Seit Mitte des neunzehnten Jahrhunderts ist die Auflésung der Singularitaten
algebraischer Varietaten ein zentrales Thema der algebraischen Geometrie.

Kronecker, Noether, Dedekind, Riemann, Weber, Picard, Jung, ... sowie
die Geometer der italienischen Schule — Enriques, Chisini, Bertini, del
Pezzo, Levi, ... — beweisen wiederholt und mit &hnlichen Methoden die

Existenz von Aufldsungen ebener algebraischer Kurven ieSiehe [Za,

Sg, Abl, Lp, Hal] fir Details Uber die historische Entwicklung. Die Arbeiten
lassen vielfach die heutzutage selbstverstandliche Prazision der Begriffe und
Argumente vermissen. Grundlegendes Hilfsmittel war (und ist auch heute
noch) die Explosion (Aufblasung) des umgebenden Raumes (der Ebene
oder einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit) durch den lokalen Ubergang
zum Méobiusband (“Wendeltreppe”). Durch Kontraktion des Nullschnittes des
Mobiusbandes auf einen Punkt erhalt man eine Projektionsabbildung auf die
Ebene, siehe Abbildung 1.

ABBILDUNG 1
Das Mobiusband
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Das Hochziehen der gegebenen Kurve (wobei der singuldare Punkt gerade
die Projektion des Nullschnittes sein soll) von der Ebene auf das Mébiusband
soll die Singularitat der Kurve entflechten. Geometrisch ist das einsichtig fur
gewohnliche Doppelpunkte, d.h., transversale Selbstschnitte der Kurve, deren
Zweige durch das Hochziehen getrennt werden, siehe Abbildung 2.

ABBILDUNG 2
Hochziehen der Schleife

Bei Spitzen benétigt man bereits eine algebraische Uberlegung, um zu
sehen, dass das Urbild der Kurve “weniger singular’ als die Ausgangssin-
gularitat ist. Fur die einfachste Spitze mit Gleichumd = y? erhalt man
in einem Transformations-Schritt eine glatte Kurve, siehe Abbildung 3. Bei
komplizierteren Kurven sind mehrere Iterationen dieses Prozesses notwendig.
Der Satz Uber die Existenz von Auflésungen von Kurven besagt, dass immer
endlich vieleTransformationen geniigen, um auf diese Weise eine glatte Kurve
zu erhalten.

Oben beschriebene Transformation der Ebene zum Mobiusband und das
Hochziehen der eingebetteten Kurve nennt man die “Explosion des Nullpunktes
in der Ebene” und den Ubergang von der Kurve zu ihrer “strikt Transformier-
ten”. Diese Transformation war den algebraischen Geometern des neunzehnten
Jahrhunderts gelaufig. Sie ist auch unter den Namen “Punktaufblasung”, “qua-
dratische Transformation”, “Hopf-Abbildung” oder “sigma-Prozess” bekannt.
Dulac verwendet sie zur Vereinfachung und Klassifikation von (singuléren)
Differentialgleichungen.
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ABBILDUNG 3
Aufldsung der Spitze

Mit Zariski findet um 1940 in der Aufldsungsproblematik eine starke
und sehr erfolgreiche Algebraisierung statt. Von nun an werden algebraische
Varietaten uber beliebigen Korpern oder Uber dem Ring der ganzen Zahlen
Z betrachtet. Zariski erkennt bereits, dass der Fall positiver Charakteristik
wesentlich vertrackter ist, ebenso wie die arithmetische Situation. Schon zu
Zeiten Zariski’'s war der Fall von Kurven in positiver Charakteristik als gelost
betrachtet worden. Sein Schuler Abhyankar beweist in einer spektakuléren und
technisch anspruchsvollen Arbeit Mitte der flinfziger Jahre die Existenz von
Aufldsungen fir Flachen in Charakteristik> 0 [Ab3].

Die in der Literatur vorliegenden Beweise der Kurvenauflosung lassen sich
im wesentlichen in zwei Typen einteilen.

(1) Auflésung durch Normalisierung: Der Koordinatenriiyyder (nicht not-
wendig ebenen) irreduziblen Kurv€ wird in seinen Funktionenkorper
K = QuotR eingebettet. Man zeigt, dass der ganze Abschiisson R
in K wieder der Koordinatenring einer Kurv€ ist. Diese KurveC,
die Normalisierung vonC, erweist sich als glatte Kurve. Die Inklusion
R c R induziert die gewiinschte Projektionsabbildufig— C. Literatur:
Zariski-Samuel [ZS, vol. II, p. 93], Mumford [Mu, II1.8], Shafarevic [Sh,
11.5].
Vorteil: Man erhalt die Auflésung in einem Schritt. Charakteristikunabhan-
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gig. War es urspringlich mihsam, die Normalisierung zu berechnen, so
gibt es heute dafur in Computeralgebra-Systeme integrierte Algorithmen.
Nachteil: Man verliert die Einbettung der Kurve. Die gleiche Methode
via Normalisierung funktioniert fir Flachen nur unter Hinzunahme von
Explosionen, und versagt vollkommen in Dimensign3.

(2) Auflosung durch Folge von Punktexplosionen des umgebenden Raumes:
Hier besteht das zentrale Problem darin, zu zeigen, dass man in endlich
vielen Schritten eine glatte Kurve erhalt. Dazu kann man drei verschiedene
Argumente verwenden.

(2a) Verwendung der Normalisierung: Die Normalisierung der Kurve fak-

(2b)

(2¢)

torisiert Uber jede Explosion der Kurve, und da die Ringerweiterung

R C R endlich ist, muss die Folge der Explosionen stationar werden.

Das bedeutet, dass die in hinreichend vielen Schritten erhaltene Kurve
glatt ist. Literatur: Campillo [Cp, Thm. 1.5.10].

Vorteil: Sehr elegantes und schnelles Argument. Funktioniert auch fir
Raumkurven. Charakteristikunabhangig.

Nachteil: Argument versagt in héherer Dimension. Keine Aussage uber

die mindestens notwendige Anzahl von Explosionen.

Induktion Uber das arithmetische Geschlecht: Fir ebene (projektive)
Kurven wird das arithmetische Geschlecht definiert als

@-DE-2) 2 Yl - 1)
P

wobei d der Grad der Kurve ist, die Summe Uber alle singuldren Punkte
p der Kurve lauft, undr, die Multiplizitat der Kurve inp bezeichnet.
Das Geschlecht féllt unter Explosion in einem singularen Punkt der
Kurve. Da das Geschlecht nicht negativ werden kann, muss nach endlich
vielen Schritten die Kurve glatt geworden sein. Die Argumentation geht
auf Bertini zurlick. Literatur: Fulton [Fu, chap. 7], Hartshorne [Hs, Thm.
3.9, chap. V].
Vorteil: Induktionsinvariante kann direkt definiert werden. Charakteri-
stikunabhangig.
Nachteil: Funktioniert nicht fir Raumkurven. Verwendet wesentlich die
Theorie der Flachen. Argument versagt in hoherer Dimension.
Induktion Uber Ordnung und Steigung des Newton-Polygons: Jedem
singularen Punkt der Kurve wird ein Paar von Zahlen zugeordnet. Die
erste Komponente ist die Ordnung der Taylorentwicklung des definie-
renden Polynoms im Punkt (Multiplizitat), die zweite die Steigung eines
genau spezifizierten Segments des Newton-Polygons des Polynoms. Das



6 H. HAUSER UND G. REGENSBURGER

Paar wird bezlglich der lexikographischen Ordnung betrachtet. Es fallt
unter jeder Explosion, solange der Punkt singulér ist. Da die lexiko-
graphische Ordnung eine Wohlordnung ist, sind nach endlich vielen
Explosionen alle Punkte regulér. Literatur: Brieskorn-Kndrrer [BK] in
Charakteristik Null, Abhyankar [Ab2] und Orbanz [Or] in beliebiger
Charakteristik.

Vorteil: Sehr explizit und elementar. Charakteristikunabhangig. Funk-
tioniert mit entsprechenden Erweiterungen auch in héherer Dimension,
allerdings bis jetzt nur in Charakteristik Null. Beinhaltet bereits die zen-
trale Idee, eine Induktion Gber die Dimension des umgebenden Raumes
zu verwenden.

Nachteil: Etwas rechnerisch. Keine tiefere Einsicht in die Geometrie
der Singularitaten. Funktioniert in beliebiger Charakteristik nicht direkt
fur Raumkurven.

Es gibt weitere Beweise fur die Kurvenauflésung, siehe etwa Casas [Cs, sec.
3.7] fur eine etwas andere Induktionsinvariante in Charakteristik 0, oder Oka
[Ok] und Goldin-Teissier [GT] fur einen Zugang Uber torische Modifikationen.

Die vorliegende Arbeit beweist die Auflésung von ebenen Kurvensingula-
ritdten durch Induktion Gber das Paar (Ordnung, Steigung) wie in (2c). Eine
ahnlich explizite Darstellung, allerdings beschrankt auf den Fall der Charak-
teristik Null, findet sich im Buch von Brieskorn-Kndrrer, das sich gut als
begleitende Lektire zu diesem Artikel eignet. Die Darstellung von Abhyankar
in [Ab2] ist sehr suggestiv, wenn auch im Detail nicht ganz leicht nachzu-
vollziehen. Wir empfehlen auch den Artikel von Orbanz [Or] als Ergdnzung
und Abrundung.

Hier ist eine prazise Version des Satzes, mit dessen Beweis wir uns
beschaftigen wollen.

SaTz. Sei C eine ebene algebraische Kurve definiert Gber einem algebra-
isch abgeschlossenen Korper beliebiger Charakteristik. Sei a ein Punkt von C
und f(x,y) = 0 eine definierende Gleichung von C in einer Umgebung von a
in der umgebenden zweidimensionalen Mannigfaltigkeit M. Dann gibt es zu C
und a ein Paar(r,s) € N?, das unabhangig von der Wahl lokaler Koordinaten
von M in a ist, und das fur singulares a unter der Punktexplosion von M
in a in jedem Punkt ‘ader strikt Transformierten Cvon C beziiglich der
lexikographischen Ordnung aufi? fallt,

(I’/7 S,) <lex (r7 S)'
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Insbesondere wird jede ebene Kurve durch iteriertes Explodieren ihrer singu-
laren Punkte in endlich vielen Schritten aufgelést.

Als erstes mussen naturlich die verwendeten Begriffe definiert und erlautert
werden. Als Erleichterung fur den Leser schicken wir dem Text einige
Beispiele voraus. In unserer Prasentation denken wir vor allem an den
Vortragenden, der sein Manuskript zur Vorlesung Algebraische Geometrie
vorbereitet. Im Hauptteil entwickeln wir die wesentlichen Ideen und Konzepte,
im Anhang werden die notwendigen Hilfsmittel aus der kommutativen Algebra
bereitgestellt.

Die Auflésung von Kurvensingularitaten ist ein klassisches und wichtiges
Thema der algebraischen Geometrie. Die Beweistechnik beruht, ausgehend von
geometrischen Uberlegungen, auf Begriffen und Satzen der kommutativen Al-
gebra, die jeder Studierende einnmratealiter angewandt gesehen haben sollte.
Die verwendete Induktion Uber ein lexikographisch geordnetes Paar von Inva-
rianten ist ein Musterbeispiel fir elegante und 6konomische Beweisfiihrung.
Schlussendlich ist der Kurvenfall als Vorlaufer des Falles beliebiger Dimension
ein ausgezeichnetes Beispiel, um Hironaka's Beweis fiir beliebige Varietaten
in Charakteristik Null zu verstehen. Siehe dazu die Originalarbeit von Hiro-
naka [Hi] und die nachfolgenden Weiterentwicklungen, bzw. Vereinfachungen
seines Beweises durch Aroca, Vicente, Villamayor, Encinas, Bierstone-Milman
und Hauser [AHV1, AHV2, Vil, Vi2, EV, BM, EH, Ha2].

Gleichzeitig ist ein tiefes Verstandnis des Kurvenfalls in positiver Charak-
teristik die Voraussetzung dafir, das bislang noch immer ungeléste Problems
der Aufldsung algebraischer Varietaten beliebiger Dimension in positiver Cha-
rakteristik p > 0 anzugehen, siehe etwa [Ha3, Ha4] fiir eine Beschreibung
der auftretenden Probleme.

Wir beschreiben nun kurz das in dieser Arbeit verfolgte und klassisch
vielfach verwendete Beweisschema. Eine Kurve hat nur endlich viele Singula-
ritdten, also genlgt es, jede einzeln zu betrachten und aufzulésen. Wir kdnnen
uns hiermit auf lokale Uberlegungen beschranken und die Kurve als in die affi-
ne EbeneA? eingebettet sehen. Unter Explosion geht ein singulérer Punkt der
Kurve in hochstens endlich viele singulare Punkte der transformierten Kurve
Uber. Wieder genuigt es, einen herauszugreifen. Damit erhalten wir einen Ho-
momorphismus der zugehdrigen lokalen Koordinatenringe als hauptsachliches
Objekt unserer Untersuchungen.

Ein wesentliche Vereinfachung stellt nun der Ubergang zu den Vervoll-
standigungen der lokalen Ringe dar. Damit kénnen wir im Ring der formalen
Potenzreihen arbeiten. Dies erleichtert die Konstruktion der Invarianten. Die
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Vervollstandigung des lokalen Koordinatenringes der Kurve ist ein Faktorring

des formalen Potenzreihenrings in zwei Variablen nach einem Hauptideal,
namlich dem Ideal, das von der definierenden Gleichung der Kurve erzeugt
wird. Jedem solchen Faktorring wollen wir ein Paar von Zahlen zuordnen,

und zwar so, dass das Paar unter Explosion lexikographisch fallt. Dazu ist es
natirlich notwendig, das Paar intrinsisch zu wéhlen, d.h., unabhéngig von der
Wahl von Koordinaten oder anderen Hilfsmitteln.

Die erste Komponente des Paares wird die Ordnung der Taylorentwicklung
des die Kurve definierenden Polynoms im singularen Punkt sein. Klarerweise
ist sie intrinsisch. Die zweite Komponente wird durch die Wahl von lokalen
Koordinaten und die Betrachtung des Newton-Polygons der Kurve eingefiihrt.
Sie wird definiert als ein (geeignetes) Vielfaches der Steigung eines ausge-
zeichneten Segments des Newton-Polygons. Um diese Steigung koordinatenu-
nabhangig zu machen, wird ihr Maximum Uber alle Koordinaten als Invariante
genommen. Man erhélt ein Paar von Zahlens) in N? (bis auf Multipli-
kation mit einer fixen positiven Zahl, die etwaige Nenner bereinigt). Dieses
Paar heil3t die lokale Auflésungsinvariante der Kurve im betrachteten Punkt.

Dem Verhalten dieses Paares unter Explosion gilt nun unser Hauptaugen-
merk. Es ist leicht zu zeigen, dass die erste Komponente, die Ordnung, unter
Explosion nicht steigen kann, wenn man von der Kurve zu ihrer strikt Trans-
formierten Ubergeht. Damit kann man sich, per Induktion Uber die Ordnung,
im weiteren auf den Fall beschranken, wo diese Ordnung gleich bleibt (ist sie
gefallen, ist auch das Paar, §) lexikographisch gefallen). Die Konstanz der
Ordnung einer Kurve unter der Explosion hat Konsequenzen auf das Newton-
Polygon der definierenden Gleichung vor und nach der Explosion. Durch die
explizite Konstruktion von Koordinatenwechseln, die die maximale Steigung
des ausgezeichneten Segments realisieren, gelingt es, die der Explosion zu-
grunde liegende Koordinatentransformation monomial zu machen. Nun ist es
ein Leichtes, die Veranderung der Steigung am Newton-Polygon abzulesen.
Und in der Tat, die maximale Steigung fallt, wenn die Ordnung gleich ge-
blieben ist. Damit ist der Induktionsschritt vollstandig durchgefihrt: Das der
Singularitdt zugeordnete Paar von Zahlen féllt unter Explosion,

(r/7 S,) <lex (r7 S)'

Da N? mit der lexikographischen Ordnung wohlgeordnet ist, also jede
absteigende Folge stationar wird, kénnen wir Induktion Gber unsere Invariante
anwenden. Nach endlich vielen Explosionen erreicht in jedem Punkt die lokale
Auflésungsinvariante ihr Minimum. Dies tritt ein, wenn die Ordnung der
Taylorentwicklung des definierenden Polynoms auf 1 gesunken ist (in welchem
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Fall die maximale Steigung irrelevant ist). Das heil3t aber gerade, dass die
Kurve im betrachteten Punkt glatt ist. Genau das war zu zeigen.

2. BEISPIELE

Wir diskutieren die wesentlichen Punkte der Konstruktion der Auflésungs-
invariante an den folgenden drei Beispielen. Sei

fly.9 =y’ +7.
Die Variablensubstitution
v, — (yz2

in f entspricht der Explosion des Nullpunktes &’ (betrachtet in einer
affinen Karte). Wir erhalten als total Transformiefte von f

f*=f(yz2 =yZ + 7.

Wir kénnen ausf* das irrelevante Mononz® faktorisieren (dieses entspricht
der exzeptionellen Komponente) und erhalten das Polynom

Hy.2=y+z

die strikt Transformierte vorf in der betrachteten Karte. Die Ordnung von
f/ im Nullpunkt dieser Karte ist

ordyf’' =1 < 3=ordyf,

also hat sich die Singularitédt voh verbessert (jeweils im Nullpunkt der
Karten). Wir sind sogar nach einer Explosion bei einer reguléren (einer Kurve
mit Ordnung 1) angelangt.

Sei nun

f=y*+7.
Dann ist
f*=f(yz2 =y*2+7 und f'(y,2 =y +7.

Also gilt fir die Ordnung
ordgf’ = ordg f = 3.

Trotzdem hat sich die Situation verbessert, denn wir wissen vom vorherigen
Beispiel, daf3 wir nach einer weiteren Explosion eine regulére Kurve erhalten.
Um dies auch anhand unserer Auflésungsinvariante zu sehen, betrachten wir
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die zweite Komponente der Invariante, die “Steigung” des Newton-Polygons.
Die genaue Definition des Newton-Polygons und der zweiten Komponente
der Invariante geben wir in den folgenden Abschnitten. In den Beispielen
entspricht sie dem (kleinsten) Exponenten der Terme, die nur die Variable
enthalten (da das Newton-Polygon nur aus zwei Ecken besteht)zalsad
Z*. Wir sehen, daR
stgyf' =4 < 7 = stg,f.
Damit ist
(ordo f', sty f’) <jex (Ordy f, sty f),

und die Auflésungsinvariante ist (im Newton-Polygon der betrachteten Karte)
gefallen.

Wir betrachten nun ein Beispiel, in dem die Definition und die Beobachtung
der Aufldsungsinvariante

(r,s) = (ordaf, stg, f)
etwas subtiler ist. Sei
f(y,2 =yZ2+2+y° + 22

Als Grundkdrper wahlen wir einen Korper der Charakteristik 3. Analoge
Beispiele gibt es fiir jede beliebige Charakteristik.
Wie zuvor berechnen wir die total und strikt Transformierte \foralso

f°(y,2 =f(yz2) = y°2 + 2 + y°2 + 72
und
'y, =y*+ 2 +y 2 +7.
Die Ordnung vonf’ im Nullpunkt ist gefallen
ordyf’' =3 < 5=ordyf,

und die Singularitat vorf hat sich verbessert. Wir explodieren nochmals den
Nullpunkt. Eine analoge Rechnung wie vorher liefert als strikt Transformierte

'y, 2 =y + 1+y°2° 4 2,

mit ordyf”” = 0. Im Nullpunkt der betrachteten Karte ist die Ordnung wieder
gefallen (die KurveV(f”) enthalt nicht diesen Punkt). Hingegen gibt es einen
Punkt in dieser Karte, namlicha = (1,0), in dem die Ordnung vof’’ nicht
gefallen ist. In der Tat, die Translation— y—1 liefert die Taylorentwicklung

'y -1, =y} +y°2° - 24 7
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ord, f” = 3.
Wir sind hier gezwungen, die zweite Komponente, $tgler Invariante zu
betrachten. Wir sehen
stgyf’ =3 und stgf” = 4.

Unsere Auflésungsinvariante ist (scheinbar) gestiegen. Doch Halt! Unsere
Berechnung der Steigung vadit war zu naiv: Wechselt man etwa i die
Koordinaten (was ja nicht verboten sein kann) vermége

¥, —(y-z2,
so hatf’ die Taylorentwicklung
f'=fy-22=y+y2 -22+7
im Nullpunkt. Die Ordnung ist mit orgff’ = 3 unter diesem Koordinaten-
wechsel natirlich unverandert geblieben, aber die Steigung ist nun
stgyf' = 7.

Dies zeigt, daf unsere Definition der Steigung koordinatenabhéngig war. Damit
kann sie aber nicht aussagekraftig sein. Wir mussen als Mal3 der Komplexitéat
der Singularitat der Kurve ihrem Polynoin Invarianten zuordnen, die nicht
von der Wahl von Koordinaten abhangen. Die Ordnung der Taylorentwicklung
tut dies von vornherein. Bei der Steigung bietet sich an (und bewahrt sich a
posteriori bestens), das Supremum aller koordinatenabhangigen Steigungen zu
wahlen. Sofern es existiert, hdngt es nattrlich nicht von den Koordinaten ab.
In unserem Beispiel erkennen wir mit dieser Definition, daf

stg,f' =7
maximal ist (unter allen Koordinatenwechseln) und ebenso
stg,f” = 4.
Zusammen sehen wir:
(ordy f”, stg, ") <iex (ordy f', stg f').

Diese Ungleichung zeigt, daR die Singularitat beim Ubergang fvoauf "/
in den betrachteten Punkten wirklich besser geworden ist.

Ein wichtiger Bestandteil des Aufldsungsbeweises wird also das Studium
der Steigung eines Polynoms in einem Punkt unter Koordinatenwechsel sein,
sowie das Verhalten der maximalen Steigung unter Explosionen.
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3. DIE ORDNUNG

In diesem Abschnitt definieren wir die Ordnung einer Potenzreihe und
erklaren, was wir unter einem lokalen Koordinatenwechsel verstehen. Eine
detaillierte Einfuhrung zu Potenzreihen geben wir im Abschnitt A.1.

Seik ein Koérper. Bezeichne im folgendd® den formalen Potenzreihenring
in zwei Variablen Ubek und G = Aut(R) die Gruppe der stetigen (=lokalen)
k— Algebraautomorphismen. Mitm bezeichnen wir das maximale Ideal von
R. Seieny = (y,2) ein regulares Parametersystem vBnund ¢ € G. Dann
ist

o(y) = (), (2) = (p1.02) = ¥, =¥
wieder ein regulares Parametersystem RJmgekehrt induziert ein reguléres
Parametersystery = (¥,2) von R ein ¢ € G mit ¢(y) = p1(y,2) = ¥ und
©0(2) = p2(y,2) = Z (da § und Z modulo m? linear unabhangig tbek = R/m
sind).

Fur eine Potenzreihd € R mit f = f(y,2 und ein ¢ € G ist
ordf = ordy(f) (denn ord < ordy(f) < ordyp—1y(f)), d.h., die Ordnung
einer Potenzreihe ist invariant unter Anwendung eigess G bzw. nach
obiger Uberlegung invariant bei einem Wechsel des regularen Parametersystems
von R. Die Ordnung einer Potenzreitfe kann man auch nur mit Hilfe des
maximalen Idealsn von R durch ord = sup{n € No mit f € m"} definieren.

Mit dieser Definition ist die Ordnung offensichtlich invariant bei einem Wechsel
des Parametersystems (Koordinatenwechsel).

4. DAs NEWTON-POLYGON

Wir definieren in diesem Abschnitt fiir eine Potenzrefhe R das Newton-
Polygon. Mit Hilfe dieses Polygons ordnen wireine Zahl zu. Das Newton-
Polygon ist aber abhangig von der Wahl des reguldren Parametersystems
y = (y,2). Wir untersuchen daher im Abschnitt 5 das Verhalten dieser Zahl
bei Anwendung eines € G auf f. Im Teil 6 definieren wir schlie8lich eine
weitere Invariante neben der Ordnung und untersuchen deren Eigenschaften.

Sei im folgendeny = (y,2) ein reguldres Parametersystem vBn Wir
kennzeichnen durch den Index, dal3 eine Definition von der Wahl des
Parametersystems abhéngt. Sefes R, f £ 0, und

@1 f=f(y.2=> cy"Z? =) cy* mita=(o,a)€N;
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ABBILDUNG 4
Newton-Polygon

Die Menge
Ay(f) = {a € N3 mit ¢, # 0}

nennen wir derilréger von f. Der Rand der konvexen Menge

conv( |J {a+R%})CRE,
aeAy(f)
zerfallt in zwei Halbgeraden und einen kompakten Streckenzug. Diesen Streck-
enzug nennt man ddsewton-Polygonvon f. Die endliche Menge der Ecken
des Newton-Polygons bezeichnen wir mit ). Das Newton-Polygon von
f besteht genau dann aus nur einem Punkt, wena y*1z*2e mit e € R
invertierbar.

BeisPiEL4.1. Das Newton-Polygon voh =y’ +y°Z 4 y37* + y*28 + y277
und dessen Konstruktion ist in Abbildung 4 zu sehen. Die Menge der Ecken,
NPY(f) ' ist {(7a 0)) (3a 4)7 (27 7)} .

Aus der Definition des Tragers und der Multiplikation zweier Potenzreihen
folgt unmittelbar furf, g € R mit f, g #0.

(4.2) Ay(fg) € Ay(f) + Ay(g).

Seienf, e R, f # 0 und e invertierbar. Im allgemeinen ist nicht jedes
Element des Tragers voh im Trager von fe enthalten. Zum Beispiel ist
(y+Yy29(l—2 =y—yZ. Es gilt aber folgendes Lemma.
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LEMMA 4.2. Wenné € NPy(f), dann istd € Ay(fe).

Beweis. Wenn f auch invertierbar ist, gilt die Aussage trivialerweise.
Seienf wie in (4.1) mit ordf > 1,

e=) dsy’ und
s

fe=> by, mitb,= > c.ds.
ol a+pB=y

Angenommenb; = 0. Dann gébe es, dasdy # 0, einc, # 0 mit a # 6
und ay < 41, az < §2. Also ein Widerspruch zur Annahme, ddReine Ecke
des Newton-Polygons voh ist. [

Mit diesem Lemma, (4.2) und der Definition des Newton-Polygons folgt:

LEMMA 4.3. Seien fec R, f# 0 und e invertierbar. Dann ist

NPy (f) = NPy(fe).
Seienf e m, f £ 0, wie in (4.1) undr = ordf. Wir setzen

stg, f = inf {ro‘; mit « € NP, (f), o # (r,O)} € Q-0 U {00},

mit inf@ = oco. Wenn o € NPy(f), a # (r,0), dann ist (erj%) die
Projektion von {1, a) durch §,0) auf die a;—Achse der Schnittpunkt der

Geraden
a2 oo
b1+ B2 =
r— o r—o

= {(61,52) mit

durch (r,0) und (a1, a2) mit der a,—Achse. Also ists = stg, f das Minus
r—fache der Steigung des steilsten Segments des Newton-Polygon§.von
Siehe Abbildung 5.

LEMMA 4.4. Seien fe m, f #0 und r= ordf. Dann gilt:
(i) stgfe {g € Q>0 mit p und q teilerfremd undl < q <r} U {oc}.
(i) r< stq,f < 00.
(iii) stg,f = r genau dann, wenn es eim € NR/(f), o # (r,0), mit
a;+ax =7, gibt.
(iv) stg,f >r genau dann, wenn die Initialform fon f gleich ¢y mit c¢# 0
ist, siehe Abschnitt A.1.1.
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1 2 3 4 5 6 7 10

ABBILDUNG 5
Die Steigung

(V) stg,f =oo genau dann, wenn £ y'e mit ec R invertierbar.

Beweis. Klar. [

Seienf em, f #£0, wie in (4.1),r = ordf undte R mit t > r. Wir
schreiben

. ot
F = anya, fur o mit co1taz=t bzw.

[e3%

ot
Fut = any"‘, fir o mit P! +ax >t

Dann bestehert; bzw. F5; aus allen Termen vorfi deren Exponenten auf
bzw. oberhalb der Geraden durch @ und (Qt) liegen.
Sei s=stg,f < oo. Dann kénnen wirf zerlegen in

(4.3) f =Fs+ Fss.

Wenn r < s, dann besteht=s nach Definition vons nebency aus noch
mindestens einem Term.

LEMMA 4.5. Sei umgekehrt Kt € R so, dal
f - Ft + F>t.

Wenn es in Feinen Term gy*z*2 mit « # (r,0) gibt, dann iststg, f =t.
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Beweis. Sei o€ Ay(f), a1 <r. Aus fai+ ap >t folgt

ro
Z >t
r—oq

Nach Voraussetzung gibt es eine NPy(f) mit fas + o =t, d.h,,
t— 192
r—o;

Damit ist stgf =t. ]

5. KOORDINATENWECHSEL

Um die Beziehung zwischen stfyund stg o(f) = stg, ., f fireinp € G
zu untersuchen, verwenden wir die Mdglichkeit der Gauf3-Bruhat-Zerlegung
e=ulpvon o mtueU, |leL undp e P, siehe Abschnitt A.2.
Sei zunachsu € U. Dann ist
5.1) u; = u(y) = ay+ yhy, mit ordh; > 1, a# 0,
' Up = U(2) = cz+ by+h,, mit ordh, > 2, c#£0.

Das Newton-Polygon vori ist im allgemeinen nicht gleich dem Newton-
Polygon vonu(f). Betrachte zum Beispidl = z und u mit den zuu = (y, y+2)
gehdrigen Substitutionshomomorphismus, d.uff) = f(y, y+2) = y+z. Siehe
Abschnitt A.1.3.

LEMMA 5.1. Seien f=y*z*2 mit « # 0 und ue U. Dann gilt (siehe
Abbildung 6):
() (a1, a2) € Ay(u(f)).
(i)
Ay(u(f)) € {8 € N§ mit 81 — a1 > az — B> und 3, > az}
= conv({(o1 + az,0) + REo} U {(o1, @2) + R0 }).

Beweis. Es ist

U(F) = Uus? = (ay + yho) ™ ((cz + by) + hp)™2

[e%)
= dyZ2 +y™ Y dyZ2  +yh

k=1
mit d # 0 und orch > a». Daraus folgt die Behauptung. []
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a
5 4

ABBILDUNG 6
Koordinatenwechsel u(y®1z*2)

LEMMA 5.2. Seien fe m, f #0, r = ordf und ue U. Dann gilt:

() Wennstg, f >r, dann ist NP(f) = NPy(u(f)).
(i) stg,f = stg, u(f).

Beweis. Zu (i): Da stg f > r, ist mit Lemma 4.4 1(,0) € Ay(f). Mit der
vorherigen Behauptung und der Definition des Newton-Polygons folgt daraus
NPy (f) = NPy (u(f)).

Zu (ji): Sei stg f =r. Nach Lemma 4.4 gibt es ein € NPy(f), a # (r, 0),
mit a1 + ax =r. Wenn es zwei solcher € NP, (f) gibt, dann betrachten wir

das mit der kleinerem;—Koordinate. Nach der vorherigen Behauptung ist
dann a € NPy(u(f)) und damit stgu(f) = stg f =r. [J

Sei nunl € L. Dann ist

li=1y) =y+g, mitgek][Z], ordg>1,

-2) =12 =z

Wenn wir stgf und stgI(f) vergleichen, kénnen wir im allgemeinen nichts
aussagen, wie folgendes Beispiel belegt:

BEISPIEL 5.3. Seil(y) =y +z.
« Mit f =y?+2%ist I(f) = y?+2yz+ 72+ 2, also 2= stg, I(f) < stg,f = 3.
« Mit f =y>+yzist I(f) = y* + 3yz+ 27, also 2= stg, I(f) = stg,f = 2.
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(03]

I 2 3 4 5 6
(0,mao,+0,) oy

ABBILDUNG 7
Koordinatenwechsel t(y®1z*2)

e Mit f =y —2yz+ 2+ =(y—22+2 ist I(f) = y2 + 2, also
3 =stg I(f) > stg, f = 2.
« Mit f =y*—2yz+ 2 = (y— 27 ist I(f) = y*, also stgl(f) = cc.

AuRerdem kann sd(f) von der Charakteristik vork abhangen. Mitl
wie im vorherigen Beispiel und = y? + 2 ist I(f) = y? + 2yz+ 272. Wenn
chark = 2, dann ist stgl(f) = oo, sonst stgl(f) = 2.

Sei |l € L wie in (5.2). Wir werden nun den Zusammenhang zwischen

stg, f, stg, I(f) und m= ordg
untersuchen.

LEMMA 5.4. Seien f=y*z*2 mit o« # 0 und | € L. Dann gilt (siehe
Abbildung 7):
() (a1, 22), (0, mag + a2) € Ay(I(f)).
(ii)
Ay(I(F)) € {8 € N3 mit B2 — az > m(ag — 1) und 1 < o}

c comi( (502 ,0) 4 R2) U {(0.ms + ) + R

(iif) Wenn chark = 0, dann ist auBerder(as — k,mk+ ap) € Ay(I(f)) far
k= 1,...,@1—1.
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ABBILDUNG 8
Koordinatenwechsel l(f) mit m < ?

Beweis. Es ist

a;—1
(6.3) I(f) = (y+ 9)12°2 = y2% + ™12 + (Z (Crf)y“lkgk) 2,

=1

Daraus folgt die Behauptung. [

Sei jetzt wiederf € m, f # 0 und bezeichne = ordf, s = stg,f und
m= ordg.

LEMMA 5.5. Wenn m< 2, dann iststg, I(f) = mr (siehe Abbildung 8).

Beweis. Sei zunachst s{g < oco. Wir zerlegenf in (siehe (4.3))
f=cy +any"‘, mit §a1+a2 >s, a#(r,0) undc # 0.
Aus s
Fa1+a2 >sunda # (r,0)

folgt fir a; >r, daB may + az > mr. Wenn a3 < r, dann impliziert

oo

>s>mr
r— o

wieder mas + a2 > mr. Mit der vorherigen Behauptung ist damit



20 H. HAUSER UND G. REGENSBURGER

ABBILDUNG 9
Koordinatenwechsel t(f) mit m > ?

Ay(I(cy)) € Ay(I(f)) und {(r,0),(0,mn)} = NP,(I(f)),

also stgl(f) = mr.
Wenn stgf = oo, dann ist

f =y'e, mit e R invertierbar

Damit ist
I(f) = 1(/)ely + 9,2.

Daraus folgt mit dem vorherigen Lemma und Lemma 4.3 die Behauptung.

LEMMA 5.6. Wenn m> 2, dann ist stg, f = stg,I(f) (siehe Abbildung
9).

Beweis. Wir zerlegenf wie in (4.3) in
f - FS + F>S~
Die Exponentena der Termecyy®z*2 von F.s erfillen nach Definition
S
FO&]_ +ap > S

Mit Lemma 5.4 und der Voraussetzung gilt diese Ungleichung auch fir die
Exponenten der Terme volfF.s). FUr einen Termcyy*1z*2 von Fs erkennt
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man mit dem gleichen Argument, ddty*1z*2) aus cay**z*2 und Termen
besteht, deren Exponenten wieder die obigen Ungleichung erfiillen. Also ist

I(f) = Fs+ Fl,.
Mit Lemma 4.5 gilt dann std(f) =stg,f. [J

LEMMA 5.7. Wenn m# 2, dann iststg, I (f) < stg,f.

Beweis. Klar mit den zwei vorherigen Lemmata. []

SaTz 5.8. Seien fe m, f # 0, mit s= stg,f < oo, r = ordf und
f = Fs+ Fss wie in (4.3). Dann sind aquivalent:
1. Es gibt ein le L mit stg, I(f) > stg,f.
2. 2N und

Fs=c(y—dz)", mitcdek, cd#0.
Beweis. Sei ? € N und
Fs=c(y—dZ)".
Seil der zul = (y+dz,2) gehérige Einsetzungshomomorphismus. Dann ist
I(f) = I1(Fs) + I(Fss) = ¢y +I(Fss).

Mit Lemma (5.4) sieht man, dal}(F.s) = F.s. Daraus folgt entweder
NPy(I(f)) = {(r,0)}, also stgl(f) = oo, oder

roaop

>s, fur aeNP(f), a#(r,0).
I —aoaq

Damit gilt wieder stgl(f) > stg,f.
Sei nun umgekehrt € L mit stg, I(f) > stg, f. Seienl(y) =y+ g und

g=> azczq4], mit m=ordg.

i=m
Aus Lemma 5.7 folgt? = m e N. Wie zuvor istl(F.s) = FLs. Weiters ist
(siehe (5.3))
I(Fs) = Fs(y + 9,2 = Fs(y + amZ", 2) + G>s

und damit
I(f) = Fs(y + anz",2) + Hss.
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Weil
FS(y + amzm7 Z) = F;

und nach Voraussetzung gtff) > stg,(f), muB3 dann
Fo(y+amz',2) =cy, mitc£0
gelten. Also ist
s\ I
Fs(y,2 =c(y—amz') .
]

Sei p die Vertauschung vory und z. Dann ergibt sich mit Lemma 4.4:

LEMMA 5.9. Seien fe m, f # 0 und r= ordf. Dann gilt:

(i) stg p(f) = r genau dann, wenn es ein € NR(f), a # (0,r), mit
a;+az =7, gibt.

(i) stg, p(f) > r genau dann, wenn die Initialform, fvon f gleich cz mit
c# 0 ist.

(iii) stg, p(f) = oo genau dann, wenn £ Z'e mit ec R invertierbar.

6. DIE MAXIMALE STEIGUNG

Seienf e m, f #0, r = ordf und

S= {stg, ¢(f) mit ¢ € G}
= {stg,f mit y = (y,2) regulares Parametersystem V&j.

Wir definieren
stgf = supS,

als das Supremum Uber alle koordinatenabhéngigen Steigungen, vgl. [Ab1] (in
[BK] folgt aus maximalem Kontakt die Maximalitat der Steigung). Offenbar
ist stgf invariant bei einem Wechsel des Parametersystems. Nach Satz A.35
(GauR3-Bruhat Zerlegung) kénnen wir jedesc G schreibeny = ulp mit
ueU, lelL und p € P. Mit Lemma 5.2 ist dann

stg, ¢(f) = stg, ulp(f) = stg, u~Y(ulp(f)) = stg, Ip(f).

Also ist
S= {stg,Ip(f) mit | € L und p € P}.



AUFLOSUNG VON KURVENSINGULARITATEN 23

Wenn std < oo, dann erkennt man mit Lemma 4.4 (i), d&3eine endliche
Menge ist. Also ist in diesem Fall das Supremum ein Maximum, d.h., es gibt
ein | € L so, dal3 nach einer eventuellen Vertauschpng P der Variablen
stg, Ip(f) = stgf . Insbesondere gibt es ein regulares Parametersyten(y, 2)
von R mit

stg f = stgf, mit f =1(y,2).

Wir sagen dann, das Parametersystgm (V,2) realisiert stgf. Unmittelbar
aus Lemma 4.3 folgt:

LEMMA 6.1. Seien fe m, f # 0 und e€ R invertierbar. Dann ist
stgf = stgfe.

Wir kommen nun zum Fall stg= co. Zunachst folgendes Lemma.

LEMMA 6.2. Sei f = f(y,2 € R y—allgemein der Ordnungl, d.h.,
ordf(y,0) = 1. Siehe Abschnitt A.1.5. Dann gibt es genau eig L mit
stg, I(f) = oo.

Beweis. Da f y—allgemein der Ordnung 1 ist, gibt es nach dem
Weierstra3schen Vorbereitungssatz (Satz A.13) eindeutigyeirzi{[Z]] und
eine Einheite € R so, dal

f=(+ge

Mit | € L dem zul = (y — g,2 gehorigen Einsetzungshomomorphismus ist
dann

I(F)=fy—9.9 =yely— 9,9
und damit stgl(f) =oco. [J

Mit einer mdglichen Vertauschung € P der Variablen folgt daraus das
nachste Lemma.

LEMMA 6.3. Sei fe R mit ordf = 1. Dann ist stgf = co.

SaTz 6.4. Sei f=1(y,2 €m, f #0 mit r = ordf < stg,f. Dann ist
stgf = co genau dann, wenn es eirelL gibt so, daBstg, I(f) = co.

Beweis. Sei also std§ = co. Wir konstruieren das gesuchtec L mit
stg, I(f) = oo induktiv. Sei s, = stg,f. Falls s; = oo ist, sind wir fertig.
Sonst folgt aus der Voraussetzung, daf eslegig L und einp; € P gibt



24 H. HAUSER UND G. REGENSBURGER

mit s; < stg, l1pa(f). Angenommenp, ist nicht die Identitat. Da;, = cy’ mit
c €k, c#0 ist, ware dann aber stgp.(f) = r. Also ist p,; die Identitat.
Mit Satz 5.8 folgt daher

m = % eN und f=cly—aZ™) +Fss, mitca €k, ca #0.

Wie im Beweis zu Satz 5.8 erkennt man, daf
s1 < & = stg, fy+az™, 2.

Wenn s, = oo ist, sind wir am Ziel, sonst beginnen wir wieder von neuem.
Entweder sind wir nach endlich vielen Schritten fertig, oder wir haben fir
jedesn € N ein a, € kund eing, e N mit 5 < < --- < & und

my, = $,/r € N so, dal3

n
fy+> az",2 =cy + By,

i=1

Bo= >y, mn§$%m+azz%ﬁda¢(nmtmdc¢o

Die SummeB,, zerlegen wir in
Bn =y Cn + Dn,
Ch= chym*"z“z, mit iy > r und
D, = chy‘llz‘”, mit ay < r.

Aus den beiden Ungleichungen fiir die Exponenten der TermeDypriolgt,
daf die Ordnung voD, beliebig groRR wird, d.h., linb, = 0. Siehe Abschnitt
A.1.2 fur den Konvergenzbegriff fir Potenzreihen. Sei= >~ az™. Mit
Lemma A.16 ist firn € N

fy+g.9="Ffy+> az"+ > az"2

i=1 i=n+1

n
=f(y+ > az",2+h, mit ordhy > my ;.
i=1
Damit konvergiertC, in R und mit C = lim C, ist
f(y+9,2 =cy +yC.

Fir | mit | = (y+g,2) ist dann stgl(f) = oo.
Die umgekehrte Implikation ist trivial. []
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KOROLLAR 6.5. Sei f=1f(y,2 € m, f #£ 0. Dann gibt es ein EL und
ein pe P so, daBstgf = stg, Ip(f).

Beweis. Seien st = oo und stgf = ordf = r. Dann gibt es ein
lo € L und einpg € P mit stg, lopo(f) > r, und wir kénnen den vorherigen
Satz anwenden. Wenn dtgendlich ist, haben wir uns schon zu Beginn
des Abschnittes Uberlegt, dall es dine L und ein p € P gibt mit
stgf = stg, Ip(f). [J

Insbesondere bedeutet dieses Korollar, dal3 es fir jede Potentreilie
ein regulares Parametersystgm-= (y,2) von R gibt, das std realisiert, also
so, dafd

stg, f = stgf, mit f =f(y,2).

Eine zum ersten Teil des Beweises von Satz 6.4 analoge Argumentation
zeigt auch folgenden Satz.

SATZ 6.6. Sei f="f(y,2 € m, f #0 mit stgf < co. Dann gibt es ein
Polynom

g=> az" €747

i=1

und ein pe P so, daBstgf = stg, Ip(f) mit I= Y+g9,2.

7. DIE AUFLOSUNGSINVARIANTE

Wir fassen im folgenden durch die Taylorentwicklung von Polynomen im
Nullpunkt den Polynomringkly,z] als Unterring vonKk[[y,Z] auf. Damit
kénnen wir die Begriffe bzw. Ergebnisse von Abschnitt 6 auch auf Polynome
anwenden. Sef € k[y,Z] \ k. Wennr = ordf > 1, dann setzen wir

stg, f = stgf,

und stgf = oo, wenn ord = 0. Fur einen beliebigen Punkt= (a;, a;) € A2
definieren wir

stg,f = stg,f, mit f(y,2 = f(y+ a1, z+ a).

LEMMA 7.1. Sei ac A2, Dann gilt:
(i) Wenn a ein regulérer Punkt von f ist, dann sig, f = co.
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(i) Wenn a ein singularer Punkt von f ist, dann &g, f € § mit r = ord, f
und

S ={s= g € Qso Mitr<s, pund q teilerfremd1 < g < r} U {oo}.

Beweis. Zu (i): Folgt mit Lemma 6.3.
Zu (ii): Siehe Lemma 4.4. []

SeienS mit r > 2 wie oben undS; = § = {oo}. Sei
I = [J{r} xS CNox (QsoU{o0}).

reNg
Fir einen Punki € A? ist dann dieAuflésungsinvarianteon f in a definiert
als das Paar
invaf = (ordaf, stg, f) € 1.

Bezeichne <, die lexikographische Ordnung auf, d.h., {',s) < (r,9)
genau dann, wenm’ < r oder (' =r und s < s). Offensichtlich ist <ex
eine totale Ordnung (d.h., je zwei Elemente sind vergleichbar), undo)0
ist das kleinste Element voh. Um einen Induktionsbeweis Uber die Menge
| der Invarianten fiihren zu kdnnen, brauchen wir das folgende Lemma.

LEMMA 7.2. Die Menge | mit der Ordnung<ex ist eine wohlgeordnete
Menge (d.h., jede nicht-leere Teilmenge—Jl besitzt ein kleinstes Element).

Beweis. Sei J C |, J nicht-leer. Seienp;: J — Ng die Projektion auf
die erste Komponente und = min{p1(J)} € No. Wennr =0 bzw.r =1,
dann ist (Qoco) bzw. (1,00) das kleinste Element vod. Sei alsor > 2.
SetzeK =JN{r} xS und

f:K—=NU{oo},(r,9) —rls

Die Abbildung ist bijektiv und erhélt die Ordnung. D&l U {cc} eine
wohlgeordnete Menge ist, gibt es ein kleinstes Element f{¢f) und damit
auch vonK bzw. J. [

8. AUFGELOSTE PUNKTE
Sei f € Ky, 7] \ k das definierende Polynom einer algebraischen Kurve in

AZ?. Fir die Definition von reguldren und singuléren Punkte einer Kurve und
der Herleitung der bendtigten Behauptungen siehe Abschnitt A.3.
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Wir nennen den Nullpunkt eineaufgeldsterPunkt vonf, wenn 0¢ V(f),
oder wenn es Polynomg, h € K[y, Zl mit ordgg =1 und orgh =0 und ein
ne N gibt so, dald

(8.1) f =g

Einen beliebigen Punka = (a;, a) € A2 nennen wir eineraufgeldsterPunkt
von f, wenn der Nullpunkt vonf = f(y + a;,z+ ap) aufgeldst ist.
Sei f = cff1 ... die Primfaktorzerlegung vori in k[x,y]. Bezeichne

fred:fl"'fr

die Reduktionvon f (fq ist eindeutig bis auf einen konstanten Faktor). Es
gilt V(f) = V(freq). Sei a € V(f). Dann ista genau dann ein aufgel6ster
Punkt vonf, wenn a ein reguldrer Punkt vorfey ist. Nach Definition sind
alle Punktea € A%\ V(f) aufgeldst. Also ist

{a € A% mit a nicht aufgeléster Punkt voh} = Sing(feq).
Mit Satz A.41 folgt daher insbesondere:

Satz 8.1. Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper und f
kly,7 \ k. Dann ist die Menge der nicht aufgeldsten Punkte von f endlich.

Sei a € V(f). Wir wollen im folgenden beweisen, da®® genau dann ein
aufgeldster Punkt vorf ist, wenn stgf = co, siehe Satz 8.6. Nach einer
Translation inA2 kénnen wir uns auf den Nullpunkt beschranken.

SATZ 8.2. Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper uadkfy, 7]
irreduzibel. Dann ist fe k[[y,Z]] reduziert.

Beweis. Angenommenf ist als Potenzreihe nicht reduziert. Dann ist
f =g¢%h, mit g,he K[y, 7] und ordg > 1.

Fur ordf = 0 und ord = 1 folgt daraus ein Widerspruch. Sei also ord 2.
Angenommend,f # 0. Dann sinddyf und f teilerfremd in K[y, Z], weil f
irreduzibel und de@f < degf — 1 ist. Weiters ist ord\f > 1. Mit der
Produktregel folgt

af = a,(g°h) = g(gdyh + 2hdg).

Daher istg ein echter gemeinsamer Teiler vdnund oyf in K[[y,Z]. Das
ist aber ein Widerspruch zu Korollar A.33. Also iskf = 0. Analog dazu
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schlie3t man, dal auch,f = 0 ist. Aber o,f = 0,f = 0 impliziert f € k,
wenn chak = 0. Widerspruch.

Wenn chak = p > 0, dann bedeutet das Verschwinden der partiellen
Ableitungen, daf¥ nur aus Termen der Form,y**:zZ’*2 besteht. Indem man
die Identitat &+b)? = aP+bP fir einen Korper der Charakteristix anwendet
und benitzt, dal? es in einem algebraisch abgeschlossenen Kdrper insbesondere
auch p—te Wurzeln gibt, erkennt man, dai3

=3 ey = (3 dayalzaz)p, mit o = c..

Dies ist ein Widerspruch zur Irreduzibilitat vonh [

Ein Korper k heil3t perfekt wenn chak = 0 oder wenn fur chat = p
jedes Element irk eine p—te Wurzel besitzt. Neben algebraisch abgeschlosse-
nen Koérpern sind zum Beispiel auch alle endlichen Korper perfekt. Im Beweis
zum vorherigen Satz verwenden wir nur diese Eigenschaftlzobamit sind
Satz 8.2, Lemma 8.4 und Satz 8.6 auch fir perfekte Korper gultig.

Wir erinnern hier kurz an ein Ergebnis des Abschnitts 6 und leiten einige
einfache Folgerungen daraus ab, die wir fur die Beweise der nachsten Lemmata
bendtigen.

BezeichneG wieder die Gruppe der stetigek— Algebraautomorphismen
von K[[y,Z)] und m = (y,2) C k[[y,Z] das maximale Ideal vork[[y, 7)]. Sei
f € K[y,4], f # 0, mit stgf = co und r = ordf > 1. Nach Korollar 6.5
und Lemma 4.4 (v) gibt es eip € G mit

of) =y'& mit &e K[y, 7] invertierbar.

Also ist
f=g¢'e mit eecKk[y,Z)] invertierbar

und g = o~ Xy) € K[y, 2] irreduzibel, weil ordg = 1 ist. Wir verwenden
weiters, dafl¥K[[y, Z]] ein faktorieller Ring ist, siehe Satz A.20.

LEMMA 8.3. Seien k ein Korper und € K[[y,Z]], f # 0, mit stgf < oo
und r=ordf > 1. Sei ne N. Dann ist stgf" < co.

Beweis. Angenommen stff' = co. Dann istf" = ¢Me mit g = p~(y)
und ¢ wie oben. Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung fdlgt g'&.
Also ist

of)y=y'€, mitée eK]y,7] invertierbar

und damit std = co. Widerspruch. []
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LEMMA 8.4. Seien k ein algebraisch abgeschlossener Koérper urd f
kly, 2 irreduzibel mit r= ordf > 2 (d.h., 0 ist ein singularer Punkt von f).
Dann ist stg, f < 0.

Beweis. Indirekt. Sei stgf = co. Nach obiger Uberlegung ist dann aber
f als Potenzreihe nicht reduziert, da> 2 ist. Also folgt ein Widerspruch zu
Satz 8.2. [

LEMMA 8.5. Seien k ein Koérper und ,f € Kly,Z teilerfremd mit
f,g € m. Dann ist stg(fg) < co.

Beweis. Angenommen sigf g) = co. Dann ist
fg=g'e, mit g,ec Ky, 2], g irreduzibel unde invertierbar.

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ki{y, Z]] folgt, dal? ¢ ein
echter Teiler vonf und ¢ in K[y, Z]] ist. Das ist ein Widerspruch zu Korollar
A33. [

Satz 8.6. Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper und f
kly, 7 \ k. Dann sind aquivalent:
1. 0O ist ein aufgeldster Punkt von. f
2. stgyf = oc0.

Beweis. Sei zunachst 0 ein aufgeldster Punkt vbnWenn 0¢ V(f) ist,
dann ist stgf = co nach Definition von stg Sei also Oc V(f). Dann ist
f = ¢"h wie in (8.1). Nach Lemma 6.3 ist gfg = co. Also gibt es ein
» € G mit p(g) =yeé mit @€ K[y, Z]] invertierbar. Fir dieses ist dann

o(f) = o(¢"h) = y'e, mit e € K[[y, 7] invertierbar.

Damit ist stgf = co.
Sei umgekehrt sif = co. Wenn ord = 0 ist, dann ist 0 nach Definition
ein aufgel6éster Punkt vof. Sei also ord > 1. Sei

f=cf. . .f>

die Primfaktorzerlegung voii. Angenommen es gibt,j € {1,...,r}, i #]j,
mit ordfi > 1 und ordj > 1. Dann kénnen wirf schreiben ald = fgh mit
f,5 € Ky, 7 teilerfremd, f,§ € m und h € K[y, ] mit ordh = 0. Mit Lemma
6.1 ist dann aber s§d = stgo(fg) = oo. Das ist ein Widerspruch zu Lemma
8.5. Also gibt es genau eine {1,...,r} mit ordfi > 1. Angenommen es gilt
ordfi > 1. Nach Voraussetzung und Lemma 6.1 gilt j$tg= stg, f® = oc.
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Nach Lemma 8.4 und Lemma 8.3 ist aber ,$fy < oco. Widerspruch. Also
ist ordfi = 1 und damit 0 ein aufgeldster Punkt vén [

9. EXPLOSION EINES PUNKTES

Wir erklaren zunachst, was wir unter der Explosion des Nullpunktes im
AZ verstehen. Durch eine Translation ist dann die Explosion eines beliebigen
Punktes definiert.

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Bezeitfyig] den affinen
Koordinatenring vonA? und (a,b) € k? die Punkte vonAZ. Wir betrachten
zwei weitere affine Ra&umé&); = A2 bzw. U, = A2, Seien

7?1: Ul - A2; (aa b) = (ab7 b)7
7 Uy — A2 (a,b) — (a,ab).
Die zu m; bzw. 7, gehdrigen Abbildungenr; bzw. 7, auf K[y, Z] sind dann
- k[ya Z] - k[y7 Z]a f(yv Z) = f(yzﬁ Z)a
T2 k[ya Z] - k[yv 2]7 f(y7 Z) = f(y7 yZ)
Wir definieren die offenen Mengen

Uiz = {(a,b) € Uy mit a # 0} = Uy \ V(y),
Uy = {(a, b) e U, mit b 75 O} = Uz\V(Z).

und die Abbildungen

hi2: Uiz — Uz, (a,b) — (ab, 1/a),
h21: Uz1 — Uiz, (a,b) — (1/b, ab).

Dann ist
(9.1) hishoy = Id und hyhyp = 1d,
und wir haben folgendes kommutatives Diagramm :
U12$ 21
u h21 U

U, U,
7?1\‘ ﬁz
A2
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BezeichneT = U; LI U, die topologische Summe vob; und U,. Das
heil3t T ist als Menge die disjunkte Vereinigung der beiden Menganund
U, und eine Teilmenge vorl ist offen genau dann, wenn ihr Durchschnitt
mit U; bzw. U, offen ist. Wir setzenU;; = U; bzw. Uy, = U, und

(92) Hll =1Id: Ui — Ugg bzw. sz =1d: Uy — Upo.

Damit konnen wir eine Aquivalenzrelation auf T definieren. Wir sagert
und u aus T sind aquivalent, wenrt € U, u e U; und u = h;(t) flr ein
i bzw. einj aus {1,2}. Mit (9.1) und (9.2) erkennt man, daf tatséchlich
eine Aquivalenzrelation ist.

Wir schreiben nunW' = T/ ~ fur den Quotientenraum (d.h., die Menge
der Aquivalenzklassen versehen mit der Quotiententopologie)parid — W
fur die kanonische Abbildung. Dann s/ eine regulare Varietat, die, wie
man sagt, durch das Zusammenkleben Wnund U, entsteht. Wir nennen
W' die Explosion des Nullpunktegon A2. Uber die kanonische Abbildung
kénnen wir U; bzw. U, mit den in W' offenen Mengenp(U;) bzw. p(Uy)
identifizieren. Es istW’ = p(U1) U p(Uy).

Die Abbildung 7: W' — A2 mit

() = m(w), wennw € Uy,
)= mo(w), wennw € U,

ist wohldefiniert, da das obige Diagramm kommutativ ist.

LEMMA 9.1. Fiir 7: W — A2 und E= 7—(0) gilt:
(i) ENU1=V(2 bzw. ENU, = V(y).
(i) E =~ PL
(i) 7 W'\ E— A2\ {0} ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Behauptung (i) ist klar nach Definition vom. —
Zu (ii): Man pruft leicht nach, daR die Abbildung: E — P! mit

S = { (@), wenne=(a0)eENU,
777 (@:b), wenne=(0,b) € ENUy,

wohldefiniert und bijektiv ist.

Zu (iii): Sei w € (W \ E)NU;. Dann istw = (a,b) mit b# 0. Also ist
7(w) = (ab,b) € A2\ {0}. Analog schlieRt man fiiw € (W' \ E) N U,. Wir
definiereny: A%\ {0} — W'\ E durch

_ [ (@/b,b)e U\ E, wennac A%\ V(2),
@ = { (a,b/a) € U\ E, wennac A%\ V(y).
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Die Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir eina(b) € A%\ V(y2) ist

hia(a/b, b) = ((a/b)b, 1/(a/b)) = (a, b/a).
Weiters sinder = Id auf W' \ E bzw. 7o = Id auf A%\ {0}. [

Wir nennenE den exzeptionellen Divisovon 7: W' — AZ2.

10. TOTAL UND STRIKT TRANSFORMIERTE

Seienf € ky, 7 \ k,
f=" caymz*

und 0e C = V(f), d.h.,r = ordf > 1. Wir Uberlegen uns, wie das Urbild von
C unter 7 aussieht. Dazu berechnen wir *(C) in U; bzw. U,. Bezeichne

f =1y, =m(f) =f(yz2)

bzw. f; = m(f) = f(y,y2. Wir fihren alle folgenden Uberlegungen nur fir
f* und U1 aus und schreibef* fur f;*. Fir f; und U, gelten die analogen
Aussagen. Es gilt

7 HC)NU;y = {a= (a1, a) € U; mit m1(a) = (ayap, @) € C}
= {a € U; mit f(agap, ap) = 0} = V(f*).

Man nennt7—1(C) c W' die total Transformiertevon C bzw. f* die total
Transformiertevon f in U;. Wir kbnnenf* zerlegen in

(10.1) f*=f(yz2) =) caynzte
=7 )yt = 71/(y,2) = Z1'.

Dann ist
V(") = V() =V({E)uV({E") = (EnU) UV(E).

Wir nennenf’ die strikt Transformiertevon f in U;. Um die Primfaktoren
von f’ zu untersuchen, Uberlegen wir uns zunéchst, #aficht durch z
teilbar ist. Wir schreiben

f=f+fr1+---+fq, mitd=degf

als Summe von homogenen Polynomen. Dann ist
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f*=1(yz2 =f(yz2) +fr1a(yz2 + - + fa(yz 2
=Z(f(y, 1)+ zh 2y, D+ - + 2 aly, 1) = ZF

mit f,(y,1) # 0, also teilt z nicht f’. Aus dieser Darstellung der strikt
Transformierten vorf folgt das nachste Lemma.

LEMmMA 10.1. Es gilt
(ENU) NV(E) =V(@nV(FE) = {(t 0) mit f(t 1) = 0}.

Insbesondere ist diese Menge endlich.

LEMMA 10.2. Sei f# cz mit ce k\ 0 und f irreduzibel bzw. reduziert.
Dann ist auch f irreduzibel bzw. reduziert.

Beweis. Angenommenf’ ist reduzibel, d.h.,
f'=gh, mit g,hekly,7\k
Wenn wir nuny/z fur y einsetzen, ist mit (10.1)

f=2Zg(y/z 2)N(y/z,2).

Indem wir diese Gleichung mit einer geniigend hohen Potenzzvonltipli-
zieren, ist
2'f =Zgh, mitne Npundg, hekly,7.

Da § und h jeweils einen Primfaktor ungleiclz besitzen (sonst wéré’
durch z teilbar), folgt ein Widerspruch zur Irreduzibilitdt van Eine ahnliche
Argumentation zeigt auch, daf} die Reduziertheit Yodie Reduziertheit von
f/ impliziert. [

Sei a = (t,0) € ENU;. Uns interessiert die Invariante ipd’ von f’ im
Punkt a’. Nach Definition ist
invy f' = invof'(y+t,2) = invo u(f’)
mit
viKly,Z — Ky, 7

dem zuv = (y+t,2) gehorigen Einsetzungshomomorphismusigt nur auf
dem Polynomring definiert!). Es gibt aber eine fir unsere Zwecke glnstigere
Mdoglichkeit, invy f’ zu berechnen. Sei dazu

w: Ky, Z — Ky, 2], mitw=(y+ 1tz 2).
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LEMMA 10.3. In dieser Situation ist
Ky, —%~ Ky, 7]

1 1

KLy, 2] —;~ Ky, Z
kommutativ, und es gilt

f'ly+t,2 = of") = w(f) =f(y+tz2/
(vgl. Lemma 11.7).
Beweis. Das obige Diagramm kommutiert, denn

vma(y) = v(y2 = yz+ tz= m(y + t2) = mw(y)

und
(2 = 2= mw(2).

Aus der Kommutativitat (und da owd(f) = r) folgt dann

Zu(f’) = vZ ") = vmi(f) = mw(f) = Zw(f).

11. DE INVARIANTE FALLT UNTER EXPLOSION

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Auflésungsinvariante einer Kurve
unter Explosion fallt. Wir beschéaftigen uns mit dem Beweis des folgenden
Satzes.

Satz 11.1. Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper, iy, 7]\ k
und ac A? ein nicht aufgeldster Punkt von f. Wir betrachten die Explosion
des Punktes & AZ. Dann ist die Invariante der strikt Transformierten von
f in jedem Punkt des exzeptionellen Divisors kleiner als die Invariante von f
im Punkt a,
invy f’ <invyf, fira €E.

Nach einer Translation iA? kénnen wir annehmen, da® der Nullpunkt
ist. Sei
a = (t,0) € ENU;.
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Bezeichnel; den zul; = (y+tz,7) gehérigen Substitutionshomomorphismus.
Dann ist mit Lemma 10.3

(11.1) ing f" = invo li(f)" = (ordo I (f)', stg, li(f)’).

Wir kénnen also, um die Invariante voff in jedem Punkt vonE NU; zu
untersuchen, auch afti(f)’ bzw. stgli(f)’ fir t € k betrachten. Wir werden
dies im folgenden gleich fur beliebige Potenzreihen tun. Um die Invariante in
jedem Punkt des exzeptionellen Divisors zu kennen, missen wir auch noch
invgfj in Uz untersuchen.

Wir verwenden in diesem Abschnitt folgende Bezeichnungen, die unter
anderem den Begriff der total und strikt Transformierten auf Potenzreihen
verallgemeinern. SeR ein Potenzreihenring in zwei Variablen Uber einem
Korper k und y = (y, 2 ein reguldres Parametersystem v@nSeif € R mit
f#£0, r=ordf >1 und

(11.2) f=fy,2 =) cuy”z*

Sei weitersm;: R— R bzw. m: R— R die zum = (yz2) bzw. 7 = (Y, Y2
gehdrigen Substitutionshomomorphismen. Bezeichne

fr=m() =1z =) caymzte
=7 ) cynztert =71y, 2 = 71

und
fy = m(f) =f(y,y2 = y'f;.

LEMMA 11.2. Es qilt:
() Ay(f') = {(e1, 1 + az — 1) mit (a1, a2) € Ay(f)}.
(i) ordf’ < ordf =r.

Beweis. Zu (ii): Sei o € Ay(f) mit aq + oo =1, dann ist
ar+ (a1 +az—r1)<r.

Also ist ordf’ <r. L]

LEmMmA 11.3. Seistgf = ordf =r. Dann sind
ordly(f) < ordf, furtek

und ordf; < ordf.
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Beweis. Fur jedest € k gibt es eina € Ay(l(f)) mit a1 +ap =7
und o # (r,0) (sonst ware st > stg, li(f) > r). Fur diesesa ist dann
ar+ (a1 +az —r)=a1 <r. Also folgt, da (1,01 + az —r) € Ay(f’), die
Behauptung.

AuBerdem gibt es einen Term,y*:z*2> von f mit a; + a; = r und
a # (0,r) (sonst ware st§ > stg,p(f) > r mit p der Vertauschung vory
und z), und damit ist auch o <r. [

LEMMA 11.4. Seienstgf > ordf = r und y = (y,2) ein reguléres
Parametersystem von R so, dafyy f >r. Dann sind

ordl(fy =0, furtek, t#£0,
und ordf; = 0.

Beweis. Wie im Beweis zu Lemma 5.5 erkennt man, daRliff) der
Koeffizient von Z nicht Null ist. Also ist ordi(f) = 0. Daf, =cy, c#0,
ist auch ordy) =0. [

LEMMA 11.5. ord’ < ordf =r genau dann, wenrstg, f < 2ordf .

Beweis. Angenommens=stg,f > 2r. Sei a € Ay(f). Dann ist
s
P! +ax>s
und damit
200 +ap > 2r bzw. a3 + (a1 +ap — 1) > 1.

Also folgt mit Lemma 11.2, daf3 ofd > r. Wenn stgf < 2r, dann gibt es
ein o € NPy(f), a # (r,0), mit

ro
2 < 2r.

r—oq

Fir diesesa ist dannag + (g +az —r) <r, also ist ord’ <r. [

Wir erinnern an eine Notation von Abschnitt 4, die wir im folgenden
verwenden. Seieri wie in (11.2) undt € R, t > r = ordf. Dann schreiben
wir

ot
Fr = any“, fur o mit co1+az =t bzw.

[0}

. Lt
For= ) Cay*, fir o mit cataz >t

[e3%
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LEMMA 11.6. Seioo > stg,f > 2ordf. Dann ist
stg/f’ = stg, f — ordf
(siehe Abbildung 10).

Beweis. Seienr = ordf, s=stg f und s = s—r. Nach der vorherigen
Lemma und Lemma 11.2 ist = ordf’. Wir zerlegenf in

f =Fs+ Fss.
Sei ¢, y*1z*2 ein beliebiger Term vorFs mit « # (r,0). Dann ist
loo
r—ay
und deshalb
rlas +az —r) _ T s ¢

r—o r—og

Also ist

s
?a1+(a1+a2—r):s’.

Fur einen Termc,y*:z*2 von F-s mit a3 <r ist

roo

> S,
I —oq

und damit folgt wie zuvor

s
?a1+(a1+a2—r)>s’.

Wenn oy > r ist, dann gilt diese Ungleichung trivialerweise. Also kénnen wir
f’ zerlegen in

' =FL +Fl,.

Mit Lemma 4.5 folgt die Behauptung. [

LEMMA 11.7. Sei | der zul = (y+ 9,2 gehdrige Substitutionshomomor-
phismus mitg € zK[Z]] . Sei m der zum = (y+ zg,2) gehdrige Substitutions-
homomorphismus. Dann ist folgendes Diagramm kommutativ,

R—I R

1 1

R—— R

m
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und es gilt
[(f") = m(f)'.

Beweis. Nachrechnen, analog zum Beweis von Lemma 10.3.]

LEMMA 11.8. Seienoco > stgf > 2ordf und y = (y,2) ein reguléres
Parametersystem von R so, daftg,f = stgf. Dann wird stgf’ durch
y = (Y, 2) realisiert, d.h.,

stgf’ = stg, f'.

Beweis. Angenommen stff > stg f’ =s'. Dann gibt es ein € L’ und
ein p € P mit stg, Ip(f’) > s'. Wenns' > r = ordf, dann istp die Identitat.
Wenn s = r und p die Vertauschung vory und z ist, dann folgt, daf’
y—allgemein der Ordnung ist, mit Satz 5.8, dal3

p(f') = c(y +d2" +Fs,, mitc,dek, c,d#0.
Also ist
f'=cd(y+d 2 +F.,.
Wir kdnnen daher annehmen, daldie Identitat ist. Mitm wie im vorherigen
Lemma folgt

I(f") = m(f)".
Dann ist stgm(f) > 2r. Sonst ware nach Lemma 11.5
ordf’) = ordI(f') = ordm(f)’ <.
Mit Lemma 11.6 folgt dann
stgf —r =5 < stg, I(f') = stg, m(f)’ = stg, m(f) —r < stgf —r,

also ein Widerspruch. [

%

[T S S SR N SR T
0,51 (0,5)

ABBILDUNG 10
Die Steigung fallt: stgf’ = stg, f — ordf
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Satz 11.9. Seien fe R, f#0, r =ordf > 1. Sei oo > stgf > 2 ordf .
Dann ist
stgf’ = stgf — ordf.

Beweis. Klar nach dem vorherigen Lemma und Lemma 11.6[]

Wir wenden die Ergebnisse dieses Abschnitts auf ebene Kurven an und
beweisen den Satz vom Beginn dieses Abschnitts.

Beweis von Satz 11.1.Seien alsok ein algebraisch abgeschlossener
Korper, f € k[y,Z] \ k, r = ordpf > 1 und O ein nicht aufgeldster Punkt von
f.

Wenn stgf = ordyf ist, dann ist mit (11.1) und Lemma 11.3

invy f’ <invgf, fira € ENU;.

Weiters gilt inwf; < invof.

Sei nun stgf > ordyf. Da nach Annahme der Nullpunkt ein nicht
aufgelOster Punkt ist, folgt sf§ < oo mit Satz 8.6. Daher kdnnen wir
mit Satz 6.6 annehmen, dal3 nach einem polynomialen Koordinatenwechsel
st f = stg, f gilt. Lemma 11.4 zeigt, da3 es genugt, dfv und inwf zu
vergleichen. Wir unterscheiden zwei Falle:

(1) Wenn stgf < 2orchf ist, dann ist nach Lemma 11.5 drd< ordf und
damit inpf’ < invpf.
(2) Wenn stgf > 2orcyf. Dann ist ord’ = ordf und mit dem vorherigen

Satz stgf’ = stg,f —ordyf < stg,f. Es gilt wieder ingf’ < invof.

Also haben wir auch fiir den Fall gtf > ordyf gezeigt, dal

invy f’' <invgf, fura €E

git. O

12. BEWEIS DESHAUPTSATZES

Zum Abschluld zeigen wir, wie mit den bisherigen Ergebnissen bewiesen
werden kann, daf3 durch eine endliche Folge von Explosionen von Punkten die
singularen (bzw. nicht aufgeldsten) Punkte einer ebenen algebraischen Kurve
aufgelost werden kdnnen.

Seienk ein algebraisch abgeschlossener Korper @ir@kly, z] \ k. Nach
Satz 8.1 gibt es nur endlich viele nicht aufgeléste Punkte oisei a ein



40 H. HAUSER UND G. REGENSBURGER

nicht aufgeldster Punkt vorfi. Wir explodieren den Punka. Lemma 10.1
besagt, dal in nur endlich vielen Punkten des exzeptionellen Divisors die
Ordnung der strikt Transformierten gréRer als Null ist. 8e& E ein solcher
Punkt. Wenna' ein aufgeldster Punkt der strikt Transformierten ist, dann sind
wir fertig. Sonst ist nach Satz 11.1 die Invariante der strikt Transformierten
in & kleiner als die Invariante vorf im Nullpunkt. Durch Induktion Uber

die Invariante (vgl. Abschnitt 7) folgt die Behauptung. []

A. APPENDIX

A.1 POTENZREIHENRINGE

In diesem Abschnitt werden die verwendeten Begriffe und Ergebnisse Uber
formale Potenzreihen diskutiert bzw. hergeleitet.

A.1.1 DerINITION SeienA ein kommutativer Ring mit Einselement und
AlXg, ..., %] = A[X] mit x = (Xg,...,X,) der Polynomring inn Variablen
Uber A. Unter einerformalen Potenzreihe in n Unbekannten Gibewétstehen
wir eine unendliche Folgé = (fo,fs,...,f, ...) von Polynomenf, € Fx mit
Fx dem Modul der homogenen Polynome vom Giaih A[X]. Addition und
Multiplikation zweier Potenzreiherfi und ¢ definieren wir wie folgt:

f+g9g==F+g0,f1+91,--- fk+9x- -,
fg=(hohy,....h,...), mithe=>"fig.
i+j=k

Damit wird die Menge aller formalen Potenzreihen m Variablen tber
A zu einem kommutativen Ring mit Einselement. Diesen Ring bezeichnen
wir mit A[[Xg,...,X%]] = A[X]] mit X = (Xg,...,%,). Mit der kanonischen
Identifikation ist A = Fo C A[[X]] bzw. A[X] C A[[X].

Sei f eine formale Potenzreihe ungleich Null. Den kleinsten Inderit
fq # 0 nennen wir dieOrdnungvon f, kurz ordf, und fy die Initialform.
Weiters setzen wir orfl= oo fir f = 0. Mit dieser Definition gilt folgendes

LEmMmMA A.l. Fir f,g € A[[X]] gilt

ord(f + ¢g) > min(ordf, ordg),
ord(fg) > ordf + ordg.
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Wenn A ein Integritatsring ist, dann ist auch[4] ein Integritatsring und
es gilt
ord(f g) = ordf + ordg.

Beweis. Ahnlich zum Beweis der analogen Aussagen fiir den Grad eines
Polynoms im PolynomringA[x], nur muf3 man den hdchsten Term ungleich
Null durch die Initialform ersetzen. [

SATZz A.2. Eine Potenzreihe f ist genau dann eine Einheit [px}}, wenn
fo in A invertierbar ist.

Beweis. Wenn ¢gf = 1, dann istgofy = 1 und damitfy invertierbar in
A. Sei umgekehrffy invertierbar, dann kdnnen wir induktiyg, g1, ..., gk, - - -
mit gx € Fx konstruieren so, dafd

ngOZ 1)
fogl+flgo = 0,...,
fogk + figk—1+ -~ +fgo=0,...

Fur den Induktionsanfang setzen wjp = f, *. Wenn wir go, g1, .-, gk—1
bereits bestimmt haben, kénnen wir aus der letzten Gleichygnberechnen
und erhalten

gk = —Ty (fagk—1 + - - + figo)-

Mit dem so konstruiertery = (go, g1, - - -, gk, - - -) gilt nach der Definition der
Multiplikation fg =1. |

Fir das nachste Korollar brauchen wir noch folgende Beobachtungen.
Die Potenzreihen mit einer positiven Ordnung bilden nach Lemma A.1 ein
Ideal m, das vonxy,...,x, erzeugt wird. Das Ideain® besteht aus allen
Potenzreiherf mit ordf > q und wird erzeugt von allen Monomexj* - - - x3n
mit [(ag,...,an)| =1+ -+ an=q.

KoRoOLLAR A.3. Sei k ein Korper. Dann ist[k<]] ein lokaler Ring mit
maximalem ldeaim = (X, ..., Xn).

Beweis. Klar, da mit Satz A.2 jedes Element vdd[X]] \ m invertierbar
ist. O

SaTz A.4. Wenn A ein noetherscher Ring ist, dann ist audfix}ph mit
X = (Xg,...,%,) noethersch.
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Beweis. Siehe z.B. [La, S. 210]. [

A.1.2 DE g—ADISCHE TOPOLOGIE Bevor wir eine Topologie auf dem
Ring der formalen Potenzreihen einfuihren, erklaren wir zunéchst die allgemeine
Konstruktion der sogenannteq— adischen Topologie auf einem beliebigen
Ring.

Ein Ring A, der zugleich ein topologischer Raum ist, hei@pologischer
Ring wenn er beziglich der Addition eine topologische Gruppe (dAkA —

A (a,b) — a—b ist stetig) ist, und wenn die Multiplikation stetig ist. In einer
topologischen Gruppe ist die Translatiom,{ A— Ab+— a+ b, ac A) ein
Homodomorphismus (mit der stetigen Umkehrabbilduhg,). Damit ist eine
Topologie aufA durch die Umgebungen der Null eindeutig bestimmt. Wenn
U eine Umgebung der Null ist, so ist+ U eine Umgebung vora.

LEmmA A5. Wenn{0} in A abgeschlossen ist, dann ist A Hausdorffsch.

Beweis. Aus der Abgeschlossenheit voj®} folgt mit der Stetigkeit von
AxA— A (ab)— a—b, dal} die Diagonale{(a,a) C Ax A: ac A}) als
Urbild der Null abgeschlossen ist, und damit &stHausdorffsch. [

Fur einen beliebigen RingA und ein gegebenes Idegl C A definiert
man die q—adischeTopologie, die A zu einem topologischen Ring macht,
folgendermalRen. Wir betrachten die absteigende Folge

°=A2q¢'2---2¢"2--

von ldealen. Eine Teilmeng®) C A ist eine Umgebung vora € A genau
dann, wenn es eim € Ng gibt mit a+ " C U. Mit dieser Definition wird,
wie man leicht sieht A zu einem topologischen Raum urf@ + q"}n>0 zU
einer Umgebungsbasis vame A.

LEMMA A.6. Seien A ein Ringg C A ein Ideal und A mit der—adi-
schen Topologie versehen. Dann gilt:

(i) A ist ein topologischer Ring.
(i) g" mit n> 0 ist offen und abgeschlossen.
(iii) A ist genau dann Hausdorffsch, weifify~, q" = {0}.

Beweis. Zu (i): Nachprifen.
Zu (ii): Wenn a € ¢" ist, dann ista+ ¢q" C " und damit q" offen.
Andrerseits istAN\{q"} = Ubgqn b+ q" offen und daherg" abgeschlossen.
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Zu (iii) : Klar mit der vorherigen Lemmata und da in einem Hausdorffraum
jede einelementige Teilmenge abgeschlossen ist.]

Im allgemeinen ist dieq—adische Topologie nicht metrisierbar, trotzdem
laRt sich der Begriff der Cauchyfolge auf einen topologischen Ring (wie im
Fall von topologischen VektorrAumen) verallgemeinern. Man nennt eine Folge
(&)ien, eine Cauchyfolgegenau dann, wenn es zu jeder Nullumgebuug
ein me Ng mit ax —a € U fir k1 > m. Ein topologischer Ring heif3t
vollstandiggenau dann, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

Sei im folgendenA[[xy, ..., X%]] = Al[X]] mit der im vorigen Abschnitt
definierten Topologie bezlglich des Ideals= (xy,...,%,) versehen.

Wie oben bemerkt isf € m% mit f € A[[X]] und q € No genau dann,
wenn ord > g (also ist eine Potenzreihe in dieser Topologie “nahe” bei
Null, wenn die Ordnung vorf groB ist). Da offensichtlickﬂg"=O md = {0}
gilt, ist A[[X]] Hausdorffsch.

LEMMA A.7. AJ[X]] ist vollstandig.

Beweis. Sei ')icn, eine Cauchyfolge inA[[x]]. Zu jedem q € Ny gibt
es dann ein minimalesn(q) mit ord' — 1) > q fiir i,j > m(g), d.h., die
Potenzreihen stimmen bis zur Ordnuggiberein. Mit

f=(F@ @ M)

gilt dann ordf — f') > q fir i > m(q) und damit limf' =f. [J

Aus der Stetigkeit der Addition bzw. Multiplikation folgt lirfi(+ ¢') =
limfi +lim g bzw. limfig = limfilim g'.

Wenn €)icn, €ine Nullfolge ist, dann ist die Folge der Partialsummen
h' = Y, _of¥ eine Cauchyfolge und somit konvergent. Wir definieren wie

immer Y, f' = limh'. Es gelten dann die tblichen Rechenregeln:
DAY g => (" +9),
i=0 i=0 i=0
(A1) SHN G =0 mith =" figk
i=0 =0 i=0 jHk=i
gy f1=> gf
i=0 i=0

Mit dieser Definition kdnnen wir jede formale Potenzreihe
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f = (fo, 1, ...,y . o)

als unendliche Reihd = >~ °,fi schreiben. Manchmal notieren wir auch
genauer

F=f,. . %) =) CaX® = CaXyte X

mit ¢, € A, o = (a1, ..., an) € NJ,
X:(X17~~~7Xn) undxa:)(g_“...xﬁén.

Wenn ¢, # 0, so nennen wirc,x* einenTermder Potenzreihd .

Da wir jede Potenzreihe als Limes von Polynomen schreiben kénnen, ist
A[X] eine dichte Teilmenge vorA[[X]]. Dichte Teilmengen, die gleichzeitig
ein Unterring vonA[[x]] sind, charakterisiert folgendes Lemma.

LEMMA A.8. Sei S ein Unterring von [X]]. S ist genau dann dicht in
Al[X]], wenn es fir jedes homogene Polyngnz A[X] mindestens ein £ S
gibt so, dalRg die Initialform von f ist.

Beweis. Sei alsoS dicht in A[[X]] und g € A[X] ein homogenes Polynom
vom Grad k. Weil S dicht ist, gibt es einf € S mit ord(f — g) > k. Daraus
folgt, dal3 ¢ die Initialform von f ist. (FUr diese Implikation brauchen wir
nicht, dalRS ein Unterring ist.)

Sei umgekehrth € A[[x]]. Wir konstruieren induktiv eine Folgeh{)icn,
in S mit ordh —h) > i. Setzeh® = 0. Seien h% h!,... h~1 bereits
konstruiert. Wenn ord{~* — h) > i, dann setzen wih' = h'~1, sonst haben
wir ord(h~* —h) =i — 1. Sei g die Initialform vonh —h-1 und f € S
mit Initialform g. Setzeh' = hW~! 4+ f (hier brauchen wir, dafS additiv
abgeschlossen ist), dann ist did¢ h) = ordh~*+f —h)>i. [

A.1.3 SUBSTITUTIONSHOMOMORPHISMEN SeienA, A’ kommutative Rin-
ge mit Einselementy: A — A’ ein Ringhomomorphismus und,, ...,a, €
A'. Fur den PolynomringAlxs, ..., X,] gibt es dann einen eindeutigen Sub-
stitutionshomomorphismus

@ AX, X = A mit g a=pundo(x) =g, furi=1...,n

“Man setzt g fir x ein”. Fir den Ring der formalen Potenzreihen muf3
man beim “Einsetzen” Vorsicht walten lassen, denn im allgemeinen haben
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wir keinen geeigneten Konvergenzbegriff zur Verfugung. Mit der zuvor defi-
nierten Topologie kdnnen wir aber sagen, wann Potenzreihen in Potenzreihen
eingesetzt konvergieren.
Seien dazuf = > Z,fi € Allys,....yml] = AllY]l und o1,...,¢m
€ Al[X1, ..., %]] = Al[X]] Potenzreihen mit orgh; > 1 fir alle j. Jedesf; ist
ein homogenes Polynom vom Gradoder 0. Damit ist fi = fi(¢1, . . ., ¢m)
eine Potenzreihe iM[[X]] mit ordf; > i (nach Lemma A.1), d.h.,ﬁﬁie,\,o ist
eine Nullfolge. Somit ist

fi

o

I
o

f(@la" -#Pm) = Zfi(@lw"?@m) =
i=0

eine wohldefinierte Potenzreihe, die, wie man sagt, aus Substitutiony;von
durch ¢; entsteht. Durch die Zuordnung

f:f(yj_,...,ym)I—>f((p17...,(pm)

ist eine Abbildungy: Al[y]] — Al[X]] definiert. Mit (A.1) sieht man, daf}
ein A— Algebrahomomorphismus ist. Man nenptden zu g = (¢4, - -, ©m)
gehorigenSubstitutionshomomorphism(eder Einsetzungshomomorphismus).

Das Bild von ¢ ist ein Unterring vonA[[X]], den wir mit Allp1, ..., pml]
bezeichnen. Nach Definition vop ist

o) =g, furj=1,...,m
Sp(f(yb v aym)) = f((Pl, .. .,(pm)_

Wenn ¢; = 0 far alle j, dann isto(f) = f(0,...,0) = fo, der konstante
Termvon f (d.h., wir kbnneny als einen Homomorphismug: A[[y]] — A
interpretieren). Aus ordf > g folgt ord(f(es,---,pm)) > q, damit ist ¢
stetig. Offensichtlich ist die Komposition zweier Substitutionshomomorphismen
wieder ein solcher.

Satz A.9. Wenn ¢: A[ly]l — A[[X]] ein stetiger A-Algebrahomo-
morphismus ist, dann isord@(y;)) > 1 und ¢ der zu (¥(y1), ..., ¥ (Ym))
gehorige Substitutionshomomorphismus.

Beweis. Aus der Stetigkeit vorr) folgt ord(y(y;)) > 1. Sei ¢ der zu
(¥(y1), - - ., ¥(Ym)) gehdrige Substitutionshomomorphismus. Dann stimmen
und ¢ auf Aly] Uberein. Da beide Abbildungen stetig sind, auf einer dichten
Teilmenge Ubereinstimmen umd[[x]] Hausdorffsch ist, sind sie gleich. []
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Wir kdnnen also einen stetigeA— Algebrahomomorphismug: A[[y]] —
A[[X]] mit dem zu

@ =(p1,---,om) € MAINI™,  mit g =(y) furj=1,....m,

gehdrigen Substitutionshomomorphismus identifizieren. Wenn wir in Zukunft
schreiben “sei: A[[y]l — Al[X]] der zu ¢ = (p1,...,om) gehdrige
Substitutionshomomorphismus”, dann nehmen wir stillschweigendjordl

fur j=1,...,m an.

A.1.4 PRARTIELLE ABLEITUNG Im folgenden werden wir erlautern, wie
man die (formale) partielle Ableitung von Polynomen auf formale Potenzreihen
erweitert. Sei dazd = Y2 fi € A[[X]]. Wir definieren

of = -

a—szajf :;@fi, furj=1,...,n,
wobei g;f; die Ubliche partielle Ableitung von Polynomen ist. Die Abbildung
01 Al[X] — A[X], f — gf ist A—linear. Aus ordgf) > ordf — 1 folgt
die Stetigkeit vong;. Man beachte, dafl im allgemeinen fiir ein homogenes

Polynom g vom Gradn > 1 ausg # 0 nicht g g # 0 folgt. Zum Beispiel
ist gx" = nx'"' =0, wenn chaA | n.

LEMMA A.10 (Produktregel). Fiir g; gilt die Produktregel, d.h.,
O (fg) =109+ gof, furf,ge Alxy,...,x]l und j=1,...,n.

Beweis. Die Abbildungen {,g) — 9(fg) und ,9) — fog + gof
stimmen aufA[x] Uberein (die Produktregel gilt fiir Polynome), damit sind
sie auf ganzA[[X]] gleich. [J

Durch Induktion Ubera folgt aus der Produktregel
(A.2) of* =af*19f, furj=1,....,nunda € N.
LEMMA A.11 (Kettenregel). Sei ¢: Ally]l — A[[X]] der zu ¢ =

(¢1,--.,m) gehdrigen Substitutionshomomorphismus. Dann gilt fur jedes
f e Allyll

d d i of\ dox ... .
—o(f) = —F(p1, ..., 0m) = — ) == furj=1,...,n
% o(f) % (¢1 ©m) l;w( Byk> % j
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Beweis. Sei zunéchstf = cy;*---yg" mit ¢ € A. Dann gilt mit der
Produktregel und (A.2)

0 0
—o(f) = —cp®...p%m
8)(] 90( ) 8)(] C<P1 @m
m m
k— — a@k @ of 8@1(
— ay o, k—1 akx—1 K+ 0m
= k§:1: Cpy Pr_1 YkPx % Pt " Pm kEZlSD (ayk o

also die Kettenregel fur Monome und damit auch fur Polynome. Wieder folgt
aus der Dichtheit vorAly] in A[[y]] die Kettenregel fir allef € A[[y]]. [

Sei f =) c.x* € A[X]. Da 09, = g0 fur alle i,j € {1,...,n},
kénnen wir hohere partielle Ableitungen durch lIteration definieren. Es gilt
wie fiir Polynome die Taylorformel, d.h.:

alcy = ail - anlc, = 07" ... 95f(0)
a=(aq,...,an) € Ng.

Fur die spatere Charakterisierung der Isomorphismen unter den Ein-
setzungshomomorphismen bendétigen wir die folgende “algebraische Version”
des Differentials. Sei dazu: Aly]] — A[[X]] der zu ¢ = (¢1,-.-,Pm)
gehorige Substitutionshomomorphismus. Seien weitgfs= (y1, ..., Ym) und
my = (X1,...,%). Da p(my) € my und p(mf) C mZ, induziert ¢ einen
A-—linearen Homomorphismus

dp: my/mf, — my/m2.

Die Restklassery;, j = 1,...,m, bzw. X, k = 1,...,n, bilden eine
A—Basis vonm,/mJ bzw. my/mZ. Wir kénnen alsomy/m? mit My = &M, Ay,
und mx/m§ mit N; = ®p_,Ax identifizieren. Damit istde: M1 — Ni, und
es gilt

n
Oy o
de(y) = D —a;fli(O)xk, firj=1,...,m
P

Die zu dp gehdrige f x m)—Matrix beziglich der Basety = (y1,...,Ym)

und X = (Xg,...,Xn) ist also
0p; T
'}
(3Xk (O)) '

Mit der Kettenregel sieht man, daR fur die Kompositiaho ¢ zweier
Substitionshomomorphismed(vy) o ¢) = di) o dy gilt.

Wenn |: M; — N; eine beliebige A—lineare Abbildung ist, definieren
wir den zu | gehdrigenlinearen Substitutionshomomorphismys durch,

oy =1y), j=1,...,m. Fur ¢ gilt dgy =1.
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A.1.5 DeR WEIERSTRASSSCHEVORBEREITUNGSSATZ Um die zwei nach-
sten Satze formulieren zu kénnen, benétigen wir die folgende Definition.
Seien k ein Korper undg € R mit R = K[[X1,..., %, Y]] = K[X,Y]]. Be-
zeichneg(0,y) das Bild des Substitutionshomomorphismus, geauf 0 fur
i=1,...,nundy auf y abbildet. Eine Potenzreihg € R heil3ty—allgemein
(auchy—regulér) der Ordnungn € No, wenn g(0,y) € K[[y]] eine Potenzreihe
der Ordnungm ist, d.h.,

9(0,y) = i C.Y?, mit ¢y #O.

a=m

Wir kommen zunéchst zu einer Verallgemeinerung der Division mit Rest
im Polynomring in einer Unbekannten Uber einem Korper fir “geeignete”
formale Potenzreihen.

SATZz A.12 (Divisionssatz). Seien k ein Korperg € R, R= K[[x,V]],
und g y—allgemein der Ordnung m. Dann gibt es zu jedera R eindeutig
bestimmte ¢ R und rc R[y], R =K[[X]], mit degr < m so, daR

f=qg+r.
Beweis. Siehe z.B. [SS, S. 241]. [J
Satz A.13 (Weierstral3scher Vorbereitungssatzpeien k ein Korper,

g € R, R=K[[xV]], und g y—allgemein der Ordnung m. Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte EinheitauR und ein Weierstralpolynom

P=y"+cm 1y '+ +coe R, mit R =K[x],
so, dal
ug = p.
Die Koeffizienten jcvon p sind eindeutig bestimmt. Es girdc; > 1 fur
i=0,...,m—1.

Beweis. Nach dem Divisionssatz gibt es eindeutig bestimmte R und
r € R[y] mit degr < m und
y"=dg+r.

Wenn wir jetzt in dieser Gleichung; = 0 fur i = 1,...,n setzen, erhalten
wir

yrn:q/gl+r/.
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Da ¢ = ¢g(0,y) = y™/' mit U invertierbar ink[[y]] und deg’ < m, folgt
r=0 und 1=d'U, d.h., g invertierbar. Damit ist auchy invertierbar. Mit
p=y"—r und u=q gilt dann

ug = p.
Weiters ist ord; > 1 fir i = 0,....m—1, dar(0,y) = r’ = 0. Die
Eindeutigkeit folgt aus dem Divisionssatz. []

LEMMA A.14. Der kanonische Ringhomorphismus
®: R[yl/pR[y] — R/pR=R/gR, f+ pR[y] —f + pR
ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung @ ist wohldefiniert undpR= gR. Seif € R/pR.
Nach dem Divisionssatz gibt es eindeutige R undr € R[y] mit f = qp+r.
Dann ist®(f) =7 =qgp+r =f und damit ist® surjektiv. Sei nunf € R[y]
mit ®(f) =f =0 in R/pR, d.h.,

f=gp+0, mitgeR
Da p als Polynom iny einen invertierbaren Leitkoeffizienten (namlich 1) in
R hat, kénnen wir (Polynomdivision!)

f=dp+r, mitqd € R[y] und deg <m

schreiben. Aus der Eindeutigkeit im Divisionssatz folgt= 0 und q = q
€ R[y], alsof =0 in R/pR. Damit ist ® injektiv. [

A.1.6 STETIGE ISOMORPHISMEN In diesem Abschnitt werden wir die
Isomorphismen unter den Einsetzungshomomorphismen charakterisieren.

LEMMA A.15. Seip: A[[X]] — A[X]] der zu ¢ = (¢1, ..., %n) gehorige
Substitutionshomomorphismus mip & Id (d.h., die Initialform vony; ist %
fur j=1,...,n). Dann isty ein Automorphismus.

Beweis. Seif € A[[X]] ungleich Null. Da ; die Initialform x; fur alle
j=1,...,n besitzt, habeny(f) = f(¢1,...,¢n) und f die gleiche Initialform.
Also ist der Kern vony Null und ¢ injektiv. Weiters erkennt man damit und
mit Lemma A.8, daBA[[¢1,...,¢n]] dicht in A[[X]] ist. Wir zeigen noch,
daB Al[¢1, ..., en]] abgeschlossen ist, daraus folgt die Behauptung. Sei dazu
(o(fY))ien, €ine konvergente Folge inA[[¢1,...,en]] mit f' € A[X] und
lim o(f') = g. Da die Ordnungen vorp(f') — ¢(f)) und f' —fI gleich sind,
ist (f)icn, €ine Cauchyfolge inA[[X]]. Sei f = limf;. Dann folgt aus der
Stetigkeit vony g = o(f) = f(p1,...,¢n), alsog € All¢1,...,onl]. O
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Sei ¢ wie im Lemma. Wir kdnnen den zw inversen Substitutionshomo-
morphismus auch induktiv konstruieren. Dazu zunéachst folgendes Lemma.

LEMMA A.16. Seien fyj, ¢ € Al[X], j=1,...,n, mit ordy; > 1 und
ordy; > 1. Sei ¢ der zu ¢ = (¢1,...,%n) gehorige Substitutionshomomor-
phismus. Dann gilt

f(@1+¢1a-~-7<ﬂn+¢n) :f(wlv"'ﬁpn)
n n
+ 3 O @1, e +h= o) + D (@) +h
j=1 j=1
mit ordh > 2q (d.h., he m?), wennordy; > q fur j=1,...,n.

Beweis. Wir betrachten die stetige Abbildung

f o f(p1 11, o0+ tn) — o) + > @@

j=1
von A[[X]] in sich selbst. Es genlgt zu zeigen, daf} das Bild VAr®] in
m? liegt, wenn € md fur j=1,...,n. Da A[X] in A[[X]] dicht und m?
abgeschlossen sind, folgt damit die Behauptung. Sei dazu zunfichst®.
Dann ist

flo1+ 91,5 on+¥n) = (1 + Y1) - (on + Yn)™

Qj—1 Oéj*l Q41

n
= 1™ op™ 4 Z Oz]SDlal T Pis1 P Py <Pnan¢j
=1

+ Z Gpr™apy T oy mit ¢ =g, € A
0<ji<ai
lil>2

Also gilt die Behauptung fur Monome und damit fid{x]. [

Sei ¢ wieder wie in Lemma A.15. Wir suchen einen Substitutionshomo-
morphismusy) mit 1oy = Id. Dazu schreiben wity; = x;+h; mit ordh; > 2
far j =1,...,n. Wir moéchteng; mit ordg; > 2, mit ¢; = % + g; finden so,
dai

X = (1 o p)(X) =P +h) =%+ g + ¥(h)
=X+g+h(ai+gs,....%+g), furj=1...,n
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Seieng = (g1,---,9n), h=(hy,...,hy)) und X = (X, ..., %), dann lautet die
obige Gleichung

X=X+g+hXxX+g), mit hXx+g) =X+ g),..., X+ g)).

Anders ausgedriickt muf3 algoein Fixpunkt der nach Lemma A.16 stetigen
Abbildung

F: m)AX]" — m?)AIXK]", g — —h(x+ g)

sein. Wir definieren rekursiv die Folge/')ien, € (m?)A[[X]]" durch

g°=0 und ¢"**=F(g) = —h(x+g).

LEMMA A.17. Es gilt: ¢t — ¢' € (mTA)A[[X]]" fir alle i € Ng.

Beweis. Induktion dberi. Fir i =0 ist g* — ¢° = —h(x) € (m?)A[X]".
Sei i > 1. Dann gilt mit Lemma A.16 und der Induktionsvoraussetzung ftr
alle j

g™ =g = —hx+g) + hx+ 41
= -hXx+g "+ (' — g ) +hKx+g"

n
=D (@)x+¢ g — g+ em2
k=1

0

Damit ist die Folge {')icn, konvergent. Mitg = lim ¢' gilt dann
—h(x+ g) = F(9) = F(lim ¢') = lim F(¢') = lim ¢+ = ¢.

Satz A.18. Sei p: Allyll — Al[X]] ein Substitutionshomomorphismus.
Dann ist ¢ genau dann ein Isomorphismus, wenp din Isomorphismus ist.

Beweis. Wenn ¢ ein Isomorphismus ist, dann ist kg d(y o p71) =
dp odp™ und Id = d(p=to ) = dp~todyp, also ist auchdy ein
Isomorphismus. Sei umgekehit = dy ein Isomorphismus. Dann st
(der zul gehdorige lineare Substitutionshomomorphismus) ein Isomorphismus
(mit <p|_1 = ¢-1). Mit ® = -1 0 ¢ genugt es also zu zeigen, dafl
@ AllYIl — Allyll ein Isomorphismus ist. Da abelp = d(p;-10 ) = Id
folgt mit Lemma A.15 die Behauptung. [
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Zum Schlu3 dieses Abschnittes beweisen wir noch einen Satz Uber
Automorphismen, den wir im folgenden bendtigen.

SaTz A.19. Seien k ein Kérper und € K[[X]] ungleich 0. Dann gibt es
einen Substitutionsautomorphismuys k[[X]] — K[[X]] mit

(p_: (Xl + Xnm17 R ’Xn_l +X2\1717Xn)’

m>1firi=1...,n—1 so, daBy(f) x,—allgemein ist.
Wenn k unendlich ist, dann gibt es einen linearen Substitutionsautomor-
phismusy mit

© = (X1 4+ @1Xn, . - ., Xn—1 + @n—1%n, Xn),

gekfiuri=1...,n—1 so, dalBp(f) x,—allgemein der Ordnungordf
ist.

Beweis. Zunéachst der Fall fuk unendlich. Seieny ein linearer Substi-
tutionsautomorphismus wie obene K[[x]] und

f=Y"fi=> caXi-- X", mitcy €A acNg.
i=0 «

Dann ist

P(F)O0,%) = > Xfias,. .., a1, 1).
i=0

Da fq mit g = ordf ein homogenes Polynom vom Gragungleich Null und

k unendlich sind, gibt esy €k, i=1,...,n—1 mit fy(as,...,an—1,1) # 0.
Fir dieseg ist dann (f) x,—allgemein der Ordnungj.

Sei nunk beliebig. Mit >x bezeichnen wir die lexikographische Ordnung
auf Ng mit a3 > --- > an. Sei
8= rl]in{a € Ng mit c,, # 0}.

lex

Wir wahlen nunm € Ng so, daR
n—1
m> G+ Y. Am, firi=n—1,...1
j=i+1
Setzeq = fn+ Y (-1 M.
n—1
(A.3) Dann istf >jex o, fur o € N§ mit an + Za,m =q
=1
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Fir die so gewahltenmy und das zugehdrige wie im Satz ist dann
QD(f)(O, Xn) = Z Caxglml e Xﬁ”*lm‘*lxﬁn # 07
a

da sich der Termcgx;™™ - - B ALV csxi # 0 nach Wahl vong und
(A.3) nicht wegheben kann.

Zu (A.3): Indirekt. Seiena > 6 und k so, dala; = G fir i <k und
ak > fk. Dann ist

n—1 n—1
0= Zajm +Oén—25jn} — Bn

=1 =1
n—1 n—1
= (= BIMc+ D> (0 — B+ an— o > Mc— Y FM — 3y >0,
j=k+1 j=k+1

Widerspruch. [J
A.1.7 POTENZREIHENRINGE UBERK SIND FAKTORIELL

SaTz A.20. Sei k ein Korper. Dann ist [kxy, ..., xy]] faktoriell.

Beweis. Induktion dUber n. Der Fall n = 1 st trivial, da wir jede
Potenzreihef € k[[x;]] schreiben konnen al$ = x2“'u mit u invertierbar.

Seien alsof € K[[X]] = R, f nicht invertierbar, undk[[xy,...,%—1]] =R
faktoriell. Nach dem Satz A.19 gibt es einen Automorphismusso, daf3
o(f) xp—allgemein ist. Es genugt also zu zeigen, da) ein Produkt
von Primelementen ist. Da(f) nach dem Weierstral3schen Vorbereitungssatz
assoziiert zu einem WeierstraB3polynom ist, kdnnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dali

f =X+ e oX -+ co € R[X]

mit m>1 und ordg; > 1 fir i =0,...,m— 1. Der PolynomringR/[X,] in
X, ist nach einem Satz von GaulR faktoriell, &a faktoriell ist. Also ist

f=pi---p,, mit p prim in Rx].

Die p; kdnnen wir 0.B.d.A. normiert annehmen, danormiert ist.

Wir zeigen noch, daf3 diesp, prim in R sind. Wenn wir in der obigen
Gleichungx =0 far j = 1,...,n—1 und X, = X, einsetzen, erhalten wir
f/ =x"=p)---p;. Damit sind auch digy Weierstral3polynome. Mit Lemma
A.14 folgt dann, dafR[x,]/pPiR[X] = R/piR. Also sind diep;, i = 1,...,k,
auch Primelemente iR. [J
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A.1.8 IDEALE IM POLYNOM- UND POTENZREIHENRING Seienk ein Korper
und k[X] = K[x,...,X,] der Polynomring inn Variablen. Seia C k[X] ein
Ideal. Bezeichnea das von a erzeugte Ideal im Potenzreihenring[X]]
(die Erweiterung vona). Dabei fassen wirk[x] als Unterring von Kk[[X]]
auf. Wir untersuchen in diesem Abschnitt, welche Beziehung zwischen dem
Ideal @ und dessen Kontraktion (dem Zusammenziehen), also k[x],
besteht. Mit den Ergebnissen laft sich leicht herleiten, wann ein Polynom
ein anderes Polynom im Potenzreihenring teilt. Weiters beweisen wir noch,
daB zwei teilerfremde Polynome auch als Potenzreihen teilerfremd sind. Da
wir dazu vom Polynomring zunachst zur Lokalisierung des Polynomrings im
(maximalen) Idealm = (xg,...,X%,) Ubergehen, beginnen wir mit einigen
Tatsachen Uber die Quotientenringbildung.

SeienA ein kommutativer Ring un& C A eine multiplikative Menge (d.h.,
1< Sund auss,t € S folgt st € S). BezeichneS™*A den Quotientenring
von A nach S. Sei f die Abbildung

a
tAHsﬂAaHi.

(f ist genau dann injektiv, weni® aus lauter Nichtnullteilern besteht.) Sei
a C A ein Ideal. Dann ist das vofi(a) erzeugte Ideal infS—*A die Menge

{2 mit ac a undse S}

(auf gemeinsamen Nenner bringen). Wir bezeichnen dieses Idedb Thit.

LEMMA A.21. Seiena,b C A ldeale undp C A ein Primideal. Dann
gilt:
() WennanS# @, dann ist S'a = S*A
(i) SYanb)=S"tanSe.
(i) WennpnS= @, dann ist S'p ein Primideal von SA.

Beweis. Zu (i): Sei a € Sna. Dann ista/1 € S 'a invertierbar. Also
folgt die Behauptung.

Zu (ii): Sei a/s=Db/t € StanS 1 mtaca, bebundstesS.
Dann gibt es einu € S mit u(ta— sb) = 0. Damit sindc = uta= usbec anb
und a/s = c¢/stuc S 1(anb). Die umgekehrte Inklusion ist offensichtlich.

Zu (iii): Sei

ab p

R
st UG P

mit p € p. Dann gibt es einv € S mit vuab = vstp € p. Da nach
Voraussetzungy,u ¢ p sind, folgt a € p oder b € p. Also ist a/s € S1p
oderb/te Sp. [
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LEMMA A.22. Seiq C A ein Primérideal (d.h., aus abk q und a¢ q
folgt b" € q fur ein ne N) Dann gilt:
(i) Wenn SV q # @, dann ist F1(S1q) = A
(i) Wenn S$1q =@, dann ist 1S 1q) = q.

Beweis. Zu (i): Klar.
Zu (ii): Sei ac f~(S1q), also a/1 = g/s mit q € q. Dann gibt es ein
t € S mit
tsa=tq e q.

Angenommena ¢ q. Dann ist aberu =t"s" € g fur einne N und u € S.
Widerspruch. [J

LEMMA A.23. Seien A ein faktorieller Ring und 8 A\ {0}. Seien
a,b e A und pe A prim. Dann gilt:
(i) a/1 € SA ist genau dann invertierbar, wen@) N S+# @.
(i) Wenn(p)NS= @, dann ist g1 S A prim.
(i) S'A ist ein faktorieller Ring.
(iv) Wenn a und b teilerfremd in A und keine Einheiten in'/8 sind, dann
sind sie auch teilerfremd in SA.

Beweis. Zu (i): Sei b/s € S™*A mit (b/s)(a/1) = 1/1. Dann istba=s,
und damit ist § NS # @. Sei umgekehrt & NS # . Dann gibt es ein
be A und einse S so, daBba=s. Damit ist p/s)(a/1) = 1/1.

Zu (ii): Wenn @)NS= @, dann ist nach Lemma A.21 (iiis*(p) = (p/1)
ein Primideal vonS—*A. Also ist p/1 prim.

Zu (iii): Offensichtlich ist S"*A wieder ein Integritatsbereich. Seien
a/se S'Aunda= upkl)l~-~p,r die Primfaktorzerlegung voma in A (d.h.,
die pi’'s sind prim und paarweise nicht-assoziiert, undist eine Einheit).
Dann ist nach (i) und (ii)

A_UTT ™ mit)ns=
g—“Hil’ mit (4) NS= @

die Primfaktorzerlegung vom/s in S~1A.
Zu (iv): Klar mit der vorherigen Gleichung. [

Sei im folgendenS=k[x] \ m mit m = (xs,...,%n) (S ist multiplikativ).
Bezeichnek[x]., = S k[x] die Lokalisierung vonk[x] in m. Dann istKk[X]s
ein lokaler, noetherscher Ring mit maximalen ld&aftm, das wir wieder mit
m bezeichnen. D&[x] ein Integritatsbereich ist, ist die obige Abbildurig
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injektiv und damitk[x] C k[X].,. Die Elemente vonS haben Ordnung Null

und sind deshalb als Potenzreihen nach Satz A.2 invertierbar. Wir kdnnen
daher den Rindg([X],, in den Potenzreihenring[[x]] durch die wohldefinierte

und injektive Abbildung

KX — KX, g gt

einbetten. Also haben wir folgende Inklusion von Ringen
KIX] C K[X]m C K[X]].

Der Potenzreihenring[[x]] ist nach Korollar A.3 und Satz A.4 ein lokaler,
noetherscher Ring. Nach Satz A.20 igfx]] auRerdem ein faktorieller Ring.
Sei ¢ C k[X], ein Ideal, und bezeichné die Erweiterung des Ideals
in K[[X]]. Fur das maximale Ideam C k[X],, ist m das maximale Ideal von

K[[X]]. Weiters gilt

m"Nk[X]m =m", furneN.

Der nachste Satz gibt Auskunft Gber die Beziehungen zwischen beliebigen
Idealen von k[X],, und K[[X]]. Fur den Beweis brauchen wir folgende
Behauptungen.

LEMMA A.24 (Lemma von Nakayama).Seien A ein kommutativer Ring
und a C A ein Ideal so, dal3 jedes Element vaA- a invertierbar ist. Sei M
ein endlicher A-Modul mit aM =M (aM bezeichnet den von allen am mit
a€a und me M erzeugten Untermodul von M). Dann ist MO.

Beweis. Seim,...,m, ein Erzeugendensystem vém mit minimalemn.
AngenommenM # 0, dann isth > 1. DaaM = M ist, gibt esa;,...,a, € a
mit my = a;my + - - - + apmy,. Also ist

(1—a)m = am; + - - + &My,

Nach Voraussetzung ist aber -1a; invertierbar. Firn = 1 folgt daraus
m, =0, alsoM = 0. Wennn > 2 ist, dann ist damit bereitsy,...,m, ein
Erzeugendensystem vavl, also ein Widerspruch zur Minimalitat vom. [

LEMMA A.25. Seien A ein noetherscher Ring,C A ein Ideal so, dalR
jedes Element vod +a invertierbar ist. Dann ist() . (b +a") = b fur jedes
Ideal b C A.
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Beweis. Sei p: A— A/b die kanonische Abbildung. Wenn wir nun das
Lemma von Nakayama auf den endlichen (Banoethersch ist)A—Modul
M = 50 P(a") anwenden, folgtM = 0. Damit ist

b=p0)=p () ) = ()PP = ()b +a"

n>0 n>0 n>0

0

LEMMA A.26. Sei A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal. Dann ist
jedes Element von Am eine Einheit. Insbesondere ist jedes Element von
1+ m invertierbar.

Beweis. Angenommen es gibt eim € A\ m, das nicht invertierbar ist.
Dann ista nach dem Lemma von Zorn in einem maximalen Ideal enthalten.
Da A nur das maximale Ideaim besitzt, folgt a € m. Widerspruch. Sei
me m. Dann ist 1+ me A\ m, sonst ware Em. []

SaTz A.27. Seienc C K[X],, Ideale. Dann istc N K[X],, = c.

Beweis. Es genlgt die Inklusionc N k[X],, C ¢ zu zeigen. Seic =
(c1,...,cm) ein Erzeugendensystem von Sei ¢ € ¢ N Kk[X],. Dann ist
c=>.¢v mit 5 € K[X]]. Sei n€ N. Wir kénnen; schreiben als

~i =di + &, mitd €k[xX] Ck[X].., und § €m".
Mit d=> cid; € ¢ ist dann
c—dem"NkX, =m".

Also ist

ce ﬂ(c+m“):c,

n>0
wobei das letzte Gleichheitszeichen aus den zwei vorherigen Lemmata
folgt. [

KoROLLAR A.28. Seien ¢d € k[X]n. Aus c| d in K[x]] folgt c|d in
K[X] i -

Beweis. Aus c|d in k[[x]] folgt mit dem vorherigen Satz
d e (©) N KX = (0).
Also c|d in K[X]w. [
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Sei a C k[X] ein Ideal. Dann ist

—_— ~
Sla=na.

LEMMA A.29. Seien fe k[x] und f= cflbl .- die Primfaktorzerlegung
von f. Dann ist(f) Nk[x] = (h) mit h=[],f> mit f € m.

Beweis. Jedes Idealff) ist ein Primarideal. Das folgende Lemma zeigt,
daR
()N () = ().

Dann ist mit Satz A.27
) NKA = (S0 N KXm) N KX = ST4F) N KA.
Mit Lemma A.21 (ii) und Lemma A.22 folgt weiter

SO NKX =S M) N N (EX) NKX]
= (STM I NKX) N -+~ N (STHEX) NKIX]) = (h).
[]

LEMMA A.30. Sei A ein faktorieller Ring. Seien;a..,a € A und
v =KkgV(ay,...,&). Dann ist

(@) n---n(a) = (v).
Beweis. Wir zeigen, daR fira,b € A und v = kgV(a, b)

@ n(b) = (v)

gilt. Die Behauptung folgt dann durch Induktion GiberDa v ein Vielfaches
von a und b ist, folgt (@) N (b) O (v). Sei umgekehrt € (a) N (b). Dann ist
¢ ein gemeinsames Vielfaches venund b und damit, nach Definition von
v, auch ein Vielfaches von. Also ist @ N(b) C (v). [

Wenn man jetzt die Existenz einer Primarzerlegung eines ldeatsk[x]
(d.h., a laBt sich als Durchschnitt endlich vieler Priméarideale schreiben)
beniitzt, kann man analog zu Lemma A.29 herleiten, wie die Kontraktion
eines beliebigen Ideals aussieht.

LEMMA A.31. Seien fg € k[x] und f= cflbln-fr“ die Primfaktorzerle-
gung von f. Sei k=[] f> mit f € m und gelte f| g in K[[x]]. Dann h|g
in K[x].
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Beweis. Aus f | g in K[[X]] folgt mit Lemma A.29
g € (F)Nk[x] = (h).
Also h|g in kK[x]. O

SATZz A.32. Seien ¢d € k[X],. Wenn ¢ und d teilerfremd in[X],, sind,
dann sind sie auch teilerfremd in[[K]] .

Beweis. Angenommenc und d sind nicht teilerfremd ink[[X]]. Sei «
ein grofiter gemeinsamer Teiler vanund d in K[[X]] (« ist nach Annahme
ein echter Teiler vonc bzw. d). Dann kénnen wirc und d schreiben als
c=oay und d=ad mit v,0 € K[X]] teilerfremd. Also istcd — dy = 0.
Fir n € N zerlegen wiry und 6 in v = s+ o0, und 6 = t, + 7 mit
Sh, th € K[X] € K[X].» und o, 7, € m". Dann ist

Cty — ds € (G, m N KXl = (C, ",

wobei das letzte Gleichheitszeichen mit Satz A.27 folgt. Daher gibt es
Un, vn € m" so0, dal3ct, — ds, = cu, + du,. Also ist

C(th — vn) = d(sh + Un),
und damit (kirzen)

Y(th — vn) = 0(SH + Un)-
Da v und ¢ teilerfremd ink[[X]] sind, ist (s,+ un) durch~ in K[[X]] teilbar,
d.h.,

(Sh+un) = Ay, mit A eK][X].

Sei n = ordy + 1. Dann ist ordg, + u,) = ordy (weil v = s, + o, und
u, € m"). Also ist ord\ = 0, d.h.,, A ist invertierbar. Dahersf + uy) | v in
k[[X]]. Da ~ ein Teiler vonc in K[[X]] ist, folgt daraus mit Korollar A.28,
daR & +up) | ¢ in kX, d.h.,
c=¢€(5+Uy), miteeckXqy.
Aber c(ty, — vp) = d(sy + Up), und deshalb ist (kirzer(t, — v,) = d. Weil ¢
und d teilerfremd ink[x].,, ist e invertierbar ink[x],,. Damit ist
(©=(sh+un)=(7), inKIx].
Dann kann aberv kein echter Teiler vony in K[[X]] sein. Widerspruch. []

KoroLLAR A.33. Seien fg € k[X] und f,g € m. Wenn f undyg
teilerfremd in §x] sind, dann sind sie auch teilerfremd if[X] .

Beweis. Klar mit dem vorherigen Satz und Lemma A.23 (iv). [
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A.2 GAUSSBRUHAT ZERLEGUNG

Seik ein Korper. Bezeichne im folgendd® den formalen Potenzreihenring
in zwei Variablen Ubek und G = Auty(R) die Gruppe der stetigen (=lokalen)
k— Algebraautomorphismen. Eine Matrid € Gl,(k) kann man bekanntlich
zerlegen inA = PLU mit U eine obere (upper) Dreiecksmatrix, eine
untere (lower) Dreiecksmatrix mit Einsen in der Hauptdiagonale Bneiner
Permutationsmatrix (Gauf3algorithmus mit elementaren Zeilenoperationen und
Zeilenvertauschungen). Wir moéchten nun analog dazueia G schreiben
als ¢ = plu. Dabei sollenl und u aus geeigneten Untergruppen v@ und
p eine eventuelle Vertauschung der Variablen sein.

Sei y = (y,2) ein regulares Parametersystem vBn d.h., das maximale
Ideal m von R wird von y und z erzeugt. Wir identifizieren wieder eip € G
mit dem zu

@ = (1, 02) € MR, mit p1(y,2) = @), p2(y, 2 = ()

gehdrigen Substitutionshomomorphismus. Die Identitdt Gobezeichnen wir
mit 1d. Wir definieren

L= {p € G mit p; —yec zK[Z] und ¢, = 2},
U={peGmity —yeyR},
P={ld,p}, mitp=(zy).

Diese Definition hangt nattrlich von der Wahl des regularen Parametersystems
ab. Wir werden im folgenden zeigen, ddfd bzw. U Untergruppen vonG
sind (P ist offensichtlich eine). Durch Nachrechnen sieht man, dand U
beziglich Komposition abgeschlossen sind. Weiters istl fdri. bzw. u € U
die zu dl bzw. du gehdrige Matrix bzgl. der Basisy,(2) (siehe Abschnitt
A.1.4) eine unipotente untere Dreiecksmatrix bzw. eine obere Dreiecksmatrix.
Der durchdl induzierte lineare Substitutionshomorphismus bildet afsauf
y+az mit a € k und z auf z ab. Damit ist er wieder irL. Analog dazu ist
auch der vondu induzierte Substitutionshomomorphismus wiederln

Seienl € L mit | = (y+ 92,2 und m der zum= (y— g(2),2) gehorige
Einsetzungshomomorphismus. Dann ist

Im=ml=Id,
also 1™ = m € L. Damit ist L eine Untergruppe vorG. Mit folgender

Behauptung ist auclu eine Untergruppe.

LEMMA A.34. Sei uc U. Dannist uleU.
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Beweis. Da der vondu induzierte lineare Substitutionshomomorphismus
wieder in U ist, kébnnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafls = Id. Sei also
U= (y+hy,z+hy) mit ordy) > 2, i = 1,2, und hy = yf(y,2). Nach

Abschnitt A.1.6 istu! = (y+ g1,Z2+ g2), wobei ¢ = (g1,92) = limg' mit
¢° =0 und ¢! = F(¢'). Dabei ist
F: (m?)R — (m?)R?,
(91, 92) — —h(y + 91,2+ g2), mit h = (hy, hy).
Durch Induktion Gberi folgt, daB g} = yfi(y,2) fir i > 1 und damit die
Behauptung. Der Fall = 1 ist klar. Sei alsog} = yf'(y,2). Dann ist

gt =hiy + gh,z+ gh)
=W+ 9)f(y+ 1.2+ g) = Y+ Y'Y, DN (Y + g1, 2+ g5)
= yf*ly, 2.

O

Sei ¢ € G mit ¢ = (¢1, v2). Wir schreiben

1= ay+bz+hy,
Y2 = Cy+dz+ hy,

mit a,b,c,d € k und ordf) > 2 fur i =1,2. Die zu dy gehdrige Matrix

(54

ist invertierbar. Seip die Vertauschung vory und z, d.h., p = (zy). Die
zu d(¢p) = depdp bzw. d(pyp) = dpdy gehdrige Matrix ist die MatrixA mit
vertauschten Spalten bzw. Zeilen. D invertierbar ist, gibt es immer ein
p € P so, daBB )1 = (pe)(y) = ay+ bz+h; mit a, b e k, a# 0 und
ord(h) > 2 (d.h., pp); ist y—allgemein der Ordnung 1). Analog gibt es ein
p € P mit (pp)1 = ay+ bz+hy mit a, b, h; wie zuvor.

Fur eine allgemeinere Version des folgenden Satzes in beliebiger Dimension
siehe [Ha5].

Satz A.35. Mit den Bezeichnungen wie oben gilt
G = PLU = ULP = PUL = LUP.

Beweis. Sei ¢ € G. Wir zeigen zunédchstG = PLU. Sei p € P
so, daB [fp); y—allgemein der Ordnung 1 ist. Nach dem Weierstral3schen
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Vorbereitungssatz gibt es dann ejne z{[Z]] und eine Einheite € k[[y, Z]]
so, dafy

(Pp)1 = (P)(Y) = (Y + 9)e.

Sei | der zul = (Y+ g,2) gehdrige Substitutionshomomorphismus. Dann ist
l el und

(7'po)y) = 17y + 9(2)ely, 2)
=y — 9@+ 9@)(ely — 9(2),2) = yely — 9(2), 2.

Damit ist I7Ypp = u € U und ¢ = p~tlu, also G = PLU. Durch Inversion
folgt darausG = ULP.

Sei nunp € P so, daR ¢~1p); y—allgemein der Ordnung 1 ist. Wie zuvor
finden wir dann einl so, daRl~tp~lp=uec U. Dann isto~! = lup~* und
damit ¢ = pullI~!, alsoG=PUL. [J

A.3 SINGULARE PUNKTE

Wir werden in diesem Abschnitt mdglichst elementar einige Begriffe
und Behauptungen der algebraischen Geometrie fir den Spezialfall von
Nullstellenmengen von Polynomen in zwei Variablen Uber einem Korper
definieren bzw. herleiten.

LEMMA A.36. Sei A ein faktorieller Ring und bezeichne k den Quotien-
tenkdrper von A. Seien, § € A[X] teilerfremd in Ax]. Dann sind f undg
auch teilerfremd in .

Beweis. Angenommen es gibt eif € k[x] mit degh > 1 so, daR
f =fhundg=gh mitf,§ekx.
Seid € A so, daRdf, dj und dh in A[X] sind. Dann sind
d?f = (df)(dh) bzw. d?¢ = (d§)(dh).

Sei h ein irreduzibler Faktor vondh in A[X] mit degh > 1. Dann isth
ein irreduzibler Faktor vond?f bzw. d?¢g und damit auch vonf bzw. g.
Daraus folgt ein Widerspruch zur Annahme, daind g teilerfremd in A[X]
sind. [

Sei k ein Korper. Furfy, ..., f, € k[y,Z] bezeichne
V(f,...,f) = {a=(a;, &) ¢ A mit fi(@) =0 firi = 1,...,n}

die Menge der gemeinsamen Nullstellen van. . ., f,.
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LEMMA A.37. Seien k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und
f € Kly,Z \ k. Dann ist \(f) eine unendliche Menge.
Beweis. Wir schreiben dazu

f =ao(y) + aa(y)z+ - - - + an(y)Z" € K[y][2].

Wenn n = 0, dann istf(0,a;) = 0 fur alle a, € k. Also folgt, da k als
algebraisch abgeschlossener Kérper unendlich ist, die Behauptung. Andernfalls
hat a,(y) nur endlich viele Nullstellen, und fir jedem mit ay(a;) # 0 hat

das Polynomf(a;,z) € k[Z] eine Nullstelle. []

Satz A.38. Seien k ein Korper und, € k[y, 7] teilerfremd. Dann ist
V(f, g) = V(f) N V(g) endlich.

Beweis. Nach Lemma A.36 ist ggT(g) =1 in k(y)[Z. Also gibt esr
und s in k(y)[Z] so, daf3
1=rf +sg.

Sei d € K[y] so, daRdr und ds in k[y,Z] sind. Dann ist
d = (dnf + (d9)g.
Fur ein a = (a,a) € V(f) N V(g) ist also d(a;) = 0. Damit gibt es nur
endlich viele Méglichkeiten flra;. Ein analoges Argument zeigt, daid fé
auch nur endlich viele Werte in Frage kommen.[]
Sei f € K[y, 7). Wir definieren dieOrdnungvon f im Nullpunkt durch
ordgf = ordf = sup{n € No mit f € (y,2"}.
Dabei sind
(y, 2" = (Y22 mit a = (o, @) € N3 und ag 4+ ap = n)

das n—fache Produkt des voy und z erzeugten Ideals undy,z)° = K[y, Z].
Nach Definition ist ord = oo genau dann, wenf = 0. Fur einen beliebigen
Punkt a = (a1, a,) € A2 definieren wir die Ordnung vorfi in a durch

ordaf = orchf, mit f(y,2) = f(y+ar, z+ a).
Es gilt
fly+ a1, z+ ap) = f(a) + oyf(@y + d:f(@)z+ h(y,2, mit ordh > 2.

Also ist a € V(f) genau dann, wenn ogfl > 1.
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Sei nunf < K[y,Z \ k. Wir nennen einen Punka ¢ A? singular (oder
einen singularen Punktvon f), wenn ordf > 1. Wenn ordf = 1, dann
nennt mana ein regularen Punkt von f. Ein a € A? ist genau dann ein
singularer Punkt, wenn

ae V(F) NV@,f) N V(BF) = V(F, dyf, o).
Mit
Singf) = {a e A% mit ord,f > 1} = V(f, &,f, d)

bezeichnen wir die Menge der singularen Punkte ¥on

SaTz A.39. Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper und f
K[y, 7] irreduzibel. Dann ist die Meng&ing() endlich.

Beweis. Angenommen Sind] ist eine unendliche Menge. Dairreduzi-
bel ist und de@,f < degf, kdbnnenf und d,f nach Satz A.38 aber nur dann
unendlich viele gemeinsame Nullstellen haben, weéhh = 0. Das Gleiche
gilt fur o0,f. Aber of = 0,f = 0 impliziert f € k, wenn chak = 0. Fur
chark > 0 folgt aus o,f = 0,f = 0 wie im Beweis zu Satz 8.2 ein Wider-
spruch zur Irreduzibilitéat vorf. [

Seienf,g € Kly,Z \ k und a € V(f) " V(g) = V(fg). Dann ista ein
singularer Punkt vorfg, denn

ord,fg = ord,f +ordyg > 2.

Also ist Singf?) = V(f) fur ein f € kly,Z \ k. Fur ein nicht konstantes
Polynom f {ber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper ist die Menge
Singf?) unendlich. Dies motiviert unter anderem folgenden Begriff, den wir
gleich fur einen beliebigen faktoriellen Ring definieren.

Seien A ein faktorieller Ring,a € A und

a= upbil...pPr

die Primfaktorzerlegung vora mit einer Einheitu und paarweise nicht-
assoziierten Primelementep;,. Man nennta reduziert (bzw. quadratfre),
wennb =1 fari=1,...,r.

LEMMA A.40. Seien A ein faktorieller Ring, @ A und a= up‘l’lmp,r
die Primfaktorzerlegung von a. Dann ist

V@) =1 pr).
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Beweis. Sei n = max bj. Dann ist

n—b1 .

u(p---pr)" = pi - pi T,

also ist p1---pr) C V(@). Seien umgekehrb € /(@) und b = vg*--- g%
die Primfaktorzerlegung votb. Dann gibt es eim € N so, daRb" = da mit
d e A. Also ist

Unng .. 203 — durﬁl - pFr

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (bis auf Assoziiertheit und
Reihenfolge) folgt, dal jedes; zu einem g; assoziiert ist, und damit ist
geP---p). U

Ein Ideal a eines beliebigen kommutativen Ringes nennt maguziert
bzw. Radikalidea] wenn a = \/a gilt. In einem Integritatsbereich sind zwei
Hauptideale genau dann gleich, wenn die erzeugenden zueinander assoziiert
sind. Deshalb folgt mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (bis auf
Assoziiertheit und Reihenfolge) und diesem Lemma, dalgenau dann
reduziert ist, wenn das voa erzeugte Hauptideala] reduziert ist.

Satz A41. Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper und f
kly, 7 \ k reduziert. Dann ist die Meng8ing() endlich.

Beweis. Seif =cf;---f; die Primfaktorzerlegung vori. Dann ist

r
V(cf) = V(fy---fr) = V().
i=1
Nach Satz A.39 ist Sin§if endlich firi =1,...,r. AulRerdem gibt es nach
Satz A.38 hochstens endlich viele Punktes V(f1---f;) mit a e V(fi) N V(f)
fir zwei verschiedené,j € {1,...,r}. [
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