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Das , BENFORD-Gesetz“ — warum ist die Eins
als fiihrende Ziffer von Zahlen bevorzugt?

Hans Humenberger, Wien

In diesem Aufsatz wird gezeigt, wie eine Behandlung des in letzter Zeit immer popularer werden-
den BENFORD-Gesetzes (siehe die neuen popularwissenschaftlichen Literaturzitate von DWORSCHAK
1998 oder MATTHEWS 1999) mit elementaren Mitteln méglich erscheint. Es ware dabei auch durch-
aus vorstellbar, daB die doch etwas komplexeren mathematischen Begriindungen in Abschnitt 4.3
weggelassen werden. Eine _ auBermathematische Anwendung” des prima vista vielleicht héchst theo-
retisch scheinenden Gesetzes wurde durch Mark NEGRINI realisiert, der mittels dieses Gesetzes Steu-
ersiindern auf die Spur gekommen ist. Internationale Konzerne und Finanzbehdrden interessieren sich
mittlerweile fiir das Programm (Software) von M. NEGRINI (Universitat Halifax).

1 Einleitung chen Anfangsziffern (1,2,...,8,9) bei ca. L oy

9

1 Die Geschichte des BENFORD-Gesetzes be-
gann mit Beobachtungen von Logarithmenta-
feln, und zwar berichtete der Physiker Frank
BENFORD (1938) — nach ihm wurde das re-
sultierende Gesetz benannt — , daB die Lo-
garithmentafeln in den Bibliotheken auf den
ersten Seiten viel dreckiger und abgegriffe-
ner wiren als auf den hinteren. Dies ware
bei anderen Biichern als Logarithmentafeln
in Bibliotheken durchaus erklarbar, denn vie-
le Leute beginnen ein Buch zu lesen (Ro-
man, Gedichte, Theaterstiick, Kurzgeschichten,
Sachbiicher, Fachbiicher etc.), horen aber vor-
zeitig damit wieder auf, weil sie keine Zeit mehr
haben, weil es ihnen zu langweilig wird, weil es
ihnen zu kompliziert wird (Fachbiicher) u. a.
Wenn viele die Lektiire unfertig unterbrechen,
ist es klar, daB der Anfang von Biichern ab-
geniitzter sein kann als der SchluB. Aber warum
soll dies bei Logarithmentafeln der Fall sein —
diese werden ja nach anderen Gesichtspunkten
beniitzt. Die einzige Erklarung, die es dafiir
gibt, ist, daB der Logarithmus von Zahlen mit
niedrigen Anfangsziffern (1,2,...) haufiger ge-
sucht wurde als von Zahlen mit hohen Anfangs-
ziffern (9,8,...)! Aber warum? Kommen Zahlen
mit niedrigen Anfangsziffern in der Welt haufi-
ger vor? Warum sollte die Natur eine Praferenz
fiir 1 als Anfangsziffer haben?

Es sind schon viele empirische Daten erhoben
worden, wobei die relative Haufigkeit der ein-
zelnen Anfangsziffern beobachtet wurde. Die-
<e miiBte bei Gleichverteilung fiir alle mogli-

1Dieser Aufsatz ist eine kombinierte und iiberarbei-
tete Version von HUMENBERGER 1996 und 1997.

4—_

0.1111 liegen — mit Anfangsziffer sei im fol-
genden stets die erste Ziffer ungleich 0 bzw.
erste ,signifikante Ziffer gemeint, also z. B.
3 in 0.0367. Tatsichlich lag jedoch in vielen
Datensatzen (insbesondere in jenen von BEN-
FORD) die relative Haufigkeit von 1 als An-
fangsziffer bei ca. 0.3 — abnehmend zu ca. 0.05
bei Ziffer 9.

Es sind z. B. untersucht worden:

Oberflichen vieler Seen, Hausnummern in den
Adressen vieler Personen, Halbwertszeiten ra-
dioaktiver Substanzen, Energieverbrauchszah-
len vieler Haushalte u. v. a. m.

Bemerkung: Es hat natiirlich keinen Sinn, Daten
zu betrachten, die von vornherein auf einen Bereich
eingeschrankt sind, der die Moglichkeiten fiir die er-
ste Ziffer ziemlich einengt — z. B. die Anzahl der
Buchstaben in den Familiennamen der Bewohner ei-

ner Stadt oder eines Landes, das Alter von Studie-
renden an einer Universitat (das Alter generell!), die

Anzahl der Schulbildungsj|ahre, die Anzahl der Sitze
in Fahrzeugen, die Wurzeln der ersten 1 000 natiirli-
chen Zahlen usw.

Bei den meisten der Untersuchungen hat sich
eine abnehmende relative Haufigkeit von 1 bis
9 als Anfangsziffer ergeben. Wenn obige Wer-
te ,tatsachlich stimmen” (ungefahr die theo-
retischen Wahrscheinlichkeiten darstellen, d. h.
P(1) ~ 0.3 und P(9) =~ 0.05), ist es einleuch-
tend, daB bei einer 9-seitigen Logarithmentafel
die erste Seite abgeniitzter ist als die letzte (ca.
sechsmal so stark!).

I. STEWART (1994, S.1) berichtet sogar von
einem Jahrmarktspiel mit einem an Daten rei-
chen Computer: Der Spieler kann selber irgend-
welche Daten anklicken (z. B. Einwohnerzah-
len von Verwaltungsbezirken auf den Maledi-
ven oder in Lettland, Energieverbrauch in den
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Landern der Welt, und viele andere , exotische*
— Jedenfalls i. a. nicht vorhersehbare Werte).
Entscheidend fiir den Spielausgang ist die er-
ste Ziffer der erscheinenden Zahl. Ist diese 1
oder 2, dann gehéren die 10 DM Einsatz dem
Spielbudenbesitzer, bei 3, 4, 5, 6, 7, 8 oder 9
erhalt der Spieler seine 10 DM Einsatz zuriick
plus 5 DM Gewinn. Auf den ersten Blick se-
hen die Gewinnchancen fiir den Spieler nicht
schlecht aus, wenn man die Wahrscheinlichkei-
ten mit jeweils é annimmt. Der Erwartungs-
wert des Gewinnes fiir den Spieler betragt dann
—10-%-{—5-% = % ~ 1.66 DM. Wenn der
Spielbudenbesitzer wirklich auf lange Sicht 1.66
DM pro Spiel bezahlen miiBte, so ware dies fiir
thn nicht besonders lukrativ und sein Bankrott
gleichsam vorprogrammiert. Aber der Spielbu-
denbesitzer vertraut offenbar auf das Gesetz
von Benford, demzufolge die Wahrscheinlich-
keit fiir das Auftreten einer Ziffer p (1 < p < 9)
als erste Ziffer

P(1. Ziffer = p) = log,o(p+ 1) — log;o p

betragt; dies heiBt auch ,logarithmisches Ge-
setz und wird oft in folgender Form? geschrie-

ben: 'P(l. Ziffer < p) =logo(p+ 1) |.

Danach hatten die einzelnen Ziffern die in Tab.
1 angegebenen Wahrscheinlichkeiten (Auftre-
ten als 1. Ziffer).

Wenn diese Wabhrscheinlichkeiten zur Berech-
nung der Gewinnerwartung F/(G) obigen Spie-
lers herangezogen werden, so ergibt sich

E(G)= - 10(0.301+ 0.176) +

+ 5(0.125+...40.046) = —2.155 .

Unter dieser Voraussetzung ist das wirtschaft-
liche Uberleben der Spielbude natiirlich relativ
gesichert (wenn sich geniigend Kunden darauf
einlassen).

Bemerkung: Zur Urheberschaft bzw. Namensge-
bung des Gesetzes (, BENFORD-Gesetz") schreibt
RaiMi (1976, S.522), daB BENFORD zwar dieses
Problem der Verteilung der ersten Ziffer beriihmt
gemacht hat, daB aber schon 57 Jahre vor ihm
(1881) Simon NEWCOMB dieses , Gesetz" beschrie-
ben hat. Es ist also in einem gewissen Sinn zu Un-
recht nach BENFORD benannt — ein Phanomen, das
ja haufig auftritt!

%In weiterer Folge wird die Basis 10 des Logarith-
mus weggelassen, da nie eine andere Basis auftritt, also

log Lf log -

2 Die Wahrscheinlichkeiten
P,(p) bei den ersten n na-
tiirlichen Zahlen als maégli-
che Zufallszahlen

Zunachst ist klar, daB die Wahrscheinlichkei-
ten fiir die einzelnen Ziffern, als erste Ziffer
einer Zufallszahl zu stehen, von der Grundge-
samtheit des , Topfes“ abhangen, aus dem die
Zahl zufillig gezogen wird. Wenn z. B. aus den
ersten 20 natiirlichen Zahlen zufillig gezogen
wird, so ist offenbar die 1 als erste Ziffer ziem-
lich iibermachtig (11 von 20 méglichen), 2 steht
in zwei von 20 Fallen an erster Stelle und jede
andere Ziffer (p # 0) genau einmal!

Wir erkennen auch sofort, daB bei natiirlichen
Zahlen die Wahrscheinlichkeit % nur dann bei
Jeder Ziffer p = 1,2,...,9 auftritt, wenn die
Grundgesamtheit aus den ersten 9, 99, 999,
9999 usw. Zahlen besteht. Verfolgen wir z.
B. einmal die Wahrscheinlichkeit von 1 als er-
ste Ziffer, wenn der , Topf” aus den ersten n
natiirlichen Zahlen besteht, d. h. wir betrach-

ten die Folge (P,(1))en:

Bei .= 4 ist Pi(l) = 1, bei n = 2 ist
Py(1) = % usw., diese Wahrscheinlichkeit sinkt
dann bis Py(1) = § bei n = 9. Dann steigt
die Wahrscheinlichkeit wieder bis n = 19 (auf
Pig(1) = 1I), um dann wieder bis n = 99
abzufallen (wieder Pyg(1) = §), dann kommt
natiirlich wieder ein Anstieg bis n = 199 (auf
Pigg(1) = 15%), dem wieder ein Abfall bis
n = 999 folgt (siche Tab. 2 und zur Veran-
schaulichung Fig. 1).

So geht dies natiirlich ,,ewig" (von 10er-Potenz
zu 10er-Potenz) weiter, die relative Haufigkeit
wird sich nie (mit wachsendem n) bei einem
stabilen Wert einpendeln, es werden nur die
Phasen des Anstiegs bzw. des Abfalles kla-
rerweise langer, die Folge (P,(1))en ist si-
cher divergent. Einfach durch Grenzwertbil-
dung (lim,—.) kann man also nicht zur ge-
suchten Wahrscheinlichkeit ,,P(1)“ in ganz N
kommen (falls diese iiberhaupt existiert), denn
P, (1) schwankt immer zwischen & (Untergren-
ze!) und einer nur fast gleichbleibenden Ober-
grenze O,, (1) (%, %é—};, %é, ...); bei der m-
ten Obergrenze O,, bezeichne m die Anzahl
der Ziffern in Zahler und Nenner. Schon an
dieser Stelle ist plausibel, daB P(1) > % ist,
da fiir ,fast alle” n € N der entsprechende
Wert P,(1) > & ist (nur bei n = 10— 1
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1 |2 |3 | 4 |

| 8. ) 7. )8 4 9

0.301 | 0.176 | 0.125 [ 0.097 [ 0.079

[ 0.067 | 0.058 | 0.051 | 0.046

Tab. 1: Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Ziffern nach Benford

no | 1]9|19] 99 |199| 999 | 1999 | 9999 | 19999
p(l)‘|;|1‘u.u:;‘1_1_1 mzl‘l_lu _1_11_1:1‘11111
n 1 9 19 99 9 199 999 9 1999 9999 9 19999

Tab. 2: Wahrscheinlichkeiten Py, (1): Obergrenzen O (1) = 111 ynd Untergrenze 2

ist P,(1) = §). Salopp formuliert: nach je-
der neu dazukommenden Stelle wird die Ziffer 1
lange Zeit ,bevorzugt” (zwischen 10...0 und
19...9), bevor die anderen Ziffern der Reihe
nach diesen Riickstand wieder aufholen.

In Fig. 1 ist der Verlauf von P, (1) als konti-
nuierliche Funktion in Abhangigkeit von n gra-
phisch dargestellt, so daB die oben schon an-
gesprochenen Phasen des Anstieges bzw. Ab-
falles von P,(1) auch sichtbar werden. (Die
n-Achse wurde logarithmisch skaliert, damit
die Abstinde zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Zehnerpotenzen nicht immer groBer wer-
den, sondern gleich bleiben; die Werte Fa(l)
,schwanken” in einem gewissen Sinn um den

Wert log 2.)

1 0;(1)

0, oM 0,(1)

-
05~
SN NS A N
mF— = -X//Ul(l) = Mz(l)- N () -‘-\
{0 | | —
t
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Fig. 1: Graphische Darstellung des Verlaufes von
P, (1) als kontinuierliche Funktion von n

Die Obergrenzen O, (1) kénnten auch im
Schulunterricht naher studiert werden. Was
passiert mit diesen Obergrenzen? Existiert ein
Grenzwert fiir m — oo ? Eine Frage, die durch-
aus von Schiilern selbstandig bearbeitet wer-
den kann (Vernetzung: Grenzwert von Folgen),
indem sie die Zahlen On(1) = 155 ndher
betrachten. Sie sollten z. B. in der Lage sein
zu beweisen, daB die Folge dieser Obergrenzen

O,.(1) monoton fallend und nach unten be-

19.

schriankt ist (z. B. durch 0 oder sogar durch
%), wodurch die Konvergenz gesichert ware.
Die Schiiler werden auch schnell (z. B. durch
Probieren, d. h. Berechnen einiger Werte mit
dem Taschenrechner oder Computer) auf die
Vermutung kommen, daB es der Wert 0.5 = g
ist, dem sich diese Zahlen von oben nahern.
Diese Tatsache kann nun durch direktes Ein-
setzen in die Grenzwertdefinition auch bewie-
sen werden. Dafiir ist zu zeigen, daB es fiir alle
¢ > 0 ein M(e) gibt, so daB fiir alle m > M (e)

die Beziehung |it=f — 2| < e gilt; diese ist
fir 19...9 > 5= erfiillt (so ist der Grenz-

wert ohne explizite Termdarstellung der Zahlen

Om(1) = 1= bestimmbar).

Einfacher ist die Grenzwertbestimmung, wenn
man einen geschlossenen Term fiir die Zahlen
Om(1) findet. Auch dies sollte fiir die Schiiler
kein Problem darstellen: die Zahler 11...1 (m
Stellen) konnen z. B. als 107=1 und die Nenner
19...9 z. B. durch é -10™ — 1 oder durch 2 -
10m=1 — 1 dargestellt werden, wodurch man fiir
Om (1) die geschlossene Darstellung Om(l) =
5. 10m=1 ynd damit den Grenzwert 3 leicht
finden kann.

9 " 10m—5

Die Ober- und Untergrenzen der an-
deren Ziffern 2,3,...,9

Betrachten wir als nachstes z. B. die Ziffer 9.
Verfolgen wir analog die Werte (Pn(9))nen, d.
h. die Wahrscheinlichkeiten, daB die erste Ziffer
einer Zahl 9 ist, wenn aus den ersten n natiirli-
chen Zahlen zufillig gezogen wird:

Bein = 1,...,8 ist P,(9) = 0, bei n =9
ist Py(9) = &, diese Wahrscheinlichkeit sinkt
dann bis Pso(9) = & bei n = 89. Dann steigt
die Wahrscheinlichkeit wieder bis n = 99 (auf
Poo(9) = Lt = §), um dann wieder bis n = 899

abzufallen auf Psgg(9) = é}g), dann kommt
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wieder eine hundert Zahlen lange Aufholpha-
se bis n = 999 auf Pygo(9) = % = é), der
wieder ein Abfall bis n = 8 999 folgt usw. (sie-
he Tab. 3 und Fig. 2). P,(9) schwankt immer
zwischen § (Obergrenze!) und der Untergren-
ze Un(9) = 0, &, =5, 3995 39995 -~ ES
ist auch hier plausibel, daB fiir P(9) (falls exi-
stent) P(9) < —51; gilt, da fiir ,fast alle” n € N
der entsprechende Wert P, (9) < § ist (nur bei
n=10¢ — 1 ist P,(9) = 1). Salopp formuliert:
nach jeder neu dazukommenden Stelle (also
nach 10...0) hat die Ziffer 9 lange Zeit ,, Riick-
stand”, bis sie unmittelbar vor der nachsten da-
zukommenden Stelle den Riickstand wieder auf-
holt (zwischen 90...0 und 99...9). Die Ziffer
9 hat also nie einen , Vorteil” gegeniiber einer
anderen, sie kann ihren Riickstand nur manch-

mal wettmachen!

Die Folge der Untergrenzen U,,(9) = 5525 (m

sei die Anzahl der Einsen im Zahler) ist mono-
ton wachsend und nach oben beschrankt, sie
konvergiert gegen den Wert %, wie man durch
analoge Uberlegungen wie oben feststellen kann

(explizite Darstellung: Uy, (9) = g - 1(1)—9,:%:1%).

In Fig. 2 sieht man nochmals deutlich: %
ist der kleinste Wert im Verlauf von P,(1)
(,das schlimmste, was der Ziffer 1 passiert"),
wahrend % der grifite Wert im Verlauf von
P,(9) ist (,das beste, was der Ziffer 9 pas-
siert”), so daB in Fig. 2 die Relationen P(1) >
L, P(9) < § und P(1) > P(9) auch ,sichtbar"
sind.

x

P, (1)
1/9 =+

RO—=~al j "Ny Teg

9 99 999 9999

Fig. 2: Gleichzeitige graphische Darstellung der
Verliufe von P, (1) und P,,(9) als kontinuierliche
Funktionen von n

Woihrend bei der Ziffer 1 die Untergrenze kon-
stant Uy, (1) = § war und bei der Ziffer 9 dies
die konstante Obergrenze O,,(9) war, sind bei
den anderen Ziffern p = 2,...,8 die Werte

der jeweiligen Ober- bzw. Untergrenzen O,,(p)
bzw. Uy, (p) nicht mehr konstant. Tab. 4 gibt
einen Uberblick iiber die entsprechenden Werte
bei der Ziffer 3.

Die Schiiler kénnen ganz selbstandig die Form
der Unter- bzw. Obergrenzen fiir jede beliebige
Ziffer p erarbeiten: ganz allgemein haben die-
se fiir die Ziffer p die Gestalt (m sei dabei die
Anzahl der Einsen im Zahler):

|| 1 10m -1
Up(p) = — = — - ——
®) (pP—1)9...9 " 9p 10m -1 und
] [P | 10 10™ — 1
Om(p) = = . _
P) = e 5= 9+ D) 107 — 10

Die Schiiler sollten erkennen (und begriinden)
konnen, daB die Obergrenzen O,,(p) monoton
fallend und die Untergrenzen U,,(p) monoton
wachsend sind, wobei auch deren Grenzwerte
fir m — oo nicht schwierig zu finden sind
(durch die explizite Darstellung der Zahler und
Nenner und somit der Werte U,, (p) und O, (p)
selbst):

Up) € lim Un(p) =

und it
O(p) = lim On(p) =

m—00

e ( 10 10m-1 ): 10

maeo \9(p+1) 10m - 15/ 9(p+1)
Die so definierten (Grenz-)Werte U(p) bzw.
O(p) sind natiirlich Schranken fiir die Wahr-
scheinlichkeiten P(p), falls diese iiberhaupt exi-
stieren. Man sieht (vgl. auch Tab. 5), daB die
Intervalle [U(p) , O(p)] fiir alle p = 1,...,9
den Wert é— enthalten, mit den beiden Ex-
tremfallen: bei p = 1 als konstante Untergrenze
und bei p = 9 als konstante Obergrenze — bei
n =9, 99, 999 ... ist ja P,(p) = % fiir alle
p = 1,...,9 (die Wahrscheinlichkeiten P, (p)
. kehren mit wachsendem n immer wieder zum
Wert  zuriick®).

Als Schatzwert fiir P(p) bote sich in erster
Niherung z. B. der jeweilige Mittelwert P(p) ~
ﬂg%—o—(ﬂ an, eine Schatzung, die — wie wir se-
hen werden — gar nicht so schlecht ist. Tab. 5
gibt einen Uberblick iiber die jeweiligen Werte
von U(p) und O(p) (als Intervallgrenzen) in ex-
akter Form und in Dezimaldarstellung (auf drei

I
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n || 8]9]89] | 899 | 999 | 8999 | 9999 | 89999
o) 05| o | Bb| | =5 o [ B3| b
Tab. 3: Wahrscheinlichkeiten P,,(9): Obergrenze 3 und Untergrenzen Um(9) = &%

no | 2]3]20]39]299]399 2999 | 3999 | 29999
Pa) | 0| 5| % | B | o | 55| 3% | B | %%
Tab. 4: Wahrscheinlichkeiten P, (3): Obergrenzen O,,(3) = L1 ynd Untergrenzen Uy, (3) = Sl

Dezimalen gerundet); weiters ist der jeweilige

Intervallmittelpunkt —U—gﬂlg—%ﬂ angegeben und
der wirkliche Wert P(p) (auf drei Dezimalen
gerundet; siehe Tab. 1). Ein Vergleich dieser
beiden Werte zeigt, daB der jeweilige Schatz-
wert durch den Intervallmittelpunkt eine Diffe-

renz zum jeweils exakten Wert von nur 0.016
(bei p = 9) bis 0.037 (bei p = 2) aufweist.

Ein moglicher Schritt zur Verbesserung der Ge-
nauigkeit der durch die Intervallmittelpunkte
gegebenen Schatzwerte konnte folgender sein:
Da die Summe dieser Schatzwerte (vierte Spal-
te in Tab. 5) nicht 1, sondern 1.229 ergibt, so
ist es naheliegend, alle diese Werte durch 1.229
zu dividieren, was bei p = 2, ..., 9 die Genauig-
keit betrachtlich und bei p = 1 auch ein wenig
erhohte (diese Werte sind die Werte in Klam-
mer in der vierten Spalte von Tab. 5). Die Diffe-
renz zum exakten Wert betragt dann nur 0.003
bis 0.006 bei p =2, ...,9 und 0.030 bei p = 1.
So kénnten plausible und passable Schatzwer-
te fiir die Wahrscheinlichkeiten P(p) gewonnen
werden — und zwar a priori, ohne folgende
(oder andere) Uberlegungen, die den mathema-
tischen Hintergrund erst etwas erleuchten.

Nun verlassen wir den Bereich der natiirlichen
Zahlen und wenden uns den (positiven) reel-
len Zahlen zu (als , Topf, aus dem eine Zu-
fallszahl gezogen wird"). Zunachst betrachten
wir GroBen, die zeitlichen Verdnderungen un-
terworfen sind; dazu ein Zitat, das (nicht ma-
thematisch) plausibel macht, warum die 1 als
fiihrende Ziffer dort ein Uber ewicht hat: , Die
Eins ist auf der Zahlenskalae?ﬁcht weiter ent-
fernt als die Fiinf von der Sechs. Fiir die wirk-
lichen Dinge allerdings, die gezahlt, gemessen
oder gewogen werden, kann der Weg von der
Eins zur Zwei sehr lang sein: Um ihn zuriick-
zulegen, miissen sie auf das Doppelte wach-

sen. Einer Fiinf fehlt dagegen nur ein Fiinf-
tel, um zur Sechs zu werden. [...] Angenom-
men der Deutsche Aktienindex stiinde gerade
bei 1000 Punkten, dann miiBten sich die Ak-
tienkurse im Schnitt verdoppeln, ehe der DAX
die 2000 erreicht. Solange bliebe die fiihrende
Eins erhalten, solange erschiene sie auf allen Li-
sten. Stiinde der DAX aber bei 5000 Punkten,
so miiBten die Werte nur noch um 20 Prozent
steigen, ehe mit 6000 die Fiinf als erste Zif-
fer abgelost wird. Noch kleiner ist im Verhalt-
nis der Schritt von 9000 auf 10000. [...] Was
wichst oder schrumpft, verharrt deshalb relativ
lang im Bereich der fiihrenden Eins.” (DWOR-
SCHAK 1998, 5.229).

In diesem Spiegel-Artikel berichtet DWOR-
SCHAK von einer echten Anwendung des
Benford-Gesetzes (mogliche Antwort auf die
Frage Was niitzt es, das Benford-Gesetz zu
kennen oder gar zu verstehen?): Auch Zah-
len in umfangreichen Steuererkldrungen gehor-
chen normalerweise dem logarithmischen Ge-
setz, auBer es handelt sich um ausgedachte,
von Menschenhand manipulierte Zahlenkolon-
nen. Ein amerikanischer Mathematiker (Mark
Negrini) entwickelte eine Software, die Abwei-
chungen von Benfords Gesetz in groBen Da-
tensatzen aufspiirt, wodurch bei Steuersiindern
der Verdacht auf Manipulation erhoben werden
kann und bei positivem Test genauere Unter-
suchungen sich anschlieBen konnen. Die Steu-
erbehérden mehrerer amerikanischer Bundes-
staaten verwenden diese Software wirklich, aber
auch etliche GroBunternehmen haben ihre inter-
ne Buchhaltung damit ausgeriistet. Tatsachlich
seien damit schon einige krumme Transaktio-
nen in Amerika und Deutschland aufgedeckt
worden!

e R R R S R R
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P UG, O@I UG, O@] [ Uk +0®)/2] P = log(p+1) — logp
Briiche 3 Dezimalen 3 Dezimalen 3 Dezimalen ]

1 EX ] [0.111,0.555] | 0.333 (0.271) 0.301

2| &, 2] | [0.056,0.370] | 0213 (0.173) 0.176

3| [%, %] | 10037, 0278 | 0157 (0.128) 0.125

4 %, 2l |[0.028,0222) ] 0125 (0.102) 0.097

51 %, %] | [0.022,0185 | 0.104 (0.085) 0.079

6 [&, 2] 1 [0.019,0.159] | 0.089 (0.072) 0.067

T &, %) | [0.016,0.139] | 0.077 (0.063) 0.058

8 [715 ; g] [0.014 , 0.123] | 0.069 (0.056) 0.051

9 [81—1, g] [0.012, 0.111] | 0.062  (0.050) 0.046

Auch fiir GroBen, die sich im Lauf der Zeit
nicht wesentlich andern, kann man intuitive
Uberlegungen anstellen: , Es gibt einfach mehr
Pfitzen als Tiimpel, mehr Tiimpel als Ozea-
ne. Folglich gibt es wahrscheinlich auch mehr
Gewasser zwischen 10 und 20 Hektar als zwi-
schen 20 und 30, mehr zwischen 100 und 200
als zwischen 200 und 300 - und so fort. Damit
ist Benfords Gesetz vollends auf dem Weg zur
Weltenformel. Denn es gibt auch mehr Kiesel-
steine als Felsbrocken und iiberhaupt mehr klei-
ne Dinge als groBe. Warum sich dies so verhiilt,
ist wieder eine andere Frage.” (DWORSCHAK
1998, S.229)

3 Geometrische Folgen

Am Beispiel bestimmter geometrischer Fol-
gen ist das BENFORD-Gesetz besonders gut
und einfach zu veranschaulichen, obwohl dies
natiirlich noch nichts zur Klirung beitragt,
warum auch die anderen Zahlen (Konstanten)
das logarithmische Gesetz befolgen sollten —
vgl. Raivr (1969b, S.110f).

Stellen wir uns eine geometrische Folge vor
(Aq")nen, = (A, Agq, A%, Ag®, ..) mit
A,q > 0 und eine logarithmische Skala, auf
der wir die einzelnen Folgenglieder einzeichnen
wollen. Der Abstand von 1 nach 2 ist dabei
natiirlich ein groBerer als von 2 nach 3; der
kleinste Abstand befindet sich zwischen 9 und

Tab. 5: Uberblick iiber die Werte von U (p) bzw. O(p)

10 (bzw. 1) — wie z. B. bei einem Rechen-
stab. Auf dieser Skala denken wir uns irgend-
wo einen Startpunkt A, wobei wir beim Ein-
zeichnen der weiteren Folgenglieder Jeweils um
log q nach rechts zu gehen haben (wenn ¢ > 1,
sonst nach links), denn es gilt ja log(A " T
log(A ¢") + logg. Jede Multiplikation mit q
»bewegt" den vorigen Punkt um ein konstan-
tes Stiick nach rechts (bzw. links), namlich um
log g. Kommt man hierbei an das Ende der Ska-
la, d. h. iiber 10 bzw. unter 1, so kann man —
eine 10er-Potenz hoher (niedriger) — die Skala
rechts (links) verlassen und links (rechts) wie-
der ,betreten”. Um dieses Verlassen der Skala
(,,Zuriickspringen“) zu vermeiden, denken wir
uns diese zu einem Kreis gebogen und die bei-
den Enden zusammengeschweiBt (,,kreisformi-
ger Rechenstab“ — zur Veranschaulichung siehe

Fig. 3).

Anhand der Fig. 3 ist es nicht schwierig, sich
zu iliberzeugen, daB viele geometrische Folgen
das Gesetz von BENFORD befolgen, wenn ihre
Glieder bis zu einem hinreichend groBen n be-
trachtet werden. Der Umfang des Kreises be-
tragt log 10 = 1 und der Abschnitt z. B. zwi-
schen 1 und 2 (dort liegen alle Werte, die mit
1 beginnen) hat Lange log2 — log1 = log 2.
Damit dies wirklich die Wahrscheinlichkeit dar-
stellt, daB ein zufillig gewahltes Folgenglied
mit Ziffer 1 beginnt, muB vorausgesetzt wer-
den, daB die Folgenglieder gleich dicht in den
einzelnen Abschnitten zu liegen kommen, daB
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Fig. 3: Kreisférmige logarithmische Skala

kein Abschnitt von den Folgengliedern , bevor-
zugt” bzw. _vernachlassigt” wird — eine Art
»geometrische Wahrscheinlichkeit”, d. h. Lange
des giinstigen Intervalls durch die Lange des
moglichen Intervalls (des Kreises mit Umfang

1). Istz. B. ¢ = 107, so werden iiberhaupt nur
3 verschiedene Punkte am Kreis durch die Fol-
ge erreicht, hier kann also von einer gleichen
Dichte in den Abschnitten wohl nicht die Rede
sein und diese Folge wird auch das BENFORD-
Gesetz nicht befolgen. Ist hingegen ¢ = 10°
mit || < 1, so daB bei jeder Multiplikation
mit ¢ nur um ein winziges Stiick (&) weiter-
geriickt werden muB, so kann man sich gut vor-
stellen, daB (bei einer ganzen Umrundung) die
Folgenglieder (Punkte) in jedem ,»Abschnitt“
gleich dicht liegen und daher die Wahrschein-
lichkeiten fiir die jeweilige Anfangsziffer p eines
zufallig gewahlten Folgengliedes der jeweiligen
Bogenlange entspricht (log(p+1) — logp, also
das BENFORD-Gesetz). Wenn man nicht nur
ein Mal und auch nicht nur einige Male den
Kreis umrundet, sondern viele Tausend oder so-
gar Millionen Mal, so wird es auch keine Rolle
spielen, wenn die Folge nicht nach einer ganzen
Umrundung abgebrochen wird (bei 11 oder 23
Umrundungen ware die Dichte in den zwei ver-
schiedenen Kreishalften ja wohl nicht gleich!).

Genauer: o Bei allen rationalen Potenzen von 10
als ¢ (also ¢ = 10% mita € Z,b € N) wird der

Ausgangspunkt A wieder erreicht (nach b Schrit-
ten bzw. a Umrundungen) und es entsteht immer
wieder das gleiche , Muster". In diesem Fall niitzt
es daher auch nichts, nach der Riickkehr zum Aus-
gangspunkt, weitere Folgenglieder in den ., Topf",
aus dem eine Zahl zuféllig gewahlt wird, aufzuneh-

men — die Ann3herung an das logarithmische Gesetz
kann dadurch nicht besser werden!

o Bei irrationalen Potenzen von 10 muB jeweils um
ein irrationales Stiick weitergeriickt werden, es kann
daher kein Punkt zweimal , getroffen” werden, neue
Punkte fallen immer zwischen zwei schon vorhan-
dene! Weiters gilt in diesem Fall — dies ist intuitiv
zwar einleuchtend, bedarf aber streng genommen ei-
nes relativ schwierigen Beweises — , daB die Dichte
bei uneingeschrankter Fortfiihrung der ,Produkti-
on" von Folgengliedern in jedem dger fraglichen Ab-
schnitte gleich groB wird, so daB die Annaherung an
das loganthmische Gesetz immer besser wird.

Die unendlichen geometrischen Folgen erfiillen
in den , meisten” Fallen das Gesetz von BEN-
FORD, namlich bei irrationalen Potenzen von
10 als Faktor — es gibt bekanntlich nur abzahl-
bar viele rationale Zahlen im Gegensatz zu
den iiberabzihlbar vielen lrrationalzahlen (das
LEBESGUE-MaB von Q ist Null!); bei z. B. hin-
reichend kleinen rationalen Werten |%| wird das
Gesetz ebenfalls in guter Naherung erfiillt!

Wenn also eine Zahl zufillig aus einer unendli-
chen geometrischen Folge gewahlt wird, ist das
Zustandekommen der ungleichen Verteilung der
ersten Ziffer (in den meisten Fallen) durch obi-
ge Gedanken erklart, aber warum soll es auch
dann gelten, wenn man irgendeine reelle positi-
ve Konstante wahlt?

STEWART (1994, S.20) schreibt dazu: ., Wir
Menschen zahlen in arithmetischer Folge 1,
2, 3, ...und wundern uns, ungleiche Wahr-
scheinlichkeiten fiir die Anfangsziffern zu fin-
den. Aber das 1aBt sich dadurch erklaren, daB
die Natur mit gleichen Wahrscheinlichkeiten
unter den Termen einer geometrischen Folge
wiahlt z, 22, z3,...“. Aber warum soll die Na-
tur gleichsam geometrisch statt arithmetisch
zahlen?

Auch BENFORD selbst gab keine tiefen mathe-
matischen Erklarungen dazu ab, sondern be-
trachtete es als eine Art Naturgesetz, das er
und andere empirisch belegt hatten.

4 Mathematische Erklarun-
gen

4.1 Das Modell von PINKHAM

Einer der Mathematiker, die sich mit diesem
Thema beschaftigt haben, war Roger S. PINK-
HAM. Er betrachtete R* als das potentielle
Universum aller méglichen physikalischen Kon-
stanten — auf das Problem, daB einige physika-







