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Wir haben gesehen: Ist I' C SLo(C) eine endliche Untergruppe, so ist der Bahnenraum
X = C2%/T eine (Hyper-)Fliche im C3, die von einer einzigen polynomialen Gleichung
in drei Variablen beschrieben wird. Diese Varietéit hat eine isolierte Singularitdt im
Ursprung, die man mit lauter point blowups auflésen kann. Aufgrund der speziellen
Eigenschaften dieser Auflésung kann man den Divisor durch einen Graphen, den sog.
Auflésungsgraphen veranschaulichen, und dieser ist ein Dynkin-Diagramm mit lauter
einfachen Kanten. (Solche Diagramme nennt man in der englischsprachigen Literatur
simply-laced, wir werden sie aber homogen nennen, vgl. [S, S. 70].) Dank der Klassi-
fikation der endlichen Coxetergraphen bzw. -gruppen wissen wir nun: Ein homogenes
zusammenhéingendes Dynkin-Diagramm gehort entweder zu einer der beiden (disjunk-
ten) unendlichen Familien A4,, (mit n > 1) bzw. D,, (mit n > 4) oder ist eines der drei
“exzeptionellen” Diagramme Fg, F7, Eg. Demnach liegt die Frage auf der Hand:
1. Gibt es zu jedem homogenen Dynkin-Diagramm A,,, D,, oder F,, eine Singularitit
C2/T, deren Auflésungsgraph genau das gegebene Diagramm ist?
Es stellt sich heraus, dass die Antwort “ja” ist, d.h., wir bekommen zwei dquivalente Be-
schreibungen fiir ein und dieselbe Klasse von Singularititen, die wir AD E-Singularitdten
nennen werden. Dabei handelt es sich um spezielle isolierte Singularitdten von zwei-
dimensionalen komplex-analytischen Varietdten (s. unten), es liegen also gleich zwei
mogliche Verallgemeinerungen nahe:
2. Gibt es ein Analogon von AD E-Singularitdten in hoheren Dimensionen? Gibt es
fiir diese dann auch eine AD E-Klassifikation?
3. Gibt es ein algebraisch definiertes Analogon von ADE-Singularititen, das iiber
Grundkorpern # C Sinn ergibt?
Weitere Fragen driangen sich auf, wenn man die Rolle von Dynkin-Diagrammen in der

Lie-Theorie bedenkt, zum Beispiel:



4. Kann man eine AD E-Singularitit direkt aus der komplexen Lie-Gruppe desselben
Typs konstruieren?
Aber Dynkin-Diagramme tauchen auch in der Theorie der algebraischen Gruppen auf,
genauer stehen die einfachen, einfach zusammenhéngenden algebraischen Gruppen iiber
einem algebraisch abgeschlossenenlﬂ Korper k wieder in Bijektion zu den zusammenhén-
genden Dynkin-Diagrammen. Wenn die Antwort auf Frage 3 positiv sein sollte, kénnte
man sich also genauso gut fragen:
4’. Kann man eine AD E-Singularitét iiber k direkt aus der algebraischen Gruppe iiber
k desselben Typs konstruieren?
Schlieflich kénnten wir anhand der Klassifikation aller Dynkin-Diagramme folgende
Frage stellen:
5. Was ist denn eigentlich mit den inhomogenen Dynkin-Diagrammen (also jenen vom
Typ By, Cy, Fy oder G2)?
Im Rest dieser Arbeit prisentieren wir die (partiellen) Antworten auf diese Fragen, die

wir in der Literatur gefunden haben.

Ad Frage 1:

Gibt es zu jedem homogenen Dynkin-Diagramm A, D, oder E, eine Singularitit C?/T,

deren Auflosungsgraph genau das gegebene Diagramm, ist?

Wie in der Einfithrung angekiindigt ist die Antwort “ja”: Es gibt eine natiirliche Bijek-
tion, die sog. McKay-Korrespondenz, zwischen den endlichen Untergruppen der SLy(C)
(bis auf Konjugation) und den zusammenh#ngenden homogenen Dynkin-Diagrammen.
Urspriinglich wurde die Korrespondenz rein algebraisch formuliert, aber es gibt auch
eine geometrische Version.

Um die algebraische McKay-Korrespondenz zu erldutern, betrachte zunéchst einmal
folgende allgemeine Konstruktion fiir eine (endlich-dimensionale komplexe) Darstellung
V einer endlichen Gruppe G. Bis auf Isomorphie hat G nur endlich viele irreduziblen
(endlich-dimensionalen komplexen) Darstellungen, die wir mit Vy, Vi, ..., V,, bezeichnen
(hier ist Vj die triviale Darstellung). Fiir jedes ¢ kénnen wir nun V' ® V; betrachten; laut

dem Satz von Maschke zerfillt diese Darstellung in eine direkte Summe von den V;’s mit

'Dieses Resultat ist [P-R], Theorem 2.7]; dort wird zusiitzlich angenommen, dass k unendlichen Tran-
szendenzgrad tiber seinem Primkorper hat.



gewissen Vielfachheiten a;;. Der McKay-Graph von V ist der gerichtete Graphﬂ der wie
folgt definiert ist:
e Die Ecken vg,v1,...,v, stehen in Bijektion zu den Darstellungen Vg, V1,..., V.
e Ls gibt genau dann einen Pfeil von v; nach v;, wenn a;; > 0. In diesem Fall wird
der Pfeil mit dem Gewicht a;; versehen.

Nun stellt sich heraus: Ist G = T" eine endliche Untergruppe der SLy(C), und V' die
“kanonische” Darstellung von I' (d.h., die Matrix v € I' € GLo(C) operiert auf v € C?
durch Multiplikation «v), so ist die Matrix (a;;) symmetrisch, und a;; < 1 fiir ¢ # j,
also konnen wir die gerichteten Pfeile (bzw. die Paare von gerichtetenen Pfeilen) durch
einfache Kanten ersetzen und einen ungerichteten Graphen erhalten. McKay konnte
zeigen, dass dieser Graph ein affines Dynkin-Diagramm von Typ A, D oder F ist, d.h.,
wenn man einen bestimmten Knoterﬁ (und die zu ihm inzidenten Kanten) streicht, so
bekommt man ein homogenes Dynkin-Diagramm A,,, D, oder E,. Ist umgekehrt ein

homogenes Dynkin-Diagramm gegeben mit Inzidenzmatrix (a;;), und setzt marﬁ
cij = 20;5 — aij,

wobei d;; natiirlich das Kronecker-Delta bezeichnet, so ist das entsprechende I' isomorph

zur Gruppe mit n Erzeugern g¢1,..., g, und den n Relationen
gt gt =1, i=1,...,n,

s. [S, Appendix III].

Das Dynkin-Diagramm, das der Gruppe I' unter der McKay-Korrespondenz ent-
spricht, ist genau der Auflésungsgraph der Singularitit C?/T. Deshalb ist es zu er-
warten, dass es eine (geometrisch sinnvolle) Bijektion gibt zwischen den nichttrivialen
irreduziblen Darstellungen von I" und den irreduziblen Komponenten des exzeptionel-
len Divisors der Auflésung von C2?/T'. Diese Bijektion, genannt geometrische McKay-
Korrespondenz, geht auf Gonzalez-Springer und Verdier zuriick; fiir eine kurze Erldute-

rung wird in [Stl Appendix A] auf [H| S. 31f.] verwiesen.

Bemerkung 1. Wir werden unten sehen, dass es mehrere Charakterisierungen von

2Man nennt einen gerichteten Graphen gelegentlich auch einen Kdcher, engl. quiver.

3Wenn man die Darstellungen geeignet nummeriert, kann man erreichen, dass dieser Knoten genau
vo ist, also der Knoten, welcher der trivialen Darstellung entspricht.

“Die Matrix (c;;) ist genau die Cartan-Matriz des Dynkin-Diagramms (man kann jedem Wurzelsystem
eine Cartan-Matrix zuordnen; sie ist i.A. nicht symmetrisch).



ADE-Singularitéiten gibt. Liegt eine AD FE-Singularitét vor, so konnte man u.U. die
entsprechende endliche Gruppe I' C SLg(C) direkt ermitteln wollen, d.h. ohne den
Auflésungsgraphen zu kennen bzw. kennen zu miissen. Das ist auch mdoglich, und zwar
iiber die sog. lokale Fundamentalgruppe.

Sei (X,0) eine isolierte Singularitit (vgl. den néchsten Abschnitt fir die Terminolo-
gie und Notation). Die lokale Fundamentalgruppe von (X,0) ist “im Wesentlichen” die
Fundamentalgruppe m1(X*) des topologischen Raums X* = X \ {0}, vgl. [Du, S. 140]
fiir Details.

Es gilt nun: Ist (X,0) ~ (C?/T',0) eine ADE-Singularitit, so ist 7(X*) = I'. Denn
allgemeiner gilt (vgl. [Di, Thm. 2.3.15], [Dul, §5]; beide weisen auf [P] zuriick): Sei (X, 0)
eine quotient singularity (von beliebiger Dimension), d.h., es gebe einen analytischen
Isomorphismus zwischen dem Keim (X,0) und dem Keim (C™/I",0) fiir ein geeignetes
m € N und eine geeignete endliche Untergruppe I'' C GL,,(C). Man kann erreichen,
dass TV keine Spiegelungen enthiilt; in diesem Fall ist I bis auf Konjugation in GL,,(C)
eindeutig bestimmt und es gilt: 71 (X \ X®"8) 2 I, Speziell fiir unsere AD E-Singularitit
ist natiirlich m = 2 und wir sehen, dass I' selbst keine Spiegelung enthilt (weil I' C
SL2(C) und Spiegelungen haben Determinante —1), also sind IV und T" konjugiert in
GLo(C) und 7 (X*) = m (X \ {0}) = m (X \ X5"8) = T

Ad Frage 2:

Gibt es ein Analogon von ADE-Singularititen in hdéheren Dimensionen? Gibt es fiir
diese dann auch eine ADE-Klassifikation?

Eine mogliche Verallgemeinerung von AD E-Singularitéiten auf hohere Dimensionen (im
komplex-analytischen Rahmen) sind sog. einfache Singularititen. Fiir diese gibt es eine
AD E-Klassifikation.
Zunichst einmal eine grundlegende Definition. Unter einer isolierten Singularitit (X, 0)
verstehen wir im komplex-analytischen Rahmen Folgendes:
e X C CN*l st die Nullstellenmenge f~!(0) einer Funktion f : U — C, wobei
U C C"*! eine Umgebung des Nullpunkts ist und f(0) = 0.
e Es existiert eine kleine Umgebung U’ C U von 0, sodass kein Punkt von U’ \ {0}

ein kritischer Punkt von f ist. (Unter einem kritischen Punkt von f verstehen wir,

wie in der Analysis, einen Punkt p mit 371(17) =...= aZBNfH (p) =0.)

(Die Notation (X, 0) weist darauf hin, dass wir eigentlich mit Keimen arbeiten wollen.)



Bemerkung 2. In der Definition einer isolierten Singularitiat (X, 0) wird keine Aussage
iiber den Punkt 0 selbst getroffen. Er kénnte zwar ein kritischer Punkt sein von f, aber

er konnte durchaus regulér sein!

Die Definition der einfachen Singularitdten (fiir beliebiges N > 1) basiert nun auf
den Begriffen des (universal) unfolding und der right equivalence, siehe [El §3.7] resp.
[E, §3.9]. Unfoldings sind grob gesagt Deformationen (man fiigt Parameter ¢i,...,¢,
hinzu, mit der Eigenschaft, dass man fiir ¢; = --- = ¢, = 0 die urspriingliche Funktion
zuriickbekommt), und die einfachen Singularititen sind genau diejenigen, die (bis auf
right equivalence) nur auf endlich viele verschiedene Weisen deformiert werden kénnen,
vgl. [E, S. 158].

Mithilfe einer etwas miithsamen Fallunterscheidung ([E, Prop. 3.25, S. 165 bzw. Theo-
rem 3.2, S. 170]) kann man einfache Singularitdten fiir beliebiges N > 1 klassifizieren:
Man hat wieder zwei unendliche Familien und drei exzeptionelle Sonderfélle, und ver-
wendet hierfiir wieder die Bezeichnungen A,,, D,, sowie Eg, E7, Eg. Der Spezialfall N = 2
ist genau der, den wir in der Einleitung behandelt haben, wie man sofort erkennt, wenn

man die definierenden Gleichungen in [E, ebenda] und [Dul Table 1] vergleicht.

Bemerkung 3. Man kann allgemeinen isolierten Singularitéiten ein sog. Coxeter-Dynkin-
Diagramm zuordnen; es handelt sich dabei einfach um die Veranschaulichung des sog.
Milnorgitters, dessen Definition wir jetzt kurz skizzieren.

Sei (X, 0) eine isolierte Singularitit wie oben, X = f~1(0) fiir eine holomorphe Funk-
tion (bzw. ihren Keim) f : (CV*1,0) — (C,0). Dann ist die Milnor-Faser X,, der
Singularitéat (s. [ElL §5.4], vgl. das mit F,, bezeichnete Objekt aus [AGV] S. 31]) ho-
motopiediquivalent zu der Einpunktvereinigung (engl. wegde sum) von endlich vielen
N-Sphiren, d.h., die N-te Homologie Hy (X, ) ist eine freie abelsche Gruppe von endli-
chem Rang. Man kann Basen dieses Z-Moduls mehr oder weniger explizit konstruieren:
Jedes sog. distinguished system of vanishing cycles, s. [AGV], S. 35f.] sowie [E|, Prop. 5.5,
S. 242], ist eine Basis von Hy (X, ).

Man hat auf dem Modul Hy (X ,) eine Z-Bilinearform, die sog. intersection form, man
siehe z.B. [El §4.6]. Die Homologiegruppe zusammen mit der intersection form heifit das
Milnorgitter (engl. Milnor lattice) der Singularitét.

Ein Gitter (also eine freie abelsche Gruppe L zusammen mit einer Bilinearform (, )
mit Werten in Z) kann man natiirlich veranschaulichen, indem man eine fixe Basis wahlt
und sich wie folgt einen Graphen definiert: Die Ecken v; stehen in Bijektion zu den Ba-

siselementen A;, und die Kante zwischen zwei Ecken v;, v; ist mit der ganzen Zahl



(A, Aj) gewichtet (falls das Gewicht negativ resp. 0 ist, wird die Kante strichliert resp.
weggelassen). Der so entstandene Graph ist das Coxeter-Dynkin-Diagramm der Singula-
ritéit P

Bei unseren einfachen Singularitdten mit N = 2 ist die Milnor-Faser diffeomorph zur
minimalen Auflosung ist, s. [R]. Folglich ist das Milnorgitter isomorph zum Wurzelgitter
(engl. root lattice) vom Typ Ay, D, oder E,, je nachdem, welche Singularitit vorliegt,
und das Coxeter-Dynkin-Diagramm ist (bei Wahl einer geeigneten Basis) nichts anderes

als der Auflésungsgraph, also das Dynkin-Diagramm desselben Typs.

Bemerkung 4. Die vorige Bemerkung besagt unter anderem: Ist (X,0) eine ADE-
Singularitéat, so erfiillen distinguished systems of vanishing cycles der Homologiegruppe
Hy(X,,) die bekannten Axiome fiir Wurzelsysteme. Geht man von einer anderen Sin-
gularitét aus, so erfiillen solche distinguished systems schwichere Bedingungen, die z.B.

in [Sa] axiomatisiert werden.

Ad Frage 3:

Gibt es ein algebraisches Analogon von ADFE-Singularititen, das tber Grundkdrpern
# C Sinn ergibt?

Um diese Frage zu beantworten, konnen wir uns auf die Vielfalt an bekannten Charak-

terisierungen von ADE-Singularitéten stiitzen, siche etwa [Dul:

Theorem 1. Sei X eine normale zwei-dimensionale analytische Varietdt mit einer iso-
lierten Singularitit im Nullpunkt 0. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Die Singularitit ist rational, d.h., fir jede Auflésung m : X — X der analytischen
Varietit X verschwinden die higher direct images RIm,.Og =0 fir ¢ > 1.
(ii) Die minimale Aufliésung von X ist sehr gut (vgl. [Du)] fir die Definition) und der
exzeptionelle Divisor besteht aus Kurven von Geschlecht 0 und Selbstschnitt —2.
(iii) Der Auflosungsgraph der minimalen Auflésung ist eines der homogenen Dynkin-
Diagramme.
(iv) (X,0) ~ (C?/T,0) fiir eine endliche Untergruppe I' C SLy(C).

®Je nach Wert von N werden ggf. andere Konventionen gewihlt, was das Strichlieren von Kanten
angeht, s. z.B. [E, §5.5]. Diese passen mit den obigen Konventionen zusammen, sofern N =2 (mod 4);
durch “Stabilisieren” kann man Letzteres bei jeder gegebenen isolierten Singularitét erreichen, vgl. [AGV],
§2.8].



(Die obigen Aussagen (i), (ii) bzw. (iv) entsprechen den Charakterisierungen A2, A3
bzw. A5’ aus [Du].)

Weil Beschreibungen (i)-(iii) im Grunde auf dem Begriff der “Auflésung” basieren, den
es offensichtlich auch im algebraischen Rahmen gibt, kann man sie mehr oder weniger
wortwortlich auf die algebraische Ebene iibertragen und iiberpriifen, ob die Aquivalenz
weiterhin stimmt. Tatséchlich gilt (s. [S, §6.1]):

Theorem 2. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kirper, X das Spektrum einer zwei-
dimensionalen normalen lokalen k-Algebra, und x € X ein abgeschlossener Punkt. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) (X, x) ist eine rationale Singularitit mit Einbettungsdimension 3 bei x.
(ii) (X,x) ist rational mit Vielfachheit 2 bei x.
(iii) (X,x) hat Vielfachheit 2 bei x und kann durch sukzessive Punkt-Blowups aufgelist
werden.
(iv) Der Auflésungsgraph der Singularitit (X, x) ist ein homogenes Dynkin-Diagramm.
Weiters: Ist die Charakteristik von k “gut” (vgl. [S, S. 38]) fir das in (iv) erwdhnte
Dynkin-Diagramm, so ist (X,xz) nach Henselisierung isomorph zum Quotienten Ai/F

fiir eine gewisse endliche Untergruppe I' C SLa(k).

Genauer: Ist (X, x) vom Typ A,, D,, Fs, E7, resp. Es, so ist I' isomorph zur zykli-
schen Gruppe der Ordnung n + 1, zur binary dihedral group der Ordnung 4(n — 2), zur
binary tetrahedral group, zur binary octahedral group resp. zur binary icosahedral group.

In Charakteristik 0 sind das bis auf Konjugation die einzigen endlichen Untergruppen
der SLy(k).

Ad Fragen 4 und 4’:

Kann man eine ADE-Singularitit direkt aus der komplezen Lie-Gruppe (bzw., algebrai-

schen Gruppe) desselben Typs konstruieren?

Ja, das geht! Eine genauere Aussage (vgl. Thm. 3 unten) in diese Richtung vermutete
schon Grothendieck; Egbert Brieskorn [B] bewies sie fiir komplexe Lie-Gruppen, Hélene
Esnault [Es] fir komplexe algebraische Gruppen und Peter Slodowy [S] fiir algebraische
Gruppen iiber allgemeinerem Grundkorper k.

Sei G eine einfache, einfach zusammenhéngende algebraische Gruppe iiber einem al-

gebraisch abgeschlossenen Korper k. Die unipotenten Elemente von G bilden eine Unter-



varietdt V C G, die unipotente Varietit. Weiters nennt man ein Element g € G reguldr,
falls g ein glatter Punkt des adjoint quotient G — T /W ist, wobei T ein maximaler
Torus in G ist und W = N(T')/T die entsprechende Weyl-Gruppe bezeichnet.

Man kann zeigen: Reguldre Elemente sind genau jene, fiir die die k-Dimension des
Zentralisators Zg(g) gleich dem Rang r der Gruppe G ist. (Der Rang von G ist die
gemeinsame Dimension der maximalen Tori in G.) Auflerdem folgt aus dim Z¢g(g) > r
bereits dim Zg(g) > r + 2. Ein Element g € G mit dim Zg(g) = 7 + 2 nennen wir
subreguldr (engl. subregular, fr. sous-régulier).

In einem gewissen Sinne sind subreguldre Elemente die, die zwar singulér sind, aber
“am wenigsten schlimm” sind. Es klingt also vielleicht plausibel, dass sie mit den AD E-
Singularitdten zusammenhéingen, denn diese sind genau die “am wenigsten schlimme”
Singularitdten. Das kann prézise erldutert werden, wenn man den Begriff der transver-
salen Scheibe zur Verfiigung hat, s. [Es, S. 32|, [S, §5.1]. Das Resultat (vgl. [Es, S. 33]
und [S, S. 92]) lautet nun wie folgt:

Theorem 3. Seien k, G, V wie oben, g € V' (d.h., g unipotent), und sei die Charakte-
ristik von k “gut fir die Gruppe G”. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) g ist subregulir;
(ii) Das Paar (X,z) = (SNV,g), wobei S eine transversale Scheibe zur Bahn von g
i G ist, erfillt die Bedingungen von Thm. 2 oben.
Ist G vom Typ Ay, Dy, oder E,, so ist die Singularitiat (S NV,g) von demselben Typ.

Bemerkung 5. Es gibt den Begriff einer Dynkin-Kurve. Tits and Steinberg konnten
zeigen, dass ein unipotentes Element einer komplexen Lie-Gruppe G genau dann singulér
ist, wenn seine Faser unter der simultanen Auflésung der Abbildung G — T /W (s. oben)
eine Dynkin-Kurve ist, s. [B} S. 280] fiir eine detailliertere Erklarung.

Bemerkung 6. In [B] bewies Brieskorn (wieder im Setting von komplexen Lie-Gruppen)
auch eine weitere Vermutung von Grothendieck, ndmlich dass die Auflésung von G —
T /W (s. vorige Bemerkung) durch die universelle Deformation der in Thm. 3 besproche-
nen Singularitit (S NV, g) faktorisiert, vgl. [Bl S. 282]. In seinem Buch [S] entwickelte
Slodowy auch eine rein algebraische Theorie von Deformationen und bewies ein Analogon

dieser Aussage im Setting von algebraischen Gruppen, s. [S, S. 137].

Ad Frage 5:

Was ist denn eigentlich mit den inhomogenen Dynkin-Diagrammen (also jenen vom Typ



Bn, Cn, F4 oder GQ)?

Die kurze Antwort ist: Diese Diagramme tauchen auch auf, d.h., viele der obigen Bi-
jektionen zwischen AD E-Diagrammen und verschiedensten Klassen von Objekten kann
man sinnvoll erweitern, damit es auch zu den inhomogenen Dynkin-Diagrammen jeweils
ein Gegenstiick gibt.

Erstens stellt sich heraus, dass die inhomogenen Dynkin-Diagramme auch als Auflo-
sungsgraphen auftauchen kénnen, und zwar dann, wenn der Grundkorper nicht algebra-
isch abgeschlossen ist. Dariiber wird in [S, Appendix A] berichtet, die Originalquelle ist
aber anscheinend [LJ].

Zweitens konnte Slodowy die McKay-Korrespondenz auf allgemeine Dynkin-Diagram-
me erweitern. Dabei entsprechen inhomogene Dynkin-Diagramme bestimmten Paaren
von endlichen Untergruppen der SLo. Mithilfe dieser Korrespondenz, die mittlerweile als
Slodowy correspondence bekannt ist, konnte er auch Singularitdten vom Typ B,, Cy, Fy
bzw. G definieren, s. [S, S. 76].

Drittens: Man wird vielleicht bemerkt haben, dass die in Thm. 3 behauptete Aquiva-
lenz nicht voraussetzt, dass G vom Typ A,, D, oder E, ist. Mit anderen Worten: Man
sollte laut Thm. 3 selbst dann eine ADE-Singularitdt (S NV, g) erhalten, wenn die
Gruppe G selbst nicht vom Typ A,,, D, oder E, ist. Die Frage ist nun: Gegeben das
(inhomogene) Dynkin-Diagramm A der Gruppe G, wie bestimmt man das entsprechende
homogene Dynkin-Diagramm A" der Singularitit (S NV, g)?

Die Antwort ist tiberraschend elementar: Man erhélt aus A das entsprechende homo-
gene Diagramm A" einfach, indem man die mehrfache Kante von A jeweils “auseinan-

derzieht”, wie die Tafel auf der folgenden Seite illustriert (vgl. [S, ebendal).
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