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Das zentrale Motiv, hier weiter zu denken, ist die Einfachheit dieser Relation. Lost man
sie nach r auf, also

X2
r = d' (3)

so erkennt man sofort, daB gegeniiber (2) einfach r und d vertauscht sind! Gibt man der
Gleichung die Form

rd = x2 .(4)

so kann man auch von einer Symmetrie in r und d sprechen. Die Losung des Problems ist
nun offensichtlich. Da man x und d kennt (und jederzeit in den Zirkel nehmen kann), wird
eine zu Figur 3 inverse Konstruktion durchgefiihrt: In einem Kreis k' vom Radius d wird
wieder eine "Linse" rnit Hilfe zweier Hilfskreise vom Radius x gekennzeichnet (Fig. 4).

Der "Durchmesser" m der entstandenen Linse ist aufgrund der Symmetrie in Gleichung
(4) gerade der gesuchte Radius r. Darnit kann auch der Mittelpunkt des urspriinglichen
Kreises konstruiert werden.

Fig.4 r = CD

Die Konstruktion entbehrt nicht einer gewissen Schonheit, kann aber sicher nicht durch
rein zeichnerisches Probieren gefunden werden. Sie eignet sich wohl nicht als "normales"
Beispiel im Mathematikunterricht an Allgemeinbildenden Hoheren Schulen, kann aber -

sofern die Schiiler hinreichend motiviert sind -unter einer geschickten und zuriickhalten-
den Anleitung des Lehrers in den Unterricht eingeflochten werden. Durch die erfolgreiche
Losung und eine nachtriig1iche Diskussion des Weges konnen einige wichtige Elemente
dessen, was man "mathematisches Denken" nennen konnte, verdeutlicht werden:
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1. Es ist notwendig, moglichst einfach und klar zu denken. Der Versuch, besonders kom-
plizierte "Figuren" zu zeichnen, anstatt die einfachsten Figuren auf ihre quantitativen
Verhaltnisse zu untersuchen, verstellt eher den Blick auf die Losung.

2. Das "schopferische" Element stellt die Entscheidung dar, eine "Linse" wie in Figur 2 zu
zeichnen und deren Durchmesser zu berechnen. Die Bereitschaft, vom Zeichnen auf die
Berechnung einer Lange -unter der Voraussetzung, der unbekannte Radius r sei bekannt
-umzuschwenken, wird wahrscheinlich die groBte Hiirde sein. Hier muB der Lehrer, ohne
einfach den Losungsweg vorzutragen, mit sparsamen Hinweisen die Phantasie der Schiiler

anregen.

3. Die Berechnung der Lange d wird am einfachsten durch eine geschickte Bezeichnung
der beteiligten GroBen und das Erkennen zweier zueinander ahnlicher Dreiecke erreicht.
Das ist der besondere Bonus des vorliegenden Problems. Das Argument von Figur 3 kann
durchaus von Schiilern selbst gefunden oder aber sofort nachvol1zogen werden.

Fig.5

Hier ist eine ergiinzende Bemerkung angebracht. Hiitte man statt der Konstruktion von Fig. 2 die
noch einfachere Figur in Figur 5 gewiih1t und die Liinge y = AB berechnet, so hiitte sich die weit
weniger attraktive Formel

y=~v.-;;-=X'.r

bzw .nach r aufgelost,

x2
r-

-~.

ergeben. Dies ist, im Unterschied zum hier skizzierten Losungsweg, nur mit erheblich groBerer An-
strengung in eine Konstruktion umzumiinzen. Es ist Sache des Lehrers, wieweit er die Schiiler in die
Irre gehen bzw .kompliziertere Losungswege finden liiBt.
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4. Dasschonste "Aha-Erlebnis.. stelltsich wohlein, wenndie Symmetrievon Formel(4) in

r und d erkannt wird. Es liegt auf der Hand, wie wichtig der Spiirsinn fiir das Ausniitzen

derartiger Symmetrien im mathematischen DenkprozeB ist.

Durch eine kleine Perfektionierung kann die gesamte Konstruktion (Fig. 2 und 4) in einer

Zeichnung untergebracht werden. Diese kompaktere Form sowie der theoretische Hinter-

grund der Symmetrie der Gleichung (4) -eine "Inversion am Kreis.. -und eine Reihe

weiterer Konstruktionen rnit dem Zirkel findet sich in den unten angegebenen Biichem.

Ich danke allen Kolleginnen und Kollegen, ntit denen ich iiber das hier behandelte Problem diskutie-
ren konnte.

Anschrift des Verfassers. Dr. Franz Embacher, Institut fiir Theoretische Physik, Universitat Wien,
Boltzmanngasse 5, A-I090 Wien
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