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1 Elektrodynamik

Die Physik kennt vier fundamentale Wechselwirkungen, von denen eine die elektromagne-
tische ist. Genau genommen ist sie — von einem modernen theoretischen Standpunkt aus
betrachtet — bereits mit einer anderen, der schwachen, zur ,elektroschwachen” Wechselwir-
kung vereinheitlicht. Daneben gibt es noch die starke Wechselwirkung (die Kernkrafte) und
die Gravitation (die Schwerkraft). Nur zwei dieser vier Wechselwirkungen lassen sich auf der
Basis der klassischen Physik verstehen: die elektromagnetische und die Gravitation. Fiir letz-
tere ist die Allgemeine Relativitdtstheorie zustdndig, und fiir die Formulierung einer Theorie
der schwachen und der starken Wechselwirkung ist es nétig, Quantenfeldtheorie zu betrei-
ben — beides geht iiber den Rahmen dieser Lehrbuchreihe hinaus. Das mag als praktischer
Grund dafiir erscheinen, der Elektrodynamik eine prominenten Platz einzurdumen und ihr
einen halben Band zu widmen. Doch es gibt auch zwei andere Griinde dafiir.

Der eine besteht in der logischen Struktur der Elektrodynamik, die ein ideales Beispiel fiir die
Art von Theorie darstellt, wie sie die moderne Physik anstrebt: Aus wenigen Grundgleichun-
gen (die im ersten Abschnitt vorgestellt werden) kann eine groBe Fiille von Erscheinungen
abgeleitet werden. Der andere Grund liegt genau in dieser Fiille. Die vier Wechselwirkungen
spielen einander zwar in vielen Prozessen in die Hande, aber versuchen wir einmal in Ge-
danken, grob zu trennen, was wir ihnen verdanken (oder, genauer, was durch die jeweiligen
Theorien beschrieben wird):

e Der Gravitation verdanken wir, dass sich die Materie zu Sternen und Planeten zusam-
menklumpen kann. Ohne sie gibe es die Erde nicht. Wir verdanken ihr auch, dass sich
die Erde in einer ,habitablen Zone” um die Sonne bewegt. In massereichen Sternen
sorgt sie — in deren letzten Lebenszyklen — fiir Driicke, die die Fusion schwerer Atom-
kerne bis zum Eisen und Nickel ermdglichen, und den durch sie ausgeldsten Supernova-
Explosionen verdanken wir die noch schwereren Atomkerne. Ohne sie gibe es Elemente
jenseits von Wasserstoff und Helium lediglich in homdopathischen Dosen.

e Der starken Wechselwirkung verdanken wir die Existenz von Atomkernen. Ohne sie
gabe es nicht einmal Protonen und Neutronen (die wir heute als Bindungszustande von
Quarks verstehen), und da es keine Kernfusion gdbe, wiren die Sterne ihrer wichtigsten
Energiequelle beraubt.

e Die schwache Wechselwirkung unterstiitzt die starke Wechselwirkung in mancher Hin-
sicht, indem sie da und dort ein Neutrino entschliipfen ldsst und dadurch Prozesse
ermoglicht, die ansonsten (aus Griinden der Energie- und Impulsbilanz) nicht stattfin-
den kénnten. Ohne diese Assistenz kdme die Haupttatigkeit der Sonne — die Fusion von
Heliumkernen — gleich zu Beginn zum Stillstand.
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e Der elektromagnetischen Wechselwirkung verdanken wir die Existenz von Atomen und
Molekiilen und damit die Vielfalt der chemischen Elemente und Verbindungen, den
flissigen und festen Aggregatzustand und zahllose Materialeigenschaften der uns um-
gebenden Materie. Ohne sie gdbe es nicht einmal Dinge, die man als ,Gegenstinde"
bezeichnen kdnnte, ganz zu schweigen von technischen Anwendungen, die sich elektro-
magnetische Phdnomene gezielt zunutze machen. lhr verdanken wir auch das Licht, das
als ein von der Materie abgeschiitteltes elektromagnetisches Feld (oder, quantentheo-
retisch, als von der Materie emittierte Photonen) verstanden werden kann. Ohne sie
wiirde uns die Sonne nicht wiarmen, denn sie kdnnte kein Licht aussenden, und selbst
wenn es Photonen gibe, kdnnte keine Materie sie einfangen.

Diese (unvollstindige) Aufzihlung zeigt eindrucksvoll, dass die elektromagnetische Wechsel-
wirkung uns und unserem Alltag in gewisser Weise am nachsten steht. Auch im Hinblick
auf die Fiille an technologischen Anwendungen stellt sie die drei anderen Wechselwirkungen
in den Schatten. Die von James Clerk Maxwell auf der Basis der Vorarbeiten zahlreicher
anderer Forscher im Jahr 1865 veroffentlichten Gleichungen gehdren zu den folgenreichsten
wissenschaftlichen Errungenschaften {iberhaupt.

Bestimmte Aspekte der elektromagnetischen Wechselwirkung wurden bereits in den ersten
zwei Banden behandelt: Im ersten wurde die Bewegung geladener Teilchen in duleren elek-
tromagnetischen Feldern thematisiert, und im zweiten wurde anhand des Wasserstoffatoms
illustriert, wie die Stabilitdt von Atomen zustande kommt und wie ihre Emissions- und Ab-
sorptionseigenschaften erschlossen werden kénnen. Wie elektromagnetische Phianomene von
der Materie hervorgebracht werden, wurde allerdings nicht untersucht. Dieser Frage wollen
wir uns nun zuwenden.

Dabei werden wir uns fast ausschliellich auf Aspekte beschrianken, die sich im Rahmen eines
klassischen (nicht-quantentheoretischen) Weltbildes fassen lassen. Wir werden nicht bis zu
den atomaren Prozessen hinabsteigen, sondern die Materie als Kontinuum betrachten, zur
dessen Beschreibung keine Quantentheorie bendtigt wird. Auch das elektromagnetische Feld
selbst werden wir als klassisches Phdnomen behandeln. Diese Einschrankung vedankt sich
der Tatsache, dass eine Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes (die Quantenelektro-
dynamik, in der also das Feld selbst Quanteneigenschaften besitzt) einerseits formal recht
aufwandig ist und andererseits fiir eine hinreichend genaue Beschreibung der meisten elektro-
magnetischen Erscheinungen gar nicht benétigt wird. Kleine (als punktférmig angesehene)
Objekte werden fast ausschlieRlich die Rolle von Teilchen spielen, deren (klassisch beschrie-
bene) Bewegung durch das elektromagnetische Feld beeinflusst wird. Quantentheoretische
Konzepte (wie etwa das Photon) werden lediglich an wenigen Stellen auftauchen. Sollten
Sie sich in lhrer spateren Ausbildung mit der Quantenelektrodynamik beschaftigen, so kann
Ihnen die Kenntnis der klassischen Elektrodynamik, wie sie hier behandelt wird, als Grundlage
dienen.
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1.1 Die Grundgleichungen

In diesem Abschnitt werden wir — nach einer kurzen Ubersicht iiber die der Elektrodynamik
zugrunde liegende Mathematik — die fiinf Grundgleichungen (von denen Sie zumindest eine
wahrscheinlich bereits kennen) anschreiben und besprechen. Alles Folgende wird auf ihnen
beruhen.

1.1.1 Was Sie aus der Vektoranalysis wissen sollten

Wahrscheinlich haben Sie im Vorfeld Ihrer Ausbildung in theoretischer Physik einige mathe-
matische Sachverhalte kennen gelernt, die Sie nun bendtigen. Wir wollen der Ubersicht halber
gleich zu Beginn zusammenfassen, welche mathematischen Konzepte in der Elektrodynamik
zur Anwendung kommen. Dabei wollen wir es hinsichtlich der mathematischen Strenge nicht
tibertreiben. Insbesondere werden wir die ausreichende Differenzierbarkeit von Funktionen,
die wir differenzieren, und die Glattheit von Flachen und Kurven, tiber deren Normalvektoren
und Richtungen wir sprechen, voraussetzen, ohne das jedes Mal dazuzusagen. Gleichzeitig
legen wir damit die in diesem Kapitel verwendeten Bezeichnungs- und Schreibweisen fest.

Falls Sie mit den nun folgenden Dingen weniger vertraut sind, lassen Sie sich beruhigen:
Die bendtigten Konzepte und Begriffe werden im Folgenden in knappen Worten definiert.
Schrecken Sie sich nicht davor — Definitionen sind einfach Namensgebungen! Lediglich die
Kenntnis einiger elementarer Themen (Funktion, Vektor, Koordinaten und Ortsvektor, Ska-
larprodukt, Betrag eines Vektors, Vektorprodukt, gewdhnliche und partielle Ableitung) wird
dabei als selbstverstandlich vorausgesetzt. Niitzlich ist es, wenn Sie ein bisschen iiber den Be-
griff des bestimmten Integrals wissen und den Hauptsatz der Differentialrechnung® kennen.
Die Auflistung enthilt auch einige mathematische Aussagen, von deren Giiltigkeit man sich
nur liberzeugen kann, indem man sie beweist. Das betrifft vor allem die beiden Aussagen in
(1.7) und den darauffolgenden Punkt sowie die beiden Integralsitze (1.13) und (1.14). Da wir
aber deren Beweise nicht bendtigen, ist es okay, wenn Sie sie einfach zur Kenntnis nehmen
und akzeptieren, dass mit ihnen operiert wird. Indem wir diese spezielle Form der Mathema-
tik — die Vektoranalysis — bei der Beschreibung elektromagnetischer Phanomene anwenden,
werden Sie im Laufe der Zeit auch in der Lage sein, sie fiir sich zu einem logischen Ganzen
zu ordnen.

e Ein Vektorfeld i liegt vor, wenn zu jedem Zeitpunkt # an jedem Raumpunkt ¥ ein Vektor

1 Es ist dies jene Regel, die es lhnen erlaubt, Integrale iiberhaupt auszurechnen: Ist F eine Stammfunktion
von f (d.h. F'(x) = f(x)), so gilt

b
/a dxf(x) = F(b) - F(a), (1.1)

was auch in der Form

b
/ dxF'(x) = F(b)—F(a) fiir alle (differenzierbaren) Funktionen F (1.2)

1

ausgedriickt werden kann.
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ii(¥,t) definiert ist?. Wir kénnen das durch die Schreibweise i = ii(¥,7) ausdriicken. Ein
Vektorfeld besteht aus 3 Funktionen, den Komponenten

(®1)
En) |- (13)
(%)

e Ein skalares Feld (kurz: Skalarfeld) ist? eine Funktion f = f(%,1).

= =

Uy
uxe) = uy
Uz

=l

o Zwei des Ofteren bendtigte Operationen, die in Form von Kombinationen partieller
Ableitungen auf Vektorfelder wirken, sind die Divergenz und die Rotation. Sie sind
durch

Jug _ duy

..  Jduy Jdu, Jdu . dy 0z
divii = a—x—&—a—y—&—a—z und rotid = %—”ZX— %’1 (1.4)

* Y ¢ Juy  Juy

dx dy

definiert. Beachten Sie, dass divii ein Skalarfeld und roti ein Vektorfeld ist. AuRerdem
kann (komponentenweise) die partielle Zeitableitung

duty

di | £t
= S

dt S
Jt

(1.5)

gebildet werden.

e Der Gradient eines Skalarfeldes f

e
[~

Vf = (1.6)

SRy

dz

ist ein Vektorfeld und zeigt an jedem Raumpunkt in die Richtung, in die f am schnellsten
zunimmt. Sein Betrag ist die raumliche Anderungsrate von f in diese Richtung.

e Fiir beliebige Vektorfelder ii und Skalarfelder f gilt

divrotii = 0 und rot Vf = 0. (1.7

e Die letzten beiden Aussagen besitzen Umkehrungen:

Die Begriffe des Vektors und des Vektorfeldes werden im Abschnitt iiber das Transformationsverhalten
von Feldern eine etwas andere Bedeutung erhalten. Fiir den groRten Teil dieses Kapitels reicht es jedoch
aus, sich einen Vektor als Liste von 3 Zahlen oder als Pfeil im Raum vorzustellen.

Die Begriffe des Skalars und des Skalarfeldes werden im Abschnitt iiber das Transformationsverhalten von
Feldern eine etwas andere Bedeutung erhalten. Fiir den groRten Teil dieses Kapitels reicht es jedoch aus,
unter einem Skalar eine Zahl und unter einem Skalarfeld eine Funktion zu verstehen.



1.1 Die Grundgleichungen 5

— Gilt im gesamten Raum divV = 0 fiir ein Vektorfeld ¥, so gibt es ein Vektorfeld i,
so dass V =roti ist. Kurzformel: Ein divergenzfreies Vektorfeld ist eine Rotation.

— Gilt im gesamten Raum rotw = O fiir ein Vektorfeld i, so gibt es ein Skalarfeld f,
so dass w = Vf ist*. Kurzformel: Ein rotationsfreies Vektorfeld ist ein Gradient.

e Der Laplace-Operator ist durch

2 9* 97
A= ——S+-—+-> 1.
dx2 + 0y? * 0y? (1.8)
definiert®, der d’Alembert-Operator (oder Wellenoperator) durch

1 92
O=—5—-—-A 1.
c2 o2 ' (1.9)
wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet.

e In der Elektrodynamik treten oft Raumbereiche, Flichen und Kurven auf, wobei mit
den letzten beiden Begriffen ,Flachen im Raum" und , Kurven im Raum" gemeint sind.
Wir kénnen in allen Anwendungen annehmen, dass sich die gewdhlten Raumbereiche,
Flachen und Kurven mit der Zeit nicht andern, und dass sich die Flachen und Kurven
nicht selbst liberschneiden. Wichtig sind in diesem Zusammenhang die Begriffe des
Randes und der Orientierung.

— Der Rand eines Raumbereichs ist seine Oberflache (und damit eine geschlossene
Fliche, deren Rand leer ist). Er kann aus mehreren nicht miteinander verbundenen
Teilen bestehen (beispielsweise, falls das Raumgebiet eine Kugel ist, aus derem
Inneren eine kleinere Kugel herausgenommen wurde). Der Rand einer Fliche ist
seine Randkurve (und damit eine geschlossene Kurve, deren Rand leer ist). In
allen Anwendungen konnen wir uns auf Flachen beschranken, die nur eine einzige
Randkurve besitzen. Der Rand wird mit dem Symbol d bezeichnet (was nicht mit
dem identischen Symbol fiir die partielle Ableitung verwechselt werden sollte).

— Die Orientierung einer Fliche legt — bildlich gesprochen — eine ,Unterseite” und
eine ,Oberseite” fest. Sie wird durch die Wahl eines Einheits-Normalvektors 7 an-
gegeben, wobei 7 von der ,Unterseite” zur ,Oberseite” weist. Handelt es sich um
die Oberflache eines Raumgebiets, so besteht die Konvention, 7 aus diesem heraus
weisen zu lassen. Die Orientierung einer Kurve ist durch eine Richtung, in die sie
durchlaufen wird, festgelegt. Das Symbol dx kann als Verbindungsvektor zweier
infinitesimal benachbarter Kurvenpunkte verstanden werden, der in die Durch-
laufrichtung weist. Die Orientierung der Randkurve einer Flache wird mittels der
Rechtsschraubenregel aus jener der Flache ermittelt. (Denken Sie an eine Kreis-
scheibe: Wird eine Schraube im Umlaufssinn der Randkurve gedreht, so bewegt
sie sich in die Richtung des Normalvektors).

4 Diese Aussage ist Ihnen vielleicht aus der Mechanik in Erinnerung. Dort stellen zeitunabhingige Vektor-
felder dieses Typs konservative Krafte dar.

5Daher gilt Af = div%f.
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e Ist f ein Skalarfeld und V ein Raumbereich, so kénnen wir das Volumsintegral der
Funktion f iiber den Bereich V

/ dxf( 1), Kurzschreibweise: / dxf (1.10)
14 Jv

bilden. Bei einer feinen Aufteilung von V in kleine Stiicke mit Volumsinhalt d>x ist das
Volumsintegral niherungsweise gleich der Summe aller d°x f, wobei f an einem (belie-
bigen) Punkt des betreffenden Stiicks zu nehmen ist. Wird die Aufteilung immer feiner
gemacht, so konvertiert diese Summe gegen das Volumsintegral. Einige Methoden,
Volumsintegrale zu berechnen, sind im Anhang beschrieben.

e Ist i ein Vektorfeld und S eine Fliche im Raum, so kdnnen wir das Flachenintegral
/dgoﬁ()_c’,t), Kurzschreibweise: /dA’ii (1.11)
s s

bilden. Fiir die Flache muss durch die Wahl eines Einheits-Normalvektors 7 eine Orien-
tierung festgelegt sein. Das vektorielle Flichenelement dA ist dann als 7idA definiert,
wobei dA (das skalare Flichenelement) als Flicheninhalt eines infinitesimal kleinen
Stiicks der Fliche angesehen werden kann. Bei einer feinen Aufteilung von A in derarti-
ge Stiicke ist das Flichenintegral niherungsweise gleich der Summe aller dA - i, wobei
i an einem (beliebigen) Punkt des betreffenden Stiicks zu nehmen ist. Wird die Auf-
teilung immer feiner gemacht, so konvertiert diese Summe gegen das Flachenintegral.
Eine Umkehrung der Orientation der Fliche dndert das Vorzeichen des Integrals. Wir
nennen (1.11) den Fluss des Vektorfeldes i durch die Fldche S. Ist S die Oberfliche oV
eines Raumbereichs V (und damit eine geschlossene Flache), so kénnen wir das Integral
auch den ,Fluss des Vektorfeldes aus V" nennen. Flachenintegrale iiber geschlossene
Flachen kénnen auch mit dem Symbol § angeschrieben werden. Wie Flachenintegrale
in den einfachsten Situationen berechnet werden, ist im Anhang beschrieben.

e Ist i ein Vektorfeld und y eine Kurve im Raum, so kdnnen wir das Linienintegral
/a’fc’-ﬁ()?,t), Kurzschreibweise: /d)?-fi (1.12)
14 Y

bilden. Fiir die Kurve muss eine Orientierung (also eine Durchlaufrichtung) festgelegt
sein. Bei einer feinen Aufteilung der Kurve in kurze Stiicke kann sie als Abfolge von
hintereinander in Durchlaufrichtung angeordneter Verbindungsvektoren dX approximiert
werden. Das Linienintegral ist dann ndherungsweise gleich der Summe aller dx - i, wo-
bei i an einem (beliebigen) Punkt des betreffenden Stiicks zu nehmen ist. Wird die
Aufteilung immer feiner gemacht, so konvertiert diese Summe gegen das Linienintegral.
Eine Umkehrung der Orientation der Kurve dndert das Vorzeichen des Integrals. Ist y
eine geschlossene Kurve, so nennen wir (1.12) die Zirkulation des Vektorfeldes i ent-
lang y. Linienintegrale liber geschlossene Kurven (Ringintegrale) kénnen auch mit dem
Symbol § angeschrieben werden. Wie Linienintegrale berechnet werden, ist im Anhang
beschrieben.
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e Der GauBsche Integralsatz: Fiir jedes Vektorfeld ii und jedes Raumgebiet V gilt

/d3xdivﬁ:7§ dA-ii. (1.13)
Vv A%

In Worten besagt der Gaulsche Integralsatz: Das Volumsintegral der Divergenz eines
Vektorfeldes iiber den Raumbereich V ist gleich dem Fluss des Vektorfeldes durch die
Randflache (Oberfliche) dV. Die Orientierung der Randfliche dV ist durch einen aus
V herausweisenden Einheits-Normalvektor 7i festgelegt.

e Der Stokessche Integralsatz: Fiir jedes Vektorfeld # und jede Fliache S gilt

/dATrotﬁ:f dx-ii. (1.14)
S as

In Worten besagt der Stokessche Integralsatz: Das Fliachenintegral der Rotation eines
Vektorfeldes liber die Flache S ist gleich der Zirkulation des Vektorfeldes entlang der
Randkurve dS. Die Orientierungen der Fliche S und ihrer Randkurve 9dS sind — wie
oben beschrieben — entsprechend der Rechtsschraubenregel aufeinander abgestimmt.

e Noch ein letzter Punkt zum Umgang mit Zeitableitungen von Feldern: Da die parti-
ellen Ableitungen d/dx, d/dy, d/dz und d/dt miteinander vertauscht werden kdnnen,
kann eine Zeitableitung aus einer Divergenz, einer Rotation oder einem Gradienten
herausgezogen werden. Hier ein Beispiel

L di  d .
leE = Edlvu. (1.15)

Ist der Integrand eines der obigen Integrale die partielle Zeitableitung einer Funktion
oder eines Vektorfeldes, so kann die Operation ,differenziere nach 7" vor das Integral
gezogen werden, da die Integrationsbereiche (Raumbereiche, Flichen und Kurven) wie
bereits erwahnt in allen von uns betrachteten Situationen als zeitlich unveranderlich
angenommen werden. Dadurch wird die partielle zu einer totalen Ableitung, da das
Integral, auf das sie wirkt, nur von ¢ abhdngt (nicht aber von X). Hier ein Beispiel:

- dii  d -
A — = — A-U. 1.1
/sd ot dt/sd " (1.16)

Die gute Nachricht ist: Damit kommen Sie durch! Falls Sie mehr {iber diese Konzepte und
Sachverhalte lesen wollen als hier (und im Anhang) wiedergegeben ist, nehmen Sie einfach
ein einschlagiges Lehrbuch iiber mathematische Methoden der Physik zur Hand®!

Vor allem: Haben Sie keine Angst vor Integralen! Wir werden sie in zweierlei Hinsicht nutzen:
Bei der allgemeinen Darlegung der Theorie werden wir Volums-, Flidchen- und Linieninte-
grale, die uns die physikalische Interpretation erleichtern, anschreiben und umformen (z. B.

6 Eine Einfiihrung in die Vektoranalysis finden Sie beispielsweise im Lehrbuch Franz Embacher: Mathema-
tische Grundlagen fiir das Lehramtsstudium Physik, Vieweg+Teubner | GWV Fachverlage GmbH, Wies-
baden 2011.
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indem wir die Integralsitze anwenden), aber wir werden keine komplizierten Berechnungen
durchfiihren! Wenn Sie ein Gefiihl dafiir haben, was die drei oben angegebenen Integraltypen
bedeuten, wenn Sie die Integralsitze ganz allgemein (,formal”), so wie sie oben angegeben
sind, anwenden und elementare Umformungen ausfiihren kdnnen (etwa, dass das Integral ei-
ner Summe die Summe der Integrale ist), so reicht das aus, um die Theorie zu verstehen. Bei
der Diskussion konkreter physikalische Situationen (z. B. wenn wir das von einer Punktladung
erzeugte elektrische Feld berechnen) ist es hingegen nétig, derartige Integrale zu berechnen.
Aber auch hier werden wir uns in der Hauptsache auf relativ einfache Situationen beschranken,
die keine ausgekliigelten Integrationsmethoden benétigen. Einzelne Passagen und Aufgaben,
die rechentechnisch ein bisschen schwieriger und fiir Lehramts-Studierende weniger relevant
sind, sind mit einem oder zwei Sternchen (* oder **) gekennzeichnet.

1.1.2 Das elektromagnetische Feld

Im Zentrum der Elektrodynamik stehen zwei physikalische Felder: das elektrische Feld, das
mit dem Symbol E bezeichnet wird, und das Magnetfeld, dem das Symbol B zugewiesen
wird. Sie werden auch elektrische Feldstirke und magnetische Flussdichte (oder magnetische
Induktion) genannt — Namen, die auf Eigenschaften zuriickgehen, denen wir in diesem Kapitel
begegnen werden. Wie die Vektorpfeilchen ausdriicken, handelt es sich dabei um Vektorfelder:

o Zu jedem Zeitpunkt ¢ ist an jedem Raumpunkt ¥ ein Vektor E(¥,t) definiert.

e Zu jedem Zeitpunkt ¢ ist an jedem Raumpunkt ¥ ein Vektor §(f71) definiert.

Die beiden Felder E und B bilden eine Einheit, die — wie sich zeigen wird — nicht ausein-
andergerissen werden kann. Sie werden daher gemeinsam als das elektromagnetische Feld
bezeichnet. Die Elektrodynamik behandelt seine physikalischen Eigenschaften (wie sein Zu-
standekommen, seine Dynamik und seine Wirkung auf die Materie).

Ein wichtiger Kontrast zur Mechanik wird klar, wenn wir uns vor Augen halten, dass mecha-
nische Systeme in der Regel durch eine endliche Anzahl reeller Freiheitsgrade charakterisiert
sind, etwa bei der Beschreibung einer endlichen Anzahl von miteinander wechselwirkenden
Teilchen. Dynamische GroRen wie die Komponenten ihrer Ortsvektoren oder Geschwindigkei-
ten sind (klassisch betrachtet) Funktionen der Zeit ¢. Im Gegensatz dazu haben wir es in der
Elektrodynamik mit Feldern (also Funktionen von X und 7) zu tun, die gewissermalen eine
unendliche Anzahl von Freiheitsgraden reprdsentieren. Wir nennen die Elektrodynamik daher
eine Feldtheorie.

Wir werden uns im Folgenden fast ausschlieRlich auf die klassische Elektrodynamik be-
schrinken’, d. h. wir werden elektromagnetische Phinomene von einem Standpunkt betrach-
ten, der die Quantentheorie nicht beriicksichtigt: Das elektromagnetische Feld ist dann zu
jedem Zeitpunkt ¢ an jedem Raumpunkt ¥ durch 6 reelle Zahlen E()‘é,t) und E(it) gege-
ben. Das ist in vielen Anwendungen eine zul3dssige Niherung. Soll der Quantencharakter des

7 Ausnahmen sind die Abschnitte iiber Photonen und ihre Eigenschaften.
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elektromagnetischen Feldes beriicksichtigt werden, so muss, wie bereits erwdhnt, die Quante-
nelektrodynamik herangezogen werden, in der an die Stelle der klassischen Felder Operatoren
(so genannte Feldoperatoren) treten. Wir werden in diesem Buch lediglich einen der Grund-
gedanken dieser Theorie skizzieren, um das Konzept des Photons zu erldutern.

1.1.3 Ladungen und die Lorentzkraft

Das elektromagnetische Feld macht sich durch seine Wirkung auf elektrisch geladene Teilchen
bemerkbar. Elektrische Ladungen kommen in der Natur nur als Vielfache der Elementarla-
dung

e = 1.602176487-10"1C (1.17)

vor. So besitzt jedes Elektron die elektrische Ladung —e, jedes Proton die elektrische Ladung
e. Ein Neutron ist elektrisch neutral — seine elektrische Ladung ist gleich 0. Dabei sollte
hinzugefiigt werden, dass diejenigen Elementarteilchen, aus denen Protonen und Neutronen
zusammengesetzt sind — die Quarks — Drittel-Ladungen besitzen, also +e/3 und +2¢/3. Da
Quarks aber nicht als Einzelstiicke vorkommen, ist die elektrische Ladung jedes Teilchens,
dessen Bewegung wir verfolgen kdnnen, und jedes Stiicks Materie, das fiir die klassische
Elektrodynamik relevant ist, ein ganzzahliges Vielfaches von e.

Das erste, was man iiber Ladungen (blicherweise im Physikunterricht erfahrt, ist, dass sich
gleichnamige Ladungen (also Ladungen gleichen Vorzeichens) abstoRen und ungleichnamige
Ladungen (also Ladungen ungleichen Vorzeichens) anziehen. In der Elektrodynamik werden
diese Krafte (wie auch andere Krifte, die geladene Teilchen erfahren) auf die Vermittlung
durch das elektromagnetische Feld zuriickgefiihrt. Unsere erste Grundgleichung beschreibt,
wie sich das elektromagnetische Feld auf geladene Teilchen auswirkt:

Besitzt ein Teilchen der Masse m die Ladung ¢, so erfahrt es eine durch das elektromagnetische
Feld verursachte Kraft, die so genannte Lorentzkraft®. Wirkt keine weitere Kraft auf das
Teilchen, so wird seine Bewegung durch die Beziehung

d X R
A S— (E(fc’,t) i B(?c,t)) (1.18)
x2

beschrieben. Diese Bewegungsgleichung gilt auch fiir schnelle Teilchen, da in ihr die Spezielle
Relativititstheorie automatisch beriicksichtigt ist®. Fiir Teilchen, deren Geschwindigkeiten
klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit

¢ = 2.99792458 - 10%m /s (1.19)

sind, reduziert sich (1.18) auf die nichtrelativistische N3herung

mi = q(E(x’,t)Hsz’(z,t)), (1.20)

8 Wir sind ihr bereits im ersten Band dieser Lehrbuchreihe des Ofteren begegnet.
9 Siehe dazu das Kapitel iiber die Spezielle Relativititstheorie im ersten Band. Wie die linke Seite von (1.18)
unschwer erkennen lasst, bezeichnen wir mit m die Ruhemasse des Teilchens.
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die das zweite Newtonsche Axiom (,Masse mal Beschleunigung ist gleich Lorentzkraft") aus-
driickt. Sind die Felder E = E(¥,1) und B = B(X,t) bekannt, so handelt es sich bei (1.18) und
(1.20) jeweils um ein System von Differentialgleichungen fiir die drei Funktionen X = X(z),
die — sofern die Anfangsdaten X(0) und ¥(0) gegeben sind — bestimmen, an welchem Ort das
Teilchen zu einer gegebenen Zeit ¢ ist'°.

Zwei Spezialfille sind von Bedeutung:

e In einem rein elektrischen Feld (also mit B(X,r) = 0) reduziert sich die rechte Seite
von (1.18) und (1.20) auf gE(,1), also auf das Produkt von Ladung und elektrischem
Feld. Das elektrische Feld ist in dieser Situation daher nichts anderes als die ,Kraft pro
Ladung” (oder, anders ausgedriickt, die ,Kraft auf ein Teilchen mit Ladung ¢ = 1").
Dabher riihrt die Bezeichnung elektrische Feldstarke. Die Richtung, in die die Kraft wirkt,
ist genau die Richtung von E(%,t) (fiir ¢ > 0) oder —E (%,1) (fiir g < 0).

e In einem reinen Magnetfeld (also mit E (¥,7) = 0) hingt die rechte Seite von (1.18) und
(1.20) nicht nur vom Ort, sondern auch von der Geschwindigkeit des Teilchens ab. Die
von einem Magnetfeld B(X,r) auf ein geladenes Teichen ausgeiibte Kraft wirkt nicht
in die Richtung von B‘()‘C’J), sondern in eine Richtung, die (entsprechend der Definition
des Vektorprodukts x) auf B(¥,t) und auf die Geschwindigkeit ¥ normal steht.

1.1.4 Ladungsdichte und Stromdichte

Die wichtigsten Ladungstrager in der Materie, die uns umgibt, und aus der wir selbst beste-
hen, sind (negativ geladene) Elektronen und (positiv geladene) Atomkerne. Liegt in einem
makroskopischen Korper ein Elektroneniiberschuss oder ein Elektronenmangel vor, so besitzt
er eine nicht-verschwindene elektrische Nettoladung, die meist aus einer groen Anzahl von
Elementarladungen besteht. Die Ladungsverteilung kann dann mittels einer kontinuierlichen
N3herung beschrieben werden. Dazu dient das Konzept der elektrischen Ladungsdichte, die
wir mit p = p(X,¢) bezeichnen. Sie ist dadurch definiert, dass in jedem (infinitesimal kleinen)
Raumgebiet vom Volumsinhalt d>x, das sich beim Punkt X befindet, die Ladung

d*xp(E,1) (1.22)

enthalten ist. Wie angedeutet, kann die Ladungsdichte vom Ort und von der Zeit abhdngen,
und sie muss kein einheitliches Vorzeichen haben. In ladungsfreien Gebieten wird p =0 ge-
setzt. Die zu einer gegebenen Zeit ¢ in einem beliebigen Raumgebiet V enthaltene elektrische

10 Um das zu unterstreichen, kdnnen wir (1.18) und (1.20) auch ausfiihrlicher in der Form

d mx(t)
dt ¥(1)?
V1=

anschreiben. Es ist nicht immer leicht, derartige Differentialgleichungssysteme zu I3sen, aber wenn lhnen
jemand konkrete Beispiele fiir die Felder E(X,t) und B(X,t) sowie fiir die Teilchenbewegung X(r) mitteilt,
ist es eine einfache Ubung in Differenzieren, ihre Giiltigkeit zu iiberpriifen.

—q (E(?s(l),t) +F3(r) x E(z(z),z)) bzw. mi() = ¢ (E(z(r),z) +F3(r) % E()'E(t),t)) (1.21)
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Gesamtladung ist dann durch das Volumsintegral
o) = [ dxplin) (1.23)
%

gegeben. Fiir kleine Raumgebiete (in denen p als rdumlich konstant angesehen werden
kann) gilt wegen (1.22) die — Ihnen wahrscheinlich bekannte — Kurzformel ,Ladungsdichte =
Ladung/Volumen®. Ist p raumlich nicht konstant, so verliert diese vereinfachte Beziehung fiir
groRere Raumgebiete ihre Bedeutung und muss durch (1.23) ersetzt werden.

Manchmal ist die Ladungsdichte auf der Oberfliche eines Kérpers konzentriert. Das ist ins-
besondere dann der Fall, wenn sich Ladungstrager innerhalb des Korpers frei bewegen kdnnen
und unter dem Einfluss ihrer AbstoBungskrifte von selbst an seiner Oberflache anordnen. In
diesem Fall sprechen wir von einer Flachenladungsdichte.

Werden sehr kleine geladene Korper oder geladene Elementarteilchen betrachtet, so ist das
Konzept der Punktladung hilfreich. Es beschreibt die (idealisierte) Situation, dass eine be-
stimmte Ladung in einem einzigen Punkt konzentriert ist.

Exkurs *

Die Ladungsdichte einer Punktladung;:

Kann einem an einem Punkt d ruhenden Punktteilchen der Ladung Q eine La-
dungsdichte p(X) zugeordnet werden? Im Rahmen der gewdhnlichen Funktionen
muss diese Frage verneint werden, denn p(X) miisste ja an allen Punkten X # d
verschwinden und dafiir an der Stelle ¥ = d@ unendlich (oder minus unendlich)
sein. Gliicklicherweise stellt uns die mathematische Theorie der Distributionen
(oder verallgemeinerten Funktionen) ein Objekt zur Verfiigung, das in formaler
Hinsicht die gewiinschten Eigenschaften besitzt, und mit dem in wohldefinierter
Weise gerechnet werden kann. Im Anhang kénnen Sie ein bisschen iiber Distri-
butionen lesen, falls Sie noch keine Bekanntschaft mit ihnen gemacht haben. Die
Ladungsdichte unserer Punktladung wird durch

p(E) = 08 (%—a) (1.24)

beschrieben, wobei 83 die dreidimensionale Diracsche Deltafunktion ist. (Eigent-
lich sollte man sie Delta-Distribution nennen, da sie eben keine Funktion ist, aber
der Ausdruck ,,Deltafunktion” hat sich eingebiirgert). Formal ist §3(¥ —d@) = 0
fiir ¥ # @ und 83(0) = oo, aber letzteres wird in der Praxis gar nicht benétigt.
Wichtiger ist die Eigenschaft

/R} Pr&(F—a) =1, (1.25)

die sofort

L) =0 (126)
R

zur Folge hat. Als Faustregel gilt: Mit der Deltafunktion kann man alles Mégliche
anstellen (mit stetigen Funktionen multiplizieren, integrieren, sogar differenzieren
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— einige dieser Themen werden im Anhang angeschnitten), aber eines muss man
vermeiden: sie zu quadrieren. Dann kann fast nichts schiefgehen! Insbesondere
gilt fiir jedes Raumgebiet V, in dessen Innerem der Punkt & liegt,

/ PrpE) = 0, (1.27)
\%4

und fiir jedes Raumgebiet V, in dem der Punkt & nicht enthalten ist (wobei wir
zusatzlich verlangen, dass der Punkt d@ auch nicht am Rand von V liegt),

/V Prxp(®) = 0. (1.28)

Die Beziehungen (1.27) und (1.28) driicken aus, dass (1.24) tatsdchlich eine
Punktladung beschreibt.

In der Elektrodynamik sind auch bewegte Ladungen von Bedeutung. Die durch eine gegebene
Flache pro Zeitintervall hindurchtretende elektrische (Netto-)Ladung wird als elektrischer
Strom bezeichnet. Da Bewegungen in verschiedene Richtungen erfolgen kdnnen, und da
Flachen beliebig im Raum ausgerichtet sein kdnnen, bendtigen wir zur Beschreibung von
Ladungsfliissen Vektoren. Ein infinitesimales Flachenelement kdnnen wir uns als Bereich auf
einer glatten Flache vorstellen, dessen Flacheninhalt durch dA gegeben ist, und das so klein ist,
dass es als Stiick einer Ebene angesehen werden kann. Es besitzt daher einen wohldefinierten
Einheits-Normalvektor 7. Der infinitesimale Vektor dA = 7idA (das vektorielle Flichenelement)
charakterisiert dann sowohl den Flacheninhalt als auch die Ausrichtung im Raum, und zudem
wird durch die Richtung von 7 eine Orientierung des Flichenelements (eine Unterscheidung
zwischen einer ,Unterseite” und einer ,Oberseite”) festgelegt: 7 weist von der ,Unterseite"
zur ,,Oberseite”. Ein Ladungsfluss wird nun in der kontinuierlichen Ndherung mit Hilfe eines
Vektorfeldes j = j(X,1) beschrieben, dem Stromdichtevektor. Er ist dadurch definiert, dass
der elektrische Strom durch eine infinitesimale Flache mit vektoriellem Flachenelement dﬁ,
die sich beim Punkt X befindet, gleich

dA-j(%,1) (1.29)

ist. Ist diese GroRe positiv, so flieBt eine positive (Netto-)Ladung von der ,Unterseite” zur
Oberseite" bzw. negative Ladung in die umgekehrte Richtung. (Aus der Kenntnis des Strom-
dichtevektors alleine lassen sich diese beiden Falle nicht unterscheiden). Der zu einer gegebe-
nen Zeit ¢ durch eine Flache S flieRende elektrische Strom ist dann durch das Flachenintegral

1) = /S dA-jz1) (1.30)

gegeben (das ja nichts anderes als die Aufsummierung der GroBen (1.29) im Grenzfall einer
unendlich feinen Parzellierung der Fliche darstellt). Kommt ein Ladungsfluss durch die Bewe-
gung eines Schwarms von Ladungen zustande, die eine Ladungsdichte p(¥,t) bilden und sich
gemil einem kontinuierlichen Geschwindigkeitsfeld V(X,7) bewegen, so ist der Stromdichte-
vektor durch

-

(X,t) = p(X,1)V(X,1) (1.31)

~
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gegeben!!. Beachten Sie aber in diesem Zusammenhang, dass die Ladungsdichte in einem
elektrisch neutralen stromdurchflossenen Leiter (sofern man nicht so genau hinschaut, um die
einzelnen Ladungstriger zu sehen) gleich 0 ist, da sich in ihm zwar die Elektronen bewegen
(was den Strom ausmacht), aber jedes Volumselement gleich viel positive wie negative Ladung
enthilt. In dieser Situation ist also j# 0 und p = 0.

Die Ladungsdichte p und der Stromdichtevektor j beschreiben jene Aspekte der elektrischen
Ladung, die als Quellen des elektromagnetischen Feldes auftreten.

1.1.5 Die Maxwell-Gleichungen

Wir kommen nun zu den verbleibenden vier Grundgleichungen, die das Zustandekommen und
die Dynamik des elektromagnetischen Feldes beschreiben und zusammen mit der Lorentzkraft
(1.18) das Fundament der Elektrodynamik bilden: die Maxwell-Gleichungen, ein System
von partiellen Differentialgleichungen fiir das elektrische Feld E = E(¥,1) und das Magnetfeld
B=B(%,1), in das zudem die Ladungsdichte p = p(¥,7) und der Stromdichtevektor j = j(%,1)
eingehen'?. Sie lauten:

. 1

divE = — 1.32

aP (1.32)

divB = 0 (1.33)

q JB

tE = —— 1.34

Io 8t ( 3 )
. - OE

Die dabei auftretenden Konstanten &) (die elektrische Feldkonstante®) und o (die magne-
tische Feldkonstante'*) sind im Sl-Einheitensystem durch

po = 4m-107'Ns?/C? (1.36)

1
0= o= 8.85418781762-1012C? /(N m?) (1.37)
C

definiert'®. Was es mit dem Auftreten der Lichtgeschwindigkeit in (1.37) auf sich hat, wird
sich im Abschnitt iiber elektromagnetische Wellen erweisen. Die Operationen div (Divergenz)
und rot (Rotation) sind in (1.4) definiert.

11 Ein shnliche Situation besteht in der Hydrodynamik: Beschreibt p(¥,) die Massendichte einer mit Ge-

schwindigkeit ¥(¥,7) strémenden Fliissigkeit, so ist j(¥,f) = p(%,7)¥(%,t) die Massenstromdichte. Das In-

tegral (1.30) gibt dann den Massenstrom an, d.h. die Masse, die pro Zeiteinheit durch die Flache §

hindurchtritt.

Um Formeln nicht zu iiberladen, werden wir im Folgenden die Variablen (X,7), von denen die verschiedenen

GroBen abhangen, nicht immer eigens anschreiben. Halten Sie sich diese Abhangigkeiten aber bitte immer

vor Augen!

Andere Bezeichnungen dafiir sind Permittivitit des Vakuums oder Dielektrizititskonstante des Vakuums.

Eine andere Bezeichnung dafiir ist magnetische Permeabilitidt des Vakuums.

15 Sje verdanken ihre numerischen Werte der Wahl der Einheiten fiir E, B und die elektrische Ladung. Da
hier eine gewisse Freiheit besteht, gibt es zahlreiche Einheitensysteme fiir elektromagnetische GroRen und

12

13
14
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Das also sind die beriihmten Maxwell-Gleichungen. Sie setzen das elektrische und das ma-
gnetische Feld zur Ladung und ihrer Bewegung in Beziehung, und sie beschreiben auch eine
Verwebung der beiden Felder untereinander: Andert sich das Magnetfeld mit der Zeit (d. h.
gilt dB/dt #0), so kann aufgrund von (1.34) das elektrische Feld nicht verschwinden, und
indert sich das elektrische Feld mit der Zeit (d.h. gilt dE/dr # 0), so beeinflusst dies iiber
(1.35) das Magnetfeld. Im materiefreien Raum (wo p =0 und j =0 gilt) wird zudem eine fast
perfekte Symmetrie der beiden Felder sichtbar. Bereits der erste Blick auf die Maxwellglei-
chungen offenbart also, dass E und B zusammengehéren und zu Recht als ein Feld (das sich
aus zwei Vektorfeldern zusammensetzt) betrachtet werden. Ludwig Boltzmann, der gemein-
sam mit eben jenem James Clerk Maxwell als Begriinder der statistischen Physik gilt, und
dessen Werk uns im zweiten Kapitel dieses Bands begegnen wird, wiirdigte die Maxwellglei-
chungen mit dem abgewandelten Faust-Zitat ,War es ein Gott, der diese Zeilen schrieb...?" 16
Wir werden sie als Grundlage fiir unser weiteres Vorgehen nehmen, ihre Struktur besprechen
und aus ihnen die wichtigsten Phinomene des Elektromagnetismus (zu dem auch die Optik
zihlt) ableiten.

1.1.6 Ladungserhaltung

Sehen wir uns die Struktur der Maxwellgleichungen (1.32)—(1.35) an: Die Felder E und B
gehen in sie in differenzierter Form ein, die Ladungsdichte p und der Stromdichtevektor j
ohne Ableitung. Als einfachste Méglichkeit, sie zu betrachten, nehmen wir an, dass E und
B bekannt sind. Sind die Gleichungen (1.33) und (1.34), in denen p und j nicht vorkom-
men, erfiillt, so kdnnen wir die beiden anderen dazu benutzen, um p und fzu berechnen.
Ladungsdichte und Stromdichte sind durch das elektromagnetische Feld eindeutig bestimmt.
In realistischen Situationen liegen die Dinge aber meist genau anders herum: Mit Hilfe experi-
menteller Aparaturen oder technischer Vorrichtungen (zu denen auch die Kraftwerke zahlen,
aus denen wir ,den Strom" beziehen) manipulieren wir die Materie und erzeugen elektro-
magnetische Felder — die Vorstellung, dadurch p und ;j vorzugeben, kommt der Wirklichkeit
also naher. Sind p und j bekannt, so stellen die Maxwellgleichungen ein System partieller
Differentialgleichungen fiir E und B dar.

Beziehungen. Beispielsweise kénnen Sie ins GauBsche Einheitensystem wechseln, indem Sie & = 1/(47)
und o = 41/c? setzen. Siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Elektromagnetische_MaReinheiten fiir
einen Uberblick.
16 Ludwig Boltzmann (Vorlesungen iiber Maxwells Theorie der Elektrizitit und des Lichts, 1893):
War es ein Gott, der diese Zeilen schrieb,
die mit geheimnisvoll verborgnem Trieb
die Kréfte der Natur um mich enthiillten
und mir das Herz mit stiller Freude fiillten?
Johann Wolfgang von Goethe (Faust I, Nacht, 1808):
War es ein Gott, der diese Zeichen schrieb,
Die mir das innre Toben stillen,
Das arme Herz mit Freude fiillen,
Und mit geheimnisvollem Trieb
Die Krafte der Natur rings um mich her enthiillen?
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Untersucht man diese Situation genauer, so ergibt sich eine interessante Einschrankung: p
und j kdnnen nicht beliebig vorgegeben werden! Das ist leicht einzusehen, indem wir beide
Seite von (1.32) mit & multiplizieren und partiell nach der Zeit ableiten: Wir erhalten

5 = ediva, (1.38)

da die partielle Zeitableitung mit den in div enthaltenen rdumlichen partiellen Ableitungen
vertauscht werden kann. Mittels (1.35) kénnen wir nun dE/dt durch j und rotB ausdriicken
und in (1.38) einsetzen:

d | -
P — _divj+ — divrot . (1.39)
ot Uo H/—’O

Der letzte Term verschwindet, da die Divergenz einer Rotation immer gleich 0 ist (siehe
(1.7)). Die verbleibende Beziehung schreiben wir in der Form

d -

a—’; +divi=0. (1.40)
Sie heit Kontinuitatsgleichung. Was besagt sie? Eine michtige Methode, Fragen dieser
Art zu beantworten, geben uns die Integralsdtze der Vektoranalysis — siehe (1.13) und (1.14)
— in die Hand. Betrachten wir ein beliebiges Raumgebiet V und bilden das Volumsintegral
tiber (1.40):

/d3xa—p+/ Prdivi=0. (141)
v ot 1%

Aus dem ersten Term ziehen wir die partielle Zeitableitung vor das Integral (was zul3ssig ist,
wenn sich das Raumgebiet mit der Zeit nicht dndert). Der zweite Term kann mit Hilfe des
GauBschen Integralsatzes zu einem Oberflichenintegral umgeformt werden. Damit ergibt sich

d .
L[ p +74 dA-T=0, 1.42
G| dxp+f dd] (1.42)

wobei dV den Rand (die Oberfliche) von V bezeichnet und das Symbol ¢ anzeigt, dass das
Integral iiber eine geschlossene Fliche genommen wird. Das vektorielle Flichenelement dA
ist so orientiert, dass es aus dem Raumgebiet herausweist. Die partielle Zeitableitung hat sich
in eine totale Zeitableitung verwandelt, da das nach ihr stehende Integral nur mehr von ¢
abhangt. Die so gewonnene Beziehung kénnen wir nun leicht physikalisch interpretieren: Der
erste Term ist die zeitliche Anderungsrate der in V enthaltenen elektrischen Gesamtladung
Oinv (vgl. (1.23)). Der zweite Term ist der aus V heraus flieBende elektrische Strom I,sv
(vgl. (1.30)). Wir kénnen also schreiben

dQinv

= —Lusv., 1.43
dt v ( )

was nichts anderes ausdriickt, als dass jede Anderung der in V enthaltenen Ladung von einem
entsprechenden Ladungsfluss durch die Randflache von V genau ausgeglichen werden muss.
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Wichtig ist, dass dies fiir jedes Raumgebiet V gilt. Elektrische Ladung (genauer: elektrische
Nettoladung) kann nicht verschwinden oder aus dem Nichts entstehen — sie kann lediglich
verschoben werden! Dies steht nicht im Widerspruch zur Erzeugung und Vernichtung gelade-
ner Elementarteilchen, wie sie die Teilchenphysik kennt. Wenn etwa ein neutrales Teilchen in
zwei Teilchen zerfillt, von denen eines positiv und das andere negativ geladen ist, so hat sich
damit die Nettoladung in einem Raumgebiet, in dem sich beide befinden, nicht geindert!”.

Die Kontinuititsgleichung (1.40) driickt daher die Ladungserhaltung aus'®. Beachten Sie,
dass wir sie nicht eigens postulieren mussten — sie ist eine Konsequenz der Maxwell-Gleichungen.
Erfiilllen p und j diese Bedingung, so besitzen die Maxwellgleichungen immer Ldsungen fiir
E und B.

1.1.7 Die Maxwell-Gleichungen in Integralform und was sie aussagen

Um die Bedeutung der einzelnen Maxwellgleichungen zu erschlieBen, formulieren wir sie mit
Hilfe der Integralsdtze (1.13) und (1.14) um — eine Methode, die uns bereits geholfen hat,
die Bedeutung der Kontinuitatsgleichung (1.40) aufzuklaren.

Die Maxwellgleichung divE = %p in Integralform

Wir bezeichnen mit V ein beliebiges (zeitlich festgehaltenes) Raumgebiet und bilden das
Volumsintegral liber beide Seiten der Maxwellgleichung (1.32), die auch GauBsches Gesetz
genannt wird:

L
/d3xdivE - —/d3xp. (1.44)
Jv & Jv

Das Integral auf der rechten Seite ist wegen (1.23) gleich der in V enthaltenen Ladung Qinv.
Die linke Seite formen wir mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes in ein Oberflachenintegral
tiber die Randfliche dV um. Wir erhalten

- - 1
dA-E = — Qinv, 1.45
- eoQ 14 (1.45)

wobei vereinbarungsgemiR dA nach auRen weist. Das ist die Maxwellgleichung (1.32) in
Integralform. Wichtig ist, dass sie fiir beliebige Raumgebiete V gilt. Was besagt sie? Wie
wir sehen, ist die in einem Raumgebiet V enthaltene Ladung eindeutig durch die Werte des
elektrischen Feldes auf der Oberfliche dV bestimmt. Ist Q;,v > 0, so driickt diese Gleichung
die Tendenz des Vektorfeldes E aus, auf der Oberfliche von V ,eher nach auRen als nach
innen” zu zeigen. Ist Qi v < 0, so driickt sie die Tendenz von E aus, ,eher nach innen als

17 Unsere Beobachtungen (auch weit entfernter Bereiche des Universums) legen nahe, dass die Nettoladung
des gesamten Universums gleich 0 ist, d. h. dass es gleich viele positive wie negative Ladungstrager gibt.

18 Erhaltungsgleichungen dieser Form spielen auch in anderen Gebieten der Physik eine Rolle. So driickt etwa
die Kontiniutatsgleichung fiir die Massendichte und die Massenstromdichte in der Hydrodynamik — vgl.
FuBnote 11 auf Seite 13 — die Erhaltung der Masse aus.
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nach auRen" zu zeigen!®. Mathematisch hat das Integral die gleiche Struktur wie (1.30), nur
dass es jetzt iiber eine geschlossene Fliche genommen wird und j durch E ersetzt ist. Auch
der Massenstrom einer Fliissigkeit kann durch ein analoges Oberflachenintegral ausgedriickt
werden (vgl. FuBnote 11 auf Seite 13). Um die Vorstellung, dass ein solches Integral etwas
,FlieBendes" oder ,Stromendes” misst, beibehalten zu konnen, nennen wir die linke Seite von
(1.45) den elektrischen Fluss?® durch die Randfliche dV. Er ist proportional zu der in V
enthaltenen Ladung.

Ein nitzliches Hilfmittel, um sich diese Situation besser vorstellen zu kdnnen, bietet das Kon-
zept der elektrischen Feldlinien (oder Flusslinien). Ein elektrische Feldlinie ist eine Kurve,
die (zu einer gegebenen Zeit) in jedem ihrer Punkte in die Richtung von E weist. Gleichung
(1.45) besagt, ein bisschen salopp formuliert, dass die Tendenz der Feldlinien, eher aus V
heraus zu ,stromen” als in V hinein, proportional zu der in V enthaltenen Ladung ist. Fiir
Qinv < 0 hieRe das, dass die Feldlinien dazu tendieren, in V hinein zu flieBen. Dieses Bild
wird unterstiitzt von der intuitiven Vorstellung, dass die elektrischen Feldlinien ,von positi-
ven Ladungen ausgehen und in negativen Ladungen enden”. Im Fall einer kontinuierlichen
Ladungsverteilung diirfen wir diese Vorstellung nicht allzu ernst nehmen, denn dann ist das
Vektorfeld E im ganzen Raum wohldefiniert, und es kann durchaus iiberall E # 0 gelten.
In einem solchen Fall kann keine individuelle Feldlinie irgendwo beginnen oder enden, denn
sie kann von jedem mutmakRlichen Anfangs- oder Endpunkt aus weiter fortgesetzt werden.
Im Fall von Punktladungen aber werden wir sehen, dass das Bild von den in positiven La-
dungen entspringenden und in negativen Ladungen endenden Feldlinien recht gut zutrifft?!.
In diesem Sinne sagen wir, dass elektrische Ladungen die Quellen fiir das elektrische Feld

19 Erinnern wir uns, dass das vektorielle Flichenelement dA als 7idA verstanden werden kann, wobei dA
den Inhalt einer infinitesimal kleinen Fliche reprasentiert und 7 der aus V heraus weisende Einheits-
Normalvektor auf die Randfiche ist. Denken wir uns die Randflache in viele kleine Flichenelemente vom
Inhalt dA zerlegt, so kdnnen wir das Oberflachenintegral ndherungsweise als Summe aller Skalarprodukte
ii-E (multipliziert mit dA) darstellen. Nun ist aber 7i-E nichts anderes als |E| cos a;, wobei o der von 7
und E eingeschlossene Winkel ist. Es ist positiv, wenn o ein spitzer Winkel ist (also E an der betreffenden
Stelle aus V heraus weist) und negativ, wenn a ein stumpfer Winkel ist (also E an der betreffenden Stelle
in V hinein weist). Es gilt dann dann

%g dAE ~ dAZ\Ef\cosaf, (1.46)
Joav 7 '

wobei der Index j die Flichenelemente durchnummeriert. Lassen wir den Betrag |E;| des elektrischen
Feldes im j-ten Flachenelement als ,Gewicht" gelten, wie stark der jeweilige Term in der Summe beitrigt,
so stellt sie — je nach ihrem Vorzeichen — die Netto-Tendenz von E dar, eher aus V heraus oder in V hinein
zu zeigen. Je kleiner dA gewahlt wird (also je feiner die Randfliche dV parzelliert wird), umso genauer
gilt (1.46).

Nach der auf Seite 6 vereinbarten Terminologie ist der elektrische Fluss durch die Randfliche der ,Fluss
des Vektorfeldes E* durch diese Fliche. Wir werden spater die Bezeichnung ,elektrischer Fluss" auch fiir
Flachen verwenden, die nicht Oberfliche eines Raumbereichs sind — siehe (1.57).

Falls eine zeitunabhangige Ladungsverteilung so modelliert wird, dass ihre Nettoladung ungleich 0 ist, so
laufen die liberzahligen Feldlinien ins Unendliche bzw. kommen von dort. In der realen Welt wiirden sie
irgendwo ,weit drauRen" schlieflich doch wieder auf eine Ladung treffen, aber diese schieben wir — etwa
wenn ein einzelner geladener Korper betrachtet wird — so weit weg, dass sie im Modell gar nicht mehr
aufscheint.

20

21
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sind (wobei man sie im Fall negativer Ladungen auch Senken nennen kann) oder dass elek-
trische Ladungen das elektrische Feld erzeugen. Die durch dividierte & Ladungsdichte,
also die GréRe divE, wird daher auch als Quellstirke des elektrischen Feldes bezeichnet.
Sie ist gewissermalen die ,lokale” Version des elektrischen Flusses aus einem Raumgebiet.
Aber Achtung: Unsere Betrachtungen schlieRen nicht aus, dass das elektrische Feld (auch)
geschlossene Feldlinien besitzt. Wir werden tatsachlich Situationen kennen lernen, in denen
das der Fall ist.

Exkurs

Wie sage ich’s im Physikunterricht?

Vielleicht werden Sie jetzt iiberrascht sein, dass sich die Maxwellgleichung (1.32)
in ihrer integrierten Form (1.45) in vielen Physik-Schulbiichern findet. Bevor Sie
weiterlesen, blattern Sie in ihrem Physikbuch, um sie zu finden!

Es konnte sein, dass Sie auf eine Beziehung stolRen, die so dhnlich wie

_ Ginv

€

® (1.47)

aussieht, wobei @ den elektrischen Fluss durch die Oberfache von V bezeichnet —
was nichts anderes als die linke Seite von (1.45) ist! Diese Beziehung ist insofern
eine Hiirde fiir Schiilerlnnen, als sie in der Regel ganz zu Beginn des Kapitels tiber
das elektrische Feld steht (wie auch immer dieses im Einzelnen iibertitelt ist) und
— sofern bereits eine Grundvorstellung iiber die elektrische Ladung vorhanden ist
— mit @ und g gleich zwei neue, wenig anschauliche GroRen einfiihrt. Falls Sie
das Lehramt anstreben, sollten Sie gut darauf vorbereitet sein, wichtige Dinge
gegeniiber weniger wichtigen hervorzuheben. Zu den weniger wichtigen Dingen
zahlt hier das Auftreten von &, einer Konstante, deren Wert von der Einheiten-
wahl herriihrt. Wichtig hingegen ist die Proportionalitdt des elektrischen Flusses
aus einem Raumgebiet zu der in diesem Gebiet enthaltenen elektrischen Ladung,
denn dieses Gesetz beschreibt, wie Ladungen das Feld erzeugen.

Eine zwar physikalisch zwar nicht lupenreine, aber dennoch niitzliche Hilfsvorstel-
lung, um (1.45) bzw. (1.47) fassen zu kdnnen, besteht darin, gedanklich jeder
positiven Elementarladung zu erlauben, eine Feldlinie in den Raum zu schicken,
und jeder negativen Elementarladung, eine Feldlinie zu verschlucken. Fiir typi-
sche in der makroskopischen Welt auftretende Ladungsmengen erhalten wir auf
diese Weise ein grolle Zahl von Feldlinien, die zudem so zusammenspielen sollen,
dass sie dort enger beieinander liegen, wo der Betrag |E| groR ist, und weiter
auseinander, wo |E| klein ist. In diesem Szenario gibt die Richtung der Feldlinien
die Richtung des elektrischen Feldes an, und ihre ,Dichte” ist ein MaR fiir dessen
Betrag. Die Maxwellgleichung (1.45) bzw. (1.47) kann dann so gedeutet werden,
dass die ,,Zahl der aus V herauslaufenden Feldlinien™ (linke Seite) proportional zu
der in V enthaltenen elektrischen Ladung (rechte Seite) ist.
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Um das elektrische Feld, das von einer gegebenen Ladungsverteilung erzeugt wird, zu bestim-
men, sind — wie wir sehen werden — sowohl (1.32) als auch (1.45) niitzlich. Wir werden in
jedem Fall diejenige Form wahlen, mit der die Argumentation einfacher wird.

Die Maxwellgleichung divB = 0 in Integralform

Wir bezeichnen mit V ein beliebiges (zeitlich festgehaltenes) Raumgebiet und bilden das
Volumsintegral iiber beide Seiten der Maxwellgleichung (1.33):

/ d*xdivB = 0. (1.48)
Vv

Wir formen die linke Seite mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes in ein Oberflachenintegral
um und erhalten

dA-B=0. (1.49)
av

Das ist die Maxwellgleichung (1.33) in Integralform. Wichtig ist, dass sie fiir beliebige Raum-
gebiete V gilt. Was besagt sie? Sie hat die gleiche Struktur wie die zuvor besprochene Max-
wellgleichung (1.32) bzw. (1.45), mit dem einzigen Unterschied, dass jetzt die Quellstirke
gleich 0 ist. Wir nennen die linke Seite von (1.49) den magnetischen Fluss durch die Rand-
fliche dV. Allgemeiner bezeichnen wir fiir eine beliebige Flache S das Integral

/dX.B’ (1.50)
S

als magnetischen Fluss?? durch S. Beziehung (1.49) besagt daher, dass der magnetische
Fluss durch eine geschlossene Fliche stets verschwindet. Analog zum elektrischen Fall ist es
niitzlich, sich magnetische Feldlinien (Flusslinien) vorzustellen, also Kurven, die (zu einer
gegebenen Zeit) in jedem ihrer Punkte in die gleiche Richtung zeigen wie B. Ein bisschen
unscharf formuliert, kommen aus jedem Raumgebiet genausoviele Feldlinien heraus, wie in
ihn hineinflieBen. Da das fiir jedes Raumgebiet gilt, kdnnen wir (ebenso unscharf) formulie-
ren, dass magnetische Feldlinien nirgends entspringen und nirgends enden — sie sind stets
geschlossen®®. Das Magnetfeld wird nicht auf die gleiche Weise , erzeugt” wie das elektrische
Feld. Dass die rechte Seite von (1.49) gleich O ist, kdnnen wir als verschwindende magne-
tische Quellstirke deuten und gelangen so zur Kurzformel: Es gibt keine magnetischen
Ladungen.

Die Maxwellgleichung rotE = — %—If in Integralform

In den beiden ersten Maxwellgleichungen trift die Operation div auf, von der auch der GauR-
sche Integralsatz handelt. In die beiden verbleibenden Maxwellgleichungen geht die Operation

22 Nach der auf Seite 6 vereinbarten Terminologie ist der magnetische Fluss durch die Flache der ,Fluss des
Vektorfeldes B* durch diese Fliche. Aus der Rolle von B in (1.50) ergibt sich iibrigens die Bezeichnung
magnetische Flussdichte, die manchmal anstelle von ,Magnetfeld" verwendet wird.

23 Man kdnnte jetzt einwenden, dass sie doch auch ins Unendliche laufen kénnten. Tatsichlich ist das aber —
im Unterschied zu den elektrischen Feldlinien — nicht der Fall, wie wir an den spateren Beispielen erkennen
werden.
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rot ein, fiir die der Stokessche Integralsatz zustandig ist. Um diesen anzuwenden, bezeichnen
wir eine beliebige (zeitlich festgehaltene) in den Raum gelegte Flache mit S und bilden das
Flichenintegral tiber (1.34):

S - . B
/dA-rotE = —/dA-a—. (1.51)
Js Js ot

Auf der rechten Seite ziehen wir die partielle Zeitableitung (die dadurch zu einer totalen
Zeitableitung wird) heraus, und die linke Seite wandeln wir mit Hilfe des Stokesschen Inte-
gralsatzes in ein Linienintegral tiber die Randkurve dS um, deren Orientierung aus jener von
S durch die Rechtsschraubenregel festgelegt ist. Wir erhalten

- d - o
dx-E = f—/dA-B. 1.52
as dt Js ( )

Das ist die Maxwellgleichung (1.34) in Integralform. Wichtig ist, dass sie fiir beliebige Fl3-
chen S gilt. Was besagt sie? Die linke Seite ist das Linienintegral des Magnetfelds iiber die
Randkurve der Fliche S. Es misst die Tendenz des Vektorfeldes E, bei einem Umlauf um
diese Kurve deren Orientierung (oder der umgekehrten Orientierung) zu folgen. Angelehnt
an die auf Seite 6 vereinbarten Terminologie nennen wir es die elektrische Zirkulation ent-
lang der geschlossenen Kurve dS. Da d¥ den Verbindungsvektor zwischen zwei infinitesimal
benachbarten Kurvenpunkten darstellt, ist intuitiv klar, dass die Aufsummierung von Ska-
larprodukten der Form dx-E ein MaR fiir die Ubereinstimmung der Richtungen von E und
dS ist. Die Maxwellgleichung (1.52) besagt nun, dass die elektrische Zirkulation gleich mi-
nus der zeitlichen Anderungsrate des magnetischen Flusses durch S ist. Eine Anderung des
magnetischen Flusses durch eine Flache ,induziert” eine elektrische Zirkulation entlang der
Randkurve dieser Flache. Was wir hier vor uns haben, ist nichts anderes als das auf Michael
Faraday zuriickgehende Induktionsgesetz.

Eine interessante Perspektive ergibt sich, wenn Ladungstrager in einer Leiterschleife, in der sie
sich frei bewegen kénnen, eingesperrt sind. Eine Anderung des magnetischen Flusses durch
eine Fliche, die die Leiterschleife als Randkurve besitzt?*, induziert ein elektrisches Feld,

24 Dabei spielt es keine Rolle, welche Fliche betrachtet wird, solange ihre Randkurve mit der Leiterschleife
zusammenfillt. Das folgt daraus, dass die linke Seite von (1.52) nur von der Randkurve dS abhingt — also
hangt auch die rechte Seite nur von dS ab. Dass das nicht nur fiir die Anderungsrate des magnetischen
Flusses, sondern auch fiir den magnetischen Fluss selbst gilt, kann aus der zweiten Maxwellgleichung
(1.33) abgeleitet werden: Sind S| und S, zwei Flachen mit der gleichen (und gleich orientierten) Randkurve
(wobei wir der Einfachheit halber annehmen, dass sie sich nicht iiberschneiden), so betrachten wir jenen
Raumbereich V, der von S| und S; begrenzt wird. Mit Hilfe des GauBschen Satzes berechnen wir

dA-B— | dA-B = dﬁ~§:/d3xdiv§:0, (1.53)
/s S Jov Jv \Or-’

wobei wir im ersten Schritt beriicksichtigt haben, dass die Orientierung einer der Flichen (wir haben S,

gewahlt) umgekehrt werden muss, damit die Randflache von V eine einheitliche Orientierung bekommt.

Daher ist der magnetische Fluss durch die Randkurve bereits eindeutig bestimmt. In diesem Sinn kann

auch vom magnetischen Fluss durch eine geschlossene Kurve gesprochen werden.
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das die Ladungstrager spiiren. (Die vom Magnetfeld auf sie ausgeiibte Kraft wollen wir hier
unter den Tisch fallen lassen). Aufgrund der nichtverschwindenden elektrischen Zirkulation
besitzt die zur Leiterschleife tangentiale Komponente des elektrischen Feldes die Tendenz,
der Orientierung der Leiterschleife zu folgen, wodurch die Ladungstriger die Leiterschleife
entlang getrieben werden — ein Kreisstrom ist entstanden.

Die GrRe rotE wird auch als elektrische Wirbelstirke bezeichnet. Sie ist gewissermaRen
die ,lokale” Version der elektrischen Zirkulation.

Die Maxwellgleichung rotB = 11y j + & lo % in Integralform

Wir bezeichnen eine beliebige (zeitlich festgehaltene) in den Raum gelegte Fléche mit S und
bilden das Flachenintegral iiber (1.35):

/dx.rotézm/dA'.ﬂeoyo/dA'.a—E. (1.54)
S S s ot

Der erste Term auf der rechten Seite ist gleich o mal dem durch die Flache S flieBenden
elektrischen Strom Iyyrchs (vgl. (1.30)). Im zweiten Term auf der rechten Seite ziehen wir
die partielle Zeitableitung (die dadurch zu einer totalen Zeitableitung wird) heraus, und die
linke Seite wandeln wir mit Hilfe des Stokesschen Integralsatzes in ein Linienintegral iiber die
Randkurve dS um, deren Orientierung wieder mit jener von S durch die Rechtsschraubenregel
abgestimmt ist:

- 3 d - o
7{ dx-B = g Iqurchs + € Ho f/dA'E. (1.55)
dS dt Js

Das ist die Maxwellgleichung (1.35) in Integralform. Wichtig ist, dass sie fiir beliebige Flachen
S gilt. Was besagt sie? Der erste Term auf der rechten Seite gibt uns einen Hinweis, wie
die Materie (konkret: der elektrische Strom) das Magnetfeld hervorbringt. Betrachten wir
einmal fiir den Moment eine Situation, in der alle GroRen zeitunabhingig sind. Dann fillt
der zweite Term auf der rechten Seite weg, und wir erhalten einen Zusammenhang zwischen
dem Linienintegral des Magnetfelds iiber die Randkurve einer Fliche und dem elektrischen
Strom, der durch diese Flache flieRt. Im Einklang mit der auf Seite 6 vereinbarten Terminologie
nennen wir die linke Seite die magnetische Zirkulation entlang der geschlossenen Kurve dS.
In einer zeitunabhingigen Situation ist sie porportional zum elektrischen Strom, der durch S
flieRt. Das ist das Amperésche Gesetz. Da die Zirkulation eines Vektorfeldes (wie anhand der
dritten Maxwellgleichung diskutiert) die Tendenz ausdriickt, dass dieses bei einem Umlauf der
Orientierung der Kurve folgt, schlieBen wir — zunichst intuituiv —, dass ein elektrischer Strom
ein Magnetfeld hervorbringt, dessen (geschlossene) Feldlinien ,um ihn herumlaufen”. Wir
werden dieses Bild anhand des von einem stromdurchflossenen Leiter erzeugten Magnetfelds
bestatigt finden.

Im allgemeinen Fall gibt es aber noch den zweiten Term auf der rechten Seite von (1.55).
Die Grole

d [ - -
— | dA-E 1.
eodtfs (1.56)
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heilt Maxwellscher Verschiebungsstrom, ist also (bis auf den Faktor &) gleich der zeit-
lichen Anderungsrate des elektrischen Flusses durch S, wobei wir ganz allgemein fiir eine
beliebige Flache S das Integral

/dA’-E (1.57)
S

als elektrischen Fluss durch S bezeichnen. (1.55) sagt uns also, dass der Maxwellsche Verschie-
bungsstrom?® auf das Magnetfeld die gleiche Wirkung hat wie ein aus bewegten Ladungen
bestehender elektrischer Strom (der so genannte Leitungsstrom). Die magnetische Zirkula-
tion entlang dS wird (von den Konstanten & und py einmal abgesehen) bestimmt durch
die Summe aus dem elektrischen Strom und der zeitliche Anderung des elektrischen Flusses
durch S.

Die GréRe rotB wird auch als magnetische Wirbelstirke bezeichnet. Sie ist gewissermaRen
die ,lokale” Version der magnetischen Zirkulation.

Die lokale und die integrierte Form der Maxwellgleichungen

Die Form (1.32)—(1.35), in der wir die Maxwellgleichungen zunéchst angegeben haben, wird
auch lokale Form oder differentielle Form der Maxwellgleichungen genannt. Lokal heilt sie,
weil sie durch die Ladungsdichte, die Stromdichte und die Ableitungen der Felder zu einer
Zeit t und an einem Punkt X ausgedriickt sind. Die integrierte Form der Maxwellgleichungen
hingegen ist auf Raumgebiete, Flichen und Kurven bezogen.

Beide Formen haben ihre Vor- und Nachteile. Die integrierte Form hat uns bei einer ersten Ori-
entierung dariiber, was diese Gleichungen liberhaupt aussagen, geholfen. Wir werden sie auch
benutzen, um Feldkonfigurationen, die von gegebenen Ladungs- und Stromdichten erzeugt
werden, in einfachen Situationen zu finden. Im Physikunterricht bietet sie durch die Begriffe
des Flusses und der Zirkluation und deren Veranschaulichung durch Feldlinien Méglichkeiten
der ,Elementarisierung”, die die lokale Form vermissen |3sst.

Allerdings hat die integrierte Form den Nachteil, dass in ihr die Zusitze , fiir alle Raumbereiche
V* und ,fiir alle Flichen S* entscheidend ist. Nur mit diesen Zusatzen ist sie dquivalent zur
lokalen Form der Maxwellgleichungen. Fiir gegebene (oder vermutete) Feldkonfigurationen
E(%,t) und B(X,t) ist es aufgrund dieser Zusitze (auBer in besonders einfachen Situationen)
schwierig, zu iiberpriifen, ob sie die Maxwellgleichungen tatsachlich ,fiir alle V** und ,fiir alle
S erfiillen. In der lokalen Form ist die Uberpriifung einer vermuteten Ldsung ganz einfach
— weil das Differenzieren leichter ist als das Integrieren! Auch wenn Ldsungen fiir die Fel-
der in verzwickten Situationen gefunden werden sollen, arbeitet man in der Regel lieber mit
der lokalen Form (und muss dann eben ein System partieller Differentialgleichungen l&sen).
In manchen Bereichen (z. B. bei der Behandlung elektromagnetischer Wellen) hat die lokale

25 Es ist dies der einzige Teil der Maxwellgleichungen, der auf Maxwell selbst zuriickgeht. Ohne ihn wa-
re die elektrische Ladung nicht erhalten. (Velleicht erinnern Sie sich, dass wir bei der Herleitung der
Kontinuitatsgleichung (1.40) die vierte Maxwellgleichung benutzt haben). Alle anderen Bestandteile der
Maxwellgleichungen waren — wie auch ihre Namen ausdriicken — Maxwell bereits bekannt.
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Form einen klaren Vorteil gegeniiber der integrierten. Und schlieBlich lassen sich Verallgemei-
nerungen (etwa die Beriicksichtigung von Kriften innerhalb der Materie, die Einbeziehung
des Graviationsfeldes oder der Ubergang von der klassischen Elektrodynamik zur Quanten-
elektrodynamik) einfacher mit der lokalen Form erzielen.

Wir werden uns die Vorteile beider Formen zunutze machen und die immer Variante benutzen,
die im jeweiligen Zusammenhang einfacher ist.



