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PROBLEMSTELLUNG

1. Problemstellung

Einer der groBten Fundamentbausteine im Mathematikunterricht der Sekundarstufe II ist das Gebiet
der Differentialrechnung. Trotzdem hort man nur all zu oft von Nachhilfeschiilerinnen und

Nachhilfeschiilern {iber die Differentialrechnung;:

,Das ist doch das mit dem f’(x), das gefdllt mir, da hat man eine Tabelle und nach der berechnet man
dann f'(x).“, oder ,,Da berechnet man f'(x) und setzt es Null, das ist dann das Minimum oder das
Maximum, welchen Extremwert ich habe, sieht man dann durch f''(x). “ - so oder so dhnlich. Oft stellt

sich noch die Frage: ,, Was fange ich nun mit der Ableitung an? "

Von vielen Schiilerinnen und Schiilern, aber auch aus meiner eigenen Schulzeit, kenne ich dieses
Problem, nicht wirklich zu wissen, welche Mdglichkeiten sich durch das neu erlernte Wissen
beziehungsweise die neu erlernten Féhigkeiten bieten. Im Falle der Differentialrechnung lernt man die
Ableitungsregeln, setzt in vorgegebene Routinen ein, und schon kommt man zu einem Ergebnis, ohne
zu wissen was tatsdchlich dahinter steckt. Sehr beliebte Anwendungsgebiete der Differentialrechnung
waren die Kurvendiskussion oder Extremwertaufgaben a la ,,die optimale Dose®, die seit Einfiihrung
der Standardisierten Reifepriifung allmihlich aus dem Mathematikunterricht verschwinden. Hinzu
kommt noch eine Vielzahl weiterer Optimierungsaufgaben. Im weiteren Verlauf lernen die
Schiilerinnen und Schiiler - vor allem in der BHS - Differentialgleichungen und elementare

Loésungsmethoden kennen.

Genau hier mochte ich mit meiner Diplomarbeit ansetzen und das Potential dieser Themengebiete
ausloten. Mit dem erlernten Werkzeug rund um Differentialrechnung und Differentialgleichungen
lassen sich viele interessante und spannende Fragestellungen mathematisch behandeln. In dieser
Diplomarbeit werden verschiedenste physikalische Themen mit Hilfe von Differentialrechnung und
Differentialgleichungen mathematisch analysiert. Dies reicht von der Aufladung eines Kondensators
bis hin zum Start einer Saturn V Rakete, mit der vor 45 Jahren die erste erfolgreiche Mondlandung
absolviert wurde. Im Rahmen dieser Arbeit werden diese und dhnliche Themen als Projekte einerseits
fiir Lehrerinnen und Lehrer andererseits fiir Schiilerinnen und Schiiler vollstindig aufbereitet. Die
Projekte sind stets mit einem Input versehen, der einen Uberblick iiber die Physik des gerade
behandelten Kontextes gibt. Verschiedene Projekte enthalten unter anderem auch kurze Experimente,

die im Rahmen dieser durchgefiihrt werden konnen. Sie sollen einen unmittelbaren Vergleich

1 Auszug aus Gesprachen mit Schiilerinnen und Schiilern bei Nachhilfestunden.
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zwischen experimentell gewonnenen Ergebnissen und mathematischen Berechnungen erlauben. Die
im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Projekte sind vor allem fiir die Durchfiihrung in der BHS (mit
dem Hauptaugenmerk auf die HTL) ausgelegt, konnen aber auch im AHS Bereich eingesetzt werden.
Die Projektpalette erstreckt sich von kurzen Aufgabenstellungen fiir den Regelunterricht, die in einer
Einheit gelost werden konnen, bis hin zu aufwindigeren Projekten, die auch auBBerhalb des Unterrichts
von Schiilerinnen und Schiilern bearbeitet werden konnen. Eine weitere Einsatzmoglichkeit ist die

Bearbeitung dieser Projekte in Vertiefungsfachern oder freien Wahlfachern.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit erfolgte auch eine Durchfithrung zweier Projekte in einer Hoheren

Technischen Bundeslehranstalt (HTL) mit anschlieBender Evaluation.

Diese Arbeit ist der Anregung fiir neue Unterrichtselemente gewidmet, um den Mathematikunterricht
moglichst lebendig und abwechslungsreich zu gestalten. Sie versucht, interessante alltagsweltliche
Kontexte aus der Physik mit der Differentialrechnung im Mathematikunterricht zu verbinden und
einen facheriibergreifenden Unterrichtsabschnitt zwischen Mathematik und Physik zu ermdglichen.
Damit soll Schiilerinnen und Schiilern ein abwechslungsreicher Unterricht ermdglicht werden, in dem

sie das Potential ihres erlernten Wissens und ihrer mathematischen Fahigkeiten ausniitzen kdnnen.

Die Arbeit beginnt mit fachdidaktischen Uberlegungen und der Einordnung der Projekte in die
jeweiligen Lehrpline. Im Anschluss wird das mathematische Riistzeug festgelegt und die Projekte fiir
den Unterricht sowie Unterrichtskonzepte vorgestellt. Den Abschluss macht die Auswertung der

bereits zuvor erwédhnten empirischen Untersuchung.
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2. Lehrplanbezug

Im folgenden Abschnitt werden jene Kapitel aus den Lehrplidnen aufgelistet, die im Rahmen dieser
Diplomarbeit relevant sind. Diese Auflistungen sind ausgewdhlte Ausziige aus den jeweiligen
Lehrplianen. Es werden zwei verschiedene Schultypen betrachtet, einerseits die AHS Oberstufe, in der
die Differentialrechnung in der elften Schulstufe startet, andererseits die HTL als Vertreter der BHS.
Stellvertretend werden Ausziige aus dem Lehrplan fiir Elektronik und Technische Informatik
vorgestellt. Zusétzlich werden Ausziige aus den jeweiligen Physiklehrpldnen gegeben, die den

facheriibergreifenden Finsatz von Differentialrechnung und Differentialgleichung ermdglichen.

2.1 Mathematik
2.1.1 AHS Oberstufe

Gesamtwochenstundenanzahl:? 12

»Lernen in anwendungsorientierten Kontexten
Anwendungsorientierte Kontexte verdeutlichen die Niitzlichkeit der Mathematik in verschiedenen
Lebensbereichen und motivieren so dazu, neues Wissen und neue Fihigkeiten zu erwerben.
Vernetzungen der Inhalte innerhalb der Mathematik und durch geeignete fdcheriibergreifende
Unterrichtssequenzen sind anzustreben. Die minimale Realisierung besteht in der Thematisierung
mathematischer Anwendungen bei ausgewdhlten Inhalten, die maximale Realisierung in der
standigen Einbeziehung anwendungsorientierter Aufgaben- und Problemstellungen zusammen
mit einer Reflexion des jeweiligen Modellbildungsprozesses hinsichtlich seiner Vorteile und

seiner Grenzen.*®

7. Klasse:
, Differentialrechnung

e Definieren des Differentialquotienten (Anderungsrate), ausgehend vom Differenzenquotienten

2 Gemafl BMUKK: Anderung der Verordnung iiber die Lehrpldne der allgemein bildenden héheren Schulen, 2003, BGBI. 11 2003 /283
URL: https://www.bmbf.gv.at/schulen/lehrdr/gesetze_verordnungen/VO_LP_AHS03_9431.pdf?4dzi3h [28.7.2014].

3 Zitat aus BMUKK: Lehrplan AHS-Oberstufe Mathematik, 2004, URL:
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht/lp/lp_neu_ahs_07_11859.pdf?4dzgm2 [28.7.2014], S. 2.
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(mittlere Anderungsrate), Deuten dieser Begriffe als Sekantensteigung bzw. Tangentensteigung,
weiteres Deuten in auflermathematischen Bereichen

o Kennen des Begriffes Ableitungsfunktion, Berechnen von Ableitungen elementarer Funktionen

o Deuten der zweiten Ableitung in inner- und auflermathematischen Bereichen

o Herleiten von Differentiationsregeln zur Ableitung von Polynomfunktionen, Kennen weiterer
Differentiationsregeln (sofern sie fiir Funktionsuntersuchungen verwendet werden)

o Untersuchen einfacher und im Hinblick auf Anwendungen sinnvoller Funktionen beziiglich
Monotonie und Kriimmungsverhalten, Ermitteln von Extrem- und Wendestellen

o Lésen von Extremwertaufgaben

e  Prdzisieren einiger Grundbegriffe und Methoden der Differentialrechnung (insbesondere des
Begriffes Grenzwert) unter Einbeziehung des Begriffes Stetigkeit

. . . 4
o Kennenlernen weiterer Anwendungen der Differentialrechnung *

8.Klasse:

. Integralrechnung

o FErmitteln von Stammfunktionen

o Definieren des bestimmten Integrals, Deuten einer Summe von ,sehr kleinen Produkten’ der
Form f(x) * Ax als Niherungswert des bestimmten Integrals

o Kennen des Zusammenhangs zwischen Differenzieren und Integrieren sowie des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung

e Berechnen von bestimmten Integralen mit Hilfe von Stammfunktionen unter Verwendung
elementarer Integrationsregeln

o Arbeiten mit verschiedenen Deutungen des Integrals (insbesondere Fldcheninhalt, Volumen,

physikalische Deutungen)
Dynamische Prozesse

e Beschreiben von Systemen mit Hilfe von Wirkungsdiagrammen, Flussdiagrammen,
Differenzengleichungen oder Differentialgleichungen
o Untersuchen des dynamischen Verhaltens von Systemen

e Losen von einfachen Differentialgleichungen, insbesondere y' = k * y*

4 Auszug aus BMUKK: Lehrplan AHS-Oberstufe Mathematik, 2004, URL:
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht/lp/lp_neu_ahs_07_11859.pdf?4dzgm2 [28.7.2014], S. 5-6.
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2.1.2 BHS® - HTL fiir Elektronik und Technische Informatik

Gesamtwochenstundenanzahl:® 15 (Angewandte Mathematik)

»Kompetenzbereich ,Analysis’:

Bildungs- und Lehraufgabe:

Die Schiilerinnen und Schiiler

o konnen Funktionen in zwei Variablen geometrisch als Fldchen im Raum interpretieren und an
Hand von Beispielen veranschaulichen;

o konnen partielle Ableitungen berechnen und mit Hilfe des Differentials Fehler abschdtzen;

o [.]

o konnen Anfangswertprobleme mit linearen Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten losen und kennen im Besonderen die Losungsfille der linearen
Schwingungsgleichung mit konstanten Koeffizienten,

o konnen Aufgaben des Fachgebietes durch Entwicklung von Funktionen in Potenz- und
Fourierreihen bearbeiten, Integraltransformationen auf Aufgaben des Fachgebietes anwenden
und fiir das Fachgebiet relevanten Systeme mit Hilfe von Differentialgleichungen

modellieren.

» Lehrstoff:

I11. Jahrgang:
Unendliche Folgen und Reihen:

Grenzwert, konvergente und divergente Folgen, rekursive Definition von Folgen; elementarer
Reihenbegriff, Grenzwert von Funktionen, Stetigkeit, Unstetigkeitsstellen, Iterationsverfahren

zur Bestimmung von Nullstellen.
Differentialrechnung:
Ableitung, Ableitungsregeln, héhere Ableitungen, Konvexitit; Extremwerte, Wendepunkte.

Integralrechnung:

5 Stellvertretend fiir die BHS wird der Lehrplan der HTL - Elektronik und Technische Informatik angefiihrt.

6 Gemafd BMUKK: Lehrplan der Hoheren Lehranstalt fiir Elektronik und Technische Informatik Anlage 1.2, 2011, URL:
http://www.htl.at/fileadmin/content/Lehrplan/HTL_VO_2011/BGBI_II_Nr_300_2011_Anlage_1_2.pdf [28.07.2014].

7 Auszug aus BMUKK: Lehrplan der Hoheren Lehranstalt fiir Elektronik und Technische Informatik Anlage 1.2, 2011, URL:
http://www.htl.at/fileadmin/content/Lehrplan/HTL_VO_2011/BGBIL_II_Nr_300_2011_Anlage_1_2.pdf [28.07.2014], S. 4-5.
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Stammfunktion und bestimmtes Integral, Grundintegrale; grundlegende und im Fachgebiet

relevante Integrationsregeln; Numerische Integration. *®

wIV. und V. Jahrgang:
Funktionen mehrerer Variablen:

Darstellung von Funktionen von zwei Variablen, partielle Ableitungen, totales Differential,

lineare Fehlerfortpflanzung und maximaler Fehler.

Funktionenreihen:

Taylorpolynome, Potenzreihen, Konvergenzkriterien;, Approximation von Funktionen durch

trigonometrische Polynome, Fourierentwicklung.
Integraltransformationen:

Uneigentliche Integrale; Laplacetransformation; Fouriertransformation.
Lineare Differentialgleichungen:

Elementare Losungsmethoden; lineare Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung

mit konstanten Koeffizienten; numerische Losung von Anfangswertproblemen. «f

2.2 Physik

2.2.1 AHS Oberstufe

»3. und 6. Klasse:

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen folgende physikalische Bildungsziele erreichen:

e [.]
e Grundlagen der Elektrizitdtslehre (einfacher Stromkreis, Spannung, Strom, elektrischer

Widerstand, elektrische Energie und Umgang mit elektrischen Messgerdten) anwenden

8Auszug aus BMUKK: Allgemeines Bildungsziel, Schulautonome Lehrplanbestimmungen, didaktische Grundsatze und gemeinsame
Unterrichtsgegenstiande an den Hoheren Technischen und Gewerblichen (einschlief3lich Kunstgewerblichen) Lehranstalten, 2011,
BGBI. 11 2011/300, URL: http://www.htlat/fileadmin/content/Lehrplan/HTL_VO_2011/BGBI_II_Nr_300_2011_Anlage_1.pdf
[28.07.2014], S. 22.

9 Auszug aus BMUKK: Lehrplan der Hoheren Lehranstalt fiir Elektronik und Technische Informatik Anlage 1.2, 2011, URL:
http://www.htl.at/fileadmin/content/Lehrplan/HTL_VO_2011/BGBILII_Nr_300_2011_Anlage_1_2.pdf [28.07.2014],S. 5.
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mit Hilfe der Bewegungslehre (Relativitit von Ruhe und Bewegung, Bewegungsdnderung:
Energieumsatz und Krdfte, geradlinige und kreisférmige Bewegung, Impuls und Drehimpuls,
Modell der eindimensionalen harmonischen Schwingung) Verstindnis fiir Vorgdnge,
beispielsweise im Verkehrsgeschehen oder bei den Planetenbewegungen, entwickeln

an Hand von Grundeigenschaften mechanischer Wellen Verstindnis fiir Vorgdnge,
beispielsweise aus Akustik oder Seismik, entwickeln und als Mittel fiir Energie- und

Informationsiibertragung verstehen

7. und 8. Klasse:

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen folgende physikalische Bildungsziele erreichen:

[-]

mit Hilfe der Elektrodynamik Grundphinomene elektrischer und magnetischer Felder
(Feldquellen, Induktionsprinzip, elektromagnetische Wellen, Licht, Polarisation, Beugung)
erkliren konnen und ihre Bedeutung in einfachen technischen Anwendungen verstehen sowie

ein sicherheitsbewusstes Handeln im Umgang mit elektrischen Anlagen entwickeln

Einblicke in den Strahlungshaushalt der Erde gewinnen und Grundlagen der konventionellen

und alternativen Energiebereitstellung erarbeiten

Einsichten in kernphysikalische Grundlagen (Aufbau und Stabilitit der Kerne, ionisierende
Strahlung, Energiequelle der Sonne, medizinische und technische Anwendungen) gewinnen und

die Problematik des Umgangs mit Quellen ionisierender Strahlung verstehen

[.]"

2.2.2 BHS" - Elektronik und Technische Informatik

Unterrichtsfach Naturwissenschaften

»Kompetenzbereich ,Physikalische Phinomene und Methoden’:

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen

physikalische Experimente planen, durchfiihren und protokollieren,

10 Auszug aus BMUKK: Lehrplan AHS-Oberstufe Physik, 2004, URL:
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht/lp/lp_neu_ahs_10_11862.pdf?4dzgm2 [10.03.2014], S. 3-4.
11 Stellvertretend fiir die BHS wird der Lehrplan der HTL - Elektronik und Technische Informatik angefiihrt.
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o Zusammenhdnge zwischen Messgrofsen in Form von Tabellen, Diagrammen und Gleichungen
darstellen;

o Hypothesen aufstellen und Modelle entwickeln und diese auf Plausibilitit und Giiltigkeit
priifen;

o naturwissenschaftliche Fragestellungen analysieren, Untersuchungsstrategien entwickeln und

Losungsansdtze formulieren, mogliche Ergebnisse abschdtzen und errechnen.

Lehrstoff:

1. Jahrgang:
Ausgewdhlte Phdnomene der klassischen Physik (z.B. Reibung, Aufirieb, Brechung, Reflexion,

thermische und elektrische Leitfdhigkeit). Erhaltungssdtze, insbesondere Energieerhaltung.

III. und 1V. Jahrgang:

Phdnomene und Methoden aus den folgenden Themenbereichen:

Bewegungsgleichungen, Schwingungs- und Wellenphdnomene in Mechanik, Optik und
Elektromagnetismus, Physikalische Felder (Gravitation, elektrische und magnetische Felder);
Thermodynamik (z.B. Wirmetransport, Hauptsditze, Gaskinetik); Moderne Physik (Atom-,

«l2

Kern- und Teilchenphysik, Quantenphysik, Relativitdtstheorie, Astrophysik).

12 Auszug aus BMUKK: Allgemeines Bildungsziel, Schulautonome Lehrplanbestimmungen, didaktische Grundsédtze und gemeinsame
Unterrichtsgegenstinde an den Hoheren Technischen und Gewerblichen (einschliefllich Kunstgewerblichen) Lehranstalten, 2011,
BGBL. I 2011/300, URL: http://www.htlat/fileadmin/content/Lehrplan/HTL_VO_2011/BGBLII_Nr_300_2011_Anlage_1.pdf
[15.09.2014], S. 25.
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3.Didaktische Aspekte zur Differentialrechnung

Der Analysisunterricht in der Sekundarstufe II ist fiir Lehrerinnen und Lehrer stets ein Balanceakt
zwischen strenger Theorie und einer anschaulichen Anwendung. Seit den siebziger Jahren geht der
Trend wieder in Richtung Anwendungsorientierung im Analysisunterricht. Bereits im Jahre 1976
lautete das Thema des 1.Kértner Symposiums , Anwendungsorientierte Mathematik in der

Sekunddrstufe IT*."

Der breitgefacherte Aufbau der Analysis, wie er im universitiren Bereich zur Verfiigung steht, kann
nur in stark abgespeckter Form in den Mathematikunterricht der Sekundarstufe iibertragen werden.
Um den inneren Verzweigungen der Analysis im Unterricht mehr Platz zu geben, wird daher die
Anwendungsorientierung aber all zu oft verkiirzt. Weiters verstirkt das klassische Aufgaben- und
Priifungssystem eine Kalkiilorientierung im Mathematikunterricht. Diese dridngt die echte

Anwendungsorientierung noch weiter beiseite und ersetzt sie meist durch eingekleidete Aufgaben.'
Danckwerts und Vogel (2010) fassen das Problem folgendermaflen zusammen:

»Der gingige Analysisunterricht hat die Tendenz, echte Anwendungen und heuristisches Arbeiten

zugunsten der Analysis als entwickelte Theorie zu vernachldssigen. “"”

3.1 Grunderfahrungen im Mathematikunterricht

Dieses Spannungsfeld ldsst nun die Frage nach dem Bildungsauftrag der Analysis im
Mathematikunterricht aufkommen. Welche allgemeinbildenden Aspekte soll bzw. muss der
Mathematikunterricht abdecken? Inwieweit sollen Anwendungen in den Unterricht eingebunden

werden?

Katja Maall und Hans-Wolfgang Henn fordern in einem Artikel zu ,, Standardthemen im
realititsbezogenen Mathematikunterricht Anwendungen im Mathematikunterricht als Teil der

Allgemeinbildung'®:

Ein verstindiges Umgehen mit Anwendungen der Mathematik und mathematischen

13 Vgl. Blum (1996), S. 15.

14 Vgl. Danckwerts, Vogel (2006), S. 1-5.
15 Danckwerts, Vogel (2006), S. 5.

16 Vgl. Henn, Maaf3 (2003), S. 1.
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Modellierungen muss Teil der Allgemeinbildung sein, die wir unseren Schiilerinnen und Schiilern
ins Leben nach der Schule mitgeben/...]. Die Ergebnisse von TIMSS und PISA weisen aber

darauf hin, dass der Mathematikunterricht insbesondere diese Kompetenz kaum vermittelt

[..]. <

Heinrich Winter nennt in seinem Artikel ,,Mathematikunterricht und Allgemeinbildung drei

Grunderfahrungen, die der Mathematikunterricht dem Lernenden ermoglichen soll:

., (G1) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen sollten, aus Natur,

Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu verstehen,

(G2) mathematische Gegenstinde und Sachverhalte, reprdsentiert in Sprache, Symbolen, Bildern
und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine deduktiv geordnete Welt eigener Art kennen zu

lernen und zu begreifen,

(G3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemlosefihigkeiten (heuristische Fdhigkeiten),

die iiber die Mathematik hinaus gehen, zu erwerben. * 18

Die erste Grunderfahrung spricht eine breite Palette von Anwendungen an, die mit den erlernten
Mathematikfahigkeiten als Werkzeug gelost werden konnen. In Bezug auf die Differentialrechnung
wire zum Beispiel die Berechnung der Momentangeschwindigkeit als Grenzwert der
Durchschnittsgeschwindigkeit zu nennen. Mit Differentialgleichungen lassen sich unzéhlige
physikalische Vorgéinge beschreiben, wie die noch folgenden Kapitel zeigen werden. Grunderfahrung
2 spricht die Theorie und den verzweigten Aufbau der Mathematik an. Heinrich Winter spricht mit
(G2) ,.die innere Welt der Mathematik*" an.” In Bezug auf das Kapitel der Differentialrechnung
fallen hier Begriffe wie der Grenzwertbegriff, Differenzen- und Differentialquotient, die Definition
der Ableitung sowie Regeln, Formeln, Gesetze und Beweise, die dieses Gebiet der Analysis als

»wdeduktiv geordnete Welt* 2

reprasentieren. Darunter fillt auch die kalkiilhafte Verwendung
verschiedener Rechenregeln (z.B. Summen-, Produkt-, Quotienten- und Kettenregel). Die dritte
Grunderfahrung geht iiber die Mathematik hinaus. Hier ist die Mathematik nur ein Werkzeug zur

Lo6sung eines Problems bzw. zur Erreichung eines Ziels. Da hinein fallen zum Beispiel Probleme, die

17 Henn, Maaf$ (2003), S. 1.
18 Winter (2003), S. 7.
19 Winter (2003), S. 8.
20 Vgl. Winter (2003), S. 8.
21 Winter (2003), S. 7.
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trotz begrenzten Wissens durch geeignete Annahmen geldst werden sollen.”

Danckwerts und Vogel beschreiben eine Integration der drei Grunderfahrungen in den

Analysisunterricht folgendermafen:

,,Die Forderung nach der expliziten Integration aller drei Grunderfahrungen bedeutet fiir den
Analysisunterricht: Halte Ausschau nach solchen Problemen der ,Welt’, die mit Hilfe der
analytischen Grundbegriffe modellierbar sind, sich mit elementarer analytischer Theorie losen
lassen und zugleich Analysis-spezifische heuristische Strategien herausfordern. Damit ist auch
klar, wie wichtig eine Sicht der Analysis als Prozess ist (im Gegensatz zur Analysis als fertige und

.. . 23
kanonisierte Theorie).

3.2 Aspekte fiir einen erfolgreichen Verstehensprozess

Der erfolgreiche Verstehensprozess unterliegt einem komplexen Ablauf, der von verschiedensten
Komponenten und Einflussfaktoren abhingig ist. Roth (2013) nennt folgende Aspekte, die fiir ein

erfolgreiches Verstehen wichtig sind:**

e  Grundvorstellungen
e Fundamentale Ideen
e Grundwissen

e  Grundfertigkeiten

e  Grundkompetenzen

Im Lern- und Verstehensprozess ist es wichtig, diese Komponenten ausgewogenen zusammenspielen
zu lassen. Bedeutend ist dabei, dass die Schiilerinnen und Schiiler im geeigneten Malle gefordert
werden, ohne von der Komplexitdt der Aufgabenstellungen {iber- oder gar unterfordert zu werden. Im

folgenden Abschnitt werden nun die oben aufgelisteten Aspekte genauer betrachtet.

Grundvorstellungen

Grundvorstellungen beschreiben intuitiv modellierte Auffassungen der Lernenden. Die Vorstellungen
konnen einerseits positive Auswirkung auf das Verstdndnis mit sich bringen, sich andererseits aber

auch als Fehlvorstellung negativ auf den Verstehensprozess auswirken. Rudolf vom Hofe (2003)

25

unterscheidet zwischen ,primdren” und ,sekunddren Grundvorstellungen Primére

22 Vgl. dazu Winter (2003), S. 7ff.

23 Danckwerts, Vogel (2006), S. 12.

24Nach Roth, Jiirgen: Vorlesung Didaktik der Analysis, 2013, URL:http://www.dms.uni-
landau.de/roth/lehre/skripte/did_analysis/did_analysis_1_ziele_und_inhalte.pdf [22.3.2014], S. 1.24.
25 Nach vom Hofe (2003), S. 6.
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Grundvorstellungen resultieren aus eigenstdndigen Handlungen und selbst gemachten Erfahrungen.
Sie werden durch sekundidre Grundvorstellungen erweitert. Bei sekunddren Grundvorstellungen
handelt es sich um mathematische Hilfsmittel, wie zum Beispiel Funktionsgraphen oder einem
Koordinatensystem. ** Vom Hofe (2003) nennt drei wichtige Komponenten, die im Sinne der

Kompetenzentwicklung durch die Entwicklung von Grundvorstellungen angesprochen werden:

o Erfassung der Bedeutung eines neuen mathematischen Begriffs durch Ankniipfung an
bekannte Sach- oder Handlungszusammenhdnge,

o Aufbau entsprechender mentaler Modelle, die den Begriff auf der Vorstellungsebene
reprdsentieren,

«27

o  Anwendung des Begriffs auf neue Sachsituationen (d.h. Modellierung).

Fundamentale Ideen
Der Begriff der fundamentalen Ideen ist nicht konkret prazisiert. Schreiber (2011) definiert eben jenen
Begriff durch folgende drei Universalkriterien:

o Weite (Biindelung von Vor-Erfahrungen aus unterschiedlichen Bereichen, Allgemeinheit und
Ausbaufihigkeit);

o Fiille (vielfiltige Anwendbarkeit, Beziehungshaltigkeit zu  mathematischen — und
aufsermathematischen Themen);

o Sinn (Zugdnglichkeit ohne formale Begriffbildung, Verankerung im Alltagsdenken,

lebensweltliche Bedeutung). “**

Schweiger (1983) nennt folgende Kriterien:
,, Unter , Fundamentalen Ideen’ (F. I. ) werden Konzepte verstanden, die in der Mathematik
a) in der historischen Entwicklung eine Rolle spielen, die
b) geeignet sind, curriculare Entwiirfe vertikal zu gliedern.
¢) Ferner sollen sie geeignet sein, ein Bild der Mathematik fiir Aufenstehende zu vermitteln;
dieses beschrdnkt sich derzeit zumeist auf die populire Darstellung von Randgebieten der
Mathematik.

d) Auferdem miissen F. I im Denken bzw. in der Sprache des Alltags verankert, d. h.

prifiguriert sein [...].*”’

Fiir das Kapitel der Differentialrechnung zéhlen unter anderem die ,,/dee des Approximierens* oder

26 Vgl. vom Hofe (2003), S. 5-8.
27 Vom Hofe (2003), S. 7.

28 Schreiber (2011), S. 84.

29 Schweiger (1983), S. 83.
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die ,,Jdee der Anderungsrate"

zu den fundamentalen Ideen. Ein Beispiel dafiir ist der Begriff des
Grenzwertes - von der mittleren zur lokalen Anderungsrate. Weiters zihlt auch das aus
Extremwertberechnung hervorgehende Optimieren zu den fundamentalen Ideen der Analysis.*' Eine
gingige Optimierungsaufgabe ist das Beispiel der optimalen Dose, bei der eine zylinderformige Dose
mit bestimmtem Volumen so bemalit werden soll, dass die Oberfliche der Dose (und damit die Kosten

fiir das Dosenmaterial) moglichst gering gehalten wird.

Grundwissen und Grundfertigkeiten
Grundwissen und Grundfertigkeiten beinhalten das notwendige mathematische Riistzeug und die
Féhigkeit, dieses richtig anwenden zu konnen. Dazu zdhlen Formeln, Séitze und Beweise sowie

Definitionen und allgemeine Regeln. Ein Beispiel wiren die Ableitungsregeln beim Differenzieren. *>

Grundkompetenzen

Unter mathematischen Grundkompetenzen versteht man den wichtigsten, unverzichtbaren Bereich
eines Kapitels im Mathematikunterricht. Diese Kompetenzen stellen den grundlegenden Kern jener
Féhigkeiten dar, den die Lernenden aus jedem Kapitel des Mathematikunterrichts unbedingt erwerben

sollten. Malle (2013) definiert fiir die Differentialrechnung folgende Grundkompetenzen:

e . Den Differenzenquotienten (die mittlere Anderungsrate) kennen und interpretieren konnen.

e Den Differentialquotienten (die Anderungsrate) kennen und interpretieren konnen.

o Die Leibniz’sche Schreibweise fiir den Differenzen- und Differentialquotienten kennen.

o Wissen, dass bei einer linearen Funktion der Differenzen- und der Differentialquotient stets
gleich der Steigung der Funktion ist.

o Den Begriff der Tangente als Grenzlage von Sekanten kennen und erldiutern konnen.

o Steigungen von Funktionsgraphen interpretieren konnen.

o Ableitungsregeln fiir Polynomfunktionen kennen und anwenden kénnen.

e Hihere Ableitungen kennen und fiir Polynomfunktionen berechnen kénnen. >

3.3 Lerntheorien — aktive- und passive Positionen

Wie konnen Schiilerinnen und Schiiler moglichst viel aus den Aufgaben mitnehmen? Wittmann
(2005) nennt in seinem Buch ,,Handbuch produktiver Recheniibungen 1° zwei verschiedene

Grundpositionen des Lernens. Er unterscheidet zwischen der ,passivisitischen Position* und der

30 Nach Danckwerts, Vogel (2006), S. 13.

31 Vgl. Danckwerts, Vogel (2006), S. 12-13.

32Vgl. Roth, Jiirgen: Vorlesung Didaktik der Analysis, 2013, URL:http://www.dms.uni-
landau.de/roth/lehre/skripte/did_analysis/did_analysis_1_ziele_und_inhalte.pdf [22.3.2014], S. 1.24.
33 Malle (2013), S. 12.
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. 34
aktivistischen Position .

Die ,,passivistische Position " geht aus der Assoziationspsychologie hervor und sagt aus, dass duflere
Anreize fiir die Entstehung von Wissen verantwortlich sind. In diesem Fall bleibt der Schiiler / die
Schiilerin passiv und macht das, was dem Lernenden im Vorhinein vorgemacht und gezeigt wird. Der
Lehrer / die Lehrerin rechnet also ein Beispiel an der Tafel vor, die Schiilerinnen und Schiiler rechnen
analoge Aufgaben nach. Die Schiilerinnen und Schiiler prigen sich das neue Wissen durch
Wiederholung ein. Dazu z#éhlt zum Beispiel das Losen von Aufgaben, die mit analogen
Rechenoperationen gelost werden konnen. Den Gegenpol zur ,,passivisitischen Position* bildet die
»aktivistische Position*, die aus der Kognitionspsychologie hervorgeht. Wissen entsteht dabei durch
,aktive Konstruktion“”. Das bedeutet, dass der Lernende sein Wissen selbst erarbeiten muss, und
zwar durch aktive Auseinandersetzung mit Problemstellungen aus dem jeweiligen Stoffgebiet. Der
Lehrer / die Lehrerin unterstiitzt den Lernenden dabei und begleitet die Schiilerinnen und Schiiler
durch diesen Lernprozess. >

Die Schiilerinnen und Schiiler arbeiten hier nicht an trivialen Aufgaben, sondern unter anderem an

Problemldseaufgaben und offenen Aufgaben.

3.4 Realitatsbezogener Mathematikunterricht

Die in dieser Arbeit behandelten Aufgaben und Projekte sprechen vor allem die aktivistische Position
des Lernens an. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen aktiv durch eigenes Ausprobieren und
Modellbilden eigene Erfahrungen an Aufgaben sammeln und so ihre Mathematikfdhigkeiten, aber
auch Problemldseféhigkeiten verbessern. Da die Unterrichtszeit doch sehr knapp bemessen ist und
daher kaum Zeit fiir ausgedehnte Projekte zu einem bestimmten Thema bleibt, empfiehlt Brinkman

(2009) die Projekte so zu gestalten, dass sie in wenigen Unterrichtseinheiten geldst werden konnen:

,» Will man Realitdtsbeziige stdirker im ,normalen’ Mathematikunterricht einbinden, so sollten
daher mehr Aufgaben bereitgestellt werden, die (nicht unbedingt nur, aber im Wesentlichen) ein
Unterrichtsthema fokussieren und sich in moglichst einer bis zwei Unterrichtsstunden bearbeiten

37
lassen.

Um ein tiefergehendes Verstdndnis fiir die bearbeiteten Themen zu erhalten, empfiehlt es sich,

mehrere Fragen / Aufgabenstellungen zu einem Sachverhalt zu stellen, die mit Hilfe der Mathematik

34 Nach Wittmann, Miiller (2005), S. 157.

35 Nach Wittmann, Miiller (2005), S. 157.

36 Vgl. Wittmann, Miiller (2005), S. 157-159.
37 Brinkmann (2009), S. 125.
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gelost werden konnen.

Modellbilden im Mathematikunterricht

Modellierung ist die prozesshafte Auseinandersetzung zur Losung von realititsbezogenen
Problemstellungen im Mathematikunterricht.”” Der Ablauf des Modellierungsprozesses verliuft nach
Maal3 (2007) in Stationen, die zu einem sogenannten ,, Modellierungskreislauf* verbunden sind. Der
Modellierungskreislauf verlduft dabei in zwei unterschiedlichen Ebenen, nédmlich in jener der realen

Welt und jener der Mathematik.*’
Nach Maaf (2007) verlduft der Modellierungskreislauf in folgenden Schritten:*!

1. Vereinfachung des realen Problems
Mathematisierung des vereinfachten Problems (Ubergang von der Realitit in die Mathematik)

Mathematische Bearbeitung des aufgestellten Modells

v

Interpretation des Resultats des mathematischen Modells (Ubergang von der Mathematik
zuriick in die Realitit)

5. Validierung der Losung auf Plausibilitét

Durch Bearbeitung realititsnaher Aufgabenstellungen mit Hilfe des Modellierungskreislaufes soll
Schiilerinnen und Schiiler die Moglichkeit geboten werden, ihre mathematischen Fahigkeiten

situationsbezogen auf vielfiltige Problemstellungen anwenden zu konnen. *

Aullermathematisches Wissen

Um sinnvolle und zielfihrende Modellannahmen treffen zu koénnen, ist das Wissen {iiber den
auermathematischen Bereich unabdinglich. In der Literatur wird die Dimension, die das
auBermathematische Wissen beinhaltet, als ,, Radius of action“” bezeichnet. Sie enthilt jene Kontexte
aus der Realitét, die von Schiilerinnen und Schiilern modelliert und mathematisch beschrieben werden

konnen.

Da das mathematische Werkzeug oft in hoheren Schulstufen behandelt wird als der physikalische
Inhalt, werden in den noch folgenden Projekten (Kapitel 5 und Kapitel 6) stets aulermathematische

Inputs angegeben.

38 Vgl. Brinkmann (2009), S. 125.

39 Vgl. BIFIE (Hrsg.): Themenheft Mathematik ,Modellieren, 2012, URL:
https://www.bifie.at/system/files/dl/bist m4_themenheft_modellieren_2012-02-08.pdf. [20.9.2014], S. 6.
40 Vgl. Maaf} (2007), S. 13.

41Vgl. Maaf (2007), S. 13.

42Vgl. Bohm (2010), S. 1.

43 Nach Bohm (2010), S. 4.

4Vgl. Bohm (2010), S. 4.
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Einsatz neuer Technologien im Unterricht

Schon im 18. Jahrhundert wurden vorrangig physikalische Phdnomene mit Hilfe der Mathematik
modelliert. Ein wichtiges Beispiel, das bis heute Giiltigkeit hat, ist das Modell von Durchschnitts- und
Momentangeschwindigkeit. Wichtige Vertreter dieser Zeit waren unter anderem Newton und Leibniz.
Thre Hilfsmittel waren auf Rechenschieber® und Logarithmentafeln beschrinkt. Durch die stindige
Weiterentwicklung von neuen Technologien ist es heute mdglich, binnen weniger Minuten
verschiedene Zusammenhange graphisch darzustellen, oder komplexe Berechnungen mit Hilfe eines
Computer-Algebra-Systems (CAS) zu losen. Dies erlaubt auch, komplexere realitidtsbezogene Themen
im Unterricht zu behandeln.*

Die Nutzung ,,neuer Medien* wird bereits im sterreichischen Lehrplan der AHS gefordert:

., Mathematiknahe Technologien wie Computeralgebra-Systeme, dynamische Geometrie-Software
oder Tabellenkalkulationsprogramme sind im heutigen Mathematikunterricht unverzichtbar.
Sachgerechtes und sinnvolles Nutzen der Programme durch geplantes Vorgehen ist

. 47
sicherzustellen. *

Fiir einen erfolgreichen und sinnvollen Einsatz von Computer-Algebra-Systemen im Unterricht ist
eine Einfilhrung in die verwendeten Systeme im Vorhinein unbedingt notwendig. Nur wenn das
Programm beherrscht wird, kann es zeitersparend eingesetzt werden. Wichtig ist auch, dass der Fokus
der Schiilerinnen und Schiiler nicht auf der Arbeit mit dem Computer liegt, sondern dass durch den
Einsatz des Computers ein intensiveres Arbeiten und eine griindlichere Auseinandersetzung mit dem

mathematischen Thema méglich wird. **

Das Computer-Algebra-System soll den Schiilerinnen und Schiiler dabei helfen, einen tieferen
Einblick in die Materie zu erhalten, ohne aber ein Blackbox System zu sein, in dem per Mausklick alle
Ergebnisse schnell und einfach geliefert werden. Danckwerts und Vogel nennen den Einsatz neuer

Technologien als hilfreiches Mittel fiir alle drei Winter’schen Grunderfahrungen:

,Zum einen ist der Computer ein leistungsfihiges Werkzeug zur Unterstiitzung von
Modellbildungen und Simulationen (2 G1), zum anderen kann er - vor allem durch dynamische
Visualisierungen - den Aufbau addquater Grundvorstellungen mathematischer Begriffe positiv

beeinflussen (=2 G2), und schliefflich befliigelt der Computer heuristisch-experimentelles

45 Der erste (echte) Rechenschieber wurde bereits 1632 gebaut. Als Erfinder gilt William Oughtred (1574-1660). Auch Isaac Newton
(1643-1727) beteiligte sich an der Weiterentwicklung des Rechenschiebers. Vgl. dazu URL:
http://de.wikipedia.org/wiki/Rechenschieber [16.09.2014].

46 Vgl. Siller (2009), S. 5-6.

47 Zitat aus BMUKK: Lehrplan AHS-Oberstufe Mathematik, 2004, URL:
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht/lp/lp_neu_ahs_07_11859.pdf?4dzgm2 [7.8.2014], S. 3.

48 Vgl. Siller (2009), S. 5-6.
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Arbeiten beim Problemlosen (2 G3) Y.

3.5 Kompetenzen durch Modellbilden

Durch die Modellierung von realitdtsnahen Problemen mit Hilfe der Mathematik trainieren die
Schiilerinnen und Schiiler neben ihren Rechenfertigkeiten auch Fihigkeiten, die liber das bloBe

Anwenden von Rechenoperationen hinausgehen.
MaaB3 (2007) nennt dazu folgende Kompetenzen:

o, Kompetenzen zum Verstindnis eines realen Problems und zum Aufstellen eines Realmodells
und eines mathematischen Modells,

o Kompetenzen zur Losung mathematischer Fragestellungen innerhalb eines mathematischen
Modells,

o Kompetenzen zur Interpretation mathematischer Resultate in einer realen Situation,

. 7. . . 50
o Kompetenzen zur Validierung einer gefundenen Losung.

3.6 Fazit

Der Mathematikunterricht hat sich iiber die Jahrzehnte hinweg weiterentwickelt, weg vom reinen
Ausfiihren von Rechenoperationen hin zum allgemeinbildenden Behandeln von Problemstellungen
auch auflerhalb der Mathematik. Ergebnisse von TIMSS und PISA zeigen allerdings, dass
Problemlosefdhigkeiten und Modellierungskompetenzen nur sehr gering bei Schiilerinnen und
Schiilern vorhanden sind.’' Das Bearbeiten von mathematischen Sachverhalten aus dem Alltag soll
genau diese Kompetenzen fordern. Uber die Schulmathematik herrscht sehr oft die Meinung, sie sei
weltfremd und im Leben auflerhalb der Schule nicht anwendbar. Schiilerinnen und Schiiler haben oft
das Problem, nicht zu wissen, welches Potential in den erlernten mathematischen Fahigkeiten liegt.
Durch realitiatsbezogene Aufgabenstellungen sollen die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, welche
Moglichkeiten ihnen mit den in der Schule erlernten Rechenfertigkeiten bereits zur Verfligung stehen.
Zu guter Letzt soll auch das Interesse der Lernenden durch das Bearbeiten aktueller Themen aus dem
auBerschulischen Bereich gesteigert werden.

Viele Aufgabenstellungen bieten Ergebnisse, die einen iiberraschen und ins Staunen versetzen

konnen.>?

4 Danckwerts, Vogel (2006), S. 7.

50 Maaf (2007), S. 16.

51 Vgl. Henn, Maaf3 (2003), S. 1.

52 Vgl. Herget, Merziger (2013), S. 6.
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,, Uberraschendes kann dafiir sorgen, dass wir Fragen entwickeln, neugierig nach einer Losung

. . . 33
suchen, konsequent weiterforschen - aus dem Gegenstand wird dann ein Lerngegenstand.

53 Herget, Merziger (2013), S. 4.
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4. Mathematisches Riistzeug -
Standardmethoden zur Losung von

Differentialgleichungen und numerische

Verfahren

4.1 Standardmethoden zur Losung von Differentialgleichungen

Fiir die mathematische Bearbeitung der in den nichsten Kapiteln folgenden Projekte werden die
Grundlagen von Differential- und Integralrechnung vorausgesetzt und hier nicht weiter behandelt. Im
kommenden  Abschnitt  werden  verschiedene  Losungsmethoden zur  Losung  von
Differentialgleichungen vorgestellt. Mit diesen Losungsmethoden kdnnen alle Differentialgleichungen
- der im Rahmen dieser Arbeit behandelten Projekte - behandelt werden. Diese richten sich speziell an
Lehrerinnen und Lehrer und sollen einen umfassenden Uberblick geben. Folgende Methoden werden

vorgestellt:

1. Methode der getrennten Variablen
2. Variation der Konstanten bei linearen Differentialgleichungen
3. Variablentransformation
a) Lineare Substitution
b) Homogene Substitution
4. Losungsmethode fiir exakte Differentialgleichungen

5. Losungsmethode mit integrierendem Faktor

4.1.1.Methode der getrennten Variablen™

Bemerkung: Diese Methode wurde bereits in der zweiten Hélfte des 17.Jahrhunderts verwendet.

Als Ausgangssituation sei eine Differentialgleichung erster Ordnung der Form

Y'(x) = g(x) * h(y(x))

54 Nach Kunzinger, Michael: Differentialgleichungen fiir LehramtskandidatInnen, 2012, URL:
http://www.mat.univie.ac.at/~gue/lehre/1314dgllak/dglak.pdf [8.3.2014], S. 8-9.
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gegeben.

Durch Umformung erhélt man:

Y1 (x)

= (=
")) gx) vxelcR

wobei h(y(x))# 0 Vy €] € R vorausgesetzt wird.

Sei xy € I und y(xy) = y, € J. Integration beider Seiten liefert:

Ty o (F
LO O fxog (Bt

Man setzt nun ~ G(x) = f;; g®)dt und

L = 7L
H(z) = Yo h(s) ds > H() = f)’o h(s) ds

Damit erhilt man
G(x) = H(y(x)).

Wegen h(y) #0Vy €] gilt nun h(y) >0 oder h(y) <0 Vy €J. Damit gilt natiirlich auch
1/h(y) > 0oder 1/h(y) < 0. H ist damit streng monoton auf dem gesamten Intervall J, wodurch
folgt, dass es eine Umkehrfunktion H™1 gibt, die stetig und streng monoton ist. Damit gilt

y(x) = HY(G(x)),
was nun die Losung der Differentialgleichung liefert.
Folgender Satz zeigt nun die Existenz einer Losung der Differentialgleichung nach obiger Methode:

Satz:> Seien I,] € R,x, € I,y, € J und seien g:I —» R sowie h:] — R stetige Funktionen, wobei
h(y) # 0 Vy €] gilt.

Sei G:1 » R, G(x) == f;og(t)dt (x € ), sowie H(y(x)) := f;;(x)ﬁds, so wie in obiger Losungs-

methode gesetzt. Weiters sei I; € I ein Teilintervall, wobei x¢ € I; und G(1;) € H(J).
Es existiert nun genau eine Losung ¢:I; — R der exakten Differentialgleichung
Y (x) =g(x) * h(y(x)), die auch die Anfangsbedingung ¢ (x,) = y, erfiillt. Fiir die Losung gilt:

Hpx) =G(x) Vxel

55 Satz und Beweis nach Kunzinger, Michael: Differentialgleichungen fiir LehramtskandidatInnen, 2012, URL:

http://www.mat.univie.ac.at/~gue/lehre/1314dgllak/dglak.pdf [8.3.2014], S. 9.
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Beweis: Zuerst wird gezeigt, dass @(x) = H‘l(G(x)) (x € I) eine Losung der Differential-
gleichung darstellt:

@(x0) = H(G(x0)) = H1(0) = y,da H(y,) = 0 und H stetig und streng monoton ist.

Durch Differentiation von H (go (x)) = G (x) erhélt man

gx) =G'(x) =H'(p(x) * ¢'(x) = * ' (x)

1
h(e(0)
Durch Umformung erhélt man

@' (x) = g(x) * h(p(x))
wodurch die Existenz gezeigt wire.
Nun muss noch die Eindeutigkeit dieser Losung gezeigt werden:
Ersetzt man in obiger Methode y(x) durch ¢(x), so erhilt man
Hpx) =G(x) Vxel

Da H streng monoton ist, ist ¢ (x)= H _1(G(x)) (fur x € 1) eindeutig.

4.1.2.Variation der Konstanten bei linearen Differentialgleichungen

Gegeben sei eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung der Form
y' () =a(x) *xy(x) +g(x),
mit der Anfangsbedingung y(x,) = .

a) Homogener Teil der Differentialgleichung

Zuerst wird die homogene Differentialgleichung y'(x) = a(x) * y(x) mit Anfangsbedingung
v(xo) = Y, betrachtet:

Ist yy # 0, kann hier gleich Methode 1 - ,,Trennung der Variablen* - eingesetzt werden:

—=alx)=

y' y) d¢
y - Yo t

= fxa(s)ds

56 Nach Kunzinger, Michael: Differentialgleichungen fiir LehramtskandidatInnen, 2012, URL:
http://www.mat.univie.ac.at/~gue/lehre/1314dgllak/dglak.pdf [8.3.2014], S. 25-27.
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= log(y(x)) = log(y,) + f a(s)ds
= y(x) = yo * eJro 44

Durch Differentiation kann man sich davon liberzeugen, dass dies Vx € I € R eine Losung fiir die
homogene Differentialgleichung liefert.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit dieser Losung zu zeigen:

Satz:*’Die homogene Differentialgleichung ¥’ (x) = a(x) * y(x) mit der Anfangsbedingung y(x,) =
Y, ist eindeutig 16sbar mit der oben hergeleiteten Gleichung fiir y(x).

f;o a(s)ds

Beweis: Sei ¢(x) :=e . Damit folgt ¢'(x) = —a(x) * ¢(x)und @(xy) = 1.

Angenommen v: I; = R wire eine weitere Losung mit v(x,) = y, fur x, € I
Sei nun Y(x) == v(x) * @(x). Es folgt dann:
P'0) =v'(x) * o(x) +v(x) * @' (x)
= a(x) * V() * 9(x) + v(x) * (—a(x) * 9(x)) = 0
Damit folgt, dass 1 konstant ist, wodurch gilt:
= ¥ = const = v(xp) * 9(x0) = yo * 1 =y

= v(x) = yo * efxo a(s)ds

b) Inhomogener Teil der Differentialgleichung
Hier wird folgender Grundgedanke verfolgt:

o(x) = efxo A9 56t die homogene Differentialgleichung  ¢'(x) = a(x) * ¢(x) mit der

Anfangswertbedingung ¢ (x,) = 1.
Man verwendet nun den Ansatz:
y(x) = c(x) * ¢(x)

@(x) ist hier die Losung der homogenen Gleichung. Die Multiplikation mit einer Funktion c(x) stellt

57 Satz und Beweis nach Kunzinger, Michael: Differentialgleichungen fiir LehramtskandidatInnen, 2012, URL:

http://www.mat.univie.ac.at/~gue/lehre/1314dgllak/dglak.pdf [8.3.2014], S. 25-26.
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die Anpassung an die Anfangsbedingung y(x,) = y, dar.

Differentiation dieses Ansatzes liefert:

y'(x) =) x () +c(x) * @' (x) = c'(x) * p(x) + C‘(x) *a(x) w(x)l =a(x) *y(x) + g(x)

|
= a(x) *y(x)
X _x
= c’(x) * (P(X) = g(x) = C’(x) = & — g(x) e fan(s)ds
@ (x)
Durch Integration erhilt man c(x) = ¢y + [ ;‘0 g(r) * o e @S g folgt:

x r x
y(0) = () * p(x) = <c0 + f g(r) * e_fxoa(s)dsdr> i gl 40200

X0

y(x) setzt sich also aus der Losung der homogenen Differentialgleichung und der Losung der

inhomogenen Differentialgleichung zusammen.
Folgender Satz beweist die Eindeutigkeit der Losung durch die Methode der Variation der Konstanten:

Satz:*® Die Differentialgleichung y'(x) = a(x) * y(x) + g(x) mit der Anfangsbedingung y(x,) =

Y, ist eindeutig 10sbar mittels der Methode der Variation der Konstanten.

Beweis: Die Methode der Variation der Konstanten liefere die obige Formel fiir y(x).
Setzt man nun die Anfangsbedingung y, = y(x,) in diese Formel ein, so erhélt man:

Yo =¥(xp) = (o +0) *1 =

und damit :

X r .

y(x) = (yo + f g(r) = e_fxO a(s)dsdr ) . efxo a(s)ds
X0

Dieses y ist damit die Losung des Anfangswertproblems, denn

y(x9) = (yo + 0) * 1 = y, und nach Differentiation folgt:

X r ! x X r x
y'(x) = (yo +f g@r) = e lro @9 gy ) x el O 4 (yo + f g(r) e o a(s)dsdr> * (efxo a(s)ds) !
X

X0 0

58 Satz und Beweis nach Kunzinger, Michael: Differentialgleichungen fiir LehramtskandidatInnen, 2012, URL:

http://www.mat.univie.ac.at/~gue/lehre/1314dgllak/dglak.pdf [8.3.2014], S. 26-27.
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= (049G xR0 ) w0 4 a(x) ¢ y(x)

= g(x) +a(x) * y(x).

4.1.3.Variablentransformation>

Oft ist es moglich, eine komplizierte Differentialgleichung mittels Substitution auf eine

Differentialgleichung zuriickzufiihren, die mit Hilfe der elementaren Methoden geldst werden kann.®

a) Lineare Substitution:

Gegeben sei die Differentialgleichung
y'x)=glaxx+B*yx)+vy) (@py ER)
Man substituiert: a=axx+B*xy(x)+y = a =a+L*y'(x) =a+ L +g(a)

Man erhélt durch Substitution also die Differentialgleichung a’ = a + 8 * g(a), eine autonome
Differentialgleichung, die mit der Methode Trennung der Variablen gelost werden kann. Wichtig ist

es zu beachten, dass die Anfangsbedingungen (x,, yo) mittransformiert werden miissen.

b) Homogene Substitution:

Gegeben sei die Differentialgleichung

yx =g (@)

.. ' T(x)*x— 1 1 , 1
Man substituiert: b = % = b = % == (y (x) — %) == (g(b) = b)
Man erhélt durch Substitution die Differentialgleichung
, 1
b =+ (g(b) = b),

die mit der Methode Trennung der Variablen gelost werden kann.

59 Nach Kunzinger, Michael: Differentialgleichungen fiir Lehramtskandidatinnen, 2012, URL:
http://www.mat.univie.ac.at/~gue/lehre/1314dgllak/dglak.pdf [8.3.2014], S. 28-29.

60 Vgl. Kunzinger, Michael: Differentialgleichungen fiir LehramtskandidatInnen, 2012, URL:
http://www.mat.univie.ac.at/~gue/lehre/1314dgllak/dglak.pdf [8.3.2014], S. 28.
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4.1.4.Losungsmethode fiir exakte Differentialgleichungen®'

Bevor diese Losungsmethode vorgestellt wird, wird die Definition einer exakten Differentialgleichung
gegeben.

Definition:** Seien I,] € R offene Intervalle, R :== I x J und g, h: R — R stetige Funktionen.
Eine Differentialgleichung der Form
y' *g(x,y) +h(x,y) =0
heiflt exakt, wenn (h, g) eine Stammfunktion auf R besitzt.
Losungsmethode
Gegeben sei die Differentialgleichung in der Form
Yy *g(x,y)+h(xy)=0

Vorbereitung: Die Differentialgleichung wird auf ,.Exaktheit” iiberpriift. Dazu iiberpriift man ob
dyh = 0,9 gilt. Ist dies der Fall, so handelt es sich um eine exakte Differentialgleichung und man
kann mit (1.) fortfahren. Sollte dies nicht der Fall sein, die Differentialgleichung also nicht exakt sein,
so wird auf die nachste Losungsmethode (Losungsmethode mit integrierendem Faktor) verwiesen. Ist

die Differentialgleichung nun exakt, so wird sie folgendermaBen geldst:

1. Konstruktion der Stammfunktion f zu (h, g)

Ansatz: f(x,y) = [h(x,y) *dx + ¢(y) = 0,f = h

@ anpassen: 0, f = 0), [ h*dx + ¢'(y) = g(x,y) — daraus ¢ bestimmen.
2. Um y zu erhalten muss nun die Gleichung f(x,y) = ¢ nach y aufgeldst werden.
Fiir die Anfangsbedingung y(xy) = ygistc = f (XO,YO)

4.1.5.Losungsmethode mit integrierenden Faktoren®

Wie in der Anleitung der Losungsmethode der exakten Differentialgleichung bereits erwihnt, wird bei

dieser Methode jener Fall behandelt, bei dem die Differentialgleichung nicht exakt ist.

Oft funktioniert folgende Methode:

61 Nach Kunzinger, Michael: Differentialgleichungen fiir LehramtskandidatInnen, 2012, URL:
http://www.mat.univie.ac.at/~gue/lehre/1314dgllak/dglak.pdf [8.3.2014], S. 30.

62 Definition nach Kunzinger, Michael: Differentialgleichungen fiir LehramtskandidatInnen, 2012, URL:
http://www.mat.univie.ac.at/~gue/lehre/1314dgllak/dglak.pdf [8.3.2014], S. 30.

63 Nach Kunzinger, Michael: Differentialgleichungen fiir LehramtskandidatInnen, 2012, URL:
http://www.mat.univie.ac.at/~gue/lehre/1314dgllak/dglak.pdf [8.3.2014], S. 32.
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Man sucht eine Funktion m: R = R, (x,y) — m(x,y), m(x,y) # 0 V(x,y) € R mit der
y'*gxm+hxm=0

exakt ist. Diesen Faktor m bezeichnet man als ,, Eulerscher Multiplikator* oder ,integrierender

Faktor“. Fiir Exaktheit muss nun also gelten:
Oy(h*m) = 0x(g *m)

Oft kann eine triviale Losung (zum Beispiel nur von einer Variable abhéngig) fiir m gefunden werden.

4.2 Beschreibung von Bewegungsgleichungen mit Hilfe von

numerischen Verfahren

4.2.1. Euler-Cauchy Verfahren®

Das Euler-Cauchy Verfahren ist ein einfaches Verfahren zur numerischen Beschreibung von
Bewegungsvorgéngen. Aufgrund der Einfachheit kann es, im Gegensatz zum komplexen Runge-
Kutta-Verfahren, auch im Unterricht eingesetzt werden.®® Dabei betrachtet man die Anderung des
Ortes und der Geschwindigkeit nach einem gewahlten kleinen Zeitintervall At. Zur Aufstellung der
numerischen Beziehungen bendtigt man lediglich die Kenntnis iiber die bereits aus dem

Physikunterricht bekannten Formeln

Ax = v x At,

die sich aus der Definition der Geschwindigkeit v = i—: ableitet, sowie
Av = a * At,

die sich wiederum aus der Definition der Beschleunigung a = i—: ergibt.

Zum Zeitpunkt t = 0 wird ein Anfangsort x, sowie eine Anfangsgeschwindigkeit v, gewéhlt.
Innerhalb eines Zeitintervalls At d@ndert sich der Ort des betrachteten Korpers (zum Beispiel die Masse
beim mathematischen Pendel) um Ax = x; — x,. Unter der Annahme, dass sich die Geschwindigkeit

wihrend eines Zeitintervalls At nicht dndert, gilt mit Ax = v, * At fir x4:

X1 = Xg + vy * At

64 Vgl. Embacher (2013), S. 2-4 sowie vgl. Embacher (2010), S. 32-33.
65 Vgl. Embacher (2010), S. 32.
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Wirkt auf einen Korper eine Kraft, so dndert sich die Geschwindigkeit auch wihrend eines noch so
kleinen Zeitintervalls. Um die Bewegung genauer beschreiben zu konnen, wird dies nun
beriicksichtigt. Dazu geht man mit analogem Gedankengang wie fiir den gerade beschriebenen Ort

vor.
Die Anderung der Geschwindigkeit im Zeitintervall At ist gegeben durch Av = v; — v,.
Fiir die Geschwindigkeit v; folgt (mit der obigen Beziehung Av = a * At) schlieBlich

vy = Vg +ax*At.

Fiir die Beschleunigung verwendet man gemdl dem 2. Newton’schen Axiom die Beziehung a =

%. Damit folgt fiir v; nach Finsetzen:

F(xo) « At

V1= 7y

Dieses numerische Verfahren wird als Euler-Cauchy Verfahren bezeichnet. Das Problem dieses
Verfahrens ist es jedoch, dass es fiir grole Zeiteschritte ungenau ist. Fiir sehr kleine Zeitintervalle

erhilt man jedoch eine sehr groBe Anzahl von Schritten, was die numerische Berechnung erschwert.

Daher soll nun eine genauere Methode zur Berechnung nach Franz Embacher (2013) vorgestellt

werden, die aus dem Heun Verfahren hervorgeht.

4.2.2. ,,Verbessertes Verfahren“®®

Fiir dieses Verfahren muss zusétzlich zu obigen Beziehungen (Geschwindigkeit und Beschleunigung)

noch das Weg-Zeit-Gesetz der gleichméiBig beschleunigten Bewegung, namlich
a
Ax = vy * At + E(At)z

bekannt sein. Ein mit Beschleunigung a bewegter Korper legt bei einer Ausgangsgeschwindigkeit v,

im Zeitintervall At den Weg Ax zuriick.

Mit Ax = x; — xg gilt nun fiir den Ort x; (wobei wieder die Beziehung a = % verwendet wird)

F(xo)
= xo + vy * At + ——— (At)?.
X1 Xo T Vg * P (At)

ag = %xo) bezeichnet dabei die Beschleunigung am Anfangsort x,. Die Beschleunigung am Ende des

66 Vgl. Embacher (2013), S. 5-8 sowie vgl. Embacher (2010), S. 32-33.
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F (::)_ Um jetzt eine bessere Ndherung

Zeitintervalls (bei x4) kann nun berechnet werden gemill a; =

als beim Euler-Cauchy Verfahren zu erhalten, verwendet man bei der Berechnung der
Geschwindigkeit den Mittelwert der Beschleunigung im Zeitintervall, die man durch die

Beschleunigungen am Anfang und am Ende es Zeitintervalls erhélt. Fiir v; gilt damit:

vy =vy+ 1<F(x0) + @> * At

2 m m

Mit Hilfe dieser Nédherungen kann nun mit Tabellenkalkulationsprogrammen (wie zum Beispiel
Microsoft Excel) die Bewegung numerisch beschrieben werden und zusétzlich mit Graphen

anschaulich dargestellt werden.

Zusammenfassung:

e Fir die numerische Berechnung nach dem Euler-Cauchy Verfahren gelten folgende

allgemeine Beziehungen fiir den ,,n-ten “ Schritt der Berechnung:
Xp = Xp_q1 + Vp_q x At
fiir den Ort nach n Berechnungsschritten sowie

F(xn-1)
Up = VUp_q + T * At,

fiir die Geschwindigkeit nach n Berechnungsschritten.

e Fir die numerische Berechnung nach dem ,verbesserten Verfahren“ gelten folgende

allgemeine Beziehungen fiir den ,,n-ten “ Schritt der Berechnung:

F(xp-1)
2 %

e CON

Xn = Xp-—1 + Vp—1 * At +

fiir den Ort nach n Berechnungsschritten sowie

Vp = VUp_q + %(—F(xn’;_l) + —F(:l")) * At,

fiir die Geschwindigkeit nach n Berechnungsschritten.
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5. Grenzwertbegriff und Ableitung -
Einfiihrungsprojekte

Die erste Hiirde bei der Einfiihrung der Differentialrechnung im Mathematikunterricht ist der Begriff
des Grenzwertes. Da die Differentialrechnung iiblicherweise iiber diesen Begriff eingefiithrt wird,
erschwert ein wackelndes Konzept zu Beginn den Einstieg in die Infinitesimalrechnung noch

zusitzlich.”’

Christoph Ableitinger und Johanna Heitzer (2013) nennen unter anderem weitere Punkte, wo der

Umgang mit Ableitungs- und Integralbegriff erschwert wird:

o Die exakte Bestimmbarkeit der Tangentensteigung / des Fldcheninhalts als Grenzwert

konvergenter Folgen von Sekantensteigungen/Produktsummen wird bezweifelt, denn: Die

Funktion s mit s(h) = w die zu einem x, bei gegebener Funktion f jeder

Intervallbreite h die zugehdrige Sekantensteigung zuordnet, ist in h = 0 nicht definiert. Sie
dort als durch die Tangentensteigung stetig ergdnzbar zu akzeptieren, erfordert den
Grenzwertbegriff. Der Fldcheninhalt unter dem Graphen von f im Intervall [xq,x,] ist
definiert als (n = oo )-Grenzwert zur Treppenfunktion S(n) = YRZ3[f (xl +k *%) *

ﬂ] Wie das Verschwinden aller Summanden durch deren unendliche Zahl ausgeglichen

werden kann, ist nur mit tragfihigem Grenzwertkonzept begreifbar!

e Der im Hauptsatz verankerte Zusammenhang zwischen Ableitung und Integral wird nicht
eingesehen, da er - ob volistindig bewiesen oder intuitiv erfasst - wesentlich auf den
Mittelwertsatz baut. Dieser aber gilt nur in dem durch Grenzwerthinzunahme vollstindigen
Kérper R: In Q hat weder f(x) = x3 — 5 eine Nullstelle noch die Tangente f(x) = sin(x)

bei 45° eine Steigung.

Um abstrakte Begriffe wie den Grenzwertbegriff oder aber auch den Begriff der
Momentangeschwindigkeit fiir den Unterricht fiir Schiilerinnen und Schiiler fassbarer zu machen,
eignen sich oft kurze einfache Experimente, die im Unterricht bei der Einfilhrung des Begriffs

durchgefiihrt werden konnen. Oft wird etwas greifbarer, beziehungsweise besser verstindlich, wenn

67 Vgl. Ableitinger, Heitzer (2013), S. 2.
68 Ableitinger, Heitzer (2013), S. 8-9.
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sich Schiilerinnen und Schiiler konkrete Vorstellungen zum jeweiligen Begriff machen konnen. Im
folgenden Abschnitt werden Beispielprojekte fiir den Unterricht vorgestellt, die zeigen sollen, wie den
Schiilerinnen und Schiillern der Grenzwertbegriff, die Momentangeschwindigkeit und die
Beschleunigung mit Hilfe physikalischer Hilfsmittel ndher gebracht werden konnen. Diese Projekte
sind fiir die 11. Schulstufe BHS beziehungsweise AHS nach Einfiihrung der Differentialrechnung im
Unterricht vorgesehen. Zur Aufstellung von Bewegungsgleichungen (wie in Kapitel 6) ist ein
tiefgehendes  Verstdndnis  dieser  Begriffe  unabdingbar. Aber auch Begriffe wie
gleichformige/ungleichformige Bewegung und gleichméBig/ungleichmiBig beschleunigte Bewegung
spielen eine wichtige Rolle, um in weiterer Folge Bewegungsvorgénge richtig beschreiben zu kénnen.
Bei den folgenden Beispielen werden auch erste Tabellenkalkulationen mit Microsoft Excel
durchgefiihrt. Dies soll auch im Hinblick auf weitere Kalkulationen foérderlich sein wie sie in Kapitel 6
bei ausgewaihlten Beispielen eingesetzt werden - zum Beispiel bei der numerischen Berechnung von

Bewegungsvorgéngen .
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5.1 Einfiihrungsprojekt: Der Grenzwert - Glasrohrchenversuch®

Folgendes einfaches Experiment, nach Hans Humenberger (2013), soll den Schiilerinnen und Schiilern
den Begriff des Grenzwerts auf eine andere Art und Weise ndherbringen. Dabei ndhert man sich dem

Grenzwert schrittweise immer weiter an.

\/ \/
Abbildung 1: Glasréhrchenversuch nach Hans Humenberger.

Unterrichtsplanung

Materialien Anmerkungen

Durchfiihrung des Gruppenarbeit oder Versuchsmaterialien
Glasrohrchenversuchs Lehrer/Klassengesprach

Definition des Grenzwertes Gruppenarbeit oder Tafel, Heft Definition und

Lehrer/Klassengesprach -

Mathematische Analyse Gruppenarbeit oder Computer + Software
und Tabellenkalkulation Lehrer/Klassengesprach

Zusammenfassung und Lehrer/Klassengesprach Tafel, Heft
Wiederholung

69 Versuch nach Humenberger (2013), S. 34-37.



H GRENZWERTBEGRIFF UND ABLEITUNG - EINFUHRUNGSPROJEKTE

Versuchsmaterialien:

e 2 idente Glasbecher
e 2 Glasrohrchen mit unterschiedlichem Querschnitt (z.B. im Verhaltnis 1:2 oder 1:3)

e  Wasser
Versuchsdurchfiihrung:

In die beiden Glasbecher wird unterschiedlich viel Wasser eingefiillt, sodass sich unterschiedliche
Wasserhohen ergeben. Diese werden gemessen. Es ist bei diesem Versuch von Vorteil, wenn
Messbecher verwendet werden. Nun werden die beiden Rohrchen in die beiden Gléser eingefiihrt und
auf den Tisch gestellt. Danach wird das obige Loch der R6hrchen mit dem Daumen gut verschlossen,
sodass keine Luft von oben eindringen kann. Anschlieend wird das Rohrchen A aus dem Wasser
gehoben und in den Messbecher B geleert und umgekehrt. Nun wird wieder der Fiillstand abgemessen
und der Vorgang wiederholt. Nach mehreren Durchldufen verdndert sich der Wasserpegel immer

weniger — man ndhert sich immer weiter dem ,, Grenzwert ““ an.
Mathematische Analyse und Tabellenkalkulation”

Experimentell wurde der Grenzwert durch Umfiillen bereits gefunden. Hans Humenberger (2013)
empfiehlt eine anschlieBende Simulation mit Excel. Damit kann der Grenzwert auch durch

mathematische Analyse und Tabellenkalkulation mathematisiert und begriindet werden.
Warum verandert sich der Wasserstand nicht mehr?
Sei nun

e (4 der Querschnitt des Rohrchens in Messbecher A
e (g der Querschnitt des Rohrchens in Messbecher B
e A, die Wasserhohe im Messbecher A nach n Durchldufen
e B, die Wasserhohe im Messbecher B nach n Durchldufen

G die Grundflache der Messbecher

Betrachtet man nun die Wasserhdhe in einem der beiden Messbecher, zum Beispiel in Messbecher A,

so gilt fiir die Wasserhdhe nach n + 1 Durchliufen:

70 Nach Humenberger (2013), S. 35-36.
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QB*Bn_QA*An
G G

Apy1 = Ap +

Man erkennt an dieser Gleichung: Einerseits wird Wasser aus Messbecher B hinzugefiigt, andererseits
Wasser in den Messbecher B abgegeben. Der Quotient beschreibt dabei gleich die Hohe des

Wasserpegels, um die er erhoht beziehungsweise verringert wird.

Vollig analog lauft der Vorgang in Messbecher B ab:

QA*An_QB*Bn
G G

Bpy1 =By +

Damit sich nun der Wasserstand in einem Messbecher nicht mehr dndert, muss

Apyq = Ay + 0 erfiillt werden, was aus

,,QB*BOO QA*AOO_

Oll
G G

und nach Umformung

QB*Boo_QA*Aoo
G G

folgen wiirde. Dies ist genau dann der Fall, wenn aus beiden Messbechern die gleiche Menge Wasser

entnommen bezichungsweise hinzugefiigt wird.

Dieses einfache Experiment kann nun auch mit Hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms simuliert
werden. Dazu werden obige Formeln in Microsoft Excel (oder einem dhnlichen
Tabellenkalkulationsprogramm) eingetragen und fiir mehrere Runden durchgespielt. Fiir diese

Simulation sind nur Grundkenntnisse hinsichtlich Tabellenkalkulationsprogrammen notwendig.
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Roéhrchenexperiment

Durchlauf

]
1
2
3
4
5
]
7
8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
15
20
21
22
23
24
25
26
27
28
28
30
31
32
33
34
35

27,4

26,1

25,45

25,125
24,9625
24,88125
24,840625
24,8203125
24,81015625
24,80507813
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Abbildung 2: Simulation mit Microsoft Excel.

Durch Variation der Variablen erkennt man schnell einen Zusammenhang zwischen Wasserhohe und

Querschnittsflache. Sehr leicht kann man sich von diesem Zusammenhang mit Hilfe der Mathematik

iiberzeugen:

Aus

QB*Boo QA*AOO_
G G

folgt durch Multiplikation von G und Umformung:

und daraus:

0

Qp * B = Q4 * Ay

% _ s

QA_Boo

Das Wasserhohenverhéltnis ist also indirekt proportional zum Querschnittsflichenverhdltnis der

Rohrchen.
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5.2 Die Momentangeschwindigkeit

5.2.1 Der Begriff ,, Momentangeschwindigkeit“

Nach der Einfithrung der Differentialrechnung im Mathematikunterricht ist den Schiilerinnen und
Schiilern der theoretische Aspekt der Differentialrechnung bekannt. Ableitungen konnen berechnet
werden. Jedoch fehlen vielen Schiilerinnen und Schiilern die Zusammenhénge mit bekannten
Anwendungen, die ihnen helfen, Konzepte zu den theoretischen Begriffen zu bilden. Ein gutes
Beispiel zur Veranschaulichung stellt unter anderem der Begriff der Momentangeschwindigkeit dar.
Bevor nun ein konkretes Beispiel vorgestellt wird, sei noch auf verschiedene Sichtweisen zur
Momentangeschwindigkeit hingewiesen, die Schiilerinnen und Schiiler einnehmen konnen. Hauke
Friedrich (2013) nennt in diesem Zusammenhang zwei verschiedene, ndmlich die ,,isolierende
Sichtweise und die ,, einbettende Sichtweise”.”" Folgende Tabelle (aus ,, Mathematik Lehren Nr.

180 entnommen) gibt einen Uberblick:

Denkwelten

Realwelt Mathewelt
=
° isolierende Zu einem Zeitpunkt legt man | Die lokalen
» Sichtweise keinen Weg zuriick, daher Anderungen von Weg
: gibt es keine und Zeit sind Null,
B Momentangeschwindigkeit. | daher ist die lokale
; Bewegung findet nur in Anderungsrate auch
o einem Zeitraum statt. Null, bzw. der
; Differenzenquotient
wird zu %‘
einbettende Wenn man sich bewegt, hat | Die lokale
Sichtweise man zu jedem Zeitpunkt der | Anderungsrate ist der
Bewegung eine positive Grenzwert des

Momentangeschwindigkeit. | verhiltnisses 2.

Tabelle 1: Sichtweisen zum Begriff Momentangeschwindigkeit. Aus Friedrich (2013), S. 32.

Um einen gemeinsamen Begriff der Momentangeschwindigkeit zu erhalten, empfiehlt es sich bereits

71 Nach Friedrich (2013), S. 31.
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im Vorhinein auf diesen Begriff einzugehen. Als eine Madglichkeit zur Klarung des

,Begriffsproblems* verwendet Stefan G6tz im Buch ,,Mathematik 7° eine Tabelle, in der er den Bruch

zurickgelegter We e . . ..
geeg 9 fiir immer kleinere Zeitintervalle berechnet.

verstrichene Zeit

zuriickgelegte Wegliinge As benétigte Zeit At Geschwindigkeit %
50m Is 50m/1s=50m/s
Sm 0.1s 5m/0.1s=50m/s
0.5m 0.01s 0.5m/0.01s=50 m/s

Tabelle 2: Berechnung der Geschwindigkeit fiir immer kleinere Intervalle. Aus Gotz (2011), S.51.

Hieraus sieht man sofort, dass sich trotz der Intervallverkleinerung das Verhiltnis nicht &ndert.
Betrachtet man diesen Quotient nun fiir beliebig kleine Zeitintervalle, erhdlt man als Grenzwert fiir
den Quotienten As/At fir At - 0 den Wert 50m/s. Diesen Grenzwert - die zugeordnete

Geschwindigkeit - bezeichnet man dann als Momentangeschwindigkeit.”
5.2.2 Die momentane Geschwindigkeit und die erste Ableitung:”

Aus dem Physikunterricht ist bereits seit der Sekundarstufe I bekannt, dass sich die Geschwindigkeit

eines geradlinig bewegten Kdrpers berechnen lisst durch:

As

U:E

Das bedeutet, die mittlere Geschwindigkeit auf der Strecke von As erhdlt man mittels Division der
Streckenlédnge durch die dafiir benétigte Zeit. Man kann so aber nichts {iber die tatsdchliche

Geschwindigkeit zu einem konkreten Zeitpunkt, zum Beispiel zum Zeitpunkt ¢, sagen.

Man betrachtet nun einen Massenpunkt M, der sich entlang einer geraden Bahn bewegt. Schiilerinnen
und Schiiler konnen sich den Begriff ,, Massenpunkt entlang einer Bahn“ als kleinen Punkt mit einer
bestimmten Masse vorstellen, der sich entlang eines ausgerollten MaB3bandes bewegt. Der aktuelle
Aufenthaltsort zu einem beliebigen Zeitpunkt t wird durch s(t) angegeben. Die Funktion s: t 2 s(t)

bezeichnet man als das Weg-Zeit Gesetz. Nun soll die Geschwindigkeit von M zum Zeitpunkt ¢,

72Vgl. Gotz (2011), S.51.
73 Nach Heuser (2009), S. 262-263.
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bestimmt werden. Bereits bekannt ist, dass sich die mittlere Geschwindigkeit zwischen zwei
Zeitpunkten t, und t (wobei t # ty) durch den Quotienten
As  s(t) —s(tg)
Av=—=—="——+-
At t—to
bestimmen ldsst. Der Wert des Quotienten ist nun aber von den gewihlten Zeitpunkten abhidngig. Um
nun die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t, zu bestimmen, betrachtet man zwei Zeitpunkte t und ¢,

()—s(to)

die so knapp beieinander liegen, dass sich die mittleren Geschwindigkeiten z nicht mehr

andern.

Dies fiihrt zu folgender Definition der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢,:

i SO ()
Vi) =

Dieser Ausdruck entspricht aber gerade der Ableitung der Weg-Zeit Funktion im Punkt ty! Damit ist
der Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Ableitung der Weg-Zeit Funktion v(t,) =
s'(t,) gefunden.
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5.2.3 Einfiihrungsprojekt: Geradlinige gleichformige Bewegung

Um die Begriffe Geschwindigkeit und gleichférmige Bewegung zu festigen, kann die gleichformige
Bewegung zum Beispiel mit einer Rollfahrbahn im Physikunterricht noch einmal genau unter die Lupe
genommen werden. Die Bewegung eines Rollwagens wird dabei zum Beispiel mit Schallsensoren
gemessen und damit die Weg-Zeit Funktion aufgenommen. Durch Ableitung dieser Funktion kann die
Geschwindigkeits-Zeit Funktion bestimmt werden. Durch Analyse dieser Daten sollen die
Schiilerinnen und Schiiler einen weiteren Zugang zu den Begriffen Weg-Zeit Funktion,
Geschwindigkeits-Zeit Funktion sowie zur Differentialrechnung erhalten. Es empfiehlt sich dabei
auch, dass die Graphen von den Schiilerinnen und Schiilern selbst interpretiert und analysiert werden.
Der Begriff der Weg-Zeit Funktion kann mit Hilfe der Funktionsweise eines Schallsensors
anschaulich erkléart werden. Dabei wird in einem gewissen Zeitintervall der Abstand des Objekts zum
Schallsensor durch Abtastung gemessen. Die Weg-Zeit Funktion ergibt sich dann aus dem Abstand

des Objekts zum Schallsensor zu genau definierten Zeitpunkten.

Unterrichtsplanung:

Physikalischer Input Lehrer/Klassengesprach Tafel/Literatur Wiederholung
gleichformige Bewegung

Durchfiihrung des Versuchs Gruppenarbeit oder Versuchs-
Lehrer/Klassengesprach materialien

Graphische Auswertung, Gruppenarbeit oder Computer +
Berechnung der Lehrer/Klassengesprach Software
Geschwindigkeits-Zeit

Funktion

Gemeinsame Lehrer/Klassengesprach Tafel Wiederholung der Begriffe:
Zusammenfassung und
Wiederholung e gleichférmige
Bewegung
o Weg-Zeit Funktion
e Geschwindigkeits-
Zeit Funktion

Physikalischer Input:

1. Newton’sche Axiom: ,Krdftefreie Korper verharren in Ruhe oder bewegen sich geradlinig
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gleichformig

Fiir die gleichférmige Bewegung gilt fiir das
Weg-Zeit Gesetz: s(t) = vy *t + s,.

Durch Ableitung nach der Zeit erhdlt man das
Geschwindigkeits-Zeit Gesetz: v(t) = v,.

Durchfiihrung des Versuchs :

Eine gleichformige Bewegung erhélt man (unter Vernachldssigung sdmtlicher Reibungskréfte) durch
kurzes Anschieben (Anstubsen) des Fahrzeuges. Der Ort, als Funktion von der Zeit, kann zum
Beispiel mit Hilfe eines Schallsensors aufgenommen werden und mit geeigneter Analysesoftware
(z.B.: Coach 6) graphisch dargestellt werden. Durch einfache Ableitung dieser Funktion nach der Zeit
erhdlt man die Geschwindigkeits-Zeit Funktion des Fahrzeugs. Diese sollte bei der gleichformigen

Bewegung natiirlich méglichst konstant sein.

Tipp: Die gleichformige Bewegung eines Fahrzeuges auf der Rollfahrbahn wird durch leichte
Schrégstellung der Bahn erreicht, sodass sich Reibungskréfte und Luftwiderstand moglichst autheben.

Folgende Grafik zeigt die aufgenommen Werte fiir die geradlinige gleichformige Bewegung mit einer

Rollfahrbahn.

Zeil (s)

Abbildung 3: Rollfahrbahn (links) und Ergebnisse zur gleichformigen Bewegung (rechts).

Der obere Graph zeigt den Ort als Funktion von der Zeit. Man erkennt sehr schon den linearen Verlauf
des Abstandes vom Schallsensor. Der untere Graph zeigt die Geschwindigkeit in Abhéngigkeit von
der Zeit. Man sieht, dass die Geschwindigkeit im Laufe der Zeit leicht sinkt. Dies ist natiirlich auf die
Reibung des Fahrzeuges zuriickzufiihren. Betrachtet man allerdings die Skalierung, so erkennt man,

dass der Riickgang der Geschwindigkeit minimal ist.

74 Wagner, Reischl, Steiner (2010), S. 37.
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5.3 Die Momentanbeschleunigung

5.3.1 Die Beschleunigung und die zweite Ableitung’

Die momentane Geschwindigkeit des in 5.2.2 kennengelernten Massenpunktes ist ebenfalls eine

Funktion der Zeit und gegeben durch die Funktion v = v(t).
Aus der Physik ist der Begriff der mittleren Beschleunigung a bekannt:

_Av w(t) vy
At t—t,

Das bedeutet, dass sich die mittlere Beschleunigung aus dem Quotienten von
Geschwindigkeitsinderung und der dafiir bendtigten Zeit berechnen ldsst. Vollig analog zu obigem
Fall (in 5.2.2) kann also mit dieser Formel die durchschnittliche Beschleunigung iiber ein bestimmtes
Zeitintervall berechnet werden. Gesucht ist aber wieder die Beschleunigung zu einem bestimmten

Zeitpunkt t, die wir - wieder mit Hilfe der Differentialrechnung - ganz einfach erhalten kdnnen:

Um nun die Beschleunigung zum Zeitpunkt t, zu bestimmen, betrachtet man zwei Zeitpunkte ¢ und

ty, die so knapp beieinander liegen, dass sich die mittleren Beschleunigungenw nicht mehr
—to

andern.
Fiir die momentane Beschleunigung definiert man analog zu den obig angestellten Uberlegungen:

m X2 e = s

Das bedeutet also, dass die momentane Beschleunigung durch zweifache Ableitung der Weg-Zeit
Funktion beziehungsweise durch einfache Ableitung der Geschwindigkeits-Zeit Funktion erhalten

werden kann.

Zusammenfassung
Die Geschwindigkeits-Zeit Funktion berechnet sich aus der ersten Ableitung der Weg-Zeit Funktion,
die Beschleunigung a(t) aus der Ableitung der Geschwindigkeits-Zeit Funktion, also der zweiten

Ableitung der Weg-Zeit Funktion.

75 Nach Heuser (2009), S.263.
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5.3.2 Einfiihrungsprojekt: Geradlinig gleichmiiflig beschleunigte Bewegung

Um diesen Begriff zu festigen, kann wieder das Experiment mit dem Rollwagen verwendet werden.
Man betrachtet dabei einen kleinen Rollwagen auf einer Schiene, der sich gleichméfig beschleunigt
bewegt. Die Bewegung kann zum Beispiel mit Hilfe von Schallsensoren aufgenommen werden. Die

aufgezeichneten Daten werden von den Schiilerinnen und Schiilern bearbeitet.

Bemerkung: Mit Hilfe ecines Tabellenkalkulationsprogramms kann die Ableitung auch iiber

verschiedene Néaherungsverfahren ermittelt werden.

Unterrichtsplanung:

Materialien Anmerkungen

Physikalischer Input Lehrer/Klassengesprach Tafel/Literatur Wiederholung gleichmaRig
beschleunigte Bewegung

Durchfiihrung des Versuchs Gruppenarbeit oder Versuchs-
Lehrer/Klassengesprach materialien

Graphische Auswertung, Gruppenarbeit oder Computer +
Berechnung der Lehrer/Klassengesprach Software
Geschwindigkeits-Zeit
Funktion
Gemeinsame Lehrer/Klassengesprach Tafel Wiederholung:
Zusammenfassung und
Wiederholung o Weg-Zeit Gesetz
e Geschwindigkeits-
Zeit Gesetz

Physikalischer Input:

2. Newton’sche Axiom: ,, Fine Beschleunigung eines Korpers wird hervorgerufen durch die Kraft

N

F=mxa“"

m bezeichnet dabei die Masse und a die Beschleunigung des Korpers.

76 Wagner, Reischl, Steiner (2010), S. 38.
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Fiir die gleichmiBig beschleunigte Bewegung gilt fiir das

a(t)

Weg-Zeit Gesetz: s(t) = == * t2+ vy x t + sp.

Durch Ableitung nach der Zeit erhilt man das
Geschwindigkeits-Zeit Gesetz: v(t) = a(t) * t + vy.

Durchfiihrung des Versuchs:

Fiir eine gleichmiBige Beschleunigung wird ein Fallgewicht verwendet, das iiber eine Umlenkrolle am
Wagen befestigt wird. Zum Start wird das Fallgewicht ausgelassen und der Rollwagen beschleunigt.
Das Gewichtstiick wird so angebracht, dass es den Boden nicht vor Ende der Fahrbahn erreicht. Somit

kann eine gleichmiBig beschleunigte Bewegung iiber die ganze Fahrbahn aufgenommen werden.

sition (m)
o
I

Po

B 0.3 0.001792
C€-0.1363 +/- 0.0004333
Nittlerer quadratischer Fehier 0.0004631m

T
0.0 05 10 15 20
Zeit (5)

ineare Anpassung fur- Aktuell| Geschwinaigkeit
b

) 0.8297 +i- 0.005985 misls
ipunit): 0.2972 +/- 0.003677 m's
0,99

Geschwindigkeit (m/s

%
gratischer Fehler 0.007144 mis

00 05 1.0 15 20
Tt en

Abbildung 4: Ergebnisse zur gleichméBig beschleunigten Bewegung.

Im oberen Graphen sicht man sehr schon den quadratischen Anstieg des Orts als Funktion nach der
Zeit bei einem Fallgewicht von 50g. Der untere Graph zeigt die Geschwindigkeit als Funktion der
Zeit. Man erkennt einen linearen Anstieg. Bei diesem Graphen wurde ein Fit im Intervall [0.08 , 1]
durchgefiihrt. Hier siecht man, dass die Graphen nach dem Weg-Zeit Gesetz beziehungsweise dem
Geschwindigkeits-Zeit Gesetz verlaufen. Bei einer Durchfiihrung dieses Versuchs wurde eine

durchschnittliche Beschleunigung von ~0,83m/s> gemessen.
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5.3.3 Einfiihrungsprojekt: Zentripetalbeschleunigung”

Zur Festigung und Ubung der Handhabung der Begriffe Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung
eignet sich fiir den Unterricht unter anderem ein physikalisches Phdnomen, das wahrscheinlich jeder
bereits am eigenen Leib verspiirt hat. Jeder der schon einmal in einem ,,Tagada® oder ,,Ringelspiel* in
einem Vergniigungspark seine Runden gedreht hat, kennt das Gefiihl wihrend der Rotation nach

aullen gedriickt zu werden.
Unterrichtsplanung:

Materialien Anmerkungen

Erfahrungsaustausch-Ringelspiel Lehrer/Klassen- Mogliche Einstiegsfrage:
gesprach Was spirt man im
Ringelspiel / Tagada?

Physikalischer Input Lehrer/Klassen-  Tafel/Heft Zentripetalbeschleunigung
gesprach
Mathematische Beschreibung Gruppenarbeit  Tafel/Heft

Lehrer/Klassen-

gesprach
Berechnung von Geschwindigkeit Gruppenarbeit Tafel Wiederholung:
und Beschleunigung
Lehrer/Klassen- Weg-Zeit Gesetz
gesprach

Geschwindigkeits-Zeit
Gesetz

In folgendem Beispiel soll nun die Zentripetalbeschleunigung hergeleitet werden. Dazu ist die

Kenntnis iiber Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung notwendig, sowie die Schreibweise der

Parameterform.

Mathematische Beschreibung

Man stelle sich nun die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kreisbahn von oben betrachtet vor.

77 Nach Embacher, Franz: Kreisbewegung, Schwingung und Welle, 2011, URL:
http://homepage.univie.ac.at/franz.embacher/PhysikDidaktik /KreisbewegungSchwingungWelle.pdf [20.9.2014], S. 1-6.
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Der Mittelpunkt des Kreises soll - der Einfachheit halber - im Koordinatenursprung liegen. Ein
Massenpunkt bewege sich nun auf der Kreisbahn. Die Bewegung findet nun in zwei Dimensionen
statt. Um den Uberblick zu behalten, verwendet man die Parameterdarstellung, die bereits aus der

Vektorrechnung bekannt ist:

f(t) _ (xKomponente )

YKomponente
Wichtige Begriffe und Zusammenhiinge:

% (t) beschreibt den Ortsvektor des Massenpunktes,

@ (t) bezeichnet den Phasenwinkel,

w bezeichnet die Kreisfrequenz.

Fiir den Phasenwinkel gilt: ¢(t) « t. Die Kreisfrequenz w bezeichnet den Proportionalitdtsfaktor

zwischen Phasenwinkel und Zeit t, sodass ¢ (t) = w * t gilt.

R * cos(wt)

R * sin(wt)

X

R

Abbildung S: Orts- und Geschwindigkeitsvektor eines Massenpunktes auf der Kreisbahn.

Zum Zeitpunkt t befindet sich der Massenpunkt am Punkt

5.« (R=*cos(@(t))) (R=*cos(w=*t)
x(t) = (R * sin ((p(t))) - (R * sin (w * t)) :

Man verwendet hier die Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck. Der Ortsvektor x(t) beschreibt
dabei die Weg-Zeit Funktion. Um nun die Geschwindigkeit des Massenpunktes auf dem Kreis zu

berechnen, leitet man x(t) nach t ab und erhlt
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—wR * sin(w * t)
wR * cos(w * t)

i = ( )= v,

die Geschwindigkeits-Zeit Funktion.

Weiteres Ableiten dieser Gleichung ergibt die Beschleunigung des Massenpunktes auf der Kreisbahn.

i) = <—w2R * cos(w * t))

—w?R *sin(w * t)

Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Ausgangsfunktion x(t), so kann die Beschleunigung

geschrieben werden als
X(t) = —w? * X(t).

Man erhélt hier die Bewegungsgleichung fiir die Bewegung des Massenpunktes auf der Kreisbahn -

eine Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Das negative Vorzeichen sagt aus, dass die Beschleunigung in die entgegengesetzte Richtung des
Ortsvektors, sprich zum Kreismittelpunkt hin zeigt. Somit ist die Zentripetalbeschleunigung bereits

gefunden.
Man betrachtet nun den Betrag der Beschleunigung:
a:=|x"t)] = |w?*x(t)] = w?*R
Vollig analog folgt fiir den Betrag der Geschwindigkeit auf der Kreisbahn:
vi= X' (O] = |lw* %) =w*R

Driickt man nun noch die Beschleunigung durch die Geschwindigkeit aus, so erhdlt man

eine Formel fiir den Betrag der Beschleunigung.

Fiir den Unterricht empfiehlt sich ein Durcharbeiten dieser Einfiihrungsbeispiele in Gruppenarbeit

(GruppegroBe 3-4 Personen), bezichungsweise im Klassenverband im Schiiler-Lehrer Gesprach.
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6. Projekte fiir den Unterricht

6.0 Einfiihrende Erklirungen und Begriffsdefinitionen

Das folgende Kapitel beinhaltet das Herzstiick dieser Diplomarbeit. Zehn Projekte aus
unterschiedlichsten physikalischen Themengebieten wurden fiir den Unterricht aufbereitet und werden
nun vorgestellt. Die Aufgaben sind vollstindig ausgearbeitet und konnen als Lehrerblatt (mit
Losungen und Rechenweg) verwendet werden. In Kapitel 7 sind die (zu den Ausarbeitungen
kompatiblen) Schiilerarbeitsblétter angefiihrt. Die Projekte sind vor allem fiir die 12. und 13.
Schulstufe in HTL’s vorgesehen, konnen aber auch in der 12. Schulstufe in der AHS bearbeitet
werden. Zur besseren Orientierung von Aufwand und Schwierigkeitsgrad ist zu Beginn jeder
Ausarbeitung ein eigens entwickeltes Leitsystem mit Schwierigkeitsniveau und Zeitaufwand
angegeben. Fiir eine bessere Abschitzung des Ablaufs ist jeweils eine mogliche Unterrichtsplanung
angegeben. Bevor nun die Beispiele vorgestellt werden, sei hier noch eine genaue Begriffsdefinition
des Leitsystems angegeben. Das Leitsystem - aus drei iibersichtlichen Boxen - liefert einen Uberblick

iiber Schwierigkeitsniveau, Projekttyp und Zeitdauer.

Schwierigkeitsniveau

Das Schwierigkeitsniveau ist in drei Kategorien unterteilt, die von 1-3 durchnummeriert sind.
Schwierigkeitsniveau 1 beschreibt dabei die leichteste Kategorie und sollte von allen Schiilerinnen
und Schiilern geldst werden konnen. Schwierigkeitsniveau 3 stellt die anspruchsvollste Kategorie dar.
Sie ist vor allem fiir interessierte Schiilerinnen und Schiiler gedacht, die sich auch auBerhalb des
Unterrichts mit den Aufgabenstellungen beschiftigen. Folgende Kriterien werden bei der Einteilung

der Niveaus beriicksichtigt:

Schwierigkeitsniveau 1 R GIEE
e Fine einfache Herleitung der Differentialgleichung aus den

angegebenen Informationen ist moglich.

e Die Losung der Differentialgleichung erfolgt mit elementaren
Losungsmethoden.

e Die Losung der Aufgaben ist stark geleitet.

e Der Rechenaufwand ist gering.
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Schwierigkeitsniveau 2 [ Gioy3F

Eine einfache Herleitung der Differentialgleichung aus den
angegebenen Informationen ist mdglich.
Die Losung der Differentialgleichung erfolgt mit elementaren
Losungsmethoden.
Zur Losung miissen Mathematikfahigkeiten aus unterschiedlichen
Bereichen kombiniert werden.

Der Rechenaufwand ist mittelméBig.

Schwierigkeitsniveau 3 RIGUEILE

Projekttyp

Die Herleitung der Differentialgleichung erfordert die
Verwendung verflochtener physikalischer Zusammenhénge.
Die Losung der Differentialgleichung erfolgt mit
aufwéndigeren Losungsmethoden.

Zur Losung miissen vielschichtige Substitutionen oder
Rechenregeln eingesetzt werden.

Der Rechenaufwand ist betrachtlich.

Beim Projekttyp wird ebenfalls zwischen drei verschiedenen Kategorien unterschieden.

Auswahlkriterien sind dabei die Zeitdauer, der Aufwand zur Losung der Projekte sowie die bendtigten

Materialien fiir die Durchfiihrung.

Typ  Stundenprojekt

Kriterien:

Das Projekt kann in einer einzigen Einheit (45-50 Minuten)

bearbeitet werden.
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Typ Mehrstunden- Kriterien:
projekt

e Das Projekt kann in einer Doppeleinheit oder in maximal drei
Unterrichtseinheiten bearbeitet werden.
e Das Projekt benétigt eine geringe Zahl von Materialien, die in

der Schule erhiltlich sind.

Kriterien:

Typ Projekt

e Das Projekt bendtigt mindestens drei Unterrichtseinheiten und

beinhaltet auch Arbeitsaufwand aullerhalb des Unterrichts.
e Ein physikalischer Versuch benétigt diverse Komponenten und
Materialien, wodurch eine Durchfiihrung des Versuchs im

Physikunterricht empfehlenswert ist.

Zeitdauer

Die abgeschitzte Zeitdauer ist ebenfalls in einem separaten Kasten angegeben. Diese bezieht sich auf
die vorgeschlagene Unterrichtsplanung und soll als Orientierungshilfe dienen. Je nach Klassenstérke

und Klassenniveau kann diese Zeitangabe natiirlich stark vom angegebenen Wert abweichen.

Symbole

In der Tabelle fiir einen moglichen Unterrichtsablauf sind Vorschliage fiir die mogliche Sozialform

beziehungsweise fiir die bendtigten Materialien angeben. Diese werden hier nun néher erldutert.

Sozialform
Lehrer/Klassengesprich... Arbeiten im Klassenverband. Die Lehrkraft bespricht konkrete

Themen mit den Schiilerinnen und Schiilern, um auf ein bestimmtes Ziel hin zu arbeiten.

Gruppenarbeit... Die Gruppenstirke sollte eine maximale Anzahl von vier Personen nicht

uberschreiten.

Einzelarbeit... Die Bearbeitung der Aufgabe kann/soll in Einzelarbeit erfolgen.
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Materialien

Arbeitsblatt... Hier sind die ausgearbeiteten Arbeitsblitter mit physikalischem Input,

Aufgabenstellungen, Versuchen und etwaige Zusatzblétter vorgesehen.

Literatur... Zusdtzliche (externe) Literatur kann/soll verwendet werden.

Computer... Einsatz eines Computer bzw. eines Computeralgebrasystems (auch ein

programmierbarer Taschenrechner mit Graphikfunktion ist moglich).

Experiment... Materialien werden fiir ein Experiment benétigt. Die genaue Materialienliste ist

jeweils auf dem jeweiligen Versuchsblatt angegeben.

(...) Abkiirzungen mit Klammern versehen bedeuten, dass diese Komponente den
Schiilerinnen und Schiilern optional angeboten werden kann, aber zur vollstindigen Losung

nicht unbedingt benétigt wird.

6.1 Lehr- und Lernziele

Folgende allgemeine Lehr- und Lernziele, die durch die Bearbeitung der Projekte erreicht werden

sollen, wurden formuliert:

Grobziele:

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen aus physikalischen Kontexten Bewegungsgleichungen

bzw. Differentialgleichungen aufstellen.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen die zuvor aufgestellten Bewegungsgleichungen 16sen.

Die Schiilerinnen und Schiiler sind in der Lage, Fragestellungen durch geeignete

Berechnungen zu l6sen.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen die Ergebnisse geeignet interpretieren und Schliisse aus

ihren Berechnungen ziehen.

Feinziele:

Die Schiilerinnen und Schiiler kdnnen ihre Mathematikfahigkeiten gezielt auf physikalische

Probleme anwenden, um diese mittels Differentialgleichungen zu beschreiben.

Die Schiilerinnen und Schiiler sind in der Lage, zu physikalischen Phdnomenen passende
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vereinfachte Modelle zu bilden, um diese mathematisch beschreiben zu konnen.

e Die Schiilerinnen und Schiiler sind in der Lage, Differentialgleichungen mit verschiedenen

elementaren Losungsmethoden zu 16sen. Dazu gehoren:

O

O

O

Methode der getrennten Variablen

Variation der Konstanten bei linearen Differentialgleichungen
Variablentransformation

Losungsmethode fiir exakte Differentialgleichungen

Losungsmethode mit integrierendem Faktor

e Die Schiilerinnen und Schiiler konnen, entsprechend der Aufgabenstellungen, Weg-Zeit

Funktion bzw. Geschwindigkeits-Zeit Funktion so manipulieren, dass entsprechende

Eigenschaften aus den Funktionen gewonnen werden konnen.

e Die Schiilerinnen und Schiiler sind in der Lage, Funktionen mit Hilfe von CAS-Software

graphisch darzustellen und die Graphen richtig zu interpretieren.
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6.2 Ausarbeitung der Projekte

6.2.1 Die Vollbremsung eines Autos

Schwierigkeitsniveau 1 Typ  Stundenprojekt 45 - 50 Minuten

Unterrichtsplanung

Materialien

Anmerkungen

Physikalischer Input

Herleitung der Weg-Zeit Funktion und
Berechnung des Bremsweges

Berechnung mit konkreten Werten —
Vergleich mit Faustregel

Betrachtung des Anhalteweges und
Einfluss der Reaktionszeit

Analyse mit verschiedenen Parametern
- Vergleich mit Faustregel

Zusammenfassung und Diskussion

Physikalischer Input’

Lehrer/Klassengesprach
Einzelarbeit

Gruppenarbeit

Einzelarbeit/
Gruppenarbeit

Einzelarbeit/
Gruppenarbeit

Einzelarbeit/
Gruppenarbeit

Lehrer/Klassengesprach

Lehrer/Klassengesprach

Wihrend der Fahrt :

F ... Motorkraft,

F.... Reibungskraft (Luftwiderstand, Rollwiderstand)
F.... Kraft vom Asphalt auf das Auto,

F,... Kraft vom Auto auf den Asphalt.

Arbeitsblatt

(Literatur)

Arbeitsblatt

Arbeitsblatt

Arbeitsblatt

Computer

Entweder im
Lehrer-
Klassengesprach
oder in Gruppen-
/Einzelarbeit

@hﬁ

Abbildung 6: Kriifte auf ein Auto wihrend der Fahrt.

78 Informationen zum physikalischen Input nach Heuser(2009), S.333.
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Vollbremsung:

Fy... Reibungskraft beim Bremsen,

F.... Kraft vom Asphalt auf das Auto,

F,... Kraft vom Auto auf den Asphalt.

Bei der Vollbremsung wird die Kupplung betitigt, um
die Motorkraft vollstindig wegzunehmen. Das Auto
wird verzogert. Alle zusétzlichen Reibungskrifte

(Luftwiderstand...) werden hier vernachléssigt.

F,

v

F,
Abbildung 7: Krifte auf ein Auto bei Vollbremsung

(vereinfacht).

Die Reibungskraft beim Bremsen Fj, bei blockierenden Rédern ist von der Kraft Fj, mit der Reifen

und Asphalt aufeinander gedriickt werden sowie vom Reibungskoeffizienten abhingig.

Fiir die Reibungskraft gilt:

sz.u*F:g

u ist der Reibungskoeffizient und liegt liblicherweise zwischen ca.0.4 und ca.0.8 fiir Reifen auf
Asphalt.” Dieser ist von den Oberflicheneigenschaften der Reifen sowie des Asphalts abhingig.

Wichtige Begriffe:

Der Bremsweg ist jener Weg, den ein Auto vom Beginn des Bremsprozesses bis zum Stillstand

zuriicklegt.

g... Gravitationsbeschleunigung ~9.8 m/s?

vy...Ausgangsgeschwindigkeit vor dem Bremsbeginn (in m/s)

F=m=xa = m*x"(t) in N (Newton)

Allgemeine Annahmen: Luftwiderstand wird vernachlédssigt, konstante Bremskraft wahrend des

gesamten Bremsvorgangs, geradlinige Bewegung in x-Richtung.

Herleitung der Differentialgleichung80

Fiir die (vereinfachte) Bewegungsgleichung eines Autos bei einer Vollbremsung mit blockierenden

Rédern gilt damit:

mex'(t) = p=Fy = F,

79 Daten aus: URL: http://www.chemie.de/lexikon/Haftreibung.html[5.6.2014].

80 Herleitung der Differentialgleichung und Berechnung des Bremsweges nach Heuser(2009), S.333.
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Mit F; = —m * g folgt m * x”(t) = — p * m * g und daher

v'(t) =x"(t) = —puxg.

Damit ist die (vereinfachte) Bewegungsgleichung bereits gefunden.

Losung der Differentialgleichung

Geschwindigkeits-Zeit Gesetz:

Das negative Vorzeichen driickt aus, dass die Kraft gegen die Bewegungsrichtung zeigt, das Auto also
verlangsamt wird.

Durch Integration der hergeleiteten Bewegungsgleichung nach der Zeit erhdlt man die
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢:

v(t)= —u*xgx*xt+C

Mit v(0) = v, folgt fiir die Integrationskonstante v(0) = vy =C und damit ist der
Geschwindigkeitsverlauf zum Zeitpunkt t nach Bremsbeginn:

v(t) = vy —pxgxt
Weg-Zeit Gesetz:
Nun wird noch der zuriickgelegte Weg in Abhéngigkeit der Zeit betrachtet:

Durch Integration der Geschwindigkeits-Zeit Funktion nach t erhélt man
t2
x(t) = Vorxt—pxgx—+ D.
Mit x(0) = 0 folgt fiir die Integrationskonstante D = 0 und damit fiir x(¢t):

tz
x(t) = Vo*t—p*g*—

Analyse und Berechnung des Bremsweges

Nun wird die Zeit T bis zum Stillstand (v(T) = 0) des Autos berechnet.

Mit obiger Gleichung fiir die Geschwindigkeit folgt:

v(T)=0= vy—uxg+*T unddamitistT = :Tog die Zeitdauer bis zum Stillstand.

T nun in die Weg-Zeit Funktion eingesetzt ergibt:

) vé 1 (vo )2
X = — U *x Qg *x—x
uxg 972" g
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Durch kiirzen von u * g erhélt man

1
T) = S S
x(M hxg 2 uxg 2.

Der Bremsweg B ist also gegeben durch

2
v
B=—O.
2*.“*9

Zahlenbeispiel
e Geschwindigkeit vy = 100km/h = 27.7m/s
e Reibungskoeffizient u = 0.4

= B~ 97.9m

Vergleich mit der Faustformel aus der Fahrschule®’

Faustformel aus der Fahrschule:

Geschwindigkeit Geschwindigkeit
*
10 10

Bremsweg =

Bei der Faustformel wird die Geschwindigkeit in km/h angegeben, bei der oben hergeleiteten Formel

jedoch in m/s. Das Ergebnis beider Formeln wird in Metern angegeben.

Vo*Vo _ Vo*Vo
= 2+0,5:9.8 und Brgprschuie = 10%10
~ 3,6 *x 3,6

Das Produkt des Divisors bei der oben hergeleiteten Formel ist 9,8 (= 10). Das Produkt des Divisors
in der Faustformel setzt sich nun einerseits aus diesem Faktor sowie dem Faktor zur Umrechnung von

km/hinm/s (3,6 x 3,6 = 10) zusammen. Somit ist der direkte Zusammenhang hergestellt.

Anhalteweg

Anhalteweg = Reaktionsweg + Bremsweg
Der Reaktionsweg ist der zuriickgelegte Weg bis der Fahrer/die Fahrerin den Bremsvorgang einleitet.

Unter Annahme, dass die Geschwindigkeit des Fahrzeugs vom Erkennen der Gefahr bis zur Einleitung

81 Faustformel und Idee nach Heuser (2009), S. 333.
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des Bremsvorgangs konstant war, gilt fiir den Reaktionsweg bei einer Reaktionszeit Tg:
Sp = v xTg

Fiir den Anhalteweg gilt dann
A =sg+B.

Zahlenbeispiel:
e Geschwindigkeit vy = 100km/h = 27.7m/s
e Reibungskoeffizient u = 0.4
o Reaktionszeit T = 1s

e Bremsweg B ~ 97.9m
A= 27.7m + 97.9m = 125.6m

Die Faustformel®* aus der Fahrschule fiir den Anhalteweg ist gegeben durch:

3xv v

10 100

Der quadratische Term ist bereits aus dem Vergleich mit der Faustformel fiir den Bremsweg bekannt.

A=

Der lineare Term bezeichnet den Reaktionsweg. Der Anhalteweg selbst ist in Metern angegeben. Die
Geschwindigkeit wird wie beim Bremsweg in km/h eingesetzt. Das Produkt des Divisors in der
Faustformel setzt sich aus dem Faktor 3 und dem Faktor 3,6 - zur Umrechnung von km/hinm/s -

(3,6 * 3 = 10) zusammen. Fiir den Term des Reaktionswegs gilt damit also:

_3*17 3*xv

~
=

10 3%3,6

Der Quotlentgbezelchnet die Reaktionszeit von rund einer Sekunde. Damit ist der Zusammenhang

zwischen der hergeleiteten Formel fiir den Anhalteweg und der Faustformel aus der Fahrschule

hergestellt.

82 Faustformel aus : Embacher, Franz: Was ist eine Gleichung?, URL: http://www.mathe-

online.at/skripten/gleich/gleich_was_ist_eine_gleichung.pdf [16.9.2014], S.3.
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6.2.2 Abkiihlprozesse

Schwierigkeitsniveau 1 Typ  Stundenprojekt

Unterrichtsplanung

W_ - -

Physikalischer Input - Newton’sches Lehrer/Klassengesprach Arbeitsblatt ~ Entweder im
Abklhlungsgesetz (Literatur) Lehrer-
Einzelarbeit Klassengesprach
) oder in Gruppen-
Gruppenarbeit /Einzelarbeit
Herleitung und Berechnung der Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Differentialgleichung Gruppenarbeit
Berechnung des Kaffeeproblems Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit
Experimentelle Bestimmung des Kaffee- Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Problems Gruppenarbeit Computer
Experiment
Allgemeine Auflésung und allgemeine Lehrer/Klassengesprach Arbeitsblatt  im Lehrer-
Losung Klassengesprach

Abkiihlungsprozesse konnen sehr einfach mithilfe von Differentialgleichungen erster Ordnung
beschrieben werden. Damit lassen sich eine Reihe verschiedener Anwendungen analysieren.
Folgendes Arbeitsblatt geht der Frage nach, welcher Kaffee schneller abkiihlt, entweder jener mit
Milch, der 10 Minuten stehengelassen wird, oder derjenige, der erst 10 Minuten abkiihlt und dem erst
dann Milch hinzugefiigt wird.

Physikalischer Input
Sei T (t) die Temperatur des Korpers zum Zeitpunkt t und T, die Umgebungstemperatur. Da hier bei

diesem Projekt im speziellen Abkiihlungsprozesse betrachtet werden, wird die Annahme getroffen,

dass stets T(t) > T, gilt.
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Newton’sches Abkiihlungsgesetz83
Das Newton’sche Abkiihlungsgesetz beschreibt den Temperaturausgleich zwischen einem Kérper und

seiner Umgebung. Fiir die Anderung der Temperatur des Korpers mit der Zeit At gilt

AT(t)
At

= —k(T(t) = T,).

Das bedeutet, dass die Anderung der Temperatur mit der Zeit proportional zum
Temperaturunterschied zwischen Korper und Umgebungstemperatur ist. Die vom Material abhéngige

Proportionalitéitskonstante k bezeichnet man iiblicherweise auch als Abkiihlkonstante.

Herleitung der Differentialgleichung

Fiir infinitesimale Zeitdnderungen erhélt man eine Differentialgleichung 1. Ordnung:

AT dT
I = =T O = kIO T

Losung der Differentialgleichung®

Den Temperaturverlauf eines abkiihlenden Korpers, nach dem Newton’schen Abkiihlungsgesetz,
erhdlt man durch die Losung der oben aufgestellten Differentialgleichung. Zusitzlich werden folgende

vereinfachende Annahmen getroffen:

1. Die Umgebungstemperatur ist stets konstant T, = const.

2. Die Temperatur des Korpers zu Beginn sei T(0) = T,
Bemerkung: T (t) = T, ist bereits eine Losung der Differentialgleichung.

SeiT(t) #Ty,:

Die Differentialgleichung dz—(tt) = —k(T(t) — T,) kann mit Hilfe der Methode der Trennung der

Variablen gelost werden.

Dazu wird die Differentialgleichung umgeformt:

83 Abgeleitet aus: Schwaiger, Jens: Beilage zur Vorlesung Differentialgleichungen fiir USW ab SS 2001, URL: http://www.uni-
graz.at/~schwaige/usw.pdf [22.07.2014], S. 1.
84 Allgemeine Annahmen und Losung nach: Bernstein, Swanhild: Der Kaffee ist zu heif3- das Newtonsche Abkiihlungsgesetz, URL:

http://www.mathe.tu-freiberg.de/~bernstei/HMI/mNewton.pdf [22.7.2014], S. 4-5.
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dT ()

T -1y

Durch Integration erhélt man:

f (ng(t)n) f ke

In|T(t) —T,|=—-k*xt+D
Anwendung der Exponentialfunktion ergibt:
IT(t) = T,| = e k4D = e=k*t 4 ¢
wobei C: = e? definiert wurde.
Wegen T(t) > T, kann der Betrag aufgeldst werden. Durch Umformung erhélt man
T({t) =T, +Cx*e kst

Die Konstante C wird durch Betrachtung der Anfangsbedingung T (0) = T, bestimmt. T, ist dabei die
Ausgangstemperatur des abkiihlenden Stoffes.

TO)=T, =T, +C+x1
Und daraus folgt fiir die Integrationskonstante C:
T,—T,=C
und damit fiir die Losung der Differentialgleichung:
T(t) =T, + (T, —T,) xe k=t

Ein typisches Alltagsbeispiel ist der Temperaturverlauf bei der Abkiihlung eines Biigeleisens. Die
Metallplatte kiihlt nach dem Ausschalten erst sehr rasch ab, néhert sich aber dann immer langsamer an

die Umgebungstemperatur an.

Bemerkung: Fiir t —> oo ndhert sich die Temperatur eines abkiihlenden Korpers der
Umgebungstemperatur an. Betrachtet man die Temperaturfunktion so erkennt man, dass dies sowohl

flir T > T, als auch fiir T < T, gilt.
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Das Kaffee-Problem®

Ist nun jener Kaffee kiihler, dem gleich Milch beigefiigt wird, oder doch jener Kaffee, dem erst nach
10 Minuten die Milch beigemengt wird?

Tipp: Um die Motivation zur Berechnung in der Klasse zu steigern, empfiehlt sich bei dieser Aufgabe

zuerst eine Abstimmung in der Klasse!
Sei nun
T,, ...die Umgebungstemperatur
T,...die Ausgangstemperatur des Kaffees (vor der Milchbeimengung)
Ty -..die Temperatur der Milch (aus dem Kiihlschrank sodass T,,, < T,)
T,...die resultierende Temperatur des Gemischs
m * Cy...das Produkt aus Masse und spezifischer Warmekapazitit der Milch

n * Cx...das Produkt aus Masse und spezifischer Wéarmekapazitit des Kaffees

Fiir die Temperatur des Kaffee-Milch Gemisches verwendet man die Formel

n*xCx*xTyg+mxCy*xTpy
B n*Cx+mx*Cy

Ty

Unter der Annahme, dass die spezifischen Wiarmekapazitdten von Kaffee und Milch ident ist (d.h.

Cx = Cy = 0), gilt fiir obige Formel:

T o= Cxm*xTy+m=*Ty) n*xTp+mx*Ty
9 C*(n+m) B n+m

Nun werden die beiden Fille mathematisch betrachtet:

1. Fall: In den Kaffee wird sofort eine bestimmte Menge Milch beigemengt:

Fiir die Temperatur des Kaffee-Milch-Gemischs gilt dann zu Beginn:

85 Nach: Bernstein, Swanhild: Der Kaffee ist zu heif3- das Newtonsche Abkiihlungsgesetz, URL: http://www.mathe.tu-
freiberg.de/~bernstei/HMI/mNewton.pdf [22.7.2014], S. 5-6.


http://www.mathe.tu-freiberg.de/~bernstei/HMI/mNewton.pdf
http://www.mathe.tu-freiberg.de/~bernstei/HMI/mNewton.pdf
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Setzt man nun fiir die Zeit nach 10 Minuten (t;) ein, so erhilt man fiir die Temperatur:

nxT, +mx*Ty

Tg(tlo) =Ty + ( - Tu) * ekt

n+m
2. Fall: Der Kaffee steht 10 Minuten und erst dann wird Milch beigemengt:

n(T, + (T, — T,) * e ¥*t10) + m« Ty,
n+m

Ty(t10) =

Zahlenbeispiel®

T,= 22°C, T,=80°C, T,=5°, n=200ml,

m=30ml, k= 0.001/s, t=600s,

Damit folgt fiir die Temperatur im Fall 1 (sofortige Beimengung):

1109
23

20080+ 30%*5

~0.001%600 4, 48 5o
530 * e 8.5°C

Ty(tyo) =22+ ( 22) x e frtio = 22 +

Fiir die Temperatur im Fall 2 (Beimengung nach 10 Minuten):

200(22 + (80 — 22) x e7*110) + 30 x5 455 1160

+ —0.001%x600 ~ 4750C
230 23 " 23 ¢

Ty(t0) =

Daraus folgt: Der Kaffee, bei dem die Milch gleich am Beginn beigemengt wird, ist warmer als jener

86 Grobe Abschatzung fiir die Abkiihlkonstante k nach URL: http://www.schulphysik.de/physik/cooling/newcoo1.htm[22.07.2014].
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Kaffee, bei dem die Milch erst nach 10 Minuten hinzugegeben wird. Die folgende Grafik zeigt, dass

der Kaffee aus Fall 1 auch in weiterer Folge eine hohere Temperatur besitzt als der Kaffee aus Fall 2.

1004

Tin"C

Temperaturverlauf 2.Fall

Temperaturverlauf 1.Fall

tins

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500 7000 7500 8000 8500 3000

Abbildung 8: Temperaturverlauf fiir beide Fille.
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Versuch Bestimmung des Temperaturverlaufs

Bendtigte Materialien

e 2 Tassen Kaffee (je 200ml)
e Milch2 X 30ml
e Temperaturmessgerat

e Stoppuhr
Durchfiihrung

Der Kaffee soll in moglichst gleiche Kaffeetassen eingefiillt werden. Danach wird in einer Tasse
sofort 30ml Milch beigemengt. Im Anschluss wird mit Hilfe eines Temperaturmessgerites die
Temperatur in beiden Tassen gleichzeitig gemessen. Es empfiehlt sich eine Temperaturmessung alle
30 Sekunden. Die Werte kdnnen entweder notiert, oder (wenn vorhanden) gleich mit dem Computer
aufgenommen werden. Nach 10 Minuten wird auch in der zweiten Kaffeetasse Milch beigemengt. In

beiden Kaffeetassen wird nun die Temperatur gemessen und verglichen.
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6.2.3 Radioaktiver Zerfall

Schwierigkeitsniveau 1 Typ  Stundenprojekt 50 Minuten
Unterrichtsplanung

W_k - -

Physikalischer Input Lehrer/Klassengesprach  Arbeitsblatt  Entweder im
(Literatur) Lehrer-
Einzelarbeit Klassengesprach
_ oder in Gruppen-
Gruppenarbeit /Einzelarbeit
Herleitung der Differentialgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit
Losung der Differentialgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit
Berechnung der Zerfallskonstante von ¢ Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit Computer
Darstellung des Zerfallsverlauf von *C
Berechnung des Alters von Otzi Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit

Physikalischer Input

Radioaktiver Zerfall

Unter einem radioaktiven Zerfall versteht man die spontane Umwandlung von instabilen Atomkernen
in andere Atomkerne unter Abgabe von Strahlung. 1896 wurde das Phénomen von Antoine Henri
Bequerel entdeckt. Der Begriff der Radioaktivitdt wurde 2 Jahre spiter von Pierre und Marie Curie
eingefiihrt. Der Zeitpunkt, wann sich ein Kemn in einen anderen Kern umwandelt (dh. zerfillt), ist
vollig zufallig. Fiir jede Substanz gibt es eine Zerfallswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit. Neben dem
kiinstlich herbeigefiihrten radioaktiven Zerfall bei der Kernspaltung gibt es aber auch noch eine

Vielzahl von natiirlichen Zerfillen in der Natur. Sie wird unter anderem zur Altersbestimmung bei der
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Kohlenstoff-14 Methode (*C Methode) verwendet.”’

Herleitung der Differentialgleichung®

Die Anzahl der Kerne, die sich pro Zeiteinheit umwandeln, ist proportional zur Gesamtzahl N(t) der
instabilen Atomkerne. Die Zerfallskonstante A bezeichnet dabei den fiir jedes Material

charakteristischen Proportionalitdtsfaktor.

Fiir die Zahl der pro Zeiteinheit zerfallenen Kerne gilt:

AN(t)
At

= -1+ N(t)

Durch Bildung des Grenzwertes erhélt man die Grundgleichung fiir den radioaktiven Zerfall

AN(t) dN(t)
= ~—a =~ AN

Der Vorgang des radioaktiven Zerfalls ldsst sich also durch eine Differentialgleichung erster Ordnung

beschreiben:
N'(t) = =A% N(t)

N(t) beschreibt die Anzahl der noch nicht zerfallenen Kerne zum Zeitpunkt t. Zum Zeitpunkt

t = 0 sei Ny die Anzahl der noch nicht zerfallenen Kerne des radioaktiven Ausgangsmaterials.

Losung der Differentialgleichung

Diese Differentialgleichung kann mit Hilfe der Methode der Trennung der Variablen geldst werden.

Durch Umformung erhélt man:

Mit Integration folgt:

jdlév((t? =2« [ e

In|N(t)|=—-A+t+D

87 Vgl. URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Radioaktivitat [5.6.2014].
88 Allgemeine Annahme nach: Hempel, Thomas: Differentialgleichungen - Ausgewahlte Probleme aus der Physik, URL:

http://www.uni-magdeburg.de/exph/mathe_gl/dgl-phys1.pdf [29.05.2014], S. 1.
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Wegen N(t) >0 Vit >0 kann der Betrag aufgelost werden. Anwenden der Exponentialfunktion

liefert:
N(t) = g Mt+D — o—Mxt
wobei C: = e? gilt.
Mit der Anfangsbedingung N(0) = N, kann die Integrationskonstante bestimmt werden:
Nog=1+xC=C
Damit gilt fiir die Losung der Differentialgleichung:
N(t) = Ny * et

Berechnung der Zerfallskonstante fiir C-14 aus der Halbwertszeit

Die Halbwertszeit ist fiir jedes radioaktive Material eine charakteristische Zeitdauer, die angibt wie
lange es dauert, bis die Halfte der urspriinglich vorhandenen Kerne zerfallen ist.* Mit Hilfe der

Halbwertszeit kann die Zerfallskonstante (1) bestimmt werden.

Die C-14 Methode:

Die C-14 Methode dient zur Altersbestimmung von archdologischen Funden. Durch kosmische
Strahlung, die unter anderem Neutronen mit extrem hoher Energie enthidlt, wird in der oberen
Atmosphire "N (Stickstoffkerne mit 7 Protonen und 7 Neutronen) umgewandelt in '*C (6 Protonen
und 8 Neutronen). "*C ist instabil und zerfillt mit einer Halbwertszeit von 5730 Jahren. Durch stetigen
Einfall der kosmischen Strahlung ist der '*C Gehalt in der Atmosphire nahezu konstant. Lebewesen,
aber auch Pflanzen, nehmen stindig neues '*C auf (durch Nahrung oder Atmung) sodass der '“C
Gehalt im Korper konstant bleibt. Stirbt das Lebewesen oder die Pflanze, so wird kein neues '*C in
den Korper zugefithrt. Das '“C im Korper zerfillt und seine Konzentration nimmt iiber die
Jahrtausende immer weiter ab. Werden nun Uberreste des Lebewesens ausgegraben, so kann iiber die

Konzentration von "“C im Korper das Alter des Lebewesens bestimmt werden.”
Berechnung der Zerfallskonstante fiir "C:

Die Halbwertszeit ist jene Zeit, bis die Hélfte der Atomkerne des radioaktiven Materials zerfallen ist.

Eingesetzt in die Losung der Differentialgleichung erhélt man daher:

89 Vgl. URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Halbwertszeit[5.6.2014].
90 Vgl. URL: http://www.weltderphysik.de/thema/alltag/c-14-methode/[5.6.2014].
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Ny
L= N, * o —A*5730

2

Division durch N, und Anwendung der Logarithmusfunktion

In(3) = In (e74573%),

liefert: —0,693 = — 1+ 5730.
Durch Umformung erhélt man die Zerfallskonstante:

A= 0,000121/Jahr

Bestimmung des Alters eines beriithmten alten Osterreichers: Otzi

Bei der Untersuchung der 1991 gefundenen Mumie konnte bestimmt werden, dass etwa 47%’" des '*C

bereits zerfallen waren.”
Zur Bestimmung des Alters geht man wieder von der Losung der Differentialgleichung aus:
N(t) = Ny et
Des Weiteren verwendet man nun die oben berechnete Zerfallskonstante fiir 'C.
Es gilt dann:
0,53 % Ny = N + 00001215t

Kiirzen von Ny und Anwendung der Logarithmusfunktion liefert:

In(0,53) = —0.000121 =t

0.6348

m = 5246]ahre

Wissenschaftler der Universitiit Innsbruck schitzen das Alter von Otzi auf 5300 Jahre.”® Damit stimmt

der oben berechnete Wert sehr gut mit den Daten der Universitit Innsbruck {iberein.

91 Daten aus URL: http://www.jagemann-net.de/biologie/bio13/evolution/C-14/c14.php [5.6.2014].
92 Vgl. URL: http://www.uibk.ac.at/forschung/alpine_vorzeit/ [5.6.2014].
93 Nach URL: http://www.uibk.ac.at/forschung/alpine_vorzeit/ [5.6.2014].
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Jahre
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Abbildung 9 : Zerfallsverlauf von 'C.
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6.2.4 Der freie Fall ohne Luftreibung

Schwierigkeitsniveau 1 Typ  Stundenprojekt 50 Minuten

Unterrichtsplanung

W_k T

Physikalischer Input und Wiederholung Lehrer/Klassengespriach  Arbeitsblatt Entweder im

Zusammenhang Weg - Geschwindigkeit - (Literatur) Lehrer-
Beschleunigung Einzelarbeit Klassengesprich
oder in Gruppen-

Gruppenarbeit /Einzelarbeit
Aufstellung der Bewegungsgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

Gruppenarbeit
Berechnung der Differentialgleichung und Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
graphische Darstellung Gruppenarbeit
Berechnung der Textaufgabe Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

Gruppenarbeit
Versuch Bestimmung der Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gravitationsbeschleunigung Gruppenarbeit Experiment

(Literatur)

Physikalischer Input”*

Gravitationsgesetz und Fallgesetz
Das Newton’sche Gravitationsgesetz beschreibt die Anziehungskraft zweier Massen (z.B. Mensch und

Erde) gemal

M... Masse der Erde 5,974 *10*kg,

94Nach: Maxim: Freier Fall mit und ohne Luftwiderstand, 2010, URL: http://www.virtual-
maxim.de/downloads/freier%?20fall%20mit%20und%20ohne%20luftwiderstand.pdf [3.4.2014], S. 1.
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r...mittlerer Radius der Erde 6370km,

m3
kgxs?’

G... Gravitationskonstante G = 6,674 * 10~ 11

Mit Hilfe des zweiten Newton’schen Axioms (F = m * a) folgt

M+m

m*a=G* ——=F.
r

Angeblich soll Newton durch einen vom Baum fallenden Apfel zur Herleitung dieses Gesetzes

inspiriert worden sein.

Daraus erhilt man durch kiirzen der Masse m

a=@G+* 7z
Dies entspricht der Beschleunigung eines fallenden Korpers auf den Erdboden ohne Beriicksichtigung
der Luftreibung. Setzt man hier nun die Werte fiir Gravitationskonstante, Masse und Radius der Erde
(fiir bodennahe Experimente) ein, so erhdlt man einen Wert fiir die Gravitationsbeschleunigung a.
Ublicherweise bezeichnet man die Gravitationsbeschleunigung mit dem Kleinbuchstaben g (vom

englischsprachigen gravity).

Bemerkung: Die Gravitationsbeschleunigung g hidngt vom Radius 7 und von der Erdrotation
(Zentrifugalkraft) ab. Daher ist der Wert fiir die Gravitationsbeschleunigung g nicht iiberall auf der

Erde gleich groB. Fiir die folgenden Berechnungen wird dies jedoch vernachlissigt und eine konstante

Gravitationsbeschleunigung von g = 9.81 ~z angenommen.

Mathematische Analyse *°

Fo=m=xg y

Abbildung 10: Gravitationskraft auf eine Masse und Koordinatensystem zur Orientierung.

Zum Einstieg wird der freie Fall ohne Luftreibung betrachtet. Man verwendet folgende allgemeine

Annahmen:

95 Herleitung und Losung nach Maxim: Freier Fall mit und ohne Luftwiderstand, 2010, URL: http://www.virtual-

maxim.de/downloads/freier%20fall%20mit%20und%20ohne%20luftwiderstand.pdf [3.4.2014], S. 1-3.
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1. Es existiert eine Anziehungskraft der Erde auf den fallenden Korper gemil F; = m * g.
2. Die Fallrichtung sei senkrecht zur Erdoberfléche in z-Richtung.

Damit gilt:
7z’ (0) =vgund z(0) =0

Herleitung der Differentialgleichung

Auf den Korper wirkt (nach obigen Annahmen) also nur die Schwerkraft geméaf
mx*z"(t) =mxg = Fg.
Kiirzen der Masse ergibt

z'(t) = g.
Damit ist die Differentialgleichung fiir den freien Fall ohne Luftreibung bereits gefunden.

Bemerkung: Diese unscheinbar wirkende Gleichung sagt etwas ganz Erstaunliches aus: Im Fall ohne
Luftreibung ist die Beschleunigung eines fallenden Korpers unabhéngig von der Masse des Korpers.
Unter Vernachldssigung des Luftwiderstandes bedeutet das, dass eine Feder genau so schnell zu

Boden fallt wie ein schwerer Stein.

Losung der Differentialgleichung
Zur Losung der Differentialgleichung muss die Weg-Zeit Funktion berechnet werden. Bei dieser sehr
einfachen Differentialgleichung zweiter Ordnung kann dies durch zweimaliges integrieren erfolgen.

Dies folgt direkt aus dem bekannten Zusammenhang

dv(t)  d*z(t)
dt ~ dt?

a(t) =
Geschwindigkeits-Zeit Funktion
Um die Geschwindigkeit zu berechnen, muss die Beschleunigung nach der Zeit integriert werden.

Mit d';—(tt) = g erhélt man durch Integration nach ¢

v(t)=g=*t+C.

Zum Zeitpunkt t = 0 sei die Ausgangsgeschwindigkeit v(0) = vy . Daraus erhdlt man fiir die

Integrationskonstante: v(0) = v, = g * 0 + C und daher folgt C = v,.
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Die Geschwindigkeits-Zeit Funktion ist damit gegeben durch
v(t) =vy+ g *t.
Weg-Zeit Funktion

Um nun die Weg-Zeit Funktion zu berechnen, muss die Geschwindigkeits-Zeit Funktion nach der Zeit

integriert werden. Mit dZ—(tt) = v(t) erhdlt man durch Integration nach t

z(t) =v0*t+%g*t2+C
Zum Zeitpunkt t = 0 moge z(0) = z, gelten. Damit folgt fiir die Integrationskonstante:
z(0) =25 =0+ 0+ C und damit C = z, .
Die Weg-Zeit Funktion ist somit gegeben durch

2(t) =z + v+ t+5g* t2.

1000
8004
6004
2004

2004

s ovin 5 To Is 20 s 30 35 40 45 0 55 )

-2004

Abbildung 11: Die Geschwindigkeits-Zeit Funktion: ein linearer Abbildung 12: Die Weg-Zeit Funktion: man
Verlauf. erkennt sehr schon die quadratische

Abhiingigkeit von t.
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Beispielaufgabe

Aus einem Fenster eines Hauses wird aus einer Hohe von 10m eine Kugel mit der Masse von 0.5kg
fallen gelassen. Berechnen Sie, wunter Vernachldssigung des Luftwiderstandes, die
Geschwindigkeit, mit der der Ball auf der Erde aufirifft sowie die Zeitdauer des freien Falls.
Verwenden Sie die oben hergeleiteten Gleichungen fiir Geschwindigkeit und Weg.

Losung

Anfangsbedingungen: h = 10m; g = 9.81m/s?%; vy = 0m/s; z, = Om/s;
1. Berechnung der Falldauer:
Die Weg-Zeit Funktion ist gegeben durch
2(t) =z + v+ t+59* t2.
Mit den Anfangsbedingungen und den bekannten Werten gilt dann z(t) = 0 + 0 + 4.905 * t2,

Der Ball wird aus 10m abgeworfen. Dies in obige Gleichung eingesetzt und nach t umgeformt ergibt

bereits die Falldauer.

10 = 4.905 * t2

b= |29 143
= 2905~ ~*°F

Nach etwa 1.43s kommt der Ball am Erdboden auf.

Umformung ergibt:

2. Nun wird noch de Geschwindigkeit beim Aufprall berechnet. Dazu wird die Geschwindigkeits -

Zeit Funktion verwendet:

v(t)=vy+g*t

Fiir die Zeit wird die Falldauer eingesetzt. Man erhélt damit fiir die Geschwindigkeit:

v(1.43) = 1.43 ¥ 9.81 = 14.03m/s = 50.5km/h

Der Aufprall erfolgt mit einer Geschwindigkeit von rund 50.5 km/h.
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Versuch Messung der Gravitationsbeschleunigung

Ziel: Durch Messung der Fallzeit einer Kugel soll die Gravitationsbeschleunigung bestimmt werden.

Bendtigte Materialien:

Abwurfvorrichtung
e mit Zeitauslosung
¢ Fall und Auffangvorrichtung

e Zeitmessung

e Kugel
- Fangvorrichtung mit
. Zeitauslosung
Alternativ:
e HD High Speed Kamera Abbildung 13: Versuchsskizze zur Messung der
° Analyseprogram (ZB Coach 6) Gravitationsbeschleunigung.
Durchfiihrung:

Mit Hilfe einer Fallvorrichtung wird eine kleine Metallkugel aus ca. 30cm Hohe abgeworfen und die
Fallzeit Uber die integrierte Zeitmessung bestimmt. Es empfiehlt sich die Messung mehrmals
durchzufiihren und den Mittelwert der gemessenen Zeiten zu bilden. Mit der genauen Messung der

Fallh6he kann nun aus den hergeleiteten Formeln die Gravitationsbeschleunigung bestimmt werden.

Sollte kein Zeitmessgerdt zur Verfiigung stehen, empfichlt sich eine Videoanalyse der fallenden
Kugel. Damit kann die Fallhohe in Abhingigkeit der Zeit bestimmt werden. Einfaches Ableiten dieser
Funktion ergibt die Geschwindigkeits-Zeit Funktion, nochmaliges Ableiten die Beschleunigung.

Ergebnisse:

Durch 2-fache Ableitung des zuriickgelegten Weges nach
der Zeit, erhélt man einen Wert fiir die Beschleunigung. Die
angefiihrten Graphen zeigen den zuriickgelegten Weg

(rechts oben), die Geschwindigkeit (links unten) sowie die

Gravitationsbeschleunigung (rechts unten). Bei dieser ™

Videoanalyse wurde ein Wert von g = 9,25 m/s* gemessen. .

Abbildung 14: Ergebnisse der Videoanalyse.
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6.2.5 Der freie Fall mit Luftreibung und der Stratospharensprung

Schwierigkeitsniveau 2 Typ Projekt >100 Minuten

Unterrichtsplanung
Physikalischer Input zum freien Fall mit Lehrer/Klassengesprach  Arbeitsblatt Entweder im
Luftreibung (Literatur) Lehrer-
Einzelarbeit Klassengesprach
_ oder in Gruppen-
Gruppenarbeit /Einzelarbeit
Aufstellung der Differentialgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit
Losung der Differentialgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit
Der Stratospharensprung — Numerische Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Berechnung des Geschwindigkeitsverlaufs  Gruppenarbeit Computer
Fr
m
Physikalischer Input
Fg=mxg

Der freie Fall mit Luftreibung

Die Luftreibung (oder auch Strémungswiderstand) ist, wie der Name bereits ~ Apbildung 15: Gravitationskraft und
vermuten lésst, eine Kraft, die der Bewegung des Korpers durch die Luft Luftwiderstand eines fallenden
(d.h. ein gasformiges oder auch fliissiges Medium) entgegenwirkt. Die Korpers-

Luftreibung steigt quadratisch mit der Geschwindigkeit und linear mit der Fliche A des Korpers, der
Luftdichte p und zusédtzlichen Eigenschaften der Oberfliche (Form, Struktur, usw.), die im

Stromungswiderstandkoeffizient (bekannt unter ,.c,, - Wert™) zusammengefasst werden.”®

Fiir die Luftreibung gilt:

96 Vgl. URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Stromungswiderstandskoeffizient [16.6.2014].
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1
F; = CW*E*vz*p*A

Der Stromungswiderstandskoeffizient liegt fiir handelsiibliche Autos zwischen 0.8 (ca. Mercedes-
Benz G-Klasse) und 0.2 (ca. Mercedes-Benz C-Klasse). Der Stromungswiderstandskoeffizient fiir

einen stehenden Menschen liegt bei 0.78. "’

Tipp: Um sich die Luftreibung besser vorstellen zu kdnnen, geniigt es wéihrend einer Autofahrt die
Hand aus dem Fenster zu halten und die Handfldche zu drehen. Je groBBer die Widerstandsfliache desto

starker drickt die anstromende Luft die Hand nach hinten.

Herleitung der Bewegungsgleichung98

Auf einen fallenden Korper wirken nun (anders als beim Fall ohne Luftreibung) mehrere Krifte:

Die Schwerkraft F; sowie die Luftreibung F;. Wie aus obiger Abbildung erkennbar ist, wirken die
Krifte in entgegengesetzte Richtung.

Die auf einen fallenden K&rper wirkende Gesamtkraft ist gegeben durch
mra=mx*v = Fs=F;—F, =m*g—cw*%*v2*p*A.
Kiirzen der Masse ergibt dann
a=v' =g—c, *x—*v2xp*xA

eine Differentialgleichung 1. Ordnung.

Bemerkung: Anders als beim Fall ohne Luftreibung wird hier die Differentialgleichung durch die
Geschwindigkeit ausgedriickt da die Losung dieser Differentialgleichung dadurch wesentlich

vereinfacht wird.

Berechnung der Maximalgeschwindigkeit
Aus dieser Gleichung kann bereits die maximal erreichbare Geschwindigkeit des fallenden Korpers
berechnet werden. Da die Reibungskraft quadratisch mit der Geschwindigkeit steigt, wird nach einer

bestimmten Zeit die Luftreibung genauso grofl wie die Schwerkraft. Der Korper wird dann nicht mehr

97 Laut URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Stromungswiderstandskoeffizient [16.6.2014].
98 Herleitung sowie Idee zur Berechnung der Maximalgeschwindigkeit nach: Maxim: Freier Fall mit und ohne Luftwiderstand, 2010,

URL: http://www.virtual-maxim.de/downloads/freier%20fall%20mit%20und%20ohne%20luftwiderstand.pdf [17.6.20014], S. 3-5.
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beschleunigt und es stellt sich eine konstante Maximalgeschwindigkeit ein. Um daraus nun die
Maximalgeschwindigkeit zu bestimmen, betrachtet man einfach jenen Punkt, an dem sich die

Geschwindigkeit nicht mehr dndert, d.h. v' = 0 gilt.

Es gilt also:
v ZOZQ—Cw*ﬁ*Uﬁzax*P*A
Umformung nach vy, ,, ergibt dann

2xm=x*g

Vmax CwxpxA
Losung der Differentialgleichung99

Die Losung der Differentialgleichung kann nun mit der Methode der Trennung der Variablen erfolgen:

dv cpxpxA

DA 2
dt g 2m

* U

Daraus folgt durch Umformung dv = ( g - % * vz) * dt und daraus

dv

(g_%*vz)

= dt.

Herausheben von g gibt

dv

g * (1 _ sz*n‘[;g*A *vz)

= dt.

A . . T .
c“z’:fg* ist bereits aus der Berechnung der Maximalgeschwindigkeit bekannt. Es gilt

Der Term

Cw*p*A

= ——. Setzt man dies in die Gleichung ein, erhdlt man
2mg Vmax

99 Berechnung und Idee zur Substitution von vmax nach Maxim: Freier Fall mit und ohne Luftwiderstand, 2010, URL:

http://www.virtual-maxim.de/downloads/freier%20fall%20mit%20und%200hne%?20luftwiderstand.pdf [17.6.20014], S. 4-8.
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Die Multiplikation von g ergibt

Nun werden beide Seiten integriert:

f” dv ftd
Vo (1 — vz ) 0

Vhax
Berechnung des rechten Integrals g * fot dt:
t
g*j dt=g*(t—-0)=g=*t
0
. v dv
Berechnung des linken Integrals va ﬁ:
1-—

Zur Vereinfachung des Integrals wird substituiert: x =

. Fir die Substitutionskonstante erhélt

Umax
d 1 L .
man aus d—i =, dv = Vg * dx. Nun wird die Stammfunktion des Integrals berechnet:
max
Fiir das Integral erhdlt man damit:
Vmax*dx dx ..
J 122 Vmax* fl—xz = VUpmqyx * artanh (x) (fur [x] #1)

Nun muss noch riicksubstituiert und fiir die Grenzen eingesetzt werden:

v

v dv v v Vo
————5 < = Umayx * artanh ( ) = Vpmax * [artanh( ) — artanh ( )]
Vo (1 __v ) Vmax/ 1y, Vmax Umax

2
vm ax

Somit gilt:

Yo ]9t

max vmax

v
[artanh (

) — artanh (
Umax
Mit der Annahme, dass die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0 gleich Null ist (d.h. vy = 0)

Vo

gilt artanh (

) = 0. Man erhilt somit

Vmax
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v * ¢
artanh( ) = g

vm ax Um ax

100

Die Umkehrfunktion von artanh(x) ist die tanh(x) Funktion ™. Diese auf beiden Seiten angewendet

ergibt: UL = tanh (v‘q*t ).
Umformung ergibt schlieBlich die Losung der Differentialgleichung:

gx*t

vm ax

v(t) = Vpgy * tanh (

)

Wie im Fall ohne Luftreibung wird auch hier die Weg-Zeit Funktion betrachtet. Diese erhélt man

durch Integration der Geschwindigkeits-Zeit Funktion nach .

2

= * In [cosh ( g
g

Umax

x(t) = ftv(t)dt = ftvmax *tanh(
0 0

vm ax

x(t)

w(t)

Abbildung 16: Graphische Darstellung von x(t) und v(t).

Der Stratosphirensprung

Am 14. Oktober 2012 war wohl kein anderes Ereignis so stark in den Medien vertreten wie der
Stratosphirensprung des Osterreichers Felix Baumgartner. Mit den Worten ,,/ am going home now*
sprang der Osterreicher aus 38969m Hohe zuriick Richtung Erde. In diesem Abschnitt wird nun
versucht, mit den oben aufgestellten Annahmen diesen Sprung noch einmal zu analysieren. Es soll nun
versucht werden, die Maximalgeschwindigkeit und die Dauer bis zur Maximalgeschwindigkeit zu

berechnen. Nach der Analyse des Red Bull Stratos Teams liegen folgende Eckdaten fiir den

100 Ausfiihrliche Erklarungen zu den Hyperbelfunktionen (sinh(x), cosh(x), tanh(x)) sind im Anhang zu finden.



PROJEKTE FUR DEN UNTERRICHT H

Rekordsprung vor'":

e  Absprunghohe: 38969 m
e Maximal erreichte Geschwindigkeit: 1357,6 km/h

e Gesamtmasse (Anzug + Felix Baumgartner) 140kg

Numerische Berechnung des Geschwindigkeitsverlaufs wihrend des freien

Falls

Zunichst wird die maximal erreichte Geschwindigkeit betrachtet. In obigem Abschnitt wurde bereits

eine Gleichung zur Berechnung der maximalen Geschwindigkeit aufgestellt:

_ |2*xm=xg
Vmax = ¥ p A

Fiir die Gravitationsbeschleunigung gilt auf der Erdoberfliche die Naherung g = 9,81 Sﬂz Dieser Wert

andert sich bis zur Absprunghdhe nur sehr wenig, weshalb eben jener Wert fiir die Berechnungen als
konstant angenommen wird. Der Stromungswiderstandskoeffizient (c,,-Wert) war nur schwer fiir den
Sprung vorauszusagen, da der Wert stark von der Position des Korpers im freien Fall abhingig ist.
Aus Testspriingen, aus rund 21000m Hohe, konnte ein durchschnittlicher Wert von 1.07 fiir das

Produkt c,, * A bestimmt werden'”

. Dieser Wert wird auch fiir diese Berechnung herangezogen. Nun
bleibt noch der Wert fiir die Luftdichte p zu bestimmen. Da die Luftdichte, besonders in diesen
Hohenlagen, sehr stark vom Wert nahe der Erdoberfliche abweicht, muss eine Néherungsformel
herangezogen werden. Martin Apolin stellte fiir die Berechnung im Magazin Red Bulletin (Ausgabe

Juli 2012) die Niherungsformel p = 1.5906 * e ~%151*1 ayf,'*

Diese Néherungsformel soll nun auch hier eingesetzt werden. Wie in Kapitel ,,mathematisches
Riistzeug™ kennengelernt, wird nun eine numerische Berechnung der Geschwindigkeit und der Hohe
angestellt. Dazu wird das Programm Microsoft Excel verwendet. Dabei werden zwei unterschiedliche
Verfahren zur numerischen Berechnung verwendet. Begonnen wird mit dem Euler-Cauchy Verfahren

und danach das auf dem Heun Verfahren beruhende ,,verbesserte Verfahren* eingesetzt.

101 Daten von: URL: www.redbullstratos.com/science/scientific-data-review [20.6.20014] sowie
Red Bulletin Ausgabe Juli 2012, S. 74.

102 Wert berechnet von Mag. DDr. Martin Apolin fiir die Red Bulletin Ausgabe Juli 2012.

103 Vgl. Apolin (2012), S. 74-76.
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Euler-Cauchy Verfahren

Numerische Berechnung Red Bull Stratos deltat[s] 04 s Wim] cholt)  v_maxih)[mis] Ivit)] [m/s] vit) emm]
Masse [kg] 1 0 3mSe9 000442623 761561433 a o

04 38965 0,00442623 7615611433 3524 14,1264

Euler-Cauchy Verfahren 08 38567,4304 00042728 Wias 7 mas

12 385642912 000442938 7612908455 1L7718956 42,378625
16 380595824 000443253 7610108483 15695479 565037244
2 389533043 O0M443673  7606SO20S7 19,6185008 706267467
24 383454568 00M44199  760.2085639 235408716 847471379
28 38035,0405 000444831 750,65B3075 27,4622614 54,854141
32 398250556 OOMSST0 7590386189 313824985 112976995
36 389125026 00M46415 7563195607 35,3013705 127084934

¢ s ooouies  asrsiises 38iseeis 141imiss
vit) llem/h) 46 Samm26ons oonuisas  TseSitas £3131891 1553873
- 45 S5 aacn oo 7ssE0aT 4707641 169371508

51 398466218 O0MSOHTS 7545570678 S0.958HS78 163451996
56 38262383 000452269 7533967289 548676758 187523633

6 388042512 00MMS3763  752,1493814 S87T3TIE 211585603
64 357807817 Q0MMSSIEI 7508155243 626769665 22563708
10oc 68 37557109 00457110 7493956916 665770065 239677213

7,2 387200801 O0MSEI52  747,BI0511 0476614 253705181
o 7.6 37008907 000460910 7463004051 743666904 267,720086
B 38671184 000462385 7446261891 78,2558482 281721083

. ¥l femfh] B4 38638416 O0M65178  742,B6BAT21 B2,1108BA6 255707185
8 39606851 00467452 7410179557 60215443 309677562

52 3725967 000465927 7391053741 £9,8975663 323,631248

o 55 385366176 00M72485  737,1014935 93768691 337567288
10 38499,1102 Q00475169 7350171115 97,6346397 351484703

o 104 38460,0563 00047790 732HS30569 101495137 365382434

106 384194583 000480919 7306101892 1053499 379259639
112 381773183 000483989 7282853078 10108636 393115089
116 383336388 00878 725HSIS0IE 113041048 406947773

12 382864224 Q0MI0529  T23ALTI93 11667683 420756580
12,4 383416717 000494008  70BSEEIT1 130,70S67 434540811
118 381933894 Q09I 7IE2458086 124527204 443298079
132 381435785 Q00501376 715509750 L28,31234 462028407
135 38002220 000505278 7127817236 131147271 475730174

Abbildung 17: Screenshot der numerischen Berechnung in Microsoft Excel.

Als Starthdhe wurde die Absprunghdhe von Felix Baumgartner gewéhlt. Das Excel File wurde so
erstellt, dass die Anfangsdaten eingegeben werden und automatisch der Verlauf der Geschwindigkeit
berechnet wird. Als Zeitintervall wurde 0.4 Sekunden gewihlt. Auch hier kann aber ein beliebiges
Zeitintervall — gewdhlt werden. Die Hohe gewinnt man aus der  Subtraktion
Absprunghohe - zuriickgelegter Weg. Der zuriickgelegte Weg beim Zeitschritt n + 1 wird beim
Euler-Cauchy Verfahren geméil

Xnt1 = Xp +Up * At
berechnet. Die Geschwindigkeit wird geméf der Formel

FOo) |

Upt1 = Vp + At

2
berechnet, wobei % =9,81 % (:2" — 1) gilt (wie aus der Herleitung der Differentialrechnung
max

folgt).
Die Luftdichte erhilt man fiir jeden Zeitschritt geméal
p(tps1) = 1.5906 % e ~0-151+1(tnsa)

Damit kann nun auch die Maximalgeschwindigkeit fiir jede Hohe berechnet, und somit der zeitliche

Verlauf der Geschwindigkeit nach dem Absprung bestimmt werden.
Verbessertes Verfahren

Wie in Kapitel 4 kennengelernt kann nun ein verbessertes Verfahren zur Berechnung verwendet

werden. Die Berechnungen fiir Weg und Geschwindigkeit erfolgen hier geméfl den Formeln
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Xp41 = Xp +VUp * At + % (At)? und

1(F(xn) | Fxps41)
vn+1—vn+§< = + - * At.

Ergebnisse

Ergebnisse gemifl Euler - Cauchy Verfahren

v(t) [km/h]

1400

1200

1000

800

v(t) [km/h]
600

400

200 3

Abbildung 18: Zeitlicher Verlauf der Geschwindigkeit nach dem Euler-Cauchy Verfahren.

Er ebnisse emaﬁ dem “verbesserten V el‘fahren“
g g
v(t) [km/h]

1400

) PR
/ \\

wu{t) [km/h]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

Abbildung 19: Zeitlicher Verlauf der Geschwindigkeit nach dem ,,verbesserten Verfahren“.

Vergleich

Die beiden Verfahren weichen nur in Bezug auf die Maximalgeschwindigkeit im Bereich von +
10km/h leicht voneinander ab.

Auswertung

Nach ca. 49 Sekunden wird die Maximalgeschwindigkeit bei obigen Berechnungen erreicht. Die
Maximalgeschwindigkeit selbst liegt bei ca.1272 km/h (,,verbessertes Verfahren) bzw. ca.1280km/h
(Euler-Cauchy Verfahren). Danach wird der fallende Korper aufgrund der stetig steigenden Luftdichte

immer weiter abgebremst und die Geschwindigkeit verringert sich wieder. Baumgartner gab in einem
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Interview an, bis etwa 35s keinen Gegenwind verspiirt zu haben.

Abweichungen

Die Auswertungen des Analyseteams des Red Bull Stratos Projekts ergaben eine maximale
Geschwindigkeit von 1357,6 km/h. Abweichungen der obigen Berechnung stammen einerseits von der
Variation des Luftwiderstandbeiwerts (c,, -Wert), der nur experimentell durch andere Abspriinge
ermittelt werden konnte. Der c,,-Wert dndert sich natiirlich, wenn die Lage des Korpers von jener aus
den Testspriingen abweicht. Dadurch war es selbst fiir das Red Bull Stratos Team sehr schwer,
konkrete Voraussagen fiir die maximale Geschwindigkeit zu treffen. Weiters ist die Formel fiir die
Luftdichte nur eine grobe Naherungsformel und weicht von den tatsdchlichen Werten fiir die

Luftdichte ab.
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6.2.6 Zusammengesetzte Bewegung - Der schrige Wurf

Schwierigkeitsniveau 2 Typ Mehrstunden- 80 Minuten
projekt

Unterrichtsplanung
W_ R
Physikalischer Input Lehrer/Klassengesprach  Arbeitsblatt Entweder im
(Literatur) Lehrer-
Einzelarbeit Klassengesprich
_ oder in Gruppen-

Gruppenarbeit /Einzelarbeit

Aufstellung der Bewegungsgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit

Losung der Bewegungsgleichungen Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit Literatur

Analyse der Flugkurve Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit

Berechnungen zur Wurfparabel Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

Gruppenarbeit

Berechnung Beispielaufgabe Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit Computer
Literatur

Physikalischer Input'®

v

Abbildung 20: Flugbahn eines Korpers auf der Erde bei einem Abwurfwinkel von 45°.

104 Vg]. URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Wurfparabel[22.7.2014].
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Unter der Wurfparabel versteht man die Flugbahn eines Korpers beim Wurf auf der Erde. Die

Parabelform ergibt sich daraus, da wihrend des gesamten Fluges der Luftwiderstand vernachléssigt

wird und damit nur die Schwerkraft auf den Korper wirkt.

Der schrige Wurf setzt sich aus zwei voneinander unabhéngigen Vo * cos(¢)
Bewegungen zusammen - der gleichformigen Bewegung A i
(waagrechter Wurf) und dem freien Fall. Diese beiden i
. . . % P
Komponenten der Bewegungen beeinflussen einander nicht. Vyo 0 Vg =>k sin(¢p)
Zur mathematischen Beschreibung wird die Bewegung in zwei @ i
Komponenten zerlegt, die horizontale x -Komponente und die >
Uxo

vertikale y -Komponente. Da der Luftwiderstand auBler Acht

gelassen wird, bewegt sich der Korper in x -Richtung mit einer APPildung 2I: x- und y-Komponente der

.. . . . . Geschwindigkeit.
konstanten Geschwindigkeit. In y -Richtung wird der Korper

konstant beschleunigt. Fiir die Gravitationskraft gilt F = —m * g (wobei g = 9.81m/s?).

Aufstellung der Bewegungsgleichungen105

Die Wurfbewegung setzt sich, wie bereits oben erwidhnt, aus zwei unabhingigen Komponenten
zusammen - der horizontalen x-Richtung und der vertikalen y-Richtung. Dies wird nun bei der
Aufstellung der Bewegungsgleichungen ausgeniitzt. Das bedeutet, dass zwei Bewegungsgleichungen

aufgestellt werden, jeweils eine fiir x- und y-Richtung.
Bewegungsgleichung in x-Richtung

Da der Luftwiderstand vernachléssigt wird, wirken wéhrend des Fluges in x-Richtung keine Kréfte auf

den Wurfkorper. Das bedeutet also
mxay(t) =FE(({t)=0

Wie bereits bekannt ist die Beschleunigung durch die zweite Ableitung der Ortskomponente nach der

Zeit definiert. Es gilt also weiters:

d?x(t)
dt?

mx*a,(t) =mx =FE({t)=0

Division durch m ergibt

d?x(t)

dt? 0,

105 Nach Heuser (2009), S. 328.
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womit die Bewegungsgleichung in x-Richtung bereits gefunden wére.

Bewegungsgleichung in y-Richtung

Auf den geworfenen Korper wirkt auf der Erde die Schwerkraft gemil3 n
F, = —m=xg. Das negative Vorzeichen zeigt einfach an, dass die Fy=-mxg
Beschleunigung nach unten - Richtung Erdboden - zeigt. Da auch hier der

Abbildung 22:

Luftwiderstand vernachldssigt wird, ist dies die einzige Kraft auf den Korper.
L L . Schwerkraft auf einen

Somit gilt fiir die Bewegungsgleichung:
fallenden Korper ohne

2 Luftreibung.
d-y(t)
m*a,(t) = m* a2 =-—m=x*g = E,(t).

Division durch m ergibt

d2y() _
e T

womit auch die Bewegungsgleichung in y-Richtung gefunden wire.

Losung der Differentialgleichungen

Losung der Differentialgleichung: x-Komponente
Zur Losung der Differentialgleichung muss hier die Weg-Zeit Funktion berechnet werden. Bei dieser
sehr einfachen Differentialgleichung zweiter Ordnung kann dies durch zweimaliges integrieren

erfolgen. Dies folgt direkt aus dem bekannten Zusammenhang

dv(t)  d?x(t)
dt — dt?

a(t) =
Die Bewegungsgleichung der x-Komponente ist gegeben durch

d2x(t)
aez O

Durch einmalige Integration erhdlt man die Geschwindigkeits-Zeit Funktion

d?x(t
d);g)=f0*dt.

Integration liefert:
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dx(t)

C
dt

v(t) =

Wobei C hier fiir eine beliebige Konstante steht. Mit Hilfe der Randbedingung v(0) = v, kann nun
die Konstante ermittelt werden. Es gilt dann v(0) = v,, = C und damit gilt fir die Geschwindigkeits-

Zeit Funktion:

v(t) = vy

Bemerkung: Man erkennt, dass auf der rechten Seite der Gleichung keine Abhéngigkeit von
t vorliegt. Die Geschwindigkeit in x-Richtung ist iiber die ganze Zeit hinweg konstant. Dies folgt

direkt aus dem ersten Newtonschen Axiom.

Um die Weg-Zeit Funktion zu erhalten muss die Geschwindigkeits-Zeit Funktion integriert werden:

[EO- o

Integration liefert
x(t) = Vyo*xt+D.

Die Integrationskonstante D kann wieder iiber die Randbedingungen ermittelt werden. Zum Zeitpunkt
t =0 gilt fir die Ortsfunktion x(0) = 0. Dies in obiger Gleichung verwendet gibt fiir die

Integrationskonstante D:
x(0)=04+D=22D=0
Und damit gilt fiir die Bewegungsgleichung der x-Komponente:
xX(t) = vy * L.

Losung der Differentialgleichung: y-Komponente
Zur Losung der Differentialgleichung muss auch hier die Weg-Zeit Funktion berechnet werden. Bei
dieser sehr einfachen Differentialgleichung zweiter Ordnung kann dies durch zweimaliges Integrieren

erfolgen.

Um die Geschwindigkeit zu berechnen, muss die Beschleunigung nach der Zeit integriert werden. Fiir

a2y _ dv®) _ _

die Beschleunigung in y-Richtung gilt e "

Durch Integration erhélt man



PROJEKTE FUR DEN UNTERRICHT E

v(t)=—g=+t+C.

Zum Zeitpunkt t = 0 sei die Ausgangsgeschwindigkeit v(0) = v, . Daraus erhélt man fir die

Integrationskonstante: v(0) = v,y = g * 0 + C und daher folgt C = v,,,.
Fiir den Geschwindigkeitsverlauf gilt damit:
v(t) =vyg—gxt

Um nun die Weg-Zeit Funktion zu berechnen, muss die Geschwindigkeits-Zeit Funktion nach der Zeit

integriert werden.

Durch Integration erhilt man
1 2

y(t) =vy0*t—§g*t + D.
Zum Zeitpunkt t = 0 moge y(0) = y, gelten. Damit folgt fiir die Integrationskonstante D:
¥(0) = yo = 0+ D und damit D = y,.
Die Orts-Zeit Funktion ist dann gegeben durch

YO = yo+ vyt —59+
Vyxo und vy, entsprechen den jeweiligen Anfangsgeschwindigkeiten in x- bzw. y-Richtung.

Die beiden Geschwindigkeiten vy in x- bzw. v, in y-Richtung, sind vom Abwurfwinkel ¢ abhingig.

Fiir die beiden Geschwindigkeiten gilt:

Vxo = Vg * €0s (@) und vy,q = v * sin(e).

Dies folgt aus den geometrischen Zusammenhéingen in Abbildung 21 auf Seite 90.

[’8

[E 01 02 03 04 o

Abbildung 23: Graphische Darstellung mit GeoGebra.
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Die beiden Bewegungsgleichungen konnen auch zu einem Vektor zusammengefasst werden. Man

erhalt dann:
R x(t) Vo * t * cos(¢)
y(t) Yo+ vo *t*sin(a) —Fxt

Analyse der Flugkurve und weitere Berechnungen'"®

Die Losungen der einzelnen Komponenten der Bewegungsgleichungen wurden bereits berechnet. Nun
wird noch die Funktion der Flugkurve berechnet und analysiert. Dazu muss zuerst die Gleichung

x(t) = vy * t nach t umgeformt werden. Umformung ergibt:

__x®
~ (vo * cos (¢))

Dies wird nun in die Gleichung y(t) = v, * sin (@) * t — % g * t? eingesetzt. Man erhilt:

sin(e) Y 9 .
cos (@) 2 % vy2 * cos(p)?

y(x) =

Bemerkung: Die Flugkurve hat die Form einer Parabel. Diese Erkenntnis stammt von Galileo Galilei
(1564-1642). Er verband sein Fallgesetz mit der Kegelschnittlehre des Apollonios von Perge (262-
190v.Chr.)."”

Abbildung 24: Analyse der Wurfparabel mit GeoGebra.

Berechnung der Steighohe h (= maximal erreichte Hohe):

Um die maximale Steighohe des WurfgeschoBles zu berechnen, betrachtet man die y-Komponente der
Bewegung. Die maximale SteighShe wird indirekt iiber die maximale Steigdauer t berechnet. Dazu
stellt man die Uberlegung an, zu welchem Zeitpunkt sich die y-Komponente nicht mehr éndert, dh.
der maximale Wert erreicht wird. Um dies zu bestimmen, betrachtet man die Anderung der Steighdhe

nach der Zeit, d.h. y'(t). Gesucht ist dabei jener Zeitpunkt, an dem sich die Steighéhe nicht mehr

106 Nach Heuser (2009), S. 328-329.
107 Vgl. Heuser(2009), S.329.
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andert, also y'(t;,) = 0 gilt. Die so ermittelte Zeit bezeichnet man als Steigzeit tj,.

y(ty) = vo*sin(p) —g*tp, =0 D t, = Vo*sin(g)

Wir setzen diese Steigzeit nun in die Weg-Zeit Funktion der y-Komponente ein und erhalten somit:

(vo * sin (¢))? G sin(¢))” _ 1o+ sin(@))”
g 2 g 2 g

h=y(tp) =

Betrachtet man nun diese Gleichung unter Verwendung der Eigenschaften der Sinusfunktion, so stellt

man fest, dass der hochste Wurf bei ¢ = 90° erreicht wird.
Bemerkung: Ob damit auch die groBte Wurfweite erreicht wird, wird gleich bestimmt.

Berechnung der Wurfdauer
Um die Wurfdauer t,, zu erhalten, wird jener Zeitpunkt gesucht, an dem der Wurfkorper wieder am

Boden aufkommt und y(¢,,) = 0 gilt.
Y(tw) = (Vo *sin (@) * t,, =39 * £,2 = 0

Division durch t,, ergibt:

(o * sin (9)) =3 g * t,, = 0
Durch Umformung erhélt man:

_ 2xvy xsin (@)
v g
Bemerkung: Die Berechnung der Wurfdauer ist eine typische Anwendung der Nullstellenberechnung

bei der Kurvendiskussion.

Berechnung der Wurfweite

Zur Berechnung der Wurfweite geht man mit dhnlicher Uberlegung wie bei der Berechnung der
Steighohe vor. Man verwendet die Zeitdauer bis der geworfene Korper wieder am Boden autkommt
und setzt dies in die Weg-Zeit Funktion der x-Komponente ein. Durch einsetzen der Wurfdauer t,, in

die Gleichung x(t) = vy * cos (¢) * t erhilt man dann die Wurfweite w:

25wy 2xcos(@)*sin (¢)) _ vo2+sin (2¢)
g g

w(p) =

Bemerkung: Man erkennt, dass die Wurfweite von der Anfangsgeschwindigkeit und vom
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Wurfwinkel abhingig ist.

Berechnung des idealen Wurfwinkels

Der ideale Wurfwinkel ist jener Winkel, bei dem die maximale Weite erreicht wird. KugelstoBer bei
den Olympischen Spielen trainieren jahrelang, um die Kugel mit exakt diesem Winkel abzuwerfen.
Um nun diesen Winkel zu bestimmen, berechnet man das Maximum der w(¢@) Funktion. Das

Maximum wird erreicht, wenn die Steigung der Funktion verschwindet, d.h. w'(¢) = 0 gilt.

Es gilt also:

2 % 12 * cos (2¢)) _
g

0

w'(p) =

Da die Faktoren ,,2° ,, vy und ,,g* ungleich 0 sind, muss cos(2 * ¢) = 0 werden. Aufgrund der

logischen Einschrinkung 0 < ¢ < gﬁir den Abwurfwinkel, folgt dies genau fir ¢ = %. Zur

Kontrolle, ob es sich bei ¢ = %tatséichlich um den idealen Wurfwinkel handelt, betrachtet man um%

vo2+sin (2¢)

liegende Winkel und betrachtet die Wurfweitenfunktion w(¢) = 7

v, und g sind beide Konstanten und unabhéngig vom Abwurfwinkel. Es geniigt also den Term

sin (2¢) im Intervall 0 < ¢ < g genauer zu betrachten.

= wlp)=vy"sin(2*@l/g
— LN e

Abbildung 25: Betrachtung des Terms sin(2¢).

Durch Rechnung (oder durch graphische Betrachtung) erkennt man, dass w (g) =w (g) <w G) gilt.

Der ideale Wurfwinkel liegt demnach tatsichlich bei % beziehungsweise bei 45 Grad.
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Beispielaufgabe

Ein Fufsball wird vom Tormann mit 25m/s in einem Winkel von ca. 30° von der 16m Linie vor dem
Tor abgestofien. Nach wie vielen Metern landet der Ball, wenn man den Luftwiderstand
vernachldssigt? Informieren Sie sich im Internet oder in der Bibliothek wie lange ein Fufsballfeld

ist. Kommt der Ball noch auf dem Spielfeld auf?

Erstellen Sie ein GeoGebra Arbeitsblatt, in dem Sie die Wurfparabel simulieren kénnen. Bauen Sie

dazu fiir den Abwurfwinkel und fiir die Anfangsgeschwindigkeit passende Schieberegler ein.

Losung

Ist die Gleichung fiir die Wurfweite bereits hergeleitet, kann die Aufgabe schnell gelost werden. Fiir

die Wurfweite gilt:

V2 * sin (2¢))

w(p) = g

Einsetzen der angegebenen Werte ergibt dann eine Wurfweite von

252 % sin (2 * 30
w(30) =22~ 198(1* ) _ 5518m

Laut FiFa'*®® Regelwerk muss ein Spielfeld eine Linge von 105m aufweisen. Damit landet der Ball

rund 35m vor dem gegnerischen Tor.

108 Gemaf3: FIFA: Fussballstadien - Technische Empfehlungen und Anforderungen, 2007, URL:
http://de.fifa.com/mm/document/tournament/competition/51/54/02 /football_stadiums_technical_recommendations_and_require

ments_de_8212.pdf[15.7.2014].
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6.2.7 Einschaltvorgang einer Spule (Induktivitat) im

50-60 Minuten

Gleichstromkreis
Schwierigkeitsniveau 2 Typ Mehrstunden-
projekt
Unterrichtsplanung

Materialien

Physikalischer Input Lehrer/Klassengesprach  Arbeitsblatt
(Literatur)
Einzelarbeit
Gruppenarbeit

Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

Gruppenarbeit

Herleitung der Differentialgleichung

Losung der Differentialgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

Gruppenarbeit
Darstellung in GeoGebra Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit Computer
Versuch zum Einschaltverhalten einer Gruppenarbeit / Arbeitsblatt
Spule Lehrer/Klassengesprdach  Experiment

Anmerkungen

Entweder im
Lehrer-
Klassengesprach
oder in Gruppen-
/Einzelarbeit

Alternativ: Applet

B >0
AA
Physikalischer Input ]
Eine Spule im Stromkreis zeigt ein besonderes Verhalten beim Einschaltvorgang. @§——)
Dies zeigt sich durch ein langsames Ansteigen des Stromes beim | E
Einschaltvorgang.'” .
Abbildung 26: Eine Anderung
magnetischen  Flusses bewirkt

Um das Verhalten einer Spule zu verstehen, betrachtet man die sogenannte

elektrisches ""Wirbelfeld".

Lenz’sche Regel, die aus dem Faraday’schen Induktionsgesetz folgt.

109 Vgl. 0.V.: Induktion und gegenseitige Induktion, URL: http://f1.hs-hannover.de/fileadmin/media/doc/f1/tel/abschnitt_5.pdf

[29.05.2014], S. 43.

des

ein
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Eine Anderung des magnetischen Flusses in einer geschlossenen Leiterschleife bewirkt eine

Gegenspannung (Uy), die wiederum einen Stromfluss verursacht. Dieser Strom wiederum erzeugt ein

Magnetfeld, das sich der Anderung des magnetischen Flusses entgegensetzt.""’

Die Induktivitiit L beschreibt das Verhiltnis zwischen der Anderung des Stromes und der induzierten

Gegenspannung gemélf

_ ai(t)
Ug(t) =—L=x 7

Ur(t) = R = I(t) beschreibt den Spannungsabfall am Widerstand im Stromkreis.

Fiir die Gesamtspannung im Gleichstromkreis gilt U = Ug(t) — Uy (t).

Wichtige Begriffe:

L...Induktivitit L = N *? [L] = H,
¢...Magnetischer Fluss [¢] = Vs,
I...Strom [I] = A4,

U...Spannung [U] = V,

R...Widerstand [R] = Q.

N...Windungszahl

Herleitung der Differentialgleichung'"'

Beim Einschaltvorgang wird eine Gegenspannung induziert. Fiir diese gilt:

al®

Ug(t) = —L = It

110 Vgl. URL: https://lp.uni-goettingen.de/get/text/6521 [21.06.2014].

Abbildung 27: Schaltplan und

Spannungen.

111Herleitung und Idee zur Substitution von y(¢t) = I(t) — % bei der Herleitung der Differentialgleichung nach Hempel, Thomas:

Differentialgleichungen - Ausgewéhlte Probleme aus der Physik, URL: http://www.uni-magdeburg.de/exph/mathe_gl/dgl-phys1.pdf

[29.05.2014], S. 4.


http://www.uni-magdeburg.de/exph/mathe_gl/dgl-phys1.pdf
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Fiir die Gesamtspannung U im Gleichstromkreis gilt U = Ug(t) — Uy ()

Fiir den Spannungsabfall am Widerstand gilt U, (t) = R = I(t). Eingesetzt erhélt man nun die
Differentialgleichung:

dI(t)

I®)*R=U-1L
O*R=U—-L*—

Durch Umformung erhélt man:

R U odi)
O+ =0

Durch Substitution y(t) = I(t) — % erhidlt man fiir die Differentialgleichung

dy(t) R ~
Tar TpYW=0

Losung der Differentialgleichung

Nun kann diese Differentialgleichung durch Trennung der Variablen gelost werden.

dy(t)_ R
Yo o1

Durch Integration erhélt man

dy(t R

y(®) L
und daraus

R
In(y(¢t)) = —I* t+D.
Durch Anwenden der Exponentialfunktion erhilt man wieder
R4

y(t)=e L *C.

Wobei C := eP angenommen wurde.

Nun muss noch riicksubstituiert werden:
U _R,,
I(t) = E +e L x(C

Zuletzt muss noch die Konstante C bestimmt werden. Mit der Anfangsbedingung (zum Zeitpunkt
t = 0 (vor dem SchlieBen des Stromkreises) sei der Strom /(0) = 0) folgt:
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0==+1%C

und somit :

C=-=
R

Damit ergibt sich also fiir den zeitlichen Verlauf des Einschaltstroms:

1@):%*(1—9%”)

Darstellung der Losung in GeoGebra

Verwendete Werte: U = 9V ; R = 27Q ; L = 100mH

Eingabe in GeoGebra: f(x) =9 /27 (1 - e~(-27x / 0.1))
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Abbildung 28: Darstellung des Einschaltvorgangs in GeoGebra.

Unterschiedliche Spulenwerte und ihre Auswirkung

Abbildung 29: Unterschiedliche Spulenwerte und ihre Auswirkung.

Je groBer die Induktivitdt umso ldnger dauert es, bis der Strom auf 100% ansteigt.
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Versuch Einschaltvorgang eine Spule

Ziel: Aufnahme des Stroms als Funktion der Zeit beim Einschaltvorgang einer Spule.

Bendtigte Materialien:
Schaltplan:
e Widerstand R = 27()

e Spule L =100mH
e Oszilloskop (oder Interface zur Stromaufnahme) i
e Steckbrett und diverse Verbindungen T-U:9V R
L
Durchfiihrung: Abbildung 30: Schaltplan.

Der Autbau der Schaltung erfolgt gemédl dem gegebenen Schaltplan. Die Stromkennlinie wird als
Funktion der Zeit aufgenommen. Im Anschluss erfolgt die Aufnahme von Messkurven fiir
unterschiedliche Werte von L. Tipp: Zur Aufnahme des Stromes mit dem Oszilloskop niitzt man den

Spannungsabfall an einem Messwiderstand!

Abweichungen zwischen Experiment und Theorie treten unter anderem durch folgende Aspekte

auf:

*  Abweichungen durch Innenwiderstand der Spule,
= Toleranzbereiche der Widerstinde,
=  Messfehler,

» Innenwiderstinde der Leitungen im Versuchsaufbau.
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90 Minuten

6.2.8 Die Aufladung eines Kondensators

Schwierigkeitsniveau 3 Typ Mehrstunden-
projekt

Unterrichtsplanung

Physikalischer Input und WH Lehrer/Klassengesprach Arbeitsblatt  Entweder im Lehrer-

Grundlagen Elektrotechnik (Literatur) Klassengesprach oder
Einzelarbeit in Gruppen-

/Einzelarbeit

Gruppenarbeit

Herleitung der Differentialgleichung  Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit

Losung der Differentialgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt  inhomogene
Gruppenarbeit Differentialgleichung!

Berechnung von Strom- und Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

Spannungsverlauf Gruppenarbeit

Graphische Darstellung von Strom- Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

und Spannungsverlauf in GeoGebra  Gruppenarbeit Computer

Versuch  Spannungsverlauf beim Gruppenarbeit Arbeitsblatt

Kondensator Experiment

Elektrod
Physikalischer Input ektroden

Der Kondensator'?

Ein Kondensator ist ein elektrisches Bauelement, das in nahezu

jedem elektrischen Gerit eingebaut wird, um elektrische Ladung
) ) ) . ] Anschliisse
zu speichern. Ein Kondensator besteht im Wesentlichen aus zwei
Elektroden wund einem Dielektrikum dazwischen. Das
Dielektrikum ist ein Isolator und verhindert einen Kurzschluss Dielektrikum

Abbildung 31: Aufbau eines

Kondensators.
112 ygl. URL: http://www.elektronik-kompendium.de/sites/bau/0205141.htm [27.6.2014].



n PROJEKTE FUR DEN UNTERRICHT

zwischen den Platten.

+ -
Wird nun an den Kondensator eine Spannung angelegt, so wird der Q+ ;
Kondensator aufgeladen. Das bedeutet, eine Elektrode wird positiv und *
die andere Elektrode negativ aufgeladen. Auf beiden Elektroden " :
befindet sich stets die gleiche Anzahl von Ladungstrdgern, wobei sich ~ U= [ +

auf einer Elektrode die negativen und auf der anderen Elektrode die

positiven Ladungen befinden. Die charakteristische Eigenschaft des Abbildung 32: Ladungén an den
Kondensators ist die Kapazitit C. Sie gibt an, wie viel elektrische Kondensatorplatten.

Energie der Kondensator speichern kann. Die Finheit der Kapazitéit C

ist F (Farad). Ein typischer Kondensator in einer elektrischen Schaltung hat eine Kapazitit im Bereich

von uF = 107°F oder nF = 107°F . Es gelten folgende Zusammenhinge mit Strom, Spannung und

Ladung:

Wobei:

Q... elektrische Ladung [Q] = C (Coulomb)

U...elektrische Spannung [U] = V (Volt)

C... elektrische Kapazitit [C] = F (Farad)

I ...elektrische Stromstérke [I] = A (Ampere)

Die elektrische Stromstirke beschreibt die Ladung @, die in einer bestimmten Zeit ¢ durch eine

Querschnittsfliche hindurchtritt. Fiir die Stromstirke und die Ladung ist folgender Zusammenhang

dQ(®)
dt

I(t) =

gegeben. '

Abbildung 31 =zeigt den schematischen Aufbau eines Kondensators, Abbildung 32 die

Ladungsanordnung eines geladenen Kondensators.

113 Vgl. Wagner, Reisch], Steiner (2010), S. 277.
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Herleitung der Differentialgleichung'"*

Aufladung eines Kondensators
Im Folgenden soll die Aufladung eines Kondensators mit Hilfe einer Differentialgleichung
beschrieben werden. Zur Herleitung der Differentialgleichung betrachtet man zuerst den Stromkreis,

der fiir die Aufladung des Kondensators benétigt wird.

1(t)
€

Abbildung 33: Schaltplan zur Aufladung eines Kondensators.

Der Stromkreis besteht aus einer Spannungsquelle (Ug), einem Vorwiderstand R und natiirlich einem
Kondensator €. Die Spannungen, die an den jeweiligen Bauteilen abfallen, lassen sich

folgendermalfien berechnen:
Ur(t) = 1(t) xR

Ue(t) = %t)

Fiir die Gesamtspannung Ug in obigem Stromkreis gilt:
Up = Ur(t) + Uc(t)

Nun werden fiir U, und U, die oben kennengelernten Beziehungen eingesetzt:

) 10)
Ug =R=I(t) + T

Man verwendet nun die Beziehung zwischen Stromstédrke und die in einer gewissen Zeit t durch eine

Querschnittsflache durchgetretene Ladung I(t) = %ﬁt). Dies in obige Gleichung eingesetzt ergibt

114 Jberlegungen zur Aufstellung der Differentialgleichung nach 0.V.: Entladen und Aufladen eines Kondensators iiber einen

ohmschen Widerstand, URL: http://gfs.khmeyberg.de/Materialien/IIPhysik/KondensatorSpuleMathematik.pdf [27.6.2014], S. 1.
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Q)  Q(t)
a ¢

UB=R*

Division durch R liefert:

Up _dQ) , 1

R dt C*RQ(t)

Damit ist die Differentialgleichung bereits gefunden. Die Aufladung eines Kondensators wird durch

eine inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung beschrieben.

Losung der Differentialgleichung

Die Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung erfolgt mit Hilfe der Methode der Variation der
Konstanten. Die Idee und der Ablauf dieses Verfahrens kann in Kapitel 4 “mathematisches Riistzeug*

nachgelesen werden.

Gegeben ist nun eine Differentialgleichung der Form y’(t) = a(t) * y(t) + g(t)

durch di(tt) =— C%R *Q(t) + % und mit der Anfangsbedinung Q(0) = 0.

1. Losung der homogenen Differentialgleichung

dQ(t)
dt

1
+—Q(1) =0
——0(®
Diese kann mit Hilfe der Methode der Trennung der Variablen geldst werden.

Durch Umformung erhélt man:

aQ(t) dt

QM RxC
Mit Integration folgt:

aQ(t) dt

Q) f R+C

t
In(Q(1)) = - et In (E)

E ist dabei die Integrationskonstante. Anwenden der Exponentialfunktion auf beiden Seiten liefert:
_t
QD) =E e Ree
2. Inhomogener Teil der Differentialgleichung

Mit ¢(t), als Losung der homogenen Differentialgleichung, verwendet man nun den Ansatz
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y(t) = c(t) * @(t) zur Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

t
@(t) =E xe r« ist nun die Losung der homogenen Differentialgleichung, die Funktion c(t)

bezeichne die Anpassung an die Anfangsbedingung. Damit gilt fiir den Ansatz:

t
Q(t) = c(t) *E + e ReT
Ableitung dieses Ansatzes liefert:

do®) _

t t
” c’(t)*E*e_R_*C—c(t)*ﬁ*E*e_ﬁz—ﬁ*Q(t)+%B

Daraus folgt nun:
_t Up
! t E R+C = —
c'(t)*Exe 7
Durch Umformung folgt fiir ¢’(t):

_t
* eR+xC

c'(t) =

Up
*

R+E

Durch Integration wird c(t) ermittelt:

t

c(t) =fc’(t) * dt = RU*BE *feW*dt

Fiir c(t) folgt
Ug _t
c(t) =?*C*6R*C+D,

wobei D die Integrationskonstante darstellt.

Die Losung der Differentialgleichung ist dann gegeben durch:

Up _t _t
Q(t) =c(t) *p(t) = ?*C*eR*C+D * E % e RC

Ausmultiplizieren ergibt

t
Q(t) =Ug*C+ D *E *e RC,

Mit der Anfangsbedingung Q(0) = 0 wird noch D * E ermittelt:
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Q0)=0=Ug*C+D*E
Damit folgt
D*xE =-Ug*C,
und damit folgt fiir die Losung der Differentialgleichung
t
Q) = Up + Cx (1 - e7RoT).

Mit Q, = Up * C folgt schlieBlich

00 = Qo+ (1- )

Mit der Beziehung Q(t) = C » U(t) folgt fir den Spannungsverlauf bei der Aufladung des

Kondensators:
__t
Ut = Up * (1 —e R*C)

Der Stromverlauf folgt mit der Beziehung

dQ(t)
dt

I(t) =

Durch Ableiten der Losung der Differentialgleichung kann damit der Stromverlauf beim

Einschaltvorgang berechnet werden:

do(t -1 _t U __t __t
I(t):%:—UB*C*R xe R*C:%*e R+«C = [ x e RxC

*
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Darstellung von Spannungs- und Stromverlauf bei der Aufladung eines Kondensators'"”

[%]

Ug=1V ; R= 100kOhm ; C=4.7uF

10

Abbildung 34:Darstellung von Strom und Spannungsverlauf.

Versuch Spannungsverlauf bei der Aufladung eines Kondensators

Mit Hilfe eines Oszilloskops soll der Spannungsverlauf bei der Aufladung eines Kondensators

aufgenommen werden.
Bendtigte Materialien:

e Widerstand R = 100kQ
o Kondensator C = 4.7uF
e  Oszilloskop

e Diverse Steckverbindungen (je nach Aufbau)

Schaltplan:
R C
e
Abbildung 35: Schaltplan zur Aufladung eines Kondensators.
Durchfiihrung:

Die Schaltung soll geméf Schaltplan aufgebaut werden. Der Spannungsabfall am Kondensator wird
mit Hilfe des Oszilloskops gemessen. Die Schaltung darf erst eingeschaltet werden, nachdem sie von
der Lehrkraft auf ihre Richtigkeit tberpriift wurde! Skizzieren Sie den Spannungsverlauf und

vergleichen Sie den Verlauf mit dem mathematisch hergeleiteten Verlauf.

'% Eingabe in GeoGebra:
U(x) = 1*(1 - e~((-x) / (100000 (4.7) 10°(-6))))

I(x) = 1*e~((-x) / (100000 (4.7) 10°(-6))).
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6.2.9 Raketenantrieb

Raketen kennt man vor allem aus der Weltraumfahrt und natirlich von Feuerwerksraketen zu

Silvester. Mit diesem Projekt soll nun der Bewegung einer Rakete mathematisch genau auf den Grund

gegangen werden.

Schwierigkeitsniveau 3 > 75 Minuten
projekt

Unterrichtsplanung
Physikalischer Input Lehrer/Klassengesprach  Arbeitsblatt Entweder im
(Literatur) Lehrer-
Einzelarbeit Klassengesprich
oder in Gruppen-
Gruppenarbeit /Einzelarbeit
Herleitung der Bewegungsgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit
Losung der Differentialgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt Berechnung der
Gruppenarbeit Computer Integrale bei
Bedarf mit CAS
System
Herleitung der Formeln fiir Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Brennschlusshéhe und Gruppenarbeit Computer
Brennschlussgeschwindigkeit
Darstellung von Weg-Zeit Funktion; Gruppenarbeit/ Arbeitsblatt
Geschwindigkeits-Zeit Funktion und Lehrer/Klassengesprdach  Experiment
Berechnung der Brennschlusshéhe
sowie der Brennschlussgeschwindigkeit
mit Werten fir die Saturn V Rakete
Video - Saturn V Start Klassenverband Computer

Physikalischer Input''®

Bei einer Rakete kommt das RiickstoBprinzip zur Anwendung. Beim Start einer Rakete stromt
iiblicherweise ein sogenanntes Verbrennungsgas aus. Das Ausstromen des Verbrennungsgases bewirkt

eine Gegenreaktion, beruhend auf dem 3. Newtonschen Axiom:

116 [nformationen zum physikalischen Input nach: Wagner, Reischl, Steiner (2010), S. 39 sowie nach Heuser (2009), S. 329-330.
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Bei der Wechselwirkung zweier Korper gilt fiir die auftretenden Krdfte: ﬁ1z = —ﬁ21. Ubt Korper 1
eine Kraft auf Korper 2 (ﬁlz) aus, dann wirkt auch eine gleich grofie entgegengesetzte Kraft vom
Korper 2 auf Korper 1 (ﬁ21).”7

Ubertragen auf die Rakete heiBt, dass sie mit der gleichen Kraft nach oben gedriickt wird, mit der das
Verbrennungsgas nach unten ausstromt. Die Kraft, die den Raketenkdrper nach oben beschleunigt,

wird als Schubkraft bezeichnet.

Die mathematische Beschreibung der Bewegung erfolgt mit Hilfe des Impulses und der
Impulserhaltung. Wenn die Verbrennungsteilchen ausstromen, so besitzen sie einen Impuls p, fiir den

ganz allgemein gilt:
p=mx*v,
wobei m die Masse des ausstromenden Teilchens und v die Geschwindigkeit des Teilchens ist.

Der Impulserhaltungssatz sagt aus, dass die Summe der Impulse m, * vy + m, * v, zweier Massen
m, und m,, mit Geschwindigkeiten v; und v,, konstant ist, solange keine duflere Krafteinwirkung

stattfindet. /8

Mathematische Analyse119

Herleitung der Differentialgleichung

Stromt nun das Verbrennungsgas nach unten aus (Impuls des Verbrennungsgases), so gibt es nun

aufgrund der Impulserhaltung einen genau so starken, entgegengesetzten Impuls der Rakete.

Es wird die Annahme getroffen, dass sich die Rakete entlang der y-Achse bewegt. Die Rakete soll
zum Zeitpunkt t inklusive Treibstoff die Masse m(t) sowie die Geschwindigkeit v(t) aufweisen. Die
Verbrennungsgase stromen mit einer Geschwindigkeit u(t) entgegengesetzt zur Raketenbewegung
aus. lhre Geschwindigkeit im Bezug auf die y-Achse ist dann v(t) + u(t). Im Zeitintervalls At dndert
sich der Raketenimpuls um Ap, = m(t + At) * v(t + At) — m(t) x v(t) und der Impuls des
ausstromenden Verbrennungsgases um Ap; = [m(t + At) — m(t)] = [v(t) + u(t)].

Unter der Annahme, dass keine duferen Kréfte wirken, gilt nach dem Impulserhaltungssatz also

117 Vgl. Wagner, Reischl, Steiner (2010), S.39 und

vgl. URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Newtonsche_Gesetze[23.7.2014].

118 Vgl. dazu Wagner, Reischl, Steiner (2010), S. 40-41.

119 Die Aufstellung und Losung der Differentialgleichung sowie die Berechnungen von Brennschlussgeschwindigkeit und

Brennschlusshohe und allgemeine Annahmen nach Heuser (2009), S. 329-331.
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Apy = Apg.
Ausmultiplizieren und herausheben von m(t + At) sowie u(t) ergibt
m(t + At) * [v(t + At) — v(t)] = [m(t + At) — m(t)] * u(t).
Im Anschluss wird durch At dividiert und der Grenzwert gebildet:

[v(t +At) —v(D)] y [m(t + At) — m(t)] .
At = A0 At

Alglo m(t + At) = u(t)

Damit folgt:

m(t) *v'(t) = m(t) * y"(t) = m'(t) » u(t)

Dies entspricht der Bewegungsgleichung der Raketenbewegung  unter
Vernachldssigung duflerer Krafteinwirkungen.

m'(t) * u(t) = Fyepup beschreibt dabei die sogenannte Schubkraft.

Startet die Rakete auf der Erde, so muss auch noch die Schwerkraft F,; beriicksichtigt

werden (Luftwiderstand etc. wird auer Acht gelassen). Die obige Raketengleichung
verdndert sich wie folgt:
mx*y”(t) = F + Fj.
V') = Fsorup + Fo Abbildung 36: Schub- und

Im Folgenden werden noch einige Annahmen fiir die Berechnung getroffen. Gravitationskraft beim
Start einer Rakete.

o Die Rakete bewegt sich nach dem Start senkrecht zur Erde entlang der y-
Achse.

e Der Startpunkt der Rakete wird in den Koordinatennullpunkt gelegt.

e Die Anfangsgeschwindigkeit betragt y'(0) = 0.

e Die Masse der Rakete zum Zeitpunkt t =0 liegt bei m(0) = m, inklusive einer
Treibstofflademasse L.

e Um die Berechnungen nicht zu verkomplizieren, nimmt man an, dass die
Treibstoffverbrennung konstant = « ist. Es gilt dann m(t) = my — a * t. Ableitung ergibt
die Anderung der Masse mit der Zeit m’(t) = — a.

e Da man nur beschrinkt Treibstoff an Bord einer Rakete mitnehmen kann, ist die
Verbrennungsdauer auf ein Intervall [0, T] beschrinkt, wobei T durch T: = & definiert ist.
o Die Ausstromgeschwindigkeit des Verbrennungsgases u(t) wird als konstant angenommen

mit u(t) = —v;.

Mit diesen Annahmen ergibt sich fiir die Bewegungsgleichung:



PROJEKTE FUR DEN UNTERRICHT

m(t) *y"(t) = —vgxm'(t) —m(t) x g

Bemerkung: Will man den Herleitungsaufwand gering halten, so kann auch die Beziehung fiir die
Schubkraft Fy.pyp = m'(t) * u(t) direkt angegeben werden. Damit kann dann, gemeinsam mit der

Schwerkraft, die Bewegungsgleichung in wenigen Minuten aufgestellt werden.

Losung der Differentialgleichung
Durch Division durch m(t) folgt fiir die Raketenbeschleunigung:

" '®) * .
y) = —Us*z—m—g=ﬁ—g wobei0 <t <T
Mit der Beziehung y”(t) = v'(t) gilt y"'(t) = v'(t) = —vg * 7:;(—('?) —

Durch Integration der Funktion nach t

fv'(t)dt=—f(vs*%—g>dt,

erhdlt man
v(t) = —vg xIn(m(t)) —g =t + C.

Mit der Anfangsbedingung v(0) = 0 kann die Integrationskonstante C bestimmt werden:
v(0) =0 = —vg xIn(m(0)) —0+C

Fiir die Konstante C folgt daraus sofort C = v, * In ().

Fiir die Geschwindigkeits-Zeit Funktion der Rakete ergibt sich schlussendlich mit den Rechenregeln

fiir den Logarithmus:

v(t)=—vs*ln(m(t))—g*t+vs*ln(m0)=vs*ln(m°)—gt=vs*ln( 0 )—g*t

m(t) mo—at

wobei0 <t<T

Um nun die Weg-Zeit Funktion (und damit auch die Losung der Differentialgleichung) zu erhalten,
betrachtet man die bereits berechnete Geschwindigkeits-Zeit Funktion. Die Weg-Zeit Funktion erhélt
man durch Integration dieser Funktion nach t. Vorangehende Umformung erleichtert die Berechnung

des Integrals:

il mo—_m)—g*t=—vs*ln(1—:t

y’(t)=vs*ln(m0_at)—g*t=—vs*ln( - 0)—g*t fir 0<t<T
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Durch Integration der Funktion nach t erhilt man fiir die Weg-Zeit Funktion:

OS] TS Y [ R,
= * — — g *
y Vs - L 59

Mit der Anfangsbedingung y(0) = 0 erhélt man fiir die Integrationskonstante C:

mo—ax*0 [l (mo—a*o
n
a mg

0 = v, * )—1]—%g*02+6=—vs*%+6unddamit6=vs*%.

Eingesetzt in die Weg-Zeit Funktion erhilt man die Losung der Differentialgleichung:

mo—axt mo—axt 1 ..
y(t) = vy —— ln( Omo )—Eg*t2+vs*t fir 0<t<T
Bemerkung: Da obiges Integral fiir Schiilerinnen und Schiiler doch ziemlich schwer zu 16sen ist,
empfiehlt sich eine Berechnung des Integrals mit einer CAS-Software. Sollten in der Schule keine
Computer beziehungsweise keine CAS-Software zur Verfiigung stehen, kann zum Beispiel auf der

Website von Wolfram Alpha http://www.wolframalpha.com das Integral online und kostenlos (auch

per Smartphone) berechnet werden.

Berechnung der Brennschlussgeschwindigkeit
Die Brennschlussgeschwindigkeit ist jene Geschwindigkeit, die eine Rakete nach Brennschluss, d.h.

nach dem Abschalten des Triebwerks (wenn die Tanks aufgebraucht sind), erreicht hat.

Die Masse der Rakete betrdgt zu diesem Zeitpunkt nur mehr das Lehrgewicht m; :== my — L.

Die Brennschlussgeschwindigkeit ist dann nach T = é erreicht. Einsetzen von 7 in die Formel fiir die

Geschwindigkeits-Zeit Funktion ergibt dann die Brennschlussgeschwindigkeit. Fiir sie gilt:
— Mo\ _ 4L
v(T) =vg xIn (mz) g

Berechnung der Brennschlusshohe
Analog zur Brennschlussgeschwindigkeit (m; = mg — L) erhélt man die Brennschlusshdhe durch
Einsetzen von T in die Weg-Zeit Funktion:

1 L2 L

T L D s
y(T) = v * a ln(mo) 29 @@ Ty


http://www.wolframalpha.com/
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Arbeitsblatt - Start einer Saturn V Rakete

Die Saturn V Rakete war die Trigerrakete bei der ersten bemannten Mondlandung im Juli 1969. Im
Folgenden soll mit den Daten fiir diese Rakete die Weg-Zeit Funktion, die Geschwindigkeits-Zeit

Funktion sowie Brennschlusshohe und Brennschlussgeschwindigkeit berechnet werden.
Daten der Saturn V Rakete'?’

Startmasse (total): 2 840t

Treibstofflademasse (bis Brennschluss First Stage): 2076t

Brennschlusszeit (bis Brennschluss First Stage): 2.5min = 150s

Kerosin-Gas Ausstof3/s: 13.33t/s

Schub: 680kN pro F1 Triebwerk, insgesamt (bei 5 Triebwerken) 3400kN

Ausstromgeschwindigkeit'>': ~2500m/s

Damit kénnen nun alle Daten berechnet werden.
Der Start der Apollo 11 kann nach der Berechnung unter folgendem Link nachverfolgt werden:

http://www.youtube.com/watch?v=F0Yd-GxJ QM

120Daten der Saturn V aus: NASA: Saturn V news reference, 1967, URL:
http://history.msfc.nasa.gov/saturn_apollo/documents/Introduction.pdf [23.07.2014] und URL: www.bernd-
leitenberger.de/saturn5.shtml [23.07.2014].

121 Wert aus: URL: http://www.stromberg-gymnasium.de/unterricht/faecher/ph/rakete/rakete-saturn.xls [23.07.2014].
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Losung

Weg-Zeit Funktion:

Mit Hilfe der oben angegebenen Daten kann die Weg-Zeit Funktion mit einem CAS

(Computeralgebrasystem) dargestellt werden:

hinm

BO00H

BOO0H

4000

2000H

y(t)

tins

Abbildung 37: Berechnete Weg-Zeit Funktion der Saturn V Rakete, dargestellt in GeoGebra.

Geschwindigkeits-Zeit Funktion:

Mit Hilfe der oben angegebenen Daten kann die Geschwindigkeits-Zeit Funktion mit einem

Computeralgebrasystem dargestellt werden:

vin m/s

2000

v(t)

1000

0 tins
T T T

Abbildung 38: Berechnete Geschwindigkeits-Zeit Funktion der Saturn V Rakete, dargestellt in GeoGebra.
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Berechnung der Brennschlusshohe:

Mit oben hergeleiteter Formel fiir Brennschlusshéhe und Brennschlussgeschwindigkeit kdnnen nun

beide Werte durch Einsetzen der angegebenen Daten fiir die Saturn V Rakete berechnet werden:

Die Brennschlusshohe:

764000 (764000) 1
n

—_— 2 —
13330 2840000 9.81 % 150 + 2500 * 150 = 76,504km

y(150) = 2500 * 3

Die Brennschlussgeschwindigkeit:

2840000

km
764000

v(150) = 2500 = ln( A

m
) —9.81 %150 = 1810,98? =6519,528

Der Brennschluss bezieht sich hier auf den Brennschluss der ersten Stufe. Folgende Werte wurden
1969 gemessen'**:

Brennschlusshohe: 61km

Brennschlussgeschwindigkeit 8600km/h

Maogliche Abweichungen:

e In den aufgestellten Gleichungen wurden Vereinfachungen getroffen, die das Ergebnis
verfélschen. So wurde zum Beispiel eine konstante Gravitationsbeschleunigung angenommen,
die allerdings mit steigender Hohe immer weiter abnimmt.

o Der Grofiteil der Abweichung liegt allerdings daran, dass die Bewegung der Rakete als
senkrecht zur Erde angenommen wurde. Tatsédchlich fliegt die Rakete auf einer gekriimmten

Bahn.

Nach der Losung aller Aufgaben konnen Sie unter folgendem Link den Start der Apollo 11 (mit der

Trégerrakete Saturn V) mit Geschwindigkeits- und Weg-Daten nachverfolgen.

http://www.youtube.com/watch?v=F0Yd-GxJ QM

122Daten aus URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Saturn_(Rakete)#Saturn_V [23.7.2014].
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6.2.10 Mathematisches Pendel

Schwierigkeitsniveau 3 Typ Mehrstunden- > 75 Minuten
projekt

Unterrichtsplanung
Physikalischer Input Lehrer/Klassengesprach Arbeitsblatt Entweder im
(Literatur) Lehrer-
Einzelarbeit Klassengesprach
oder in Gruppen-

Gruppenarbeit /Einzelarbeit

Aufstellung der Bewegungsgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit

Losen der Differentialgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Gruppenarbeit

Numerische Berechnung der Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

Pendelschwingung Gruppenarbeit Computer

Physikalischer Input'?

Das folgende Projekt behandelt die Bewegung eines mathematischen Pendels. Das mathematische
Pendel ist ein idealisiertes Pendel, bei dem eine Masse an einem Faden mit der Lénge 1 angehdngt

wird. Das Attribut “idealisiert kommt daher, da folgende Vereinfachungen getroffen werden

1. Die Masse des Pendels wird als Massenpunkt betrachtet. Dabei nimmt man an, dass die ganze
Masse in einem einzigen Punkt liegt.
2. Die Masse des Fadens des mathematischen Pendels wird vernachléssigt.

3. Beim mathematischen Pendel treten keinerlei Reibungseffekte auf.

Folgende Abbildung zeigt den Aufbau und die Kraftkomponenten am mathematischen Pendel bei

Auslenkung um einen Winkel a.

123 [nformationen zum physikalischen Input nach Wagner, Reischl, Steiner(2010), S. 59-60.
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Abbildung 39: Mathematisches Pendel mit Kraftkomponenten.

Wird das Pendel um einen Auslenkwinkel a ausgelenkt, so erfolgt eine Aufteilung der Gewichtskraft

F;; in die Normalkraft Fy und die Riickstellkraft Fp.
Betrachtet man das Krifte-Parallelogramm in obiger Abbildung, so gilt fiir die Riickstellkraft
Fr = F; * sin(a).
Mit der Gewichtskraft F; = —m * g folgt schlieBlich fiir die Riickstellkraft
Fr = —m * g * sin(a).

Wichtige Begriffe
e Amplitude: beschreibt die maximale Auslenkung

e Frequenz f: Anzahl der Schwingungszyklen/Sekunde

e Eigenkreisfrequenz: w = %

e Periode: ein voller Schwingungszyklus

e Periodendauer T': die Zeitdauer fiir einen vollen Schwingungszyklus:

T=2*7T*f=2*7'[*i=2*7'[*\/z
w g

e Gewichtskraft F; = —m=x g

Herleitung der Bewegungsgleichung'**
Der Auslenkwinkel a steht mit der Bogenlinge s und der Pendellinge gemill « =§ in

Zusammenhang. Achtung: Hier muss der Winkel im Bogenmal} verwendet werden!

124 Nach URL: http://www.ahoefler.de/schwingungen/fadenpendel /fadenpendel.php [12.06.2014].



m PROJEKTE FUR DEN UNTERRICHT

Fiir die Riickstellkraft gilt damit
s
Fp = —m*g*sin(T)
Aus dem zweiten Newtonschen Axiom folgt durch Umformung fiir die Beschleunigung ap = %R

Auf die Riickstellkraft angewendet gibt dies fiir die Tangentialbeschleunigung des Pendels:

F

ag(t) =
Wegen ag(t) = s''(t) folgt fiir die Differentialgleichung

s"(t) = —g *sin (?)

Die Weg-Zeit Funktion s(t) ist in dieser Differentialgleichung in der Sinusfunktion enthalten und mit
den kennengelernten Ansitzen zur Losung der Differentialgleichung nicht 16sbar. Da sich die Losung
dieser Differentialgleichung sehr komplex gestaltet und fiir den Schulunterricht nicht geeignet ist,

betrachtet man im Folgenden eine Niherung fiir kleine Auslenkungen des Pendels.

Néherung fiir kleine Auslenkungen

R

Abbildung 40: Niherung fiir kleine

i Auslenkungen.
—

S
Fiir kleine Auslenkungen weicht der Wert der Bogenlidnge s nur gering von der Linge der Geraden x

ab. Mit der trigonometrischen Funktion folgt dann die Approximation:

sinf) x—-=-=a«a

~]| xR

s
l

Damit kann die Differentialgleichung fiir kleine Auslenkungen durch

s(t)
s"(0) = —g*—
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angendhert werden. Mit der Kreisfrequenz w = \/% folgt fiir die Differentialgleichung:

s"(t) = —w? x s(t)

Losung der Differentialgleichung

Die obige Differentialgleichung kann mit Hilfe des Ansatzes
s(t) =c*eMmitc#0
gelost werden. Leitet man s(t) zweimal nach der Zeit ab, so erhélt man
s"(t) = A% x ¢ x e,
Dieser Ausdruck wird nun in obige Differentialgleichung eingesetzt.
Man erhélt damit:
MPxcxeM +w?scxert =0
Durch Herausheben von ¢ * et erhilt man
cxerx (1% + w?) = 0.
Wegen der Voraussetzung ¢ # 0 und da et # 0V t €[0, o] folgt
12+ w?=0.
Umformung der quadratischen Gleichung nach A ergibt
Mo =%vV-w?=21i*w.
Die allgemeine Losung der Pendelschwingung ist also gegeben durch:
s(t) = ¢ * QW 4 Cy * o irwxt

Mit e™*? = cos(¢) + i * sin (¢) erhilt man fiir s(t):

s(t) =

1
T = T

]

Abbildung 41: Zusammenhang zwischen

Pendelschwingung und Cosinus Funktion.

s(t) = ¢y * [cos(wt) + i * sin(wt)] + ¢, * [cos(—wt) + i * sin(—wt)]

Wegen cos(wt) = cos(—wt) und sin(wt) = —sin(—wt) folgt fir s(t):

s(t) = ¢q * [cos(wt) + i * sin(wt)] + ¢, * [cos(wt) — i * sin(wt)]
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Nun miissen noch die beiden Konstanten ¢; und ¢, berechnet werden.

Dazu betrachtet man zuerst die Bewegung des Pendels:

Nach einem Viertel der Schwingungsdauer % = % erreicht das Pendel den Nulldurchgang. Das

bedeutet s(g) = 0. Wendet man dies in der Gleichung fiir die Pendelschwingung an so folgt:

5(3)= cae[eos(5) +iesin(3)] + e » [cos (5) ~ i sin(3)] =0

T . .
S(Z)ZOZ CL*l—Cp*1 =P ¢ = Cy.
Damit erhélt man

s(t) = ¢q * [cos(wt) + i * sin(wt) + cos(wt) — i * sin(wt)] = 2 * ¢; * cos (wt)

Zum Startzeitpunkt t = 0 befindet sich das Pendel auf Maximalauslenkung bei s(0) = S, Setzt

man dies in obige Gleichung ein, so erhilt man
Smax = 2 * Cq,

woraus sofort

folgt.

Setzt man dies nun fiir die Konstante in obige Schwingungsgleichung ein, so erhélt man schlieBlich

fiir die Bewegung des idealen Fadenpendels

S(t) = Syax * COS <\/% t).

Durch Ableitung der Weg-Zeit Funktion nach der Zeit, erhdlt man noch die Geschwindigkeit des

Pendels:
v(t) = Spmax * \/% * sin (Et)
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0.5

—0.54

“14

Abbildung 42: Darstellung der Schwingungsauslenkung und der Pendelgeschwindigkeit in GeoGebra mit

Schiebereglern fiir die Pendelliinge und der maximalen Auslenkung S, -

Eine Vergroflerung von s,,,,, bewirkt eine

e VergroBerung der Amplitude von s(t).
e Erhohung der Geschwindigkeit v(t) des Pendels.

Eine Vergroflerung von 1 bewirkt eine

e VergroBerung der Periodendauer.

e Verringerung der Geschwindigkeit v(t) des Pendels.

Numerische Berechnung der Pendelschwingung

In obiger Losung wurde eine Niherung fiir kleine Auslenkungen gemacht und sin (@) = a
angenommen. Die Berechnung fiir groe Auslenkungen mittels einer Differentialgleichung wird sehr
aufwendig und ist daher fiir den Schulunterricht wenig geeignet. Es gibt aber trotzdem eine
Moglichkeit, die Bewegung des Pendels fiir groe Auslenkungen zu betrachten - die numerische
Beschreibung. In Kapitel 4 wurde das auf dem Heun Verfahren beruhende ,,verbesserte Verfahren* zur

numerischen Berechnung kennengelernt.
Aus dem Weg-Zeit Gesetz und dem 2. Newtonschen Axiom folgt fiir den Ort zum Zeitpunkt n € N

F(xn—l)
2*— (At)z.

Xy = Xp_q +V,,_1 * At +
n n-1 n—-1 m

Fiir die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt n gilt die Naherung



i¥Z. W PROJEKTE FUR DEN UNTERRICHT

1(F(xp-1)  F(xn)
=Vp_1t+= + At.
Un = Vn—1 ) m m *

Fir die auf die Pendelmasse wirkende Kraft wird

F(x) =— (m i g) * sin(x)

verwendet.'?

Damit ist alles gegeben, was fiir die numerische Berechnung benétigt wird. Zur numerischen
Berechnung eignet sich ein Tabellenkalkulationsprogramm wie zum Beispiel Microsoft Excel. Man
wihlt ein Zeitintervall At sowie den Ort x und die Geschwindigkeit v in jeweils einer Spalte. Zur
besseren Veranschaulichung der errechneten Werte kann ein Graph erstellt werden, in dem x als

Funktion der Zeit aufgetragen wird.

Numerische Berechnung der Auslenkung eines mathematischen Pendels

u-  om
W e

Z Ort x(t)
1
—
4,00
ort x{t)
. 3,00
2 L \ /
e w s \ / 2,00
03 31378 D00EAM ot |\« i
@ 3anm: omesarss 2 A 7
Ges imouss st ot 1,00
54 313712565 0,0130775 -
s Yiasn o o 0,00
ase 2a3ssrss o om — -1,00
086 3135201 00199977 a0 = & ’
£ R
0.7 31343734 Q006508 -
a7 31sism aaores - -2,00
078 313236307 -0,0288881 "
o Srouies s s -3,00
dise s . 4,00

1312391008 05703565

Abbildung 43: Graphische Darstellung der numerischen Berechnungen fiir x(0) = 3.14,v(0) =Ound l = 1.

Vergleich

Trégt man nun die beiden Losungen in einem Diagramm auf, so kann man die Abweichung der
Losung aus 6.2.10 erkennen. Wihrend fiir kleine Winkel noch eine gute Ubereinstimmung des
Bewegungsverlaufs und der Niherung zu erkennen ist, zeigt sich ab einem Auslenkwinkel von ca.

10° bereits eine Abweichung der Periodendauer.

125 Nach Embacher (2013), S. 12.
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15 1 15

X(t)& s(t) bei 1Grad Auslenkung x(t)& s(t) bei 45 Grad Auslenkung

0,5

-0,5

-1,5 s==sNumerische Berechnung  *===L&sung DGL -15 wsNumerische Berechnung  *===|5sung DGL

Abbildung 44: Vergleich der Losungen fiir unterschiedliche Winkel.

In obiger Abbildung sind die Funktionsverldufe fiir 1° und 45° Auslenkungen aufgetragen. Man

erkennt hier sehr schon die Abweichungen der beiden Losungen.

Man erkennt daraus, dass die Periodendauer nicht nur allein vom Term \E abhdngig ist - wie in der

Néherung angenommen - sondern auch der Anfangsauslenkwinkel eine wesentliche Rolle spielt.
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6.2.11 Das ungedampfte Federpendel

Schwierigkeitsniveau 3 Typ Mehrstunden- 75 Minuten
projekt

Unterrichtsplanung
EinfUhrung in die Physik des Lehrer/Klassengesprach  Arbeitsblatt  Alternativ
Federpendels selbststandiges
Einzelarbeit (Literatur) Durcharbeiten
Gruppenarbeit
Herleitung der Weg-Zeit Funktion Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

durch Losen der Differentialgleichung  Gruppenarbeit
Alternative: Simulation durch Applet

Durchfiihrung des Versuches und Einzelarbeit/ Arbeitsblatt
Vergleich Gruppenarbeit Experiment

Physikalischer Input'?®:

Zieht man am Massenstiick eines Federpendels und lasst den Korper dann aus, so bewegt sich das
Massenstiick periodisch in y-Richtung (man nimmt der Einfachheit halber an, dass die Bewegung nur

1 dimensional erfolgt). y(t) gibt dabei die momentane Lage der Masse zum Zeitpunkt ¢ an.

Das Hook’sche Gesetz

Aus dem Physikunterricht ist das Hook’sche Gesetz bekannt. Was besagt nun dieses Gesetz? Es
besagt, dass die sogenannte riicktreibende Kraft Fr einer Feder proportional zur Ausdehnung der
Feder ist. Den Proportionalitidtsfaktor bezeichnet man als Federkonstante und verwendet fiir ihn

iiblicherweise die Variable k. In eine Formel verpackt lautet das Hook’sche Gesetz nun

126 [nformationen zum physikalischen Input und Erklarungen zum Federpendel nach URL:
http://schulen.eduhi.at/riedgym/physik/10/schwingungen/federpendel /federpendel.htm[27.03.2014] sowie
URL: http://www.ahoefler.de/schwingungen/vertikales_federpendel/vertikales_federpendel.php [22.6.2014].
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Fp=—k=xy.

Da die Federkraft der Auslenkung entgegenwirkt, enthilt die Gleichung ein negatives Vorzeichen.

Das Federpendel

Ruhelage y,

Abbildung 45: Zeitlicher Verlauf der Bewegung eines Federpendels mit Masse.

Ausgangssituation: An eine Metallfeder wird ein Korper mit einer bestimmten Masse befestigt. Die
Feder dehnt sich (aufgrund der Schwerkraft) bis in den sogenannten Gleichgewichtszustand aus. In
diesem Zustand (wie in obiger Abbildung im Bild links) bewegt sich das Pendel nicht. Die
Gewichtskraft F; und die Federkraft Fr sind in diesem Zustand (betragsméfig) gleich groB. Da sie in
entgegengesetzte Richtungen zeigen, heben sich Gewichtskraft und die riicktreibende Federkraft auf.
Es gilt:

Fp=—k*xyy=—F;
Y, beschreibt dabei die Ausdehnung der Feder im Gleichgewichtszustand.

Wird nun die Feder aus dem Gleichgewichtszustand um y weiter nach unten ausgelenkt, so erhoht sich

die Federkraft:
Fp=—kx*o+y)
Fiir die resultierende riicktreibende Kraft Fy gilt dann
Fr=Fe+Fr =kxyo—k*xo+y) =—kx*y.

Das bedeutet: Durch Anziehen an der Feder wird die riicktreibende Kraft grofer als die Gewichtskraft.
Beim Auslassen beschleunigt die Masse nun in Richtung der riicktreibenden Federkraft. Die
Gewichtskraft der Masse iiberwiegt oberhalb der Gleichgewichtslage gegeniiber der Federkraft und
die Masse wird folglich in Richtung der Gewichtskraft beschleunigt. Die Masse bewegt sich dabei
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noch in Richtung der Federkraft, wird aber ab der Gleichgewichtslage immer weiter abgebremst, bis
sie am Umkehrpunkt (maximaler Ausschlag) die Richtung ihrer Bewegung - in Richtung der

Gewichtskraft - dndert. Der Vorgang verliuft nun analog in entgegengesetzte Richtung.'?’

Wichtige Begriffe
e Amplitude: beschreibt die maximale Auslenkung
e Periode: ein voller Schwingungszyklus

e Frequenz f: Anzahl der Schwingungszyklen/Sekunde
e FEigenkreisfrequenz: w = \/%
e Periodendauer T': die Zeitdauer fiir einen vollen Schwingungszyklus:

1 m
T—2*7T*f—2*n*z—2*n*\/;

e Federkonstante k: Proportionalitdtsfaktor zwischen Auslenkung und riicktreibender Kraft

Bemerkung: In diesem Beispiel werden die Dampfung und etwaige Luftwiderstdnde vernachlassigt.

Aufstellung der Differentialgleichung'*®

Aus dem Physikunterricht ist bereits bekannt, dass die Kraft stets auch durch das Produkt
F = m* a beschrieben wird. Die Beschleunigung erhdlt man durch zweifaches Ableiten der Weg-

Zeit Funktion.
Es gilt also fiir die Kraft ganz allgemein:
mx*a(t) =mx*y’(t) = F(t).
Wendet man nun diese Beziehung auf die oben hergeleitete resultierende Kraft an, so gilt:
mx y'(t) = —k * y(t)

Division durch m liefert:

k
y'(t) =— —— y(6)

Die Eigenkreisfrequenz w ist definiert durch w

Setzt man die Eigenkreisfrequenz nun in obige Gleichung ein, so erhélt man die lineare homogene

127 Erklarung nach URL: http://schulen.eduhi.at/riedgym/physik/10/schwingungen/federpendel/federpendel.htm[27.03.2014].
128 Nach URL: http://www.ahoefler.de/schwingungen/vertikales_federpendel/vertikales_federpendel.php [22.6.2014].
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Differentialgleichung zweiter Ordnung

y'(t) + w? xy(t) = 0.

Der erste Schritt ist somit geschafft - die mathematische Beschreibung des Vorganges mit Hilfe einer
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Im néichsten Schritt gilt es diese Differentialgleichung zu

16sen.

Losung der Differentialgleichung

Die obige Differentialrechnung kann mit Hilfe des Ansatzes

y(t) = C*e*mitC #0
gelost werden. Leitet man y(t) zweimal nach ¢ ab, so erhélt man

y'"'(t) = A% % C * e,
Dieser Ausdruck wird nun in obige Differentialgleichung eingesetzt.
Man erhélt damit:
PxCxer +w2xCrert =0

Durch Herausheben von C * et erhilt man

C*e?tx (12 + w?) = 0.
Wegen der Voraussetzung € # 0 und e* # 0V t €[0, o] folgt

12+ w?=0.

Umformung der quadratischen Gleichung nach 4 ergibt

Ao =F+V-w?=ti*w.
Man erhilt damit fiir die allgemeine Losung'>

y(t) = C; *sin (w *t) + C, * cos (w * t).

Nun miissen noch die beiden Konstanten C; und C, berechnet werden.

129 Gemaf$ Timischl, Kaiser(2005),S.154.
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Dazu betrachtet man zuerst die Bewegung des Federpendels. Zum Startzeitpunkt ¢ = 0 soll sich das
Pendel im Ausgangszustand bei y(0) = 0 befinden (Man startet in diesem Fall sozusagen die

Messung des Pendels im Nulldurchgang). Setzt man dies in obige Gleichung ein, so erhilt man:
y0)=0=C;x0+C, x1
Daraus folgt sofort C, = 0.
Damit folgt fiir die allgemeine Losung:
y(t) = C; *sin (w * t)

C, wird nun mit folgender Uberlegung bestimmt: Die Schwingung erreicht ihren maximalen

Ausschlag, den man als y,,, bezeichnet, nach einer Viertelperiode also nach 2 . Es gilt also

T T T
v(5) =y (o) = m = Girsin(3) = i1
woraus sofort ¢; = y,, folgt.

Setzt man dies nun fiir die Konstante in obige Schwingungsgleichung ein, so erhélt man schlieBlich

fiir die Bewegung des idealen Federpendels:
y(t) = ym * sin (wt)

Rechenbeispiel*’:

Losen Sie die Differentialgleichung eines ungeddmpften schwingenden Feder-Masse-Systems und

berechnen Sie die maximale Auslenkung des Pendels!

Folgende Werte sind dabei gegeben:

Masse des Systems m = 2kg

Federkonstante k = 32N /m

Anfangsbedingung: y(0) = 0, vy = 1,2m/s

130 Nach Timischl, Kaiser (2005), S. 162.
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Losung:

Hier handelt es sich um ein ungedampftes Feder Masse System mit der Differentialgleichung

YO+ y(0) = 0.
Die Losung der Differentialgleichung ist gegeben durch

y(t) = yim * sin(w * 1),
wie bereits hergeleitet.
Nun werden die konkreten Werte eingesetzt:

Mit w = \/g folgt fiir die Eigenkreisfrequenz der ungeddmpften Schwingung w = \E =451

Vm Wird durch die Anfangsbedingung v, bestimmt:
y'(t) = v(t) = w * Yy, * cos (w * t)
Daraus folgt:
Y'(0) = vo = w * Yy * cos(w * 0) = @ * Y,

_170_1.2_03
Ym =T T

Somit ist mit
y() =0.3xsin (4 *t)

die Bewegungsgleichung fiir den ungeddmpften Fall gefunden.

VARV

Abbildung 46: Ungedimpfte Schwingung.
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Versuch Federpendel

Ziel: Messung des zeitlichen Verlaufs der Auslenkung beim Federpendel.

Bendtigte Materialien:

e Feder und Halterung

o Belastungsmasse: 200g

e Malistab

e High Speed Kamera mit Halterung

e Analysesoftware

Durchfiihrung:

Die Auslenkung des Pendels wird mit der High Speed Kamera aufgenommen. Es wird mit der
Belastungsmasse von 200g gearbeitet. Mit der Analysesoftware wird die Auslenkung in Abhéngigkeit
der Zeit aufgenommen. Im Anschluss soll der aufgenommene zeitliche Verlauf mit dem berechneten

Verlauf verglichen werden.

Der Vergleich wird zeigen, dass Reibungskréfte fiir eine bessere Anndherung an den realen Fall

beriicksichtigt werden miissen.
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6.2.12 Das Federpendel mit Diimpfung131

Schwierigkeitsniveau 3

Typ Projekt > 100 Minuten

Unterrichtsplanung

Bemerkung: Als Vorbereitung wird die Bearbeitung des Projekts ,, Das ungeddmpfte Federpendel

empfohlen.

Einfihrung in die Physik des Lehrer/Klassengesprach  Arbeitsblatt Alternativ

Schwingungsvorgangs (Literatur) selbststandiges
Einzelarbeit Durcharbeiten
Gruppenarbeit

Herleitung der Bewegungsgleichung Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

und Aufstellung der Gruppenarbeit (Literatur)

Bewegungsgleichung

Losung der Bewegungsgleichung fur Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

Schwingfall, Kriechfall aperiodischer Gruppenarbeit (Literatur)

Grenzfall

Berechnung eines konkreten Beispiels Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

mit Wertangaben Gruppenarbeit

Durchfiihrung des Versuchs am Einzelarbeit/ Arbeitsblatt

Federpendel mit unterschiedlichen Gruppenarbeit Experiment

Massen PC

131[n diesem Projekt wird nur der homogene Fall (d.h. ohne zusatzliche duflere Krafteinwirkung) betrachtet. Der inhomogene Fall
(mit duferer Krafteinwirkung) ist - unter anderem aufgrund von Phidnomenen wie Resonanz und Resonanzkatastrophe - von grofer
physikalischer Bedeutung. Da die Berechnung des inhomogenen Falls hier aber den Rahmen sprengen wiirde, wird nur eine
Literaturempfehlung fiir weiterfiihrende Projekte angegeben. Unter der URL:
http://www.ahoefler.de/schwingungen/erzwungene_schwingungen/erzwungene_schwingungen.php, findet man tolle

ubersichtliche Erklarungen zur inhomogenen Schwingung.
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132

Physikalischer Input

/ Déampfung

Abbildung 47: Zeitlicher Verlauf der Bewegung eines Federpendels mit Masse.

In vorigem Beispiel war vom ungeddmpften Federpendel die Rede. Dabei verwendet man zur
Vereinfachung die Annahme, dass auf das Feder-Masse-System keinerlei Reibungskrifte wirken. Im

Folgenden wird nun auch die Dampfung in die Betrachtung miteinbezogen.

Die Dampfungskraft steigt (in guter Néherung) linear zur Geschwindigkeit der Feder. Fiir die
Dampfungskraft gilt damit:

Fp(t) = =D *v(t) = =D *y'(t)

Verschiedene Ddmpfungsgrade

Salopp gesagt: umso stirker die Dampfung ist, umso schneller hort das Schwingen der Feder wieder
auf. Dies ist in vielen Einsatzbereichen auch so gewiinscht. Bei der Federung eines Autos zum
Beispiel soll die Feder moglichst rasch in den Ursprungszustand zuriickgehen und nicht weiter

. 1
nachschwingen. '**

Bei Musikinstrumenten - wie zum Beispiel bei den Saiten einer Gitarre - soll die Saite jedoch langer

schwingen.

132 [nformationen zum physikalischen Input nach URL:
http://www.ahoefler.de/schwingungen/gedaempfte_harmonische_schwingung/gedaempfte_harmonische_schwingung.php
[25.06.2014].

133 Vgl. URL: http://www.leifiphysik.de/themenbereiche/mechanische-schwingungen [25.06.2014].
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Allgemein unterscheidet man fiir eine freie Schwingung mit Dampfung drei Schwingungsarten:'**
1. £ < 1 : Schwingfall (schwache Dimpfung) :

Die Schwingung wird langsam immer kleiner.

Schwingfall (schwache Dampfung)

Abbildung 48: Schwingfall (schwache Didmpfung).

Anwendung: Zum Beispiel bei Saiteninstrumenten.

2. € > 1: Kriechfall: Die Feder geht sehr langsam in die Ausgangslage zuriick. Aufgrund der starken

Dampfung erfolgt keine Schwingung.

0.1
Kriechfall

014

Abbildung 49: Kriechfall.

Anwendung: Eine Anwendungsmoglichkeit ist zum Beispiel eine automatisch schlieBende Tiir. Die

eingebaute Feder ldsst die Tiir nur ganz langsam schlieen.

134 Nach Timischl &Kaiser (2005), S.164 sowie
nach dazu URL: http://www.leifiphysik.de/themenbereiche /mechanische-schwingungen[25.6.2014].
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3. £ = 1: Aperiodischer Grenzfall

Die Feder geht ohne zu schwingen, moglichst rasch in die Ruhelage zuriick.

0.1+

Abbildung 50: Aperiodischer Grenzfall.

Anwendung: Zum Beispiel die Federung bei einem Auto (StoBdampfer).

Herleitung der Differentialgleichung135

Nun wird die Bewegungsgleichung fiir eine Feder mit Ddmpfung aufgestellt.
Wichtige Begriffe:

m... Pendelmasse

D... Reibungs / Dampfungskonstante )
k... Federkonstante
YVom---Anfangsauslenkung
5==. .Abklingkonstante
2m .
1) .
& = —...Dampfungsgrad
Wo 0.1
Wy = \/g...Nennkreisfrequenz 4

Abbildung 51: Der 1.Umkehrpukt y,,.
w = /8% — w3 ... EBigenkreisfrequenz

8T

y, = A *xe +..1. Umkehrpunkt

135 Herleitung der Differentialgleichung nach URL: http://www.ahoefler.de/schwingungen/gedaempfte_harmonische_schwingung/

gedaempfte_harmonische_schwingung.php [25.06.2014].
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Zusitzlich zur Bewegungsgleichung des Federpendels ohne Dampfung, y”(t) + % * y(t) = 0 muss

nun noch die Ddmpfungskomponente beriicksichtigt werden.

Somit folgt fiir die Bewegungsgleichung
mxy"(t) = =D *y'(t) =k * y(t).
Durch Umformung erhélt man
YO + 2y () + =5 y(6) =,
m m
die Differentialgleichung einer freien Schwingung mit Dadmpfung.

Losung der Differentialgleichung

Um diese lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung zu 16sen, wird der Ansatz
y(t) = C* et mitC # 0

verwendet. Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Differentialgleichung erhilt man

D k

Cx2xeMt + —xCxdxeMt +—CxeMt =0

m m
Kiirzen liefert das sogenannte charakteristische Polynom der Form:

, D k

A+—*xA+—=0
m m

Mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen (p-g Formel) erhélt man als Losung fiir A:

P D N (D )2 k
27 2am™ 2*xm m

bzw.

11,2:_6i ’62_(1)3:_6iw

Hier konnen nun 3 Falle unterschieden werden:

o § < wg der Schwingfall
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e § > w, der Kriechfall

e § = wg der aperiodische Grenzfall
1.Fall — Schwingfall 6§ < wy:

Bei diesem Fall erhélt man aufgrund von § < wq einen negativen Ausdruck unter der Wurzel und

somit ist m € C.
Die Losung fiir 4 ist gegeben durch:
M=—0+iwund 1, = -6 —iw
Man erhilt als allgemeine Losung'*®
y(t) = C; * e % xsin(w * t) + C, * e 5 x cos(w * t).

Herausheben von e ~%t gibt:

y(t) = e 8« [C; * sin(w * t) + C, * cos(w * t)]
C; und C, werden durch Beriicksichtigung der Anfangsbedingung bestimmt:

y0)=0=C;*1*x0+Cx1%x1=2C, =0

Der erste Umkehrpunkt y,, wird nach E erreicht. Somit folgt fiir Cy:

T _oT
y(—)=yu=e 4 [Cy 1]

und damit folgt fiir C;:

sT
Clzyu*e4

Damit folgt fiir die Losung im Fall 1:

6T

T
y(t) =y, *e* xe % xsin(w *t) = y, * e?G0 sin(w * t)

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung von C; ist die Berticksichtigung der Geschwindigkeit zum

Zeitpunkt t = 0.

136 Gemaf$ Timischl, Kaiser (2005), S.154.
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Fiir die Geschwindigkeits-Zeit Funktion gilt:
y't)=—C*8*xe %t xsin(w*t)+C xe % xwx*cos(w*t) —C, 8 *e % x cos(w *t) — C, * e % w * sin(w * t)
Mit C, = 0 folgt fiir die Geschwindigkeits-Zeit Funktion:
y'(t) = —Cy %6 * e St xsin(w * t) + C; * e 75 x w * cos(w * t)
Mit der Annahme y'(0) = v, folgt fiir C;:
Y(0)=vyg=—C,*6*1*x0+Cx1xw=*1,

woraus sich fiir C;sofort C; = 1;—0 ergibt.

Damit folgt fiir die Losung im Fall 1 alternativ:
%
y(t) = ZO * e % x sin (w * t)

2. Fall — Kriechfall § > wy:

/11'2=_6i ’62_w3=_6i0)

Wegen § > wy ist /62 — wZ € R und die Lésungen fiir A sind gegeben durch
AM=-6+w,
Ay =—06 —w.
Man erhilt als allgemeine Losung'”’
y(t) = C; #eTOHDIE 4 () 5 g=(GHO)E,
Fiir die Geschwindigkeits-Zeit Funktion gilt:
y'(t) =Cy % (=8 + w) % eI 4 04 (= — @) x e~ (Brwkt
C7 und C, werden wieder durch Beriicksichtigung der Anfangsbedingung bestimmt:

y(0)=0=C1*1+Cz*1961=_CZ

137 Gemaf$ Timischl, Kaiser (2005), S.154.
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Unter der Annahme y’(0) = v, kann nun C,; bestimmt werden.
Herausheben von C; in der Geschwindigkeits-Zeit Funktion ergibt:

Y'() = Cy* [(—6 + w) » T 4 (§ + @) x e~ (6T ]
Unter Berticksichtigung der Anfangsbedingung y’(0) = v, folgt nun fiir C;:

y(0)=vy=Ci*[(-6+w)*1+(+w)*x1]=C,*2*w

Damit gilt: C; = 211—0(,)

Damit folgt fiir die Losung im Fall 2:

Vo

— =) -6
y(t) — o % [e( +w)t _ e ( +w)t]

3. Fall - Aperiodischer Grenzfall § = wy:

Wegen § = wy ist /62 — ws = 0 und die Lésungen fiir A sind gegeben durch

Man erhilt als allgemeine Losung'>®
y(t) =Cixe S+ Cyxtxe 0 =70« (C, + C, + ).
Fiir die Geschwindigkeits-Zeit Funktion gilt:
Y'(A)=—6+Cixe O +Cyxe 0 —FxCyxtre ot
C; und C, werden wieder durch Beriicksichtigung der Anfangsbedingung bestimmt:
y0)=0=1*(C;+C,*0)=>C, =0
Unter Berticksichtigung der Anfangsbedingung y'(0) = v, folgt nun fiir C,:
Y'(0)=vy=0C%1—-8+C,*0x1

Damit gilt: C, = v,

138 Gemaf$ Timischl, Kaiser (2005), S.154.
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Damit folgt fiir die allgemeine Lésung im Fall 3:

y(t) =vp*txe”o

Rechenbeispiel*:

Um einen besseren Uberblick iiber die Eigenschaften bei unterschiedlichen Dimpfungsgraden zu

erhalten, soll nun eine Aufgabe mit konkreten Beispielen berechnet werden:

Losen Sie die Differentialgleichung eines geddmpften schwingenden Feder-Masse-Systems:
Folgende Werte sind dabei gegeben:

Masse des Systems m = 2kg

Federkonstante k = 32N /m

Ddmpfungskonstante D = a)2kg/s ,b)20kg/s,c)16kg/s

Anfangsbedingung: y(0) = 0, vy =12m/s

Losung:

a) Schwingfall (schwache Dimpfung)

y'() + ; *y'(t) + % xy() =0
Kiirzen ergibt schlieBlich
y'(@®) +y' () +16xy(t) = 0.
Einsetzen des Ansatzes y(t) = C * e**liefert die charakteristische Gleichung
2+ 21+16=0.

Mit der Losungsformel (p-g Formel) fiir quadratische Gleichungen folgt als Losung fiir A:

/1_1
12575

alsod; = —2+i%3.968und 1, = —2 — i *3.968 € C

139 Nach Timischl, Kaiser (2005), S.162.
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Es handelt sich also um einen Schwingfall.
Die Losung der Differentialgleichung ist in diesem Fall gegeben durch

v
y(t) = EO * e~ x sin(w * t),

wie oben bereits hergeleitet.
Fiir die Abklingkonstante und die Eigenkreisfrequenz folgt (nach der allgemeinen Herleitung)
6 = —0.5und w = 3.968.

Nun kdnnen die konkreten Werte bereits eingesetzt werden:

1
_E*t .
3968 * € * sin (3.968 # t)

y(t) =

Damit erhélt man als Losung im Schwingfall:

t
y(t) =0.3024 x e 2 +sin(3.968 * t)

D
2m

Fiir den Dampfungsgrad folgt € = wi =& — % = 0.125 (schwache Dampfung).

0 0

b) Kriechfall

YO+ 5y )+ 2 e y(0) =0
Kiirzen ergibt schlieBlich
y"(t) +10y'(t) + 16 x y(t) = 0.
Einsetzen des Ansatzes y(t) = C * eM? liefert die charakteristische Gleichung
2%+102+ 16 =0.
Mit der Losungsformel (p-g Formel) fiir quadratische Gleichungen folgt als Losung fiir A:
A, =-5%,(5)?—-16 =—-5+3unddamit}; = —2und 4, = —=8.€ R
Es handelt sich also um einen Kriechfall.

Die Losung der Differentialgleichung in diesem Fall ist gegeben durch
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_ Yo —5+w)t —(5+w)t
y(t)_Z*a)*[e( o) _e(+w)]’

wie oben bereits hergeleitet.

Fiir die Abklingkonstante und die Eigenkreisfrequenz folgt (nach der allgemeinen Herleitung)

0 =-5und w = 3.

Nun konnen die konkreten Werte bereits in die Losung eingesetzt werden:

1.2 B B
y(t) — 13 % [e( 5+3)t _ e (5+3)t]

Damit erhilt man als Losung im Kriechfall:

y(t) = 0.2« [e"2 — 78]

D
2m

Fiir den Dampfungsgrad folgt € = wi =2 = ; = 1.25 (starke Dampfung).
0

(=]

¢) aperiodischer Grenzfall

16 32
V'O + oy O+ —*y(© =0
Kiirzen ergibt
y" () +8y'(t) + 16 x y(t) = 0.
Einsetzen des Ansatzes y(t) = C * et liefert die charakteristische Gleichung
2%+ 81+ 16 =0.

Mit der Losungsformel (p-g Formel) fiir quadratische Gleichungen folgt als Losung fiir A:
AMp=—-4+(4)?—-16 =—4unddamitA; = —4und 1, = -4 €R

Es handelt sich also um einen aperiodischen Grenzfall.

Die Losung der Differentialgleichung in diesem Fall ist gegeben durch
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y(t) =vo*t e,

wie oben bereits hergeleitet.
Fiir die Abklingkonstante folgt (nach der allgemeinen Herleitung)
6 =4.
Nun konnen die konkreten Werte in die Losung bereits eingesetzt werden:
yt)=1.2xtxe
womit man bereits die Losung fiir den aperiodischen Grenzfall erhilt.
2

2

Fiir den Dampfungsgrad folgt € = wi =2 = % =1.
0

(=]

Die folgende Abbildung zeigt den Vergleich der vier unterschiedlichen Bewegungsverldufe.

LA DN
TRVATAY

Abbildung 52: Unterschiedliche Bewegungsabliufe.
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Versuch Federpendel

Ziel: Messung des zeitlichen Verlaufs der Auslenkung beim Federpendel.

Bendtigte Materialien:

e Feder und Halterung

e Belastungsmasse: 200g, 400g, 50g
e MaBstab

e High Speed Kamera mit Halterung

e Analysesoftware

Durchfiihrung:

Die Auslenkung des Pendels wird mit der High Speed Kamera aufgenommen. Die Weg-Zeit Funktion
soll mit der Analysesoftware aufgenommen werden. Zu Beginn wird mit der Belastungsmasse von

200g gearbeitet.

Im Anschluss soll das Experiment auch berechnet werden. Fiir die Anfangsbedingungen empfichlt
sich entweder die Messung der Maximalauslenkung oder die Messung des 1. Umkehrpunktes,
beziehungsweise die Bestimmung der Geschwindigkeit beim Nulldurchgang mit Hilfe der

Analysesoftware.
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7. Arbeitsblatter fiir den Unterricht

Folgendes Kapitel beinhaltet die Schiilerarbeitsblitter, fiir die in Kapitel 6 angefiihrten Projekte. Die
Arbeitsblatter sind direkt kompatibel mit den jeweiligen Ausarbeitungen. Der physikalische Input
weicht bei manchen Arbeitsbléttern leicht von dem der jeweiligen Ausarbeitung ab. Zu jedem Projekt
wurden auch Projektziele definiert, die den Schiilerinnen und Schiilern einen besseren Uberblick iiber

das Projekt bieten soll.

7.1 Die Vollbremsung eines Autos

Ziele

e Herleitung und Losung der Bewegungsgleichung fiir die Vollbremsung eines Autos.
o Berechnung des Bremsweges fiir konkrete Werte und Vergleich mit der Faustformel in der
Fahrschule.

e Berechnung des Anhalteweges.

Physikalischer Input'*

Die Physik des Bremsens

F, Wihrend der Fahrt :
F... Motorkraft,
F: Fu F.... Reibungskraft (Luftwiderstand, Rollwiderstand),
¢, F.... Kraft vom Asphalt auf das Auto,
Fg

F,... Kraft vom Auto auf den Asphalt.

Abbildung 53: Krifte auf ein Auto wihrend der Fahrt (vereinfacht).

Vollbremsung:

Fy... Reibungskraft beim Bremsen,
F, F.... Kraft vom Asphalt auf das Auto,
r F,... Kraft vom Auto auf den Asphalt.
Bei der Vollbremsung wird die Kupplung betitigt, um
Fg

die Motorkraft vollstindig wegzunehmen. Das Auto

Abbildung 54: Krifte auf ein Auto bei Vollbremsung (vereinfacht). wird verzogert. Alle zusitzlichen Reibungskrafte

(Luftwiderstand etc.) werden hier vernachléssigt.

140 [nformationen zum physikalischen Input nach Heuser(2009), S.333.
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Die Reibungskraft beim Bremsen Fj, bei blockierenden Rédern ist von der Kraft Fj;, mit der Reifen

und Asphalt aufeinander gedriickt werden sowie vom Reibungskoeffizienten abhéngig.
Fiir die Reibungskraft gilt:
Fb = ‘Ll * Ea

p ist der Reibungskoeffizient und liegt iiblicherweise zwischen 0.4 und 0.8 fiir Reifen auf Asphalt.'*!

Dieser ist von den Oberflacheneigenschaften der Reifen sowie des Asphalts abhédngig.

Wichtige Begriffe

Der Bremsweg ist jener Weg, den ein Auto vom Beginn des Bremsprozesses bis zum Stillstand

zuriicklegt.

g... Gravitationsbeschleunigung ~9.8 m/s?
vy...Ausgangsgeschwindigkeit vor dem Bremsbeginn (in m/s)
F=m=+a = mx*x"(t) in N (Newton)

Eg:—m*g

Allgemeine Annahmen: Luftwiderstand wird vernachldssigt, konstante Bremskraft wéhrend des
gesamten Bremsvorgangs, geradlinige Bewegung in x-Richtung.

141 Daten aus: URL: http://www.chemie.de/lexikon/Haftreibung.html[5.6.2014].
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Aufgaben

1. Leiten Sie die Formel fiir den Bremsweg selbst her. Gehen Sie in folgenden Schritten vor:

a) Uberlegen Sie sich, wie die vereinfachte Bewegungsgleichung aussieht, wenn Sie nur die
Reibungskraft beim Bremsen fiir den Bremsvorgang in Betracht ziehen und die allgemeinen
Annahmen (siehe oben) beriicksichtigen. Betrachten Sie die Bewegung geradlinig in x -

Richtung,.

b) Berechnen Sie die Weg-Zeit Funktion sowie die Geschwindigkeits-Zeit Funktion.

Vergessen Sie dabei nicht auf etwaige Integrationskonstanten!

2.Wihlen Sie konkrete Werte und setzen Sie diese in ihr Ergebnis ein. Vergleichen Sie es mit der

Faustformel aus der Fahrschule:

Geschwindigkeit Geschwindigkeit
*
10 10

Bremsweg =

Stimmt dies mit [hrem Ergebnis iiberein?
Tipp: Beachten Sie dabei auch: In welchen Einheiten werden die einzelnen Werte angegeben?

3. Beim Erkennen einer Gefahr im Stralenverkehr spielt auch oft die Reaktionszeit eine wesentliche
Rolle. Der Reaktionsweg ist nun jene Zeit, bis der Fahrer/die Fahrerin den Bremsvorgang einleitet.
Wie flieB3t dieser nun bei der Berechnung des Anhalteweges (Zeit vom Erkennen der Gefahr bis zum

Stillstand des Wagens) ein? Stellen Sie eine Formel fiir den Anhalteweg auf!

4. Vergleichen Sie ihr Ergebnis fiir den Anhalteweg mit der Faustformel aus der Fahrschule:

3xv v

A== " 100

5. Was ldsst sich iiber den Anhalteweg bei unterschiedlichen Geschwindigkeiten (z.B.: 90km/h
obwohl nur 70km/h erlaubt sind oder 150km/h statt 130km/h) sagen?

6. Was lédsst sich iiber den Anhalteweg bei unterschiedlichen Witterungsbedingungen sagen

(Unterschied des Reibungskoeffizienten)?
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7.2 Abkiihlungsprozesse

Abkiihlungsprozesse konnen sehr einfach mithilfe von Differentialgleichungen erster Ordnung
beschrieben werden. Damit lassen sich eine Reihe verschiedener Anwendungen beschreiben.
Folgendes Arbeitsblatt geht der Frage nach, welcher Kaffee schneller abkiihlt, entweder jener mit
Milch, der 10 Minuten stehengelassen wird, oder derjenige, der erst 10 Minuten abkiihlt und dem erst

dann Milch hinzugefiigt wird.

Ziele

e Herleitung des Temperaturverlaufs eines abkiihlenden Korpers

o Mathematische Berechnung und Beantwortung der Frage

Welcher Kaffee hat nach 10 Minuten die hohere Temperatur? Jener Kaffee, dem sofort
kalte Milch beigemengt wird, oder jener Kaffee, dem erst nach 10 Minuten kalte Milch

beigemengt wird?

Physikalischer Input
Sei T(t) die Temperatur des Korpers zum Zeitpunkt ¢t und T;, die Umgebungstemperatur. Da hier im
speziellen Abkiihlungsprozesse betrachtet werden, wird die Annahme getroffen, dass stets T(t) > T,

gilt.

Newton’sches Abkiihlungsgesetz142

Das Newton’sche Abkiihlungsgesetz beschreibt den Temperaturausgleich zwischen einem Korper und

seiner Umgebung. Fiir die Anderung der Temperatur des Kérpers mit der Zeit At gilt

AT(t)
At

= —k(T(t) — T,).

Das bedeutet, dass die Anderung der Temperatur mit der Zeit proportional zum
Temperaturunterschied zwischen Koérper und Umgebungstemperatur ist. Die vom Material abhédngige
Proportionalitdtskonstante k bezeichnet man {blicherweise auch als Abkiihlkonstante. Zur

Vereinfachung werden folgende Annahmen getroffen:

1. Die Umgebungstemperatur ist stets konstant T,, = const.

2. Die Temperatur des Korpers zu Beginn sei T(0) = T,

142 Abgeleitet aus: Schwaiger, Jens: Beilage zur Vorlesung Differentialgleichungen fiir USW ab SS 2001, URL: http://www.uni-
graz.at/~schwaige/usw.pdf [22.07.2014], S.1.
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Aufgaben
1. Leiten Sie die Differentialgleichung fiir den Abkiihlungsprozess her.

Tipp: Betrachten Sie dazu ganz einfach das Newton’sche Abkiihlungsgesetz fiir infinitesimale

Zeitanderungen!

2. Losen Sie diese Differentialgleichung! Eine Moglichkeit zur Losung ist die Methode der

Trennung der Variablen!
3. Losen Sie das Kaffee-Problem! Alle Informationen finden Sie am beigelegten Arbeitsblatt.

4. Bestimmen Sie nun experimentell, welcher Kaffee schneller abkiihlt. Nehmen Sie dazu den
Temperaturverlauf bei der Abkiihlung mit einem Temperaturmessgerét auf. Alle Informationen

finden Sie am beigelegten Arbeitsblatt.
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Das Kaffee-Problem'®

Ist nun jener Kaffee kiihler, dem gleich Milch beigefiigt wird, oder doch jener Kaffee, dem erst nach
10 Minuten die Milch beigemengt wird?

Sei nun
T,, ...die Umgebungstemperatur
T,...die Ausgangstemperatur des Kaffees (vor der Milchbeimengung)
Ty...die Temperatur der Milch (aus dem Kiihlschrank sodass T;,, < T,))
T,...die resultierende Temperatur des Gemischs.
m * Cy...das Produkt aus Masse und spezifischer Warmekapazitit der Milch

n * Ck...das Produkt aus Masse und spezifischer Warmekapazitit des Kaffees

Fiir die Temperatur des Kaffee-Milch Gemisches verwendet man die Formel

n*xCx*xTyg+mxCy*xTy

T =
n*Cx+mx*Cy

g

Stellen Sie nun, mit Hilfe der Losung der Differentialgleichung und obiger Gleichung des Kaffee-
Milch-Gemischs, die allgemeinen Formeln fiir die jeweilige Temperatur nach 10 Minuten (600

Sekunden) fiir beide Fille auf. Verwenden Sie die vereinfachende Annahme Cx = Cy;.

Berechnen Sie dann mit folgenden Werten'*, welcher Kaffee nach 10 Minuten die hohere Temperatur
aufweist! Stellen Sie den Temperaturverlauf graphisch mit Hilfe eins Computeralgebrasystems (z.B.:

GeoGebra) dar.

T,= 22°C, T,=80°C, T,=5°%, n= 200mi

m=30ml, k= 0.001/s, t=600s.

143 Nach: Bernstein, Swanhild: Der Kaffee ist zu heif3- das Newtonsche Abkiihlungsgesetz, URL: http://www.mathe.tu-
freiberg.de/~bernstei/HMI/mNewton.pdf [22.7.2014], S. 4-5.
144 Grobe Abschéatzung fiir die Abkiihlkonstante k nach URL: http://www.schulphysik.de/physik/cooling/newcool.htm[22.07.2014].


http://www.mathe.tu-freiberg.de/~bernstei/HMI/mNewton.pdf
http://www.mathe.tu-freiberg.de/~bernstei/HMI/mNewton.pdf
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Versuch Bestimmung des Temperaturverlaufs

Bendtigte Materialien

e 2 Tassen Kaffee (je 200ml)
e Milch 2 x 30ml
e Temperaturmessgerat

e Stoppuhr
Durchfiihrung

Der Kaffee soll in moglichst gleiche Kaffeetassen eingefiillt werden. Danach wird in einer Tasse
sofort 30ml Milch beigemengt. Im Anschluss wird mit Hilfe eines Temperaturmessgerdtes die
Temperatur in beiden Tassen gleichzeitig gemessen. Es empfiehlt sich eine Temperaturmessung alle
30 Sekunden. Die Werte konnen entweder notiert werden oder (wenn vorhanden) gleich mit dem
Computer aufgenommen werden. Nach 10 Minuten wird auch in die zweite Kaffeetasse Milch

beigemengt. In beiden Kaffeetassen wird nun die Temperatur gemessen und verglichen.
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7.3 Radioaktiver Zerfall

Ziele:

e Aufstellung und Losung der Differentialgleichung fiir den radioaktiven Zerfall
e Bestimmung der Zerfallskonstante fiir '*C

e Bestimmung des Alters der Mumie Otzi

Physikalischer Input

Radioaktiver Zerfall

Unter einem radioaktiven Zerfall versteht man die spontane Umwandlung von instabilen Atomkernen
in andere Atomkerne unter Abgabe von Strahlung. 1896 wurde das Phinomen von Antoine Henri
Bequerel entdeckt. Der Begriff der Radioaktivitit wurde 2 Jahre spiter von Pierre und Marie Curie
eingefiihrt. Der Zeitpunkt, wann sich ein Kern in einen anderen Kern umwandelt (dh. zerfallt), ist
vollig zufallig. Fiir jede Substanz gibt es eine Zerfallswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit. Neben dem
kiinstlich herbeigefiihrten radioaktiven Zerfall bei der Kernspaltung gibt es aber auch noch eine
Vielzahl von natiirlichen Zerféllen in der Natur. Sie werden unter anderem zur Altersbestimmung bei

der Kohlenstoff-14 Methode (**C Methode) verwendet.'*

Die Anzahl der Kerne, die sich pro Zeiteinheit umwandeln, ist proportional zur Gesamtzahl N(t) der
instabilen Atomkerne. '** Die Zerfallskonstante A1 bezeichnet dabei den fiir jedes Material

charakteristischen Proportionalitdtsfaktor.

Die Halbwertszeit
Die Halbwertszeit ist fir jedes radioaktive Material eine charakteristische Zeitdauer, die angibt, wie
lange es dauert, bis die Hilfte der urspriinglich vorhandenen Kerne zerfallen ist.'*” Mit Hilfe der

Halbwertszeit kann die Zerfallskonstante (1) bestimmt werden.

Die C-14 Methode

Die C-14 Methode dient zur Altersbestimmung von archdologischen Funden. Durch kosmische
Strahlung, die unter anderem Neutronen mit extrem hoher Energie enthilt, wird in der oberen
Atmosphire "N (Stickstoffkerne mit 7 Protonen und 7 Neutronen) umgewandelt in '*C (6 Protonen
und 8 Neutronen). "“C ist instabil und zerfillt mit einer Halbwertszeit von 5730 Jahren. Durch stetigen

Einfall der kosmischen Strahlung ist der '*C Gehalt in der Atmosphire nahezu konstant. Lebewesen,

145 Vgl. URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Radioaktivitat [5.6.2014].

146 Vgl. Hempel, Thomas: Differentialgleichungen - Ausgewéhlte Probleme aus der Physik, URL: http://www.uni-
magdeburg.de/exph/mathe_gl/dgl-phys1.pdf [29.05.2014],S. 1.

147 Vgl. URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Halbwertszeit[5.6.2014].
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aber auch Pflanzen, nehmen stindig neues '*C auf (durch Nahrung oder Atmung) sodass der '“C
Gehalt im Korper konstant bleibt. Stirbt das Lebewesen oder die Pflanze, so wird kein neues '*C in
den Korper zugefithrt. Das 'C im Korper zerfillt und seine Konzentration nimmt iiber die
Jahrtausende immer weiter ab. Werden nun Uberreste des Lebewesens ausgegraben, so kann iiber die

Konzentration von "*C im Korper das Alter des Lebewesens bestimmt werden.'**

Aufgaben:

1. Leiten Sie mit Hilfe des physikalischen Inputs die Differentialgleichung fiir den radioaktiven Zerfall

her!

Tipp: Sie erhalten eine Differentialgleichung 1. Ordnung, wenn Sie den Grenzwert des

Quotienten AIZ—EO bilden!

2. Losen Sie die oben hergeleitete Differentialgleichung!
Tipp: Eine Moglichkeit zur Losung ist die Methode der getrennten Variablen.
3. Bestimmen Sie die Zerfallskonstante fiir das Isotop '“C aus der Halbwertszeit!

Tipp: Die Halbwertszeit ist fiir jedes radioaktive Material eine charakteristische Zeitdauer, die

angibt, wie lange es dauert bis die Halfte der urspriinglich vorhandenen Kerne zerfallen ist.

4. Berechnen Sie mit Hilfe Threr Losung der Differentialgleichung und der oben berechneten
Zerfallskonstante das Alter von Otzi! Die 1991 in den Otztaler Alpen gefundene Mumie ist die einzige
konservierte Leiche aus der Kupfersteinzeit in Mitteleuropa. Bei der Untersuchung der 'C

Konzentration konnte bestimmt werden, dass etwa 47%"'* des '*C bereits zerfallen waren. '

5. Skizzieren Sie den Zerfallsverlauf fiir die Gesamtheit der Kerne mit Hilfe eines

Computeralgebrasystems (z.B.: GeoGebra).

148 Vg|. URL: http://www.weltderphysik.de/thema/alltag/c-14-methode/[5.6.2014].
149 Daten aus URL: http://www.jagemann-net.de/biologie/bio13/evolution/C-14/c14.php [5.6.2014].

150 Vgl. URL: http://www.uibk.ac.at/forschung/alpine_vorzeit/ [5.6.2014].
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7.4 Der freie Fall ohne Luftreibung

Ziele

e Die mathematische Beschreibung des freien Falls ohne Luftreibung.
e Die Berechnung der Zeitdauer und Aufprallgeschwindigkeit einer Kugel beim freien Fall aus
100m.

e Die experimentelle Bestimmung der Gravitationskonstante.

Physikalischer Input"’
Gravitationsgesetz
Das Newton’sche Gravitationsgesetz beschreibt die Anziehungskraft zweier Massen (z.B. Mensch und

Erde) geméil

M... Masse der Erde 5,974 *10**kg,
r...mittlerer Radius der Erde 6370km,

3
G... Gravitationskonstante G = 6,674 = 10~11 —"—

kg+s?

Mit Hilfe des zweiten Newton’schen Axioms (F = m * a) folgt

Mx*m _

- =F.

mx*xa=G *

Angeblich soll Newton durch einen vom Baum fallenden Apfel zur Herleitung dieses Gesetzes

inspiriert worden sein.

Daraus erhilt man durch Kiirzen der Masse m

M

a=G=* )
Dies entspricht der Beschleunigung eines frei fallenden Korpers auf den Erdboden ohne
Beriicksichtigung der Luftreibung. Setzt man hier nun die Werte fiir Gravitationskonstante, Masse und

Radius der Erde (fir bodennahe Experimente) ein, so erhdlt man einen Wert fiir die

151Nach: Maxim: Freier Fall mit und ohne Luftwiderstand, 2010, URL: http://www.virtual-
maxim.de/downloads/freier%20fall%20mit%20und%20ohne%20luftwiderstand.pdf [3.4.2014], S. 1.
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Gravitationsbeschleunigung a. Ublicherweise bezeichnet man die Gravitationsbeschleunigung mit

dem Kleinbuchstaben g (vom englischsprachigen gravity).

Bemerkung: Die Gravitationsbeschleunigung g hidngt vom Radius r und von der Erdrotation
(Zentrifugalkraft) ab. Daher ist der Wert flir die Gravitationsbeschleunigung g nicht iiberall auf der

Erde gleich groB. Fiir die folgenden Berechnungen wird dies jedoch vernachlissigt und eine konstante

Gravitationsbeschleunigung von g = 9.81 —z angenommen.

Zum Einstieg wird der freie Fall ohne Luftreibung betrachtet.
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Aufgaben
1. Leiten Sie die Bewegungsgleichung fiir den freien Fall ohne Luftreibung, mit Hilfe der oben

angefiihrten physikalischen Beschreibung her.

Tipp: Verwenden Sie bloB folgende allgemeine Annahmen zur Aufstellung der

Bewegungsgleichung:

e Esexistiert eine Anziehungskraft der Erde auf den fallenden K&rper geméB F; = m * g.

Fg=mxg
y

Abbildung 55: Gewichtskraft auf einen fallenden Koérper ohne Luftreibung.

e Die Fallrichtung (senkrecht zur Erdoberfliche) erfolgt in z-Richtung mit den Anfangs-

bedingungen z'(0) = vy; z(0) = 0.

2. Losen Sie die Bewegungsgleichung. Bestimmen Sie neben der Weg-Zeit Funktion auch die

Geschwindigkeits-Zeit Funktion.

3. Losen Sie mit Hilfe Threr Ergebnisse aus 1. & 2. folgende Aufgabe:

Aufgabe:

Aus einem Fenster eines Hauses wird aus einer Hohe von 10m eine Kugel mit der Masse von 0.5kg
fallen gelassen. Berechnen Sie, unter Vernachldssigung des Luftwiderstandes, die Geschwindigkeit
mit der der Ball auf der Erde auftrifft sowie die Zeitdauer des freien Falls. Verwenden Sie die oben
hergeleiteten Gleichungen fiir Geschwindigkeit und Weg.

4. Fiihren Sie das folgende Experiment zur Bestimmung der Gravitationsbeschleunigung durch!
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Versuch Messung der Gravitationsbeschleunigung

Ziel: Durch Messung der Fallzeit einer Kugel soll die Gravitationsbeschleunigung bestimmt werden.

Bendtigte Materialien:

Abwurfvorrichtung mit

¢ Fall und Auffangvorrichtung U Zeitauslosung

e Zeitmessung

o Kugel

= Fangvorrichtung  mit

Alternativ: o T Zeitauslosung

e HD High Speed Kamera Abbildung 56: Versuchsskizze zur Messung der

e Analyseprogram (z.B. Coach 6) Gravitationsbeschleunigung.
Durchfiihrung:

Mit Hilfe einer Fallvorrichtung wird eine kleine Metallkugel aus ca. 30cm Hohe abgeworfen und die
Fallzeit iiber die integrierte Zeitmessung bestimmt. Es empfiehlt sich, die Messung mehrmals
durchzufiihren und den Mittelwert der gemessenen Zeiten zu bilden. Mit der genauen Messung der

Fallhohe kann nun aus den hergeleiteten Formeln die Gravitationsbeschleunigung bestimmt werden.

Sollte kein Zeitmessgerdt zur Verfiigung stehen, empfiehlt sich eine Videoanalyse der fallenden
Kugel. Damit kann die Fallhohe in Abhéngigkeit der Zeit bestimmt werden. Ableiten dieser Funktion
ergibt die Geschwindigkeits-Zeit Funktion, nochmalige Ableitung die Beschleunigung.
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7.5 Der freie Fall mit Luftreibung und der Stratosphirensprung

Ziele

o Mathematische Beschreibung des freien Falls unter Beriicksichtigung der Luftreibung.
e Berechnung der maximal méglichen Geschwindigkeit beim freien Fall.
e Numerische Berechnung des Geschwindigkeitsverlaufs beim Stratosphérensprung von Felix

Baumgartner.

Physikalischer Input

F
Der freie Fall mit Luftreibung k
Die Luftreibung (oder auch Stromungswiderstand) ist, wie der Name bereits "
vermuten ldsst, eine Kraft, die der Bewegung des Korpers durch die Luft Fe=m+g
.=

entgegenwirkt. Die Luftreibung steigt quadratisch mit der Geschwindigkeit, der
Flache A des Korpers, der Luftdichte p und zusétzlichen Eigenschaften der Abbildung 57: Gewichtskraft und

Oberfliche (Form, Struktur, usw.), die im Strémungswiderstandkoeffizienten Luftwiderstand auf  einen

fallenden Korper.
(bekannt unter,,c,, .Wert*) zusammengefasst werden. >

Fiir die Luftreibung gilt damit:
F, = CW*E*vz*p*A

Der Stromungswiderstandskoeffizient liegt fiir handelsiibliche Autos zwischen 0.8 (ca. Mercedes Benz
G-Klasse) und 0.2 (ca. Mercedes Benz C-Klasse). Der Stromungswiderstandskoeffizient fiir einen

stehenden Menschen liegt bei 0.78. '3
Auf einen fallenden Kdrper wirken nun (anders als beim Fall ohne Luftreibung) mehrere Krifte:

Die Schwerkraft F; sowie die Luftreibung F;, Wie aus obiger Abbildung erkennbar ist, wirken die
Krifte in entgegengesetzte Richtung.

Tipp: Um sich die Luftreibung besser vorstellen zu kdnnen, geniigt es wihrend einer Autofahrt die
Hand aus dem Fenster zu halten und die Handfldche zu drehen. Je groBBer die Widerstandsfldache desto

starker driickt die anstromende Luft die Hand nach hinten.

152Vgl. URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Stromungswiderstandskoeffizient [16.6.2014].
153 Laut URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Stromungswiderstandskoeffizient [16.6.2014].
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Aufgaben

1. Leiten Sie die Bewegungsgleichung fiir den freien Fall unter Beriicksichtigung der Luftreibung her.

Verwenden Sie dazu die oben zur Verfiigung gestellten Informationen.

Tipp: Driicken Sie die Bewegungsgleichung durch die Geschwindigkeit aus. (dh. v'(t) = --+). Man
erhilt eine Bewegungsgleichung erster Ordnung. Die Losung der Differentialgleichung wird dadurch

wesentlich vereinfacht!

2. Berechnen Sie die maximal mogliche Geschwindigkeit v,,,, aus der aufgestellten
Bewegungsgleichung! (Diese muss dazu noch nicht gelost werden). Um aus der Bewegungsgleichung
die Maximalgeschwindigkeit zu bestimmen, betrachtet man einfach jenen Punkt, an dem sich die

Geschwindigkeit nicht mehr éndert! Uberlegen Sie zuerst, wann dies genau der Fall ist!
3. Losen Sie die Differentialgleichung.

Tipp: 1. Formen Sie lhre Differentialgleichung so um, dass Sie einen Term durch oben berechnetes

VUmax €rsetzen konnen.

2. In weiterer Folge konnen Sie zur Vereinfachung des Integrals

v

vm ax

substituieren.

4. Arbeiten Sie das Zusatzblatt zum Stratosphérensprung von Felix Baumgartner durch!
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Der Stratosphirensprung

Am 14. Oktober 2012 war wohl kein anderes Ereignis so stark in den Medien vertreten wie der
Stratosphirensprung des Osterreichers Felix Baumgartner. Mit den Worten ,,/ am going home now*
sprang der Osterreicher aus 38969m Hohe zuriick Richtung Erde. In diesem Abschnitt wird nun
versucht, mit den obig aufgestellten Annahmen diesen Sprung noch einmal zu analysieren. Es soll nun
versucht werden, die Maximalgeschwindigkeit und die Dauer bis zur Maximalgeschwindigkeit zu
berechnen. Nach der Analyse des Red Bull Stratos Teams liegen folgende Eckdaten fiir den

Rekordsprung vor'*:

e Absprunghohe: 38969 m
o Maximal erreichte Geschwindigkeit: 1357,6 km/h

e Gesamtmasse (Anzug + Felix Baumgartner) 140kg

Numerische Berechnung des Geschwindigkeitsverlaufs wihrend des freien Falls
Zunichst wird die maximal erreichte Geschwindigkeit betrachtet. In obigem Abschnitt wurde bereits

eine Gleichung zur Berechnung der maximalen Geschwindigkeit aufgestellt:

_ Z*m*g
Umax = Cw*p*A

Fiir die Gravitationsbeschleunigung gilt auf der Erdoberfliche die Néherung g =~ 9,81 Sﬁz Dieser Wert

andert sich bis zur Absprunghdhe nur sehr wenig, weshalb eben jener fiir die Berechnungen als
konstant angenommen wird. Der Stromungswiderstandskoeffizient (c,,-Wert) war nur schwer fiir den
Sprung vorauszusagen, da der Wert stark von der Position des Korpers im freien Fall abhéngig ist.
Aus Testspriingen, aus rund 21000m Hohe, konnte ein durchschnittlicher Wert von 1.07 fiir das

Produkt c,, * A bestimmt werden'"’

. Dieser Wert wird auch fiir diese Berechnung herangezogen. Nun
bleibt noch der Wert fiir die Luftdichte p zu bestimmen. Da die Luftdichte, besonders in diesen
Hohenlagen, sehr stark vom Wert nahe der Erdoberfliche abweicht, muss eine N#herungsformel
herangezogen werden. Martin Apolin stellte flir die Berechnung im Magazin Red Bulletin (Ausgabe

Juli 2012) die Niherungsformel p = 1.5906 * e~%151*1 ayf, 1%

Diese Néherungsformel soll nun auch hier eingesetzt werden.

154 Daten von URL: www.redbullstratos.com/science/scientific-data-review [20.6.20014] sowie Red Bulletin Ausgabe Juli 2012, S. 74.
155 Wert berechnet von Mag. DDr. Martin Apolin fiir die Red Bulletin Ausgabe Juli 2012.
156 Vgl. Apolin (2012), S.74-76.
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Aufgaben

1. Stellen Sie nun eine numerische Berechnung an! Verwenden Sie dazu ein geeignetes
Computerprogramm (z.B. Excel). Verwenden Sie dazu das Euler-Cauchy Verfahren oder das
kennengelernte ,,verbesserte Verfahren* das auf dem Heun Verfahren beruht. Als Starthohe
verwenden Sie die oben angefiihrte Absprunghdhe. Als Zeitintervall empfiehlt sich ein Intervall von
0.4 Sekunden. Die Hohe gewinnt man aus der Subtraktion Absprunghdhe - zuriickgelegter Weg.
Die Luftdichte erhilt man fiir jeden Zeitschritt gemal3

p(tn+1) = 1.5906 * e—0.151*h(tn+1)

Wiederholung:

Der zuriickgelegte Weg beim Zeitschritt n + 1 wird beim ,,Euler Cauchy Verfahren* gemaf3
Xnt1 = Xp + Uy * At
berechnet, die Geschwindigkeit gemal3 der Formel

ZCON

Un+1 = VUn

Die Berechnungen fiir Weg und Geschwindigkeit beim ,, verbesserten Verfahren‘ erfolgen gemal

den Formeln

F(x
Xpiq = xn+vn*At+2(*—:r3(At)2
1(F(xp) F(xp41)
Unt1 = U E( mn + T:ll * At

2. Stellen Sie die berechneten Werte als Graphen dar und bestimmen Sie daraus, wann die maximale

Geschwindigkeit erreicht wird und wie hoch die maximale Geschwindigkeit dabei ist.

3. Die Auswertungen des Analyseteams des Red Bull Stratos Projekts ergaben eine maximale
Geschwindigkeit von 1357,6 km/h. Wie nahe liegen Ihre Ergebnisse an diesem Wert? Warum gibt es

hier Abweichungen? Nennen Sie einige Faktoren, die hier eine Rolle spielen konnten!
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7.6 Zusammengesetzte Bewegung - Der schrige Wurf

Ziele

e Aufstellung und Losung der Bewegungsgleichung fiir einen schrigen Wurf
e Herleitung und Analyse der Wurfparabel

e Berechnung der maximalen Steighohe

e Berechnung der maximalen Wurfdauer und Wurfweite

e Berechnung des idealen Abwurfwinkels

Physikalischer Input'”’

Abbildung 58: Flugbahn eines Korpers auf der Erde.

Unter der Wurfparabel versteht man die Flugbahn eines Korper beim Wurf auf der Erde. Die
Parabelform ergibt sich daraus, da wihrend des gesamten Fluges der Luftwiderstand vernachléssigt

wird und damit nur die Schwerkraft auf den Korper wirkt.

Der schrige Wurf setzt sich aus zwei voneinander unabhidngigen Bewegungen zusammen - der

gleichformigen Bewegung (waagrechter Wurf) und dem freien

Fall. Diese beiden Komponenten der Bewegungen beeinflussen Vo * cos(¢)
einander nicht. A i
Zur mathematischen Beschreibung wird die Bewegung in zwei V0 0 v * sin(¢)
Komponenten zerlegt, die horizontale x -Komponente und die i
vertikale y -Komponente. Da der Luftwiderstand auBler Acht i
>

gelassen wird, bewegt sich der Korper in x-Richtung mit einer Abbildung 59: x- und y-Komponente der
konstanten Geschwindigkeit. In y -Richtung wird der Korper Geschwindigkeit.

konstant beschleunigt. Fiir die Gravitationskraft gilt F = —m x g (wobei g = 9.81m/s? ).

Aufgaben

1. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen fiir einen schragen Wurf unter Vernachldssigung des

157 Vgl. URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Wurfparabel[22.7.2014].
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Luftwiderstandes auf.
Tipp: Stellen sie jeweils eine Differentialgleichung fiir die x- und y-Komponente auf.
Beachten Sie, dass auf die x-Komponente der Bewegung keine externe Kraft wirkt, bei der y-
Komponente hingegen die Schwerkraft.
2. Losen Sie die Bewegungsgleichungen!
Tipp: Verwenden Sie folgende Randbedingungen: x(0) = 0; y(0) = 0.
Beachten Sie, dass die Geschwindigkeit in x- bzw. y-Richtung vom Abwurfwinkel abhingig
ist: v, = Vg * sin(@) und v,g = vy * cOS(@).
3. Nun soll die Flugkurve analysiert werden und die Wurfparabel hergeleitet werden. Gehen Sie dazu
in folgenden Schritten vor: Setzen Sie die Losung der Bewegungsgleichung der x-Komponente in
Losung der y-Komponente ein, sodass Sie eine Gleichung y(x) = -+ erhalten. Erstellen Sie ein
GeoGebra Arbeitsblatt, in dem Sie die Wurfparabel simulieren koénnen. Bauen Sie dazu fiir den
Abwurfwinkel und fiir die Anfangsgeschwindigkeit passende Schieberegler ein.
4. Berechnen Sie nun die maximal mogliche Steighohe!
Tipp: Uberlegen Sie sich, welche Komponente die Steighthe bestimmt und verwenden Sie
diese fiir Thre Berechnungen. Berechnen Sie die Steigdauer (Uberlegung: Wann 4ndert sich die
maximale Steighdhe nicht mehr?) und setzen Sie diese in die berechnete Gleichung fiir die
Steighohe ein.
5. Berechnen Sie nun die Wurfdauer und damit die maximale Wurfweite.
Tipp: Uberlegen Sie sich, wann der Wurfkdrper wieder am Boden ankommt. Uberlegen Sie
sich, welche Komponente der Bewegung Sie fiir hre Berechnungen benétigen.
6. Berechnen Sie den idealen Abwurfwinkel!
Tipp: Stellen Sie die Wurfweite in Abhéngigkeit des Winkels dar und berechnen Sie damit
den bestmoglichen Abwurfwinkel fiir einen moglichst weiten Wurf. Der Abwurfwinkel liegt
zwischen 0° und 90°.
7. Ein FuBball wird vom Tormann mit 25m/s in einem Winkel von ca. 30° von der 16 m Linie vor dem
Tor abgestoBen. Nach wie vielen Metern landet der Ball, wenn man den Luftwiderstand
vernachléssigt? Informieren Sie sich im Internet oder in der Bibliothek, wie lange ein Fufiballfeld ist.

Kommt der Ball noch auf dem Spielfeld auf?

Erstellen Sie ein GeoGebra Arbeitsblatt, in dem Sie die Wurfparabel des Fu3balls darstellen.
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7.7 Einschaltvorgang einer Spule (Induktivitit im

Gleichstromkreis)

Ziele

o Mathematische Beschreibung des Einschaltvorgangs einer Spule im Gleichstromkreis
e Graphische Darstellung des Stromverlaufs beim Einschaltvorgang

e Messung des Stromverlaufs im Rahmen eines Versuchs

Physikalischer Input AAA

Eine Spule im Stromkreis zeigt ein besonderes Verhalten beim Einschaltvorgang.

[
|

Die Dies zeigt sich durch ein langsames Ansteigen des Stromes beim @" )

Einschaltvorgang.'® g ||

Um das Verhalten einer Spule zu verstehen, betrachtet man die sogenannte E

Lenz’sche Regel, die aus dem Faraday’schen Induktionsgesetz folgt: )
Abbildung 60: Die Anderung

. - . . . . . d tisches FI B
Eine Anderung des magnetischen Flusses in einer geschlossenen Leiterschleife ¢ MA8NeHSChes FIUSSEs B,

bewirkt ein elektrisches

bewirkt eine Gegenspannung (Ugy), die wiederum einen Stromfluss verursacht. "Wirbelfeld" E.

Dieser Strom wiederum erzeugt ein Magnetfeld, das sich der Anderung des

magnetischen Flusses entgegensetzt."”

Die Induktivitiit L beschreibt das Verhiltnis zwischen der Anderung des Stromes und der induzierten

Gegenspannung gemal

al®

Ug(t) = —L = It

Ugr(t) = R * I(t) beschreibt den Spannungsabfall am Widerstand im Stromkreis.

Fiir die Gesamtspannung im Gleichstromkreis gilt U = Ug(t) — Uy (¢).

Abbildung 61: Stromkreis.

158 Vgl. O.V.: Induktion und gegenseitige Induktion, URL: http://fl.hs-hannover.de/fileadmin/media/doc/f1/tel/abschnitt_5.pdf
[29.05.2014], S. 43.
159 Vgl. URL: https://Ip.uni-goettingen.de/get/text/6521 [21.06.2014].
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Wichtige Begriffe:

L .. Induktivitit L = N *% [L] = H,
¢... Magnetischer Fluss [¢p] = Vs,
I[..Strom [I] = A,

U...Spannung [U] = V,
R...Widerstand [R] = Q.

N...Windungszahl

Aufgaben

1. Stellen Sie die Differentialgleichung zu oben beschriebenen Phianomen auf. Setzen Sie dafiir die

bekannten Beziehungen in die Formel fiir die Gesamtspannung ein.
Tipp: Sie konnen durch die Substitution y(t) = I(t) — % die Differentialgleichung

vereinfachen! (Uberlegen Sie dabei auch wie die Ableitung von y(t) aussieht!)

2. Losen Sie die Differentialgleichung und bestimmen Sie damit den zeitlichen Verlauf des
Stromes! Eine Mdglichkeit ist die Methode der Trennung der Variablen. Zur Berechnung der
Proportionalititskonstanten verwenden Sie folgende Uberlegung:

Zum Zeitpunkt t = 0 (vor dem SchliefSen des Stromkreises) ist der Strom 1(0) = 0!

3. Stellen Sie Thre Losung mit einem Computeralgebrasystem (zum Beispiel GeoGebra) oder mit

einem anderen Programm lhrer Wahl dar.

4. Wihlen Sie verschiedene Werte fiir die Spule. Was éndert sich an der Funktion, wenn die

Induktivitéit auf den doppelten / auf den halben Wert gedndert wird?

5. Fiihren Sie den Versuch gemil Versuchsanleitung durch und nehmen Sie den Strom als

Funktion der Zeit auf.

6. Vergleichen Sie Ihre Losungskurve mit der gemessenen Funktion aus dem Experiment. Gibt es

Abweichungen? Woran konnten diese Abweichungen liegen?
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Versuch Einschaltvorgang eine Spule

Ziel: Aufnahme des Stroms als Funktion der Zeit beim Einschaltvorgang einer Spule.

Bendotigte Materialien: Schaltplan:

e Widerstand R = 27Q

e Spule L = 100mH
e Oszilloskop (oder Interface zur Stromaufnahme) i
e Steckbrett und diverse Verbindungen T-U:9V R
L
Durchfiihrung: Abbildung 62: Schaltplan.

Der Aufbau der Schaltung erfolgt gemdll dem gegebenen Schaltplan. Die Stromkennlinie wird als
Funktion der Zeit aufgenommen. Im Anschluss erfolgt die Aufnahme von Messkurven fiir
unterschiedliche Werte von L. Tipp: Zur Aufnahme des Stromes mit dem Oszilloskop niitzt man den

Spannungsabfall an einem Messwiderstand!
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7.8 Die Aufladung eines Kondensators

Ziele

e Ermittlung der Differentialgleichung des Aufladevorgangs eines Kondensators.
e Losung der Differentialgleichung und Berechnung des
o Ladungsverlaufs bei der Aufladung,
o Spannungsverlaufs bei der Aufladung,
o Stromverlaufs bei der Aufladung.
e  Graphische Darstellung von Spannungs- und Stromverlauf bei der Aufladung mit GeoGebra.

e Experimentelle Bestimmung des Spannungsverlaufs beim Ladevorgang.

Physikalischer Input

Der Kondensator'®

Elektroden
Ein Kondensator ist ein elektrisches Bauelement, das in nahezu
jedem elektrischen Gerét eingebaut wird, um elektrische Ladung
zu speichern. Ein Kondensator besteht im Wesentlichen aus zwei
Elektroden und einem Dielektrikum dazwischen. Das
Dielektrikum ist ein Isolator und verhindert einen Kurzschluss Anschliisse
zwischen den Platten.

Dielektrikum

Wird nun an den Kondensator eine Spannung angelegt, so wird der
. . .. Abbild 63: Aufb ines Kond tors.
Kondensator aufgeladen. Das bedeutet, eine Elektrode wird positiv raung tibau eines Rondensators
und die andere Elektrode negativ aufgeladen. Auf beiden

Elektroden befindet sich stets die gleiche Anzahl von Ladungstriagern, wobei sich

auf einer Elektrode die negativen und auf der anderen Elektrode die positiven +Q -Q
Ladungen befinden. i
+
Die charakteristische Eigenschaft des Kondensators ist die Kapazitit C. Sie gibt + N
U™ T N

an, wie viel elektrische Energie der Kondensator speichern kann. Die Einheit der

Kapazitdt C ist F (Farad). Ein typischer Kondensator in einer elektrischen

Schaltung hat eine Kapazitiit im Bereich von uF = 10~°F oder nF = 107°F | Abbildung 64: Ladungen an den

Kondensatorplatten.
Es gelten folgende Zusammenhénge zwischen Strom, Spannung und Ladung:

160 Vgl. URL: http://www.elektronik-kompendium.de/sites/bau/0205141.htm [29.5.2014].
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Wobei:

Q... elektrische Ladung [Q] = C (Coulomb)
U...elektrische Spannung [U] = V (Volt)

C... elektrische Kapazitit [C] = F (Farad)

I ...elektrische Stromstérke [I] = A (Ampere)

Die elektrische Stromstidrke beschreibt die Ladung Q(t), die in einer bestimmten Zeit t durch eine
Querschnittsfliche hindurchtritt. Fiir die Stromstirke und die Ladung gilt dann folgender

Zusammenhang:'®'

dQ(t)
dt

I(t) =

Abbildung 63 zeigt den schematischen Aufbau eines Kondensators, Abbildung 64 die

Ladungsanordnung eines geladenen Kondensators.

Aufladung eines Kondensators'®
Im Folgenden soll die Aufladung eines Kondensators mit Hilfe einer Differentialgleichung
beschrieben werden. Zur Herleitung der Differentialgleichung betrachtet man zuerst den Stromkreis,

der fiir die Aufladung des Kondensators benétigt wird.

1(t)
(,

Abbildung 65: Schaltplan zur Aufladung eines Kondensators.

161 Vgl. Wagner, Reischl, Steiner (2010), S. 277.
162 Allgemeine Annahmen nach 0.V. : Entladen und Aufladen eines Kondensators iiber einen ohmschen Widerstand, URL:

http://gfs.khmeyberg.de /Materialien/IIPhysik/KondensatorSpuleMathematik.pdf [27.6.2014], S. 1.
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Der Stromkreis besteht aus einer Spannungsquelle (Ug), einem Vorwiderstand R und natiirlich einem
Kondensator C . Die Spannungen, die an den jeweiligen Bauteilen abfallen, lassen sich

folgendermalflen berechnen:
Ur(t) = I(t) xR

Ue(t) = @

Fiir die Gesamtspannung Up in obigem Stromkreis gilt

Aufgaben

1. Stellen Sie die Differentialgleichung auf, die den Aufladevorgang des Kondensators beschreibt.

Tipp: Um die Differentialgleichung aufzustellen, gehen Sie folgendermaflen vor: Verwenden
Sie die Gleichung fiir die Gesamtspannung und setzen Sie die oben kennengelernten
Beziehungen fiir Ug(t) und U,(t) ein. Verwenden Sie dann die Beziehung zwischen

Stromstérke und die in einer gewissen Zeit t durch eine Querschnittsfliche durchgetretene

Ladung I(t) = di—it).

2. Ldosen Sie die Differentialgleichung!

Tipp: Sie erhalten eine inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung. Eine Methode zur

Losung ist die Methode der Variation der Konstanten. Verwenden Sie die Anfangsbedingung

Q) = 0.

3.Berechnen Sie nun mit Hilfe der oben erhalten Losung fiir Q(t) den Spannungsverlauf U(t) sowie

den Stromverlauf I (t).

Tipp: Denken Sie an die oben kennengelernten Zusammenhéinge zwischen Ladung und Strom

bzw. Ladung und Spannung!

4. Stellen Sie den Spannungsverlauf und den Stromverlauf fiir die Aufladung eines Kondensators mit

Hilfe eines Computeralgebrasystems dar! (z.B.: GeoGebra).

5. Bestimmen Sie den Spannungsverlauf beim Aufladevorgang experimentell. Alle Informationen

finden Sie auf dem néichsten Arbeitsblatt!
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Experimentelle Bestimmung des Spannungsverlaufs bei der Aufladung

eines Kondensators

Mit Hilfe eines Oszilloskops soll der Spannungsverlauf bei der Aufladung eines Kondensators

aufgenommen werden.
Bendtigte Materialien:

e Widerstand R = 100k
e Kondensator C = 4.7uF
e Oszilloskop

e Diverse Steckverbindungen (je nach Aufbau)

Schaltplan:
R C
e T
Abbildung 66: Schaltplan zur Aufladung eines Kondensators.
Durchfiihrung:

Die Schaltung soll gemif Schaltplan aufgebaut werden. Der Spannungsabfall am Kondensator wird
mit Hilfe des Oszilloskops gemessen. Die Schaltung darf erst eingeschalten werden, nachdem sie von
der Lehrkraft auf ihre Richtigkeit iiberpriift wurde!!! Skizzieren Sie den Spannungsverlauf und

vergleichen Sie den aufgenommenen Verlauf mit dem mathematisch hergeleiteten Verlauf.



ARBEITSBLATTER FUR DEN UNTERRICHT

7.9 Raketenantrieb

Raketen kennt man vor allem aus der Weltraumfahrt und den Feuerwerksraketen zu Silvester. Mit
diesem Projekt soll nun der Bewegung einer Rakete mathematisch genau auf den Grund gegangen

werden.

Ziele

e Herleitung und Losung der Bewegungsgleichung beim Raketenstart.
e Berechnung von Brennschlusshohe und Brennschlussgeschwindigkeit.

e Darstellung von Weg-Zeit Funktion und Geschwindigkeits-Zeit Funktion der Saturn V Rakete
(Mondlandungsrakete).

e Berechnung von Brennschlusshohe und Brennschlussgeschwindigkeit der Saturn V Rakete.

Physikalischer Input'®

Bei einer Rakete kommt das RiickstoBprinzip zur Anwendung. Beim Start einer Rakete stromt
tiblicherweise ein sogenanntes Verbrennungsgas aus. Das Ausstromen des Verbrennungsgases bewirkt

eine Gegenreaktion, beruhend auf dem 3. Newtonschen Axiom:

Bei der Wechselwirkung zweier Korper gilt fiir die aufivetenden Kridfte: ﬁ12 = —ﬁ21. Ubt Kérper 1
eine Kraft auf Korper 2 (ﬁlz) aus, dann wirkt auch eine gleich grofie entgegengesetzte Kraft vom
Korper 2 auf Kérper 1 (ﬁ21).1 o

Ubertragen auf die Rakete heiBt, dass sie mit der gleichen Kraft nach oben gedriickt wird, mit der das
Verbrennungsgas nach unten ausstromt (RiickstoBprinzip). Die Kraft, die den Raketenkdrper nach

oben beschleunigt, wird als Schubkraft bezeichnet.

Die mathematische Beschreibung der Bewegung erfolgt mit Hilfe des Impulses und der
Impulserhaltung. Wenn die Verbrennungsteilchen ausstromen, so besitzen sie einen Impuls p fiir den

ganz allgemein gilt:
p=mx*v,
wobei m die Masse des ausstromenden Teilchens und v die Geschwindigkeit des Teilchens ist.

Der Impulserhaltungssatz sagt aus, dass die Summe der Impulse m, * v; + m, * v, zweier Massen

my und m,, mit Geschwindigkeiten v; und v,, konstant ist, solange keine &uBlere Krafteinwirkung

163 [nformationen zum physikalischen Input nach: Wagner, Reischl, Steiner (2010), S. 39 sowie nach Heuser (2009), S. 329-331.
164 Vgl. Wagner, Reischl, Steiner (2010), S.39 und
vgl. URL: http://de.wikipedia.org/wiki/Newtonsche_Gesetze[23.7.2014].
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stattfindet.'®

Stromt nun das Verbrennungsgas nach unten aus (Impuls des Verbrennungsgases), so gibt es nun
aufgrund der Impulserhaltung einen genau so starken, entgegengesetzten Impuls der Rakete - die

Rakete hebt ab.
Wichtige Begriffe:

Ausstromgeschwindigkeit des Verbrennungsgemischs: vg: [vg] = m/s

Schub: Fsopyp = u(t) *m'(t)

Gravitationskraft :F; = —m=* g

Treibstofflademasse L: [L] = kg

Kerosin - Gas Aussto a: [a] = kg/s

Brennschluss: Zeitpunkt an dem das Verbrennungsgemisch vollstdndig aufgebraucht ist.
Fiir die Berechnung werden noch einige vereinfachende Annahmen getroffen:'®

e Die Rakete bewegt sich nach dem Start senkrecht zur Erde entlang der y-Achse.

Der Startpunkt der Rakete wird in den Koordinatennullpunkt gelegt.

Die Anfangsgeschwindigkeit betragt y'(0) = 0.

Die Masse der Rakete, zum Zeitpunkt t = 0, liegt bei m(0) = my inklusive einer

Treibstofflademasse L.

Um die Berechnungen nicht zu verkomplizieren, nimmt man an, dass die
Treibstoffverbrennung konstant = « ist. Es gilt dann m(t) = my — a * t. Ableitung ergibt
die Anderung der Masse mit der Zeit m’(t) = — a.

e Da man nur beschrankt Treibstoff an Bord einer Rakete mitnehmen kann, ist die

Verbrennungsdauer auf ein Intervall [0, T] beschriankt, wobei T durch T: = E definiert ist.

Die Ausstromgeschwindigkeit des Verbrennungsgases u(t) wird als konstant angenommen

mit u(t) = —v;.

Aufgaben

1. Leiten Sie die Bewegungsgleichung einer startenden Rakete her.

165 Vgl. dazu Wagner, Reischl, Steiner (2010), S.40-41.
166 Annahmen nach Heuser (2009), S. 329-330.
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Tipp: Beriicksichtigen Sie fiir die resultierende Kraft auf die Rakete nur den Schub, der
durch das Austreten des Verbrennungsgases aus der Impulserhaltung folgt und die
Gravitationskraft F;. Setzen Sie die im physikalischen Input kennengelernten Beziehungen fiir

den Schub und die Gravitationskraft ein!

2. Losen Sie die Differentialgleichung. Berechnen Sie die Geschwindigkeits-Zeit Funktion sowie die

Weg-Zeit Funktion.

Tipp: Sie konnen die Differentialgleichung durch zweimalige Integration auf y(t)
zuriickfiihren und dadurch 16sen. Vergessen Sie allerdings nicht auf etwaige
Integrationskonstanten, die Sie iliber die Anfangsbedingungen bestimmen konnen! Oft kann es
auch hilfreich sein, einen Ausdruck umzuformen, um ein Integral leichter berechnen zu
konnen. Sollten Sie Probleme beim Auffinden einer passenden Stammfunktion haben,

verwenden Sie ein Computeralgebrasystem zur Berechnung.

3. Leiten Sie die Brennschlusshohe und Brennschlussgeschwindigkeit aus der Geschwindigkeits-Zeit

Funktion bzw. der Weg-Zeit Funktion her!

Tipp: Uberlegen Sie sich dazu, zu welchem Zeitpunkt dies eintritt und setzen Sie in die

geeignete Geschwindigkeits-Zeit Funktion bzw. Weg-Zeit Funktion ein.

4. Stellen sie die Weg-Zeit Funktion sowie die Geschwindigkeits-Zeit Funktion einer Saturn V Rakete

mit Hilfe eines Computeralgebrasystems (z.B.: GeoGebra) dar.

5. Berechnen Sie die Brennschlusshohe und die Brennschlussgeschwindigkeit dieser Rakete!
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Arbeitsblatt - Start einer Saturn V Rakete

Die Saturn V Rakete war die Trigerrakete bei der ersten bemannten Mondlandung im Juli 1969. Im
Folgenden sollen mit den Daten fiir diese Rakete die Weg-Zeit Funktion, die Geschwindigkeits-Zeit

Funktion sowie Brennschlusshohe und Brennschlussgeschwindigkeit berechnet werden.
Daten der Saturn V Rakete'"’

Startmasse (total): 2 840t

Treibstofflademasse (bis Brennschluss First Stage): 2076t

Brennschlusszeit (bis Brennschluss First Stage): 2.5min = 150s

Kerosin-Gas Ausstof3/s: 13.33t/s

Schub: 680kN pro F1 Triebwerk, insgesamt (bei 5 Triebwerken) 3400kN

Ausstromgeschwindigkeit'®*: ~2500m/s

Damit kénnen nun alle Daten berechnet werden.
Der Start der Apollo 11 kann nach der Berechnung unter folgendem Link nachverfolgt werden:

http://www.youtube.com/watch?v=F0Yd-GxJ QM

167 Daten der Saturn V aus
NASA: Saturn V news reference, 1967, URL: http://history.msfc.nasa.gov/saturn_apollo/documents/Introduction.pdf [23.07.2014]
und URL: www.bernd-leitenberger.de/saturn5.shtml [23.07.2014].

168 Wert aus URL: http://www.stromberg-gymnasium.de/unterricht/faecher/ph/rakete/rakete-saturn.xls [23.07.2014].


http://www.youtube.com/watch?v=F0Yd-GxJ_QM
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7.10 Mathematisches Pendel

Ziele

e Mathematische Beschreibung des Schwingungsverlaufs eines mathematischen Pendels
e Herleitung und Losung der Bewegungsgleichung

e  Graphische Analyse der Schwingung

e Numerische Betrachtung der Bewegungsgleichung

Physikalischer Input'®

Das folgende Projekt behandelt die Bewegung eines mathematischen Pendels. Das mathematische
Pendel ist ein idealisiertes Pendel, bei dem eine Masse an einem Faden mit der Linge 1 angehéngt

wird. Das Attribut “idealisiert kommt daher, da folgende Vereinfachungen getroffen werden

1. Die Masse des Pendels wird als Massenpunkt betrachtet. Dabei nimmt man an, dass die ganze
Masse in einem einzigen Punkt liegt.
2. Die Masse des Fadens des mathematischen Pendels wird vernachléssigt.

3. Beim mathematischen Pendel treten keinerlei Reibungseffekte auf.

Folgende Abbildung zeigt den Aufbau und die Kraftkomponenten am mathematischen Pendel bei

Auslenkung um einen Winkel a.

Abbildung 67: Mathematisches Pendel.

Wird das Pendel um einen Auslenkwinkel a ausgelenkt, so erfolgt eine Aufteilung der Gewichtskraft

F in die Normalkraft Fy und die Riickstellkraft Fp.

169 [nformationen zum physikalischen Input nach. Wagner, Reischl, Steiner(2010), S. 59-60.
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Betrachtet man das Krifte-Parallelogramm in obiger Abbildung, so gilt fiir die Riickstellkraft
Fp = F; * sin(a).
Mit der Gewichtskraft F; = —m * g folgt schlieBlich fiir die Riickstellkraft
Fr = —m* g * sin (a).

Der Winkel a steht mit der Bogenlénge s und der Pendellinge gemiB a = % in Zusammenhang.'”

Achtung: Hier muss der Winkel im Bogenmal3 verwendet werden!

Fiir die Riickstellkraft gilt damit
s
Fp = —m*g*sin(j)

Wichtige Begriffe
e Amplitude: beschreibt die maximale Auslenkung
e Frequenz f: Anzahl der Schwingungszyklen / Sekunde

e Eigenkreisfrequenz: w = \/%

e Periode: ein voller Schwingungszyklus

e Periodendauer T: die Zeitdauer fiir einen vollen Schwingungszyklus:

T:2>l<7'[>(<f=2>l<7r>(<l=2>l<7'[>(<\/Z
w g

e Gewichtskraft F; = —m=x* g

170 Nach URL: http://www.ahoefler.de/schwingungen/fadenpendel /fadenpendel.php [12.06.2014].
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Aufgaben

1. Leiten Sie die Bewegungsgleichung fiir die oben kennengelernte Pendelschwingung her!
Tipp: Verwenden sie das zweite Newton’sche Axiom und den Zusammenhang s”(t) = ag(t).
2. Losen Sie die Bewegungsgleichung!
Tipp: Die Losung der aufgestellten Differentialgleichung ist sehr schwierig und fiir den
Schulunterricht zu komplex. Es gibt aber eine Moglichkeit die Differentialgleichung stark zu

vereinfachen! Dabei betrachtet man eine Néherung fiir kleine Winkel.

—_—

S
Abbildung 68: Niherung fiir kleine Auslenkungen.

Fiir kleine Auslenkungen weicht der Wert der Bogenldnge s nur gering von der Liange der Geraden x

ab. Mit der trigonometrischen Funktion folgt dann die Approximation

sin(a)z§z§=a
Tipp: Verwenden Sie diese Approximation. Die Differentialgleichung kann damit iiber den
Ansatz s(t) = ¢ * e mit ¢ # 0 gelost werden.

Sie kdnnen folgende Anfangsbedingungen verwenden:

o Nach einem Viertel der Schwingungsdauer £= % erreicht das Pendel den

Nulldurchgang. Das bedeutet S(E) = 0.

o Zum Startzeitpunkt ¢t = 0 befindet sich das Pendel auf Maximalauslenkung bei

S(0) = Smax-

3. Berechnen Sie mit Hilfe Threr Losung auch die Geschwindigkeits-Zeit Funktion.
4. Stellen Sie die Weg-Zeit Funktion und Geschwindigkeits-Zeit Funktion in GeoGebra dar.
Verwenden Sie fiir die maximale Auslenkung s,,,, und die Fadenlinge 1 Schieberegler und
beschreiben Sie, was sich durch Variation dieser Groflen am Bewegungsverlauf dndert.
5. Fiihren Sie eine numerische Berechnung der Pendelschwingung durch!
Tipp: Verwenden Sie ein kennengelerntes (z.B.: das auf dem Heun Verfahren beruhende
,verbesserte Verfahren™) und vergleichen Sie die numerische Losung mit der angendherten

Losung der Differentialgleichung. Verwenden Sie fir die Kraft auf die Pendelmasse die

Formel F(x) = — (@) * sin(x). Verwenden Sie ein Tabellenkalkulationsprogramm!
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7.11 Das ungedampfte Federpendel

Ziele

e Die mathematische Beschreibung der Bewegung eines Federpendels ohne Dampfung.

e Vergleich mit der Bewegung eines Federpendels im Experiment.

Physikalischer Input'”’

Zieht man am Massenstiick eines Federpendels und ldsst den Korper dann aus, so bewegt sich das
Massenstiick periodisch in y-Richtung (man nimmt der Einfachheit halber an, dass die Bewegung nur

1 dimensional erfolgt). y(t) gibt dabei die momentane Lage der Masse zum Zeitpunkt ¢ an.

Das Hook’sche Gesetz

Aus dem Physikunterricht ist das Hook’sche Gesetz bekannt. Was besagt nun dieses Gesetz? Es
besagt, dass die sogenannte riicktreibende Kraft Fir einer Feder proportional zur Ausdehnung der
Feder ist. Den Proportionalititsfaktor bezeichnet man als Federkonstante und verwendet fiir ihn

iiblicherweise die Variable k. In eine Formel verpackt lautet das Hook’sche Gesetz nun
F F = _k * y
Da die Federkraft der Auslenkung entgegenwirkt, enthilt die Gleichung ein negatives Vorzeichen.

Das Federpendel

—0°I' Fr
— _FR_OT —— Ruhelage y,
Fg

Abbildung 69: Zeitlicher Verlauf der Bewegung eines Federpendels mit Masse.

Ausgangssituation: An eine Metallfeder wird ein Korper mit einer bestimmten Masse befestigt. Die

Feder dehnt sich (aufgrund der Schwerkraft) bis in den sogenannten Gleichgewichtszustand aus. In

171Informationen zum physikalischen Input und Erklarung zum Federpendel nach URL:
http://schulen.eduhi.at/riedgym/physik/10/schwingungen/federpendel /federpendel.htm[27.03.2014] sowie
nach URL: http://www.ahoefler.de/schwingungen/vertikales_federpendel/vertikales_federpendel.php [22.6.2014].
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diesem Zustand (wie in obiger Abbildung im Bild links) bewegt sich das Pendel nicht. Die
Gewichtskraft F; und die Federkraft F sind (betragsmifBig) gleich groB3. Da sie in entgegengesetzte
Richtungen zeigen, heben sich Gewichtskraft und die riicktreibende Federkraft auf. Es gilt:

Fp=—kxyy=—F;
Y, beschreibt dabei die Ausdehnung der Feder im Gleichgewichtszustand.

Wird nun die Feder aus dem Gleichgewichtszustand um y weiter nach unten ausgelenkt, so erhoht sich

die Federkraft:
Fp=—k*o+y)
Fiir die resultierende riicktreibende Kraft Fy gilt dann
Fr=Fs+Fr =kxyo—k* (o +y) =—kxy.

Das bedeutet: Durch Anziehen an der Feder wird die riicktreibende Kraft groBer als die Gewichtskraft.
Beim Auslassen beschleunigt die Masse nun in Richtung der riicktreibenden Federkraft. Die
Gewichtskraft der Masse tiberwiegt oberhalb der Gleichgewichtslage gegeniiber der riicktreibenden
Kraft und die Masse wird folglich in Richtung der Gewichtskraft beschleunigt. Die Masse bewegt sich
dabei noch in Richtung der Federkraft, wird aber ab der Gleichgewichtslage immer weiter abgebremst,
bis sie am Umkehrpunkt (maximaler Ausschlag) die Richtung ihrer Bewegung - in Richtung der

Gewichtskraft - dndert. Der Vorgang verliuft nun analog in entgegengesetzte Richtung.'”

Wichtige Begriffe
e Amplitude: beschreibt die maximale Auslenkung
e Periode: ein voller Schwingungszyklus
e Frequenz f: Anzahl der Schwingungszyklen / Sekunde

. . k
e FEigenkreisfrequenz: w = -

e Periodendauer T': die Zeitdauer fiir einen vollen Schwingungszyklus:

1 m
T—Z*n*f—Z*n*;—Z*n*\/;

Federkonstante k: Proportionalitétsfaktor zwischen Auslenkung und riicktreibender Kraft

Bemerkung: In diesem Beispiel werden die Dampfung und etwaige Luftwiderstéinde vernachléssigt.

172 Nach URL: http://schulen.eduhi.at/riedgym/physik/10/schwingungen/federpendel/ federpendel.htm[27.03.2014].
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Aufgaben:

1. Stellen Sie die Bewegungsgleichung des oben beschriebenen ungedimpften Federpendels auf.

Tipp: Betrachten Sie dazu die wirkende Gesamtkraft, d.h. die resultierende Kraft Fj.

2. Losen Sie diese Differentialgleichung unter Verwendung einer Methode, die Sie im Unterricht
kennengelernt haben. Sollten Sie Probleme beim Auffinden einer allgemeinen Losung haben, kénnen

Sie auch in externer Literatur nachschlagen.

Tipp: Fiir die Anfangsbedingungen verwenden Sie:

(0) =0 und y'(0) = vy (odery(3) = ym)

3. Berechnen Sie folgende Aufgabe, indem Sie ihre Losung der Differentialrechnung verwenden:

Losen Sie die Differentialgleichung eines ungeddmpften schwingenden Feder-Masse-Systems und

berechnen Sie die maximale Auslenkung des Pendels!
Folgende Werte sind dabei gegeben:

Masse des Systems m = 2kg

Federkonstante k = 32N /m

Anfangsbedingung: y(0) =0, vy =1,2m/s

4. Stellen Sie Thre Ergebnisse mit Hilfe eines Computeralgebrasystems (z.B.: GeoGebra) dar.

5.Fiihren Sie angefiihrten Versuch mit einem Federpendel durch. Nehmen Sie mit Hilfe geeigneter
Analysesoftware die Weg-Zeit Funktion auf und vergleichen Sie diese mit dem von ihnen berechneten
Verlauf. Welche Unterschiede konnen Sie feststellen, bezichungsweise woran konnten diese

Abweichungen liegen?
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Versuch Federpendel

Ziel: Messung des zeitlichen Verlaufs der Auslenkung beim Federpendel.

Bendtigte Materialien:

e Feder und Halterung

o Belastungsmasse: 200g

e Malistab

e High Speed Kamera mit Halterung

e Analysesoftware

Durchfiihrung:

Die Auslenkung Pendels wird mit der High Speed Kamera aufgenommen. Es wird mit der
Belastungsmasse von 200g gearbeitet. Fragen Sie Ihre Lehrerin/Ihren Lehrer nach der Federkonstante.
Berechnen Sie den Verlauf mit Hilfe der von lhnen aufgestellten Losung der Differentialgleichung.
Mit der Analysesoftware wird die Auslenkung in Abhéngigkeit der Zeit aufgenommen. Im Anschluss
soll der zeitliche Verlauf mit dem berechneten Verlauf verglichen werden. Kénnen Sie Unterschiede

feststellen?
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7.12 Das Federpendel mit Dimpfung

Ziele

¢ Die mathematische Beschreibung der Bewegung eines Federpendels mit Dampfung

e Vergleich mit der Bewegung eines Federpendels im Experiment

Physikalischer Input'”

/ Déampfung

Abbildung 70: Zeitlicher Verlauf der Bewegung eines Federpendels mit zusitzlich angehéingter Masse.

In vorigem Beispiel war vom ungeddmpften Federpendel die Rede. Dabei verwendet man zur
Vereinfachung die Annahme, dass auf das Feder-Masse-System keinerlei Reibungskréfte wirken. Im

Folgenden wird nun auch die Dampfung in die Betrachtungen miteinbezogen.

Die Dampfungskraft steigt (in guter N&herung) linear zur Geschwindigkeit der Feder. Fiir die
Dampfungskraft gilt damit:

Fp(t) = =D *v(t) = =D *y'(t)

Verschiedene Dimpfungsgrade
Salopp gesagt: umso stirker die Dampfung ist, umso schneller hort das Schwingen der Feder wieder
auf. Dies ist in vielen Einsatzbereichen auch so gewiinscht. Bei der Federung eines Autos zum

Beispiel soll die Feder moglichst rasch in den Ursprungszustand zuriickgehen und nicht weiter

173 [nformationen zum physikalischen Input nach URL:
http://www.ahoefler.de/schwingungen/gedaempfte_harmonische_schwingung/gedaempfte_harmonische_schwingung.php

[25.06.2014].
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nachschwingen. '™

Bei Musikinstrumenten - wie zum Beispiel bei den Saiten einer Gitarre - soll die Saite noch ldanger

schwingen.
Allgemein unterscheidet man fiir eine freie Schwingung mit Dampfung drei Schwingungsarten:'”
1. £ < 1: Schwingfall (schwache Didmpfung) :

Die Schwingung wird langsam immer kleiner.

Schwingfall (schwache Dampfung)

ED G 5 T Ty H B3 3 S ~__ 5~ —— 7

Abbildung 71: Schwingfall.

Anwendung: Zum Beispiel bei Saiteninstrumenten.
2. € > 1: Kriechfall: Die Feder geht sehr langsam in die Ausgangslage zuriick. Aufgrund der starken

Dampfung erfolgt keine Schwingung.

0.1
Kriechfall

01

Abbildung 72: Kriechfall.

Anwendung: Eine Anwendungsmoglichkeit ist zum Beispiel eine automatisch schlieBende Tiir. Die

eingebaute Feder ldsst die Tiir nur ganz langsam schlieen.

174 Vgl. URL: http://www.leifiphysik.de/themenbereiche/mechanische-schwingungen [25.06.2014].
175 Nach Timischl &Kaiser (2005) S.164 sowie
nach URL: http://www.leifiphysik.de/themenbereiche /mechanische-schwingungen[25.6.2014].
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3. € = 1: Aperiodischer Grenzfall
Die Feder geht ohne zu schwingen, moglichst rasch in Ruhelage zurtick.

0.054

Abbildung 73: Aperiodischer Grenzfall.

Anwendung: Zum Beispiel die Federung bei einem Auto (StoBdampfer).
Wichtige Begriffe:

m... Pendelmasse

0.4

D... Reibungs/Dampfungskonstante

034

k... Federkonstante

0.24

YVm.--Anfangsauslenkung

0.14

6= i....Abklingkonstante
2m

£= i,..Déimpfungsgrad
Wo

-0.14

fk . oo
wo = |—...Nennkreisfrequenz "
m

-0.34

w = /8% — w3 ... Bigenkreisfrequenz
Abbildung 74: 1.Umkehrpunkt.

ST

Yu = Axe 4. 1. Unkehrpunkt

2
A=y, * [1+ (g) ...Maximalauslenkung bei Démpfung



ﬁ ARBEITSBLATTER FUR DEN UNTERRICHT

Aufgaben

1. Stellen Sie die Bewegungsgleichung des oben beschriebenen geddmpften Federpendels auf.

Tipp: Betrachten Sie dazu die Bewegungsgleichung des ungeddmpften Federpendels und

beriicksichtigen Sie noch zusétzlich die Ddmpfungskomponente!

2. Losen Sie diese Differentialgleichung unter Verwendung einer Methode, die Sie im Unterricht
kennengelernt haben. Unterscheiden Sie die oben kennengelernten Bewegungsformen der freien
Schwingung. Sollten Sie Probleme beim Auffinden einer allgemeinen Lésung haben, konnen Sie auch

in externer Literatur nachschlagen.

Tipp: Fiir die Anfangsbedingungen verwenden Sie:

y(0) = 0und y’(0) = v, (oder y(T/4) = y,)

3. Berechnen Sie folgende Aufgabe, indem Sie ihre Losung der Differentialrechnung verwenden:

Losen Sie die Differentialgleichung cines geddmpften schwingenden Feder-Masse-Systems:
Folgende Werte sind dabei gegeben:

Masse des Systems m = 2kg

Federkonstante k = 32N /m

Dédmpfungskonstante D = a)2kg/s ,b)20kg/s,c)16kg/s

Anfangsbedingung: y(0) = 0; vy =1,2m/s

4. Stellen Sie Ihre Ergebnisse mit Hilfe eines Computeralgebrasystems (z.B.: GeoGebra) dar.

5.Fiihren Sie den unten angefiithrten Versuch mit einem Federpendel durch. Nehmen Sie mit Hilfe
geeigneter Analysesoftware die Weg-Zeit Funktion auf und vergleichen Sie diese mit dem von Thnen
berechneten Verlauf fiir eine schwache Dampfung. Versuchen Sie, durch Vergleich der berechneten

und der aufgenommenen Kurve, die Dadmpfungskonstante moglichst gut anzunéhern.
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Versuch Federpendel

Ziel: Messung des zeitlichen Verlaufs der Auslenkung beim Federpendel.

Bendtigte Materialien:

e Feder und Halterung

e Belastungsmasse: 200g,400g,50g
e Malistab

e High Speed Kamera mit Halterung

e Analysesoftware

Durchfiihrung:

Die Auslenkung des Pendels wird mit der High Speed Kamera aufgenommen. Die Weg-Zeit Funktion
soll mit der Analysesoftware aufgenommen werden. Zu Beginn wird mit der Belastungsmasse von

200g gearbeitet.

Im Anschluss soll das Experiment auch berechnet werden. Fiir die Anfangsbedingung empfiehlt sich
entweder die Messung der Maximalauslenkung oder die Messung des 1. Umkehrpunktes,
beziehungsweise die Bestimmung der Geschwindigkeit beim Nulldurchgang mit Hilfe der

Analysesoftware.
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8. Ergebnisse der Testung von 2 Projekten

Zur besseren Abschétzung von Realisierbarkeit und benétigter Zeitdauer wurde ein Testlauf fiir zwei
Projekte im Rahmen der Diplomarbeit geplant und durchgefiihrt. Dabei sollte jeweils ein Projekt auf

Schwierigkeitsniveau 1 sowie auf Schwierigkeitsniveau 2 getestet werden.

Organisatorisches:

Am 26. Juni wurden an einer Hoheren Technischen Bundeslehranstalt (HTL) zwei Projekte in einer 4.
Klasse (12. Schulstufe) getestet. In der Klasse waren 16 Schiiler anwesend. Der Zeitrahmen belief sich
auf eine Doppelstunde (3. und 4. Unterrichtseinheit). Fiir die Testung wurden nach Absprache mit dem

Mathematiklehrer der Klasse folgende Projekte ausgewahlt:

e Die Vollbremsung eines Autos (Schwierigkeitsniveau 1)

e Der Einschaltvorgang einer Spule im Gleichstromkreis (Schwierigkeitsniveau 2)

Die Schiiler der Klasse hatten das Kapitel Differentialgleichungen sowie elementare
Losungsmethoden 1. Ordnung (unter anderem die Methode der Trennung der Variablen sowie
verschiedene andere Losungsmethoden und diverse Losungsansitze) bereits im vorrangegangenen
Unterricht kennengelernt, wodurch auf eine ausfiihrliche Einfithrung verzichtet werden konnte. Im
Anschluss an die Unterrichtseinheiten wurde eine Befragung mittels offenem Fragenbogen

durchgefiihrt.

Projekt 1: Die Vollbremsung eines Autos

Zur Einfiilhrung und zum Kennenlernen des Aufgabenmodus wurde mit einer Aufgabe auf
Schwierigkeitsniveau 1 begonnen. Alle Aufgabenstellungen koénnen in Kapitel 6 nachgelesen werden.
Nach kurzer Erkldrung des Aufgabenmodus wurde das erste Projekt im Klassenverband geldst.
Begriffe wie Bewegungsgleichung, Weg-Zeit Funktion und Geschwindigkeits-Zeit Funktion wurden
nochmals wiederholt. Es zeigte sich bereits zu Beginn, dass bei den Schiilern dieser Klasse keine
Probleme mit Differential- und Integralrechnung sowie mit der Verbindung dieser Rechenoperationen
bestanden. Nach einer kurzen Einfilhrung wurde von den Schiilern der physikalische Input
selbststandig durchgearbeitet. Hier traten keine Verstindnisprobleme auf. Die Aufgabenstellungen
wurden danach im Klassenverband durchgearbeitet. Die Aufstellung der Bewegungsgleichung sowie
die Berechnung der Weg-Zeit Funktion und der Geschwindigkeits-Zeit Funktion machten dabei
keinerlei Probleme. Im Anschluss wurde der Bremsweg berechnet. Hier zeigte sich, dass einige
Schiiler die Weg-Zeit Funktion bereits fiir den Bremsweg hielten. Durch Diskussion im

Klassenverband iiber die Definition des Bremsweges konnte die Fehlinterpretation aufgeldst werden.
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Im Anschluss wurde die hergeleitete Formel fiir den Bremsweg mit der Faustformel aus der
Fahrschule verglichen. Da bei der hergeleiteten Formel fiir den Bremsweg in m/s und in der
Faustformel aber mit km/h gerechnet werden musste, wurde den Schiilern (in der Aufgabenstellung)
bereits ein Hinweis auf korrekte Wahl der Einheiten gegeben. Mit diesem Hinweis konnten die
Schiiller den Vergleich problemlos anstellen. Die korrekte Berechnung des Anhalteweges
(Reaktionsweg + Bremsweg) machte den Schiilern keine Probleme. Bei der Berechnung mit konkreten
Werten zeigten sich einige Schiiler erstaunt iiber die Linge des Bremsweges. Auch die Variation der
Werte (unterschiedliche Reibungskoeffizienten durch unterschiedliches Wetter beziehungsweise durch
schlechte Bereifung oder zu hohe Geschwindigkeit) versetzte einige Schiiler in Staunen. Es entbrannte
eine Diskussion wobei die Schiiler eifrig neue Berechnungen zu unterschiedlichen Situationen
anstellten. Nach 45 Minuten wurde das Projekt erfolgreich beendet und zum zweiten Projekt dieses

Tages libergegangen.

Projekt 2: Einschaltvorgang einer Spule

Nach der Einfiihrung wurde ein Projekt auf Schwierigkeitsniveau 2 bearbeitet. Bei diesem Projekt
sollten die Schiiler in Einzel- oder Partnerarbeit bzw. in Kleingruppen abreiten. Wieder stellte der
physikalische Input kein Problem dar. Lediglich manche Bezeichnungen waren fiir die Lernenden
ungewohnt. Bei der Aufstellung der Differentialgleichung hatten einige Gruppen zu Beginn Probleme.
Durch einen Tipp (Vereinfachung der Differentialgleichung durch Substitution) konnten alle Probleme
jedoch beseitigt werden. Diese Hilfestellung wurde nach der Testung in die Aufgabenstellung mit
aufgenommen. Die Losung der Differentialgleichung stellte weitgehend kein Problem dar. Lediglich
bei der Riicksubstitution traten bei zwei Gruppen Fehler auf, wodurch ein falsches Ergebnis zustande
kam. Zur Berechnung der Proportionalititskonstanten sollten von den Schiilern eigene Annahmen
gewdhlt werden. Hier zeigte sich jedoch, dass dies fiir den Grofiteil der Schiiler sehr schwer war. Im
Klassenverband wurde dann gemeinsam eine Uberlegung zum Stromverlauf zum Zeitpunkt t = 0
angestellt (/(0) = 0). Damit konnten alle Schiiler die Differentialgleichung vollstindig 16sen. Diese
Uberlegung wurde ebenfalls nach der Testung in die Aufgabenstellung als Hilfestellung
aufgenommen. Die Losung der Differentialgleichung - der Stromverlauf - wurde von den Schiilern mit
Hilfe ihres programmierbaren Taschenrechners noch wihrend der Unterrichtseinheit dargestellt.
Aufgrund des Zeitmangels musste das eigentlich noch geplante Experiment (siehe dazu Kapitel 6)
durch eine Applikation ersetzt werden. Diese wurde am Schluss der Unterrichtseinheit iiber einen
Beamer gezeigt. Dabei wurden auch unterschiedliche Werte fiir die Spule und die jeweiligen
Stromverlaufe miteinander verglichen.

Im Anschluss an die beiden Unterrichtseinheiten wurde eine freiwillige Befragung der Schiiler mittels

Fragebogen durchgefiihrt. Die Fragen wurden in einem offenen Fragenformat gestellt.
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Fragebogen

Danke, dass du an diesem Projekt mitgearbeitet hast! Bitte beantworte noch kurz die angegebenen Fragen.
Die Fragebdgen werden natiirlich anonym behandelt. Die Teilnahme an dieser Umfrage ist selbstverstindlich

freiwillig! Die Auswertung der Fragen soll dazu dienen, das Projekt noch weiter zu verbessern.

1. Wie schétzt du deine Mathematikfahigkeiten ein?

2. Wie gefillt dir dieses Unterrichtskonzept prinzipiell?

3. Wie schwierig war es fiir dich, die Aufgaben zu bearbeiten? (Wo gab es Probleme? Wo

bist du nicht mehr weitergekommen? Waren die Aufgabenstellungen klar versténdlich?)

4. Wie bewertest du die Schwierigkeit der Aufgabenstellungen?

5. War fiir dich der physikalische Input klar ?

6.Vorschldge, was verbessert werden sollte:
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Frage Nr.1 sollte bei der Auswertung helfen, die Antworten der Fragen 2-6 nach
Mathematikfahigkeiten einteilen zu konnen. Hierbei sollte auch untersucht werden, wie Schiiler mit
unterschiedlichen Mathematikfahigkeiten die Komplexitdt der Aufgabenstellungen bewerteten. Frage
Nr.2 sollte den allgemeinen Zuspruch fiir solche Projekte abkliren. Die weiteren Fragen behandelten
Schwierigkeiten bei der Bearbeitung der Aufgaben, beziehungsweise die Schwierigkeit der
Aufgabenstellungen allgemein. Frage Nr.5 sollte abkldren, ob der physikalische Einfiihrungstext den
Anspriichen von Schiilerinnen und Schiilern gerecht wird. Den Abschluss machte eine Frage beziiglich

etwaiger Verbesserungsvorschlige.

Auswertung der Fragbhogen

Gesamt wurden 13 Fragebdgen von den Schiilern abgegeben. Davon gaben vier Schiiler an gute
Mathematikfahigkeiten zu haben. Sieben Schiiler bezeichneten ihre Mathematikfahigkeiten als
mittelméBig. Zwei Personen bezeichneten ihre Fihigkeiten als schlecht. Zum besseren Uberblick der
Auswertung der restlichen Fragestellungen werden nun jeweils Tabellen mit drei Spalten angegeben,
wie Schiiler mit unterschiedlichen Mathematikféhigkeiten die Fragen beantworteten. Die Eintrdge in
den Tabellen entsprechen den Antworten der Schiiler auf die jeweilige Frage. Die Reihenfolge der

Antworten zu jeder Frage ist zufallig ausgewaihlt.

2. Wie gefillt dir dieses Unterrichtskonzept prinzipiell?

gut mittel / durchschnittlich schlecht

Sehr gut Gruppenarbeit ist immer gut, da | es ist ok
jeder seine Ideen einbringen
kann und das Ergebnis
mitgestalten kann

Gut (3x) Mir gefillt es sehr gut Gut

Gut (2x)

Interessant, anders als sonst,
ziemlich gut

Gut, Praxisndhe ist Pluspunkt

Verbindung von Theorie mit
Versuchen macht den
Unterricht interessanter—> sehr

gut
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3. Wie schwierig war es fiir dich, die Aufgaben zu bearbeiten? (Wo gab es Probleme? Wo bist du

nicht mehr weitergekommen? Waren die Aufgabenstellungen klar verstindlich?)

gut mittel/durchschnittlich schlecht
bewiltigbar nicht zu schwer sehr schwierig
herausfordernd nicht sehr schwer schwer
Teilweise fehlt der Ansatz scheiterte nur an Konzentration,

weil bald Schulschluss
Bsp.: Bremsvorgang kein bin sehr gut vorangekommen
Problem + Integrale nicht und es sind keine Probleme
kompliziert gewesen aufgetreten

machbar wenn man will

nicht besonders schwer
4. Wie bewertest du die Schwierigkeit der Aufgabenstellungen?
gut mittel/durchschnittlich schlecht
bewaltigbar (2x) durchschnittlich einfach
etwas anspruchsvoll, gerade gut | mittel/mittelmaBig (3x) schwer

Nicht zu schwer und nicht zu

einfach 2 genau richtig

ist anspruchsvoll, aber leicht zu

bewiltigen

Anspruchsvoll

Rechenaufwand - machbar
Herleitung der Diffgl.
ungewohnt, daher etwas

schwerer
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5. War fiir dich der physikalische Input klar ?

gut mittel/durchschnittlich schlecht
ja (3x) ja (6x) nein
ja gut erklart Die Erklarungen waren gut, also | ja

ja

6.Vorschlige was verbessert werden sollte:

gut mittel/durchschnittlich schlecht

Das Konzept an sich passtund | Alles perfekt alles ok, aber nicht im Juni
es muss meiner Meinung nach

nicht verdndert werden.

Bsp. mit Spule vielleicht kurz

erkldren und wiederholen

Auswertung und Resiimee

Allgemein zeigte sich, dass die Schiiler sehr positiv beziiglich dieser Projekte eingestellt waren. Dies
zeigte sich auch direkt in der Mitarbeit wihrend der Doppeleinheit. Obwohl dieser Tag der letzte
reguldre Unterrichtstag dieses Schuljahres war, arbeiteten die Schiiler sehr engagiert mit. Auch in
miindlichen Gesprachen nach der Unterrichtseinheit kam positives Feedback von den Schiilern.
Besonders die Verbindung von Theorie und anschaulichen Anwendungen kam bei den Teilnehmern
sehr gut an. Ein Schiiler zeigte sich auch fasziniert von der Tatsache, durch einfache Modellannahmen
tatséchlich jene Gesetze herleiten zu kdnnen, die man sonst nur aus dem Physikunterricht - als fertige
Formel serviert - kennt. Ein weiterer Punkt, der sich auch in nachfolgenden Gesprichen als positiv
herauskristallisierte, war die Arbeitsweise im Kleingruppenmodus. Als besonders interessant stellten
sich die Antworten auf Frage 3 - der Schwierigkeit der Aufgaben - heraus. Hier zeigte sich, dass jene
Schiiler, die ihre Mathematikféhigkeiten als gut/sehr gut einschétzten, die Aufgaben eher als schwierig
bezeichneten, wihrend jene Schiiler, die ihre Mathematikfahigkeiten als ,,mittelméBig™ einschitzen,
unter anderem als ,, nicht sehr schwer * einschétzten. Die Schwierigkeit der Aufgabenstellungen wurde
durch die Bank als anspruchsvoll, aber bewiltigbar bezeichnet. Fiir 12 von 13 Befragten war der

physikalische Input versténdlich.
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Durch Beobachtung der Schiiler wiahrend der Doppeleinheit zeigte sich, dass die Schiiler die beiden
Projekte sehr gut annahmen. In Kleingruppen versuchten die Schiiler verschiedene Probleme, die
wihrend der Bearbeitung auftraten, gemeinsam zu l6sen. Die Lernenden versuchten mit verschiedenen
Modellannahmen die Projekte zu 16sen. Einige Male weiteten sich Diskussionen gruppeniibergreifend
tiber den gesamten Klassenverband auf. Die aus der Doppeleinheit gezogenen Schliisse wurden auch

auf alle anderen Projekte angewandt und die Fragestellungen nochmals {iberarbeitet.

Mit dem Verlauf der Doppeleinheiten war ich personlich sehr zufrieden. Die Schiiler arbeiteten trotz
des fortgeschrittenen Schuljahres noch sehr beherzt mit und ich denke die Lernenden konnten aus den

beiden Unterrichtsstunden einiges Neues mitnehmen.
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Anhang

1. Abstract
Titel: Differentialrechnung und Differentialgleichungen mit Physikbezug im
Mathematikunterricht

Verfasser: Patrick Ritt

Betreuer: Univ. Doz. Dr. Franz Embacher

Stichworte: Differentialrechnung, Differentialgleichungen, Mathematikunterricht

Abstract: Diese Diplomarbeit umfasst verschiedene vollstindig ausgearbeitete Projekte mit
Physikbezug, die von Schiilerinnen und Schiilern im Unterricht - mit Hilfe von
Differentialrechnung und Differentialgleichungen - bearbeitet werden sollen. Die
Auseinandersetzung mit den Projekten ist vor allem fiir Hohere Technische
Bundeslehranstalten (HTL) in der 12. und 13. Schulstufe vorgesehen. Ein Einsatz in
der 12. Schulstufe im Gymnasium ist jedoch ebenfalls moglich.

Der erste Teil dieser Diplomarbeit stellt einen Lehrplanbezug her und setzt sich mit
fachdidaktischen =~ Uberlegungen  beziiglich ~ Anwendungsorientierung  im

Mathematikunterricht auseinander.

Im zweiten Teil der Diplomarbeit werden zuerst Standardmethoden zur Losung von
Differentialgleichungen und numerische Verfahren vorgestellt. Im Anschluss werden
Einfiihrungsprojekte zum Grenzwertbegriff und zur Ableitung vorgestellt. Der
Hauptteil der Diplomarbeit befasst sich mit vollstindig ausgearbeiteten Projekten zu
physikalischen Phénomenen, die mit Hilfe von Differentialgleichungen beschrieben
werden konnen. Den Abschluss bildet eine Testung von zwei Projekten an einer

Hoheren Technischen Bundeslehranstalt.



ANHANG m

2. Lebenslauf
Patrick Ritt

Personliche Angaben:

Geburtsdatum : 01.11.1988
Geburtsort: Waidhofen/Ybbs
Familienstand: ledig
Religion: rdmisch-katholisch

Staatsbiirgerschaft: Osterreich

Eltern:
Karl Ritt (52), Postbeamter
Brigitte Ritt (48), Einzelhandelskauffrau

Geschwister:

Raphael Ritt (21), Musiker

Schulbildung:
2003-2008 HTL Steyr fiir Elektronik und Technische Informatik (mit gutem Erfolg
bestanden)
1999-2003 Hauptschule Ertl
1995-1999 Volksschule Ertl

Studium:
seit 10.2009 Universitidt Wien, Lehramtsstudium UF Mathematik und UF Physik
03.2012 Abschluss des ersten Studienabschnitts

Prisenzdienst:

10.2008-04.2009 Kasernen Langenlebarn und Horsching

Erfolgreich absolvierte Projekte:
Diplomarbeit ,,Optimierung der Temperaturiilberwachungseinheit eines mobilen

Wachsautomaten* an der HTL Steyr 2008



m ANHANG

3. Hyperbelfunktionen179

Ahnlich wie cos(t) und sin(t) am Einheitskreis x? 4+ y? = 1, konnen die Hyperbelfunktionen

sinh(T) und cosh(T) als x- und y- Koordinaten der Einheitshyperbel x? — y? = 1 verstanden werden.

Die Hyperbelfunktionen sind durch Exponentialfunktionen folgendermaf3en definiert:

. . elT—e T
Sinus hyperbolicus: sinh(T): = >
. . el+e T
Cosinus hyperbolicus:  cosh(T): = 2
. eT—e_T tanh(x]
Tangens hyperbolicus: tanh(T): = oo T g
. elT+e T
Cotangens hyperbolicus: coth(T): = T T

Abbildung 75: Hyperbelfunktionen.
. 180
4. Areafunktionen

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktion bezeichnet man als Areafunktionen.

Die Areasinus hyperbolicus Funktion ist die Umkehrfunktion der Sinus hyperbolicus Funktion. Sie ist
folgendermafien definiert:

arsinh(x):= In [x +/x2 + 1]

Die Areacosinus hyperbolicus Funktion ist die Umkehrfunktion der Cosinus hyperbolicus Funktion.

Sie ist folgendermafen definiert:

arcosh(x):= In[x ++/x2 — 1]

Die Areatangens hyperbolicus Funktion ist die Umkehrfunktion der Tangens hyperbolicus Funktion.

Sie ist folgendermaBen definiert:

1 1+x .
artanh(x) = Eln (1 — x) fur x| <1

Die Areacotangens hyperbolicus Funktion ist die Umkehrfunktion der Cotangens hyperbolicus

Funktion. Sie ist folgendermalen definiert:

1
arcoth(x) :==1In

<x+1
2

) firlxl

179 Vgl. URL: http://www.mathe-online.at/materialien/Thomas/files/hyperbel.html[16.9.2014].
180 Vgl. URL: http://www.mathe-online.at/mathint/fun2/i_Area_gr.html [16.9.2014].






