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1. Einleitung

,»Sangaku® (manchmal auch ,,San gaku* oder ,,San-gaku®) ist japanisch und bedeutet wortlich

l

iibersetzt ,,mathematische Tafeln* . Es handelt sich dabei um kunstvoll gestaltete Holztafeln,

welche mathematische Aufgabenstellungen und Ritsel enthalten.

Abbildung 1: Sangaku im Konnd-Hachimangi-Schrein, Shibuya, Tokyo, 1859 *

Diese Tafeln wurden in Japan wéhrend der Edo-Zeit (1603-1867) in buddhistischen Tempeln
und Shintd-Schreinen zu Ehren der Gotter aufgehidngt. Sie galten nicht nur als Opfergaben,
sondern waren zugleich auch als Herausforderung fiir Pilger gedacht.

In den Sangaku ging es hauptsdchlich um Aufgaben aus der klassischen euklidischen Geomet-
rie, wobei der Fokus ein ganz anderer als der in der westlichen Welt war. Einander beriihren-
de Kreise, Ellipsen, Dreiecke und weitere ineinander verschlungene geometrische Objekte
spielten immer wieder die Hauptrolle. Manche der Aufgaben sind so einfach, dass die grund-
legendsten Mathematikkenntnisse aus der Mittelschule zur Losung fiihren, und andere wiede-
rum so komplex, dass man heutzutage vielfach zu auBergeometrischen Mitteln beispielsweise
aus der linearen Algebra oder Analysis greifen wiirde.

Als Beispiel fiir eine typische Sangaku-Aufgabe sei hier eine sehr kunstvolle, jedoch mathe-

matisch durchaus anspruchsvolle ausgewihlt.

! Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998
% Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Sangaku (11. Februar 2017)



Abbildung 2: Beispiel fiir eine Sangaku-Aufgabe

Diese Aufgabe stammt von einem Sangaku aus dem Jahr 1788 aus dem Bezirk Tokio.?

Die Aufgabenstellung lautet: In den griinen Halbkreis vom Radius r sind zwei gleich grof3e
rote Halbkreise vom Radius % eingeschrieben. Wie grof3 sind die blauen Kreise? Gesucht ist
eine Formel fiir den Radius des n-ten blauen Kreises. Hinweis: Der Radius des fiinften blauen
Kreises betrigt é

Fiir die Losung wiirde man heute die Methode der Inversion am Kreis verwenden. In Japan
verwendete man damals ein Aquivalent zur Kreisformel von Descartes. Auf den Losungsweg

werde ich jedoch nicht weiter eingehen.

Die Losung selbst lautet: ——————.
(2n-1)"+14

Die vorliegende Arbeit hat es sich unter anderem zum Ziel gesetzt, das Thema Sangaku im
Allgemeinen vorzustellen und die Geschichte der Sangaku zu erldutern. Es werden wichtige
Satze, die hdufig in Sangaku-Aufgaben bendtigt werden, erklart. Weiters wurde versucht, spe-
zielle Sangaku-Aufgaben zu finden, welche im Mathematikunterricht bzw. im Mathematik-
Wahlpflichtfach der AHS behandelt werden kénnen. AnschlieBend werden Ideen fiir die Um-
setzung im Unterricht aufgezeigt.

Zu einigen Teilen dieser Diplomarbeit gibt es weiterfiihrende Materialien auf der zugehdrigen

Homepage des Autors http://sangaku.geppel.at. An den entsprechenden Stellen wird durch das

Symbol “& darauf verwiesen.

? vgl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998
10



2. Geschichte

Die Tradition der Sangaku ist wéhrend der Edo-Zeit (1603-1867) entstanden. Edo ist der
frithere Name der japanischen Hauptstadt Tokio. In der Zeit von 1639 bis 1854 verordneten
die Machthaber die AbschlieBung Japans (sakoku). In dieser Periode war die Ein- und Ausrei-
se untersagt. Die Hiafen wurden gesperrt. Nicht einmal ausldndische Literatur durfte konsu-
miert werden. Erst 1854 wurde die Isolation durch Commodore Matthew C. Perry mit US-
amerikanischen Kriegsschiffen beendet.’

Wihrend dieser Zeitspanne gab es also kaum Einfliisse von aullen, was nicht nur negativ ge-
sehen werden kann. Die Kunst und Kultur blithte im spiten 17. Jahrhundert derart auf, dass
diese Zeit als japanische Renaissance (genroku) bezeichnet wird. Auch in der Wissenschaft
und insbesondere in der Mathematik wurden Fortschritte gemacht.’

Die Mathematik, die in dieser Zeit innerhalb Japans entstand, wird wasan genannt. Im Gegen-

satz dazu bezeichnen die Japaner die westliche Mathematik mit yosan.®

Abbildung 3: Zeichnung von Seki Takakazu’

Seki Takakazu (auch Seki Kowa genannt) gilt als der wichtigste Mathematiker der wasan-
Tradition. Er lebte von 1642 bis 1708 und war Lehrer in der von ithm gegriindeten Seki-
Schule. Manche seiner Entdeckungen machte er zeitgleich mit bzw. kurz vor den westlichen
Mathematikern. So entdeckte er beispielsweise die Bernoulli-Zahlen noch vor Bernoulli. In
seinem Werk Kaiindai no Ho (dt. ,,Methode, um verborgene Probleme zu 16sen®), das 1685
erschien, verallgemeinerte er eine alte chinesische Methode der Nullstellenberechnung von

Polynomen und ermdglichte so das Auffinden aller reellen Nullstellen. William George Hor-

* vgl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998: S. 83
> vgl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998: S. 83
¢ vgl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998: S. 83
7 Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Seki_Takakazu (11. Februar 2017)

11



ner verOffentlichte das sehr dhnliche Horner-Schema in Europa erst ca. 100 Jahre danach.
Auch bei der Entdeckung von Determinanten zur Losung von Gleichungen kam Seki Takaka-
zu seinem deutschen Kollegen Gottfried Wilhelm Leibniz 10 Jahre zuvor. Allerdings be-
schriankte er sich nur auf 2x2- und 3x3-Matrizen. Ein weiteres Prinzip, das Seki entdeckte,
war das Kreisprinzip enri. Es erinnert an die Exhaustionsmethode, welche die griechischen
Mathematiker Eudoxos und Archimedes zur Berechnung der Kreisfliche verwendeten. Seki
approximierte den Kreis mit n Rechtecken, wihrend in der Exhaustionsmethode mit n-
seitigen Polygonen gearbeitet wurde. Man kann daher enri als eine primitive Form der Integ-
ralrechnung ansehen. Es ist anzunehmen, dass enri und vergleichbare Techniken zur Losung
von Sangaku-Aufgaben verwendet wurden.®

Wie es dazu kam, dass Japaner Holztafeln mit mathematischen Inhalten in Tempeln aufthdng-
ten, ist nicht genau bekannt.

In der japanischen Religion Shintoismus gibt es achthundert Myriaden Gétter, die kami. Da
diese Gétter nach Uberlieferung Pferde liebten, war es iiblich, ihnen Pferde zu opfern. Jene
Gléaubigen, die es sich nicht leisten konnten, ein ganzes Pferd zu opfern, hingen Holztafeln
mit kunstvoll gemalten Pferdebildern (jap. ,,ema*) in den Tempeln und Schreinen auf. Folg-

lich findet man heute noch Pferde auf vielen Tafeln des 15. Jahrhunderts und davor.’

Abbildung 4: Ema (dt. "Pferdebild") von Kano Motonobu, Kamo Jinja, Tatsuno, Hyogo10

Man geht davon aus, dass die Mathematik-Tafeln ebenso als Opfergaben fiir die Gotter oder

einfach nur zu Ehren der Gotter unter den {iberhdngenden Dichern der religiosen Gebdude

¥ vgl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998: S. 83

bzw. https://de.wikipedia.org/wiki/Seki Takakazu (11. Februar 2017)

? vgl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998: S. 80

1% Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Kan%C5%8D_ Motonobu (11. Februar 2017)
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angebracht wurden. Gleichzeitig konnen sie aber auch als intellektuelle Herausforderung fiir

die nachfolgenden Pilger gesehen werden.''

Die élteste in Biichern erwdhnte Sangaku-Tafel stammt aus dem Jahre 1668, die dlteste noch

erhaltene Sangaku-Tafel wurde im Bezirk Tochigi gefunden und ist aus dem Jahr 1683. Ins-

gesamt sind heute noch ca. 880 Holztafeln erhalten. Die erste Sammlung von Sangaku-

Aufgaben in Buchform wurde im Jahr 1789 verdffentlicht. Im 19. Jahrhundert wurden noch

weitere Biicher iiber Sangaku verfasst.'?

Abbildung 5: Soddy-Hexlet auf dem Replikat eines Abbildung 6: Isaniwa Jinja sangaku, Isaniwa Jinja,
Sangaku von 1822 im Samukawa-Schrein' Matsuyama, Ehime"

Abbildung 7: Sangaku aus dem Miminashi Yamaguchi Schrein'

" vgl. https://de.wikipedia.org/wiki/Sangaku (11. Februar 2017)

12 ygl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998: S. 80

1 Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Sangaku (11. Februar 2017)

' Quelle: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Isaniwa_Jinja_sangaku.jpg (11. Februar 2017)
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Die Fundorte der Sangaku-Tafeln sind relativ gleichmaBig iiber ganz Japan verteilt. Man fin-
det Sangaku in Stddten genauso wie in ldndlichen Regionen. In buddhistischen Tempeln fand
man jedoch nur ungefahr halb so viele Tafeln wie in Shinto-Schreinen. Eine Landkarte Japans

mit der Anzahl der gefunden Sangaku in jeder Préfektur ist in Abbildung 8 zu sehen.'®

4
> o3

28 37

24 103

¢ 11 oy
7 41 1 gri2
i 2 464,
4 = '25 8

Abbildung 8: Anzahl der gefundenen Sangaku-Tafeln in den einzelnen Priifekturen Japans'’
Wer die Urheber der Sangaku-Aufgaben sind, ist nicht genau gekldrt. Man geht heute davon
aus, dass zunichst Gelehrte der Samurai-Klasse mit dem Platzieren von Sangaku-Tafeln an
religiosen Kultstadten begannen, spéter dann aber auch Bauern, Frauen und Kinder Sangaku
praktizierten und sich eine Art Freizeitbeschéftigung fiir Menschen aller Bildungsschichten

aus den Sangaku entwickelte.'®

' Quelle: https://ja.wikipedia.org/wiki/B- f LU O #£t (11. Februar 2017)

1 ygl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998: S. 80

7 Daten von Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 188;  Bild-Quelle:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Japan_location map with side map of the Ryukyu Islands.svg
(4. Februar 2017)

'® vgl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998: S. 86
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Verfasst waren die Texte auf den Holztafeln ausschlieBlich in Kanbun, einer Hochsprache,
deren Rolle in Japan mit jener von Latein in Europa verglichen werden kann. Es handelt sich
um Japanisch in chinesischen Schriftzeichen. Diese Sprache wird heute von nur noch wenigen
Menschen beherrscht.'”

Die Tafeln waren zumeist mit der Aufgabenstellung samt Skizze, sowie der Losung (meist

aber ohne Losungsweg), dem Autor der Aufgabe und dem Datum versehen. Der typische

Aufbau einer Tafel ist in Abbildung 9 zu sehen.

Date Names Answer Problem

Abbildung 9: Aufbau einer Sangaku-Tafel*

Auf vielen Tafeln sind auch mehr als eine Aufgabe bzw. ein Theorem verzeichnet. Haupt-
sdchlich handelte es sich um Aufgaben aus der klassischen euklidischen Geometrie. Es waren
aber auch diophantische Gleichungen, deren ganzzahlige Losungen es zu finden galt, darun-
ter. Auch die Volumsberechnung krummfliachig begrenzter Korper, welche eigentlich die zur
damaligen Zeit in Japan unbekannte Infinitesimalrechnung erfordern, war Inhalt der Aufga-

ben.?!

' vgl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998: S. 83
2% Quelle: http://player.slideplayer.com/27/9074258/ (4. Februar 2017)
! vgl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998: S. 80
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Mit der Zeit gerieten die Sangaku immer mehr in Vergessenheit. Es interessierten sich nur
wenige Forscher fiir die traditionelle japanische Mathematik. Einer der wichtigsten Sangaku-
Forscher der heutigen Zeit ist Hidetoshi Fukagawa, promovierter Mathematiker und Lehrer an
einer hoheren Schule im japanischen Bezirk Aichi (zwischen Tokio und Osaka). Er stiel} vor
ca. 50 Jahren auf ein altes Buch, in dem die Sangaku erwidhnt waren. Davon war er so begeis-
tert, dass er quer durch Japan reiste, um sie zu erforschen. Die Sprache Kanbun musste er ei-
gens dafiir erlernen. Nach ca. 20 Jahren seiner Forschung verdffentlichte er gemeinsam mit
Dan Pedoe, einem Mathematikprofessor an der Universitdt von Minnesota in Minneapolis,
das erste englischsprachige Buch iiber Sangaku. Mittlerweile hat er mehrere Biicher und Arti-

kel herausgegeben und gilt als weltweit fiihrender Sangaku-Experte.”

*? vgl. Rothman / Fukagawa (1998) Spektrum der Wissenschaft, Juli 1998: S. 80-83
16



3. Wichtige mathematische Sitze

Fiir die Losung der Sangaku-Aufgaben bendtigt man einige mathematische Vorkenntnisse.
Viele mathematische Séitze werden im Rahmen dieser Diplomarbeit als bekannt vorausge-
setzt. Ohne Anspruch auf Vollstindigkeit seien hier kurz die wichtigsten aufgelistet: Lehrsatz
des Pythagoras, Hohensatz, Kathetensatz, Satz des Thales, Strahlensatz, Winkelfunktionen
(sin, cos, tan), Sinussatz, Kosinussatz, ...

In diesem Kapitel sind jene Sangaku-relevanten Sitze, die man im Regelunterricht eher selten
bespricht, inklusive deren Beweis angefiihrt, um in den spéteren Kapiteln darauf Bezug neh-

men zu konnen.

3.1. Abstand zweier ,Kreisfuf3punkte“

Dieser Satz entstammt einer Sangaku-Tafel aus dem Jahr 1892 aus der Préfektur Miyagi.”
Satz’': Gegeben seien zwei Kreise k [M,;r;] und k,[M,;r,] sowie eine Gerade g. Die Krei-
se beriihren einander von auflen und sie beriihren jeweils die Gerade g an den Punkten F

bzw. F,. Dann gilt FF, =2rr, .

Fa

Abbildung 10: Satz Abstand zweier ,, KreisfuRpunkte®

Beweis”: Fiir den Beweis zeichne man die in Abbildung 11 skizzierten Hilfslinien und ver-

wende den Lehrsatz des Pythagoras im Dreieck aM M, P.

2 vgl. Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 79
** vgl. Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 3
 vgl. Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 79

17



g F F,

Abbildung 11: Beweis Abstand zweier ,, Kreisfuf3punkte"

[ 2 2
F1F2=M2P=\/|\/|1|\/|2 -M,P :\/(r1+r2)2_(r1_r2)2:

\/1’12 +2r1r2+r22—r12+2l’1l’2 _rz2 :\j4r1r2 =2 nr,

3.2. Inkreisradius des Dreiecks

Satz’®: Der Inkreisradius p eines Dreiecks mit Flicheninhalt A und Umfang u betrigt

24
"
Beweis””: Gegeben sei ein Dreieck a ABC mit Inkreismittelpunkt | . Man zerlege das Dreieck

in drei Teildreiecke aBCl, AACl und aABI . Die Summe der Flacheninhalte der Teildrei-
ecke ist gleich dem Fldcheninhalt des urspriinglichen Dreiecks. Durch Umformung erhilt man

den Inkreisradius.

B

Abbildung 12: Beweis | nkreisradius des Dreiecks

ap bp cp_ (atb+c)p u-p
A psc = Apa T Aaa t A = +——+ = =
2 ABC A BCl 2 ACI A ABI 2 2 2 2 2

_2A

e p
u

%6 vgl. Agricola / Friedrich (2011) - Elementargeometrie: S. 33
7 vgl. Agricola / Friedrich (2011) - Elementargeometrie: S. 33

18



3.3. Inkreisradius des rechtwinkligen Dreiecks

Satz**: Der Inkreisradius p eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten a und b und

a+b-c
2

der Hypotenuse ¢ betrigt p =

Beweis”: Aus Satz 3.2 ist bekannt, dass p = % Es ist also zu zeigen, dass ﬁ = a+§_ ¢ .
u u

Dabei verwende man, dass im rechtwinkligen Dreieck A = % ,U=a+b+cund ¢’ =a’*+b’

gilt.
24 ab (a+b)’ —a b’ _ (a+b)’ ¢ _(a+b+c)(a+b-c) a+b-c

u a+b+c  2(atb+c)  2(a+b+c) 2(a+b+c) 2

p:

3.4. Peripheriewinkelsatz

Satz’’: Alle Peripheriewinkel iiber demselben Kreisbogen sind gleich groB, und zwar halb so
gro3 wie der zugehorige Zentriwinkel.

Beweis™ Man betrachte eine Kreissehne AB und einen Punkt P auf dem Kreisbogen iiber
dieser Sehne. Es sind drei Félle zu unterscheiden, je nachdem, ob der Kreismittelpunkt M

innerhalb des Dreiecks a ABP, aullerhalb des Dreiecks a ABP oder auf einer der Seiten AP
bzw. BP liegt.

Da MA=MB=MP=r ist, sind die Dreiecke aABM , AAMP und aBMP gleichschenkelig
mit Spitze in M . Insbesondere hat daher jedes dieser Dreiecke zwei gleich grof3e Basiswin-
kel.

Seien ZMAP = /ZMPA=a, ZMBP =/£ZMPB= 3, ZAMB = 1 und

/MAB= /MBA= y= 180 =#

Die Winkelsumme im Dreieck a ABP betrdgt 180°. Daraus folgt:

% vgl. http://www.mathematische-basteleien.de/rdreieck.htm (13. Dezember 2015)

¥ vgl. http://www.mathematische-basteleien.de/rdreieck.htm (13. Dezember 2015)

% Koth (SS 2011) - Skriptum zur Vorlesung Schulmathematik 2 - Elementargeometrie: S. 21

1 vgl. Koth (SS 2011) - Skriptum zur Vorlesung Schulmathematik 2 - Elementargeometrie: S. 22
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1. Fall: 2. Fall: 3. Fall:

Abbildung 13: Peripheriewinkel (1) Abbildung 14: Peripheriewinkel (2) Abbildung 15: Peripheriewinkel (3)
200+2+2y=180° 28+2y=180° 28-20+2y=180°
200+28+(180°— 1) =180° 25+(180°— 1) =180° 2—20:+(180°— 1) =180°

20+28=u 2B=u 2-20=u
U H H

+ 0 =— = — =
a+p 2 A 2 o 2

3.5. Sehnentangentenwinkelsatz

Satz’’: Der Zentriwinkel 4 1m Kreis ist doppelt so grofl wie der zum gleichen Bogen gehd-

rende Sehnentangentenwinkel 7 .

Abbildung 16: Beweis Sehnentangentenwinkelsatz

3 Koth (SS 2011) - Skriptum zur Vorlesung Schulmathematik 2 - Elementargeometrie: S. 21
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Beweis™: Sei ZAMB= 4. Da AM =BM =t , ist das Dreieck a ABM gleichschenkelig mit
Basis AB. Daraus folgt: ZABM =90°—§. Da die Tangente an den Kreis im Punkt B auf
den Radius BM normal steht, ist der Sehnentangentenwinkel 7 gegeben durch

7=90°— /ABM =§.

3.6. Sehnensatz

Satz’: Haben zwei Sehnen durch einen Punkt P im Inneren eines Kreises die Endpunkte A,

B bzw. C, D, dann gilt: AP-BP=CP-DP.

A

Abbildung 17: Beweis Sehnensatz
Beweis™: Die Winkel ZADP und £ZCBP sind Peripheriewinkel iiber der gemeinsamen Seh-
ne AC und daher gleich gro3. Die Dreiecke aPAD und AaPCB stimmen somit in diesem
Winkel und im Winkel bei P (= Scheitelwinkel) {iberein und sind daher &hnlich. Daher ste-

hen entsprechende Seiten dieser Dreiecke im selben Verhiltnis, und es gilt:

AP:DP=CP:BP bzw. AP-BP=CP.DP.

3 vgl. Koth (SS 2011) - Skriptum zur Vorlesung Schulmathematik 2 - Elementargeometrie: S. 21
* Koth (SS 2011) - Skriptum zur Vorlesung Schulmathematik 2 - Elementargeometrie: S. 38
% vgl. Koth (SS 2011) - Skriptum zur Vorlesung Schulmathematik 2 - Elementargeometrie: S. 38
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3.7. Sekantensatz

Satz’®: Haben zwei Sekanten durch einen Punkt P im AuBeren eines Kreises die Schnitt-

punkte A, B bzw. C, D mit dem Kreis, so gilt: AP-BP=CP-DP.

Abbildung 18: Beweis Sekantensatz

Beweis’”: Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Sehnesatzes 3.6.
Die Winkel ZADP und ZCBP sind Peripheriewinkel tiber der gemeinsamen Sehne AC und
daher gleich grof3. Die Dreiecke APAD und aPCB stimmen somit in diesem Winkel und im

Winkel bei P iiberein und sind daher dhnlich. Daher stehen entsprechende Seiten dieser

Dreiecke im selben Verhiltnis, und es gilt: AP:DP=CP:BP bzw. AP-BP=CP-DP.

%% Koth (SS 2011) - Skriptum zur Vorlesung Schulmathematik 2 - Elementargeometrie: S. 38
7 vgl. Koth (SS 2011) - Skriptum zur Vorlesung Schulmathematik 2 - Elementargeometrie: S. 38
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3.8. Sekanten-Tangentensatz

Satz’®: Eine Sekante durch den Punkt P im AuBeren eines Kreises schneide den Kreis in den

Punkten C und D, eine Tangente durch P beriihre den Kreis in A. Dann gilt:

AP’ =CP-DP.

__A =
D c K

Abbildung 19: Beweis Sekanten-Tangentensatz

Beweis”: Der Winkel ZADP ist Peripheriewinkel iiber der Sehne AC und ZCAP ist zuge-
horiger Sehnentangentenwinkel und daher gleich groB. Die Dreiecke aPAD und aPAC

stimmen in zwei Winkeln iiberein und sind daher dhnlich. Daher stehen entsprechende Seiten

dieser Dreiecke im selben Verhiltnis, und es gilt: AP:DP=CP: AP bzw. AP’ =CP-DP.

3.9. Umkehrung des Sekanten-Tangentensatzes

Satz"’: Seien A, C und D Punkte auf einem Kreis und P ein Punkt auBerhalb des Kreises.
Weiters liegen die Punkte C, D und P auf einer Geraden. Wenn E’z =CP-DP , dann ist
die Gerade g durch A und P Tangente an den Kreis.

Beweis™: Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Falls g nicht Tangente an den Kreis wire, wire

sie Sekante und es gibe einen zweiten Schnittpunkt A'# A auf dem Kreis. Nach dem Sekan-

tensatz wire dann AP- AP =CP- P, also @zﬁ, was im Widerspruch zur Annahme

steht.

¥ Koth (SS 2011) - Skriptum zur Vorlesung Schulmathematik 2 - Elementargeometrie: S. 38

¥ vgl. Koth (SS 2011) - Skriptum zur Vorlesung Schulmathematik 2 - Elementargeometrie: S. 38
0 vgl. Steinberg (1984) Der mathematische und naturwissenschaftliche UnterrichtS. 338

! vgl. Steinberg (1984) Der mathematische und naturwissenschaftliche UnterrichtS. 338
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4. Aufgabensammlung

In diesem Kapitel werden einige typische Sangaku-Aufgaben mit moglichen Losungswegen
vorgestellt. Es wurde darauf Wert gelegt, dass ein breites Spektrum an verschiedenen Aufga-
benstellungen abgedeckt wird. Ich habe aus ca. 200 gesichteten Aufgaben diese 18 Aufgaben
nach dem Kriterium der Umsetzbarkeit in einer AHS ausgewaihlt. Dabei werden verstandli-
cherweise einige Aufgaben von AHS-Schiilerinnen und -Schiilern leichter bearbeitet werden
konnen als andere. Ideen fiir den Unterricht finden Sie im Kapitel 5.

Die Titel der Aufgaben wurden von mir frei gewéhlt, um diese leichter unterscheiden zu kon-
nen. Im Original haben die Aufgaben keine Namen oder Titel.

‘B Alle in diesem Kapitel behandelten Aufgaben und deren Losungen sind online als Kopier-

vorlagen im PDF-Format unter http://sangaku.geppel.at verfiigbar. Auch Link- und Literatur-

empfehlungen zu weiteren fiir den Unterricht interessanten Aufgaben finden Sie auf meiner

Homepage.

4.1. Drei benachbarte Kreise

Diese Aufgabe entstammt einer Sangaku-Tafel aus dem Jahre 1824 aus der Prafektur Gun-

42
ma.

F1 F3 F2

Abbildung 20: Aufgabe Drei benachbarte Kreise

Aufgabe™: Drei Kreise k [M,;r,], k,[M,;r,] und K,[M,;r,] beriihren einander von aufen,

1 1 1
und sie beriihren die Gerade g (siche Abbildung 20). Man zeige, dass = + .
r

g

*2 vgl. Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 79
* vgl. Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 3
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L 6sung™: Man bezeichne die Beriihrpunkte der Kreise k. mit g als F.

Es gilt FF, = FF +FF,
Nun verwende man Satz 3.1

24/nr, =2nr, +24/6r,

und dividiere die gesamte Gleichung durch (2- rrr, ) :

1 _ 11
NN
4.2. Viele benachbarte Kreise

Eine Erweiterung der vorhergehenden Aufgabe stammt aus der Priafektur Tokyo aus dem Jahr

1789. Die Tafel selbst gilt jedoch als verschollen.*®

K, k5 k3 ks,
Abbildung 21: Aufgabe Viele benachbarte Kreise
Aufgabe’®: Man betrachte die gleiche Ausgangssituation wie in Aufgabe 4.1. Ein Kreis

k,[M,;r,] beriihre die Kreise k, und k, sowie die Gerade g. Ein weiterer Kreis k;[M;r;]
beriihre die Kreise k, und k, sowie die Gerade . usw.

Man finde eine Formel fiir r, in Abhéingigkeit von r;, r, und n.

1 1 1
Losung”’: Aus Aufgabe 4.1 ist bereits bekannt, dass = + gilt. Man ersetze nun
T

h

1
t, =—=, wodurch sich t, =t, +t, ergibt.
3

* Losungsweg des Autors dieser Diplomarbeit
* vgl. Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 79
* vgl. Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 3
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Da es sich bei k, —umschlossen von k;, k; und g —um die gleiche Situation handelt wie bei
k, umschlossen von k;, k, und g, gilt folglich auch t, =t +t,. GleichermaBen ergibt sich
t =t +t,, t, =t +t,, usw.

wobei t, und t, bekannt sind.

Allgemein gilt also t, =t +t

1>
Es handelt sich um eine arithmetische Folge, mit diesen ersten Folgengliedern:

t, =t +t,

t,=t +t, =t +t, +t, =2-t, +t,

=t +t,=t+2-t +t, =31, +1,

to=t +t, =t +3-t, +t, =4t +t,

usw.

Daraus ldsst sich die explizite Darstellung der Folge leicht ablesen. Es gilt also

t,=(n-2)-t,+t,.

, 1
Ersetzt man nun wieder t;, = T , so erhdlt man
i

1 n-2 1
\/E: \/E + \/E (n>3)
oder, nach r, umgeformt,

73]

AN
4.3. Ein Quadrat zwischen zwei Kreisen

Diese Aufgabe stammt von einem Sangaku aus dem Katayamahiko-Schrein.*®

g

Abbildung 22: Aufgabe Ein Quadrat zwischen zwei Kreisen

7 Losungsweg des Autors dieser Diplomarbeit
* vgl. Fukagawa / Rothman (2008) - Sacred Mathematics - Japanese Temple Geometry: S. 95
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Aufgabe™: Zwei gleich groBe Kreise k [M,;r] und k,[M,;r] beriihren einander sowie eine
Gerade g. Wie in Abbildung 22 zu sehen ist, liegt zwischen den Kreisen ein Quadrat mit ei-

ner Seite auf der Geraden und je einem Eckpunkt auf einem der beiden Kreisen.
Man finde die Seitenldnge a des Quadrats in Abhédngigkeit von r .
Losung™: Der Lehrsatz des Pythagoras angewandt auf das roten Dreieck (Abbildung 23) lau-

2
tet r*=(r-a)’ +(r—§j :

9

Abbildung 23: Lésung Ein Quadrat zwischen zwel Kreisen

Umgeformt ergibt dies die quadratische Gleichung 5a° —12ra+4r”> =0, welche die Losungen

a =%r und a, =2r hat. Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass a<2r ist. Damit hat diese

. 2
Aufgabe also die Losung a= 5 r.

*% vgl. Fukagawa / Rothman (2008) - Sacred Mathematics - Japanese Temple Geometry: S. 95
%0 vgl. Fukagawa / Rothman (2008) - Sacred Mathematics - Japanese Temple Geometry: S. 123
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4.4. Zwei Kreise und ein Quadrat im Quadrat

Die folgende Aufgabe fasst zwei sehr dhnliche Sangaku in einer Aufgabe zusammen. Der
erste Teil der Aufgabe entstammt einem nicht mehr erhaltenen Sangaku aus der Préfektur
Iwate aus dem Jahre 1820, wahrend der zweite Teil der Aufgabe einer Tafel aus dem Jahre

1895 (also 28 Jahre nach dem Ende der Edo-Periode) aus der Préfektur Fukusima entspringt.”’

A E F B
Abbildung 24: Aufgabe Zwei Kreise und ein Quadrat im Quadrat
Aufgabe™: Gegeben sei ein Quadrat oABCD mit der Seitenlidnge a. Die Viertelkreisbogen
b,[B; a] und bZ[A;a] liegen im Quadrat (A und B sind die Mittelpunkte). Ein weiteres
Quadrat tEFGH mit Seitenlédnge b liegt innerhalb, wobei E und F auf AB liegen, G auf
b, und H auf by. Ein Kreis k [M,;r,] beriihrt cEFGH von auBen sowie by und b, von in-

nen. Ein weiterer Kreis k,[M,;r,] beriihrt tABCD von innen sowie b und b, von auBen.

Gesucht sind b, r, und r, in Abhdngigkeit von a.

°! vgl. Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 117
>2 vgl. Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 37
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L 6sung™: Man zeichne die in Abbildung 25 skizzierten Hilfslinien ein und beschrifte den
Mittelpunkt K von AB.

Abbildung 25: Losung Zwei Kreise und ein Quadrat im Quadrat

Fiir die Berechnung der Seitenldnge b betrachte man das Dreieck aBHE und wende den Satz

des Pythagoras an.

2
aZ:b2+(b+a;b] =N bzéa
2 5

Fiir den Radius r; folgt nun aus dem Satz von Pythagoras fiir das Dreieck aBM K :

2 : (aY 39
(a—r) =(b+r) + S| ® =g,

17320

Der obere Radius r, ldsst sich aus dem Dreieck aABM,K' berechnen:

>3 vgl. Rubin (2008): S. 11.
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4.5. Kreise im Halbkreis

Diese Aufgabe entstammt einem Sangaku im Kumano-Jinja-Schrein aus der Stadt Karuizawa

in der Prafektur Nagano.54

Abbildung 26: Aufgabe Kreiseim Halbkreis

Aufgabe™: AB ist der Durchmesser des Halbkreises k[M;r,]. C und D liegen auf dem
Halbkreis k,. AD und BC sind die Tangenten in D und C an den Kreis k,[M,;r,], wobei
k, die Strecke AB beriihrt. Der Kreis Kk, [M;;r,] ist dem Dreieck a ABE eingeschrieben. Der

Kreis k,[M,;r,] beriihrt AC und BD. Weiters beriihrt k, den Kreis k, von innen. Wenn
ZBAD = ZCBA=60°, dann finde man r, in Abhéingigkeit von r,.

Losung™: Zuerst gilt es zu erkennen, dass es sich bei k, um den Inkreis des gleichseitigen
Dreiecks aABF handelt (siche Abbildung 27), da ZBAD = ZCBA=60° gilt. Die Kreise k,

und K, sind fiir die Losung der Aufgabe irrelevant.

Abbildung 27: Losung Kreiseim Halbkreis

>4 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 8
> vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 9
> Losungsweg des Autors dieser Diplomarbeit
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Gemal} Satz 3.2 ist der Inkreisradius eines Dreiecks p =—'A. Die Hohe eines gleichseitigen
u

Dreieck betragt h, = % , wie sich durch Anwendung des Satzes von Pythagoras leicht zei-

.23

gen ldsst. Der Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks ist daher A = 22 = 1 Da
7. (2rl )2 \/g
in diesem Fall p=r,, a=2r, und u=3-2r, =6r, gilt, ergibt sich r, = S 4 = 73 r.
rl

4.6. Ein Fiinfeck und fiinf Rechtecke im Kreis

Diese Aufgabe entstammt einem Sangaku im Chomeiji-Tempel aus der Stadt Tomi in der

Prifektur Nagano.”’

Abbildung 28: Aufgabe Ein Finfeck und funf Rechteckeim Kreis
Aufgabe™: ABCDE ist ein regelmifiges Fiinfeck. An allen Seiten befinden sich kongruente
Rechtecke. Die Rechtecke beriihren den Kreis k[M;r] von innen. Wenn der Flécheninhalt

der Rechtecke bei gegebenem r maximal ist, finde man die Seite AB =X eines Rechtecks in

Abhingigkeit von r .

37 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 39
3% vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 40
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Losung™: Sei AF = y die Rechteckbreite.

Abbildung 29: Lésung Ein Funfeck und finf Rechtecke im Kreis

n-2
Die Grofe eines Innenwinkels eines regelméfigen n-Ecks betridgt o = u -180°. Folglich
n
ist im Fiinfeck ein Innenwinkel & = % 180" =108".

Daraus ergibt sich der Winkel ZMBQ = % =54°.
Die Strecke MR lisst sich aus dem rechtwinkligen Dreieck ARGM berechnen:

MR2+(ZJ =1’ & MR=[r-2
2 4

= = on f

_ -y
Im Dreieck aBMQ gilt tan 54° = M_Q = MR_RQ = 4 .

BQ BQ X

[, X X
Daraus ergibt sich y=,/r’ s —Etan 54°.

Der Flicheninhalt A des Rechtecks in Abhéngigkeit von x und y betrigt A(X,y)=Xy. Er-

setzt man nun Y, so erhilt man

2
A(x)= X'[,/r2 —X——ﬁtan54°J
4 2

Differenzieren und Nullsetzen fiihrt zur Losung. Dies kann komfortabel mithilfe eines Com-
puteralgebrasystems, wie beispielsweise dem CAS von GeoGebra, erfolgen:

Lose [Ableitung [x* (sqrt [r"2-x"2/4] -x/2*tan[54°]) ,x]=0,x]

> vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 40
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Diese drei rechnerischen Losungen liefert GeoGebra:

Js-ly )(2:\5._\/[52*5“ )(3:_\5.—\/‘/3"5r

=T

J5-1

2

Da aber 0 < x<r erfiillt sein muss, ist nur X, = r eine giiltige Losung.

4.7. Kreise im Kreissektor

Diese Aufgabe entstammt einem Sangaku im Kumano-Jinja-Schrein aus der Stadt Karuizawa

in der Prifektur Nagano.*

Abbildung 30: Aufgabe Kreiseim Kreissektor

Aufgabe®': Die Figur ist symmetrisch. Die Kreise k [M;r,], k,[M,;r,] und k,[M,;r,] lie-
gen zwischen den konzentrischen Kreisbdgen k,[M;r,] und k;[M;r,]. Sie beriihren einander

von auflen. Weiters beriihren k, und K, die Strecke AM =a (siche Abbildung 30).

Man finde r, in Abhéngigkeit von a und r,.

% ygl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 8
%1 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 14
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Losung™ Wie in Abbildung 31 ersichtlich ist, gilt 2r, =2r,+2r,. Daraus ergibt sich

=nh—r

Abbildung 31: Lésung Kreise im Kreissektor

Aus den dhnlichen Dreiecken AMBM, und AMCM, erhilt man
rn:r,=(a-r,):(a-2r,—r)

Ersetzt man nun r, =1, —r,, so ergibt sich
r:(r-r)=(a-r):(a=2r,—(r-r,))
n-(a—r-n)=(r-r)-(a-r,)

ar,—rr,—r; =ar,—ar,—nr,+r,

2r} —2ar, +ar, =0

_ 2a*,/4a’ -8ar, 1( +\/m)
- - - 1

r, 2 =—

Da aber 2r, <a bzw. I, <§ gilt, istnur r, = %(a—,/az —2ar, ) eine giiltige Losung.

62 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 14
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4.8. Ein Quadrat im Rhombus

Diese Aufgabe entstammt einer Tafel aus 1821 im Ohma Shinmeisya Schrein aus dem Dorf

Yamada gun in der Prifektur Gumma.®

A

Abbildung 32: Aufgabe Ein Quadrat im Rhombus
Aufgabe®: Gegeben ist ein Rhombus ABCD mit Seitenléinge a. Die Diagonale AC =2t sei
variabel. Sei .A(t) die Flache des Rhombus minus der Fliche des gelben Quadrats, dessen
Diagonale ebenfalls AC ist.
Man finde jene Seitenlinge x des Quadrats (in Abhéngigkeit von a), bei der A(t) bei gege-

benem a maximal ist.

Losung®™: Die Fliche A, eines Rhombus ist die Hilfte des Produkts der Diagonalen. In die-

2t-24a’ —t?
2

sem Fall A, = =2tva’—t* .
Die Seite des Quadrats ist X = J2t, wodurch sich ein Flicheninhalt A, = 2> ergibt.

Die gesuchte blaue Fliche ist daher A (t) = Az — A, =2tva’ —t* —2t°,

: : AWM s
Differenzieren ergibt ——=+/a" -t ——=-2t.
2 /az _t2

Setzt man nun =0, so erhilt man a’* —2t> =2tJa* —t* .

A'(t)
2

Quadrieren beider Seiten der Gleichung fijhrt zu 8t*—-8a’t>+a'=0, woraus sich

2 4 / 4 4 1 3_2 .
t? :8a — 6?2 324 berechnen ldsst, was wiederum zu t’ =(li$j-? vereinfacht

% vgl. Fukagawa / Rothman (2008) - Sacred Mathematics - Japanese Temple Geometry: S. 118
% vgl. Fukagawa / Rothman (2008) - Sacred Mathematics - Japanese Temple Geometry: S. 118
% vgl. Fukagawa / Rothman (2008) - Sacred Mathematics - Japanese Temple Geometry: S. 139
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2
werden kann. Ersetzt man nun t* = X? , so erhédlt man X=x= /1 i% -a. Dajedoch 0<x<a

/ 1
ilt, ist X=_|l——=-a die einzig mogliche Losung.
g NG £ mog g

Da im Laufe des Losungsweges eine Gleichung quadriert wurde, bestitigt erst die Probe, also
das Einsetzen der Losung in die Gleichung, dass es sich dabei auch tatsdchlich um eine L&-

sung handelt.

4.9. Zwei Kreise im rechtwinkligen Dreieck 1

Diese Aufgabe entstammt einer Tafel aus dem Hase-Kannondo-Tempel in der Stadt Naga-

66
no.

B

Abbildung 33: Aufgabe Zwei Kreise im rechtwinkligen Dreieck 1

Aufgabe®’: Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck a ABC mit der Hohe h = CD auf c= AB
durch den Eckpunkt C. Die Kreise k [M,;r,] und k,[M,;r,] sind den Dreiecken aBCD und

aACD eingeschrieben.
Man finde a=BC und b= AC in Abhingigkeit von r, und ,.

Losung™: Laut Lehrsatz des Pythagoras gilt c=+a”> +b’ .

Aus den beiden Flachenformeln A = % = %h folgt h= @ = ab

c Ja+b®

% ygl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 63
67 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 64
68 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 64
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Der Kathetensatz besagt, dass a’>=pc und b*>=qc, woraus sich p=

2

0=———
Ja? +b?

ergibt.

Verwendet man Satz 3.3

2
2rr=p+h-a= a ab

a
val+b?

—a, was sich wiederum zu

vereinfachen lasst.

Analog ergibt sich im Dreieck aACD die Gleichung

(2r,+b)va’ +b* =b(a+b)

Dividiert man nun (1)+(2), so erhélt man 2

2
umgeformt. Einsetzen von (3) in (1) ergibt (2r, +a) /az +:2—2a2 = a[
1

[ or? r
(2r+a)a 1+ = a(a+—2aj
rl rl

2 2

r2+r r

(2r,+a)+—>=a+2a
r.l rl

2 2 2 2 _
2r1\/r1 +1, +a\/r1 +r," =rna+r,a

21417+ = a(r1 +1, =1’ +r22)

+
Jai+b* Jai+b?

(2r,+a)va’ +b’ =a(a+b)

Dies wird zu

:a (az0)

2 2

|—ayr2+r,

. 2 2
|.(r1+r2—w/r1 +1, )

2 2

+1, 441+, )

2
und

erhalt man

(1)

2)

)

+07(n+n)+n0+r,’

2 2
or, /r12+r22 21417+, -(r1
a= =
2
N N A~ (h+1,) =(r7+r7)

2

2 2 2
P40 -(n+n)+n +r,

Einsetzen in (3) fiihrt zu b=~
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4.10. Zwei Kreise im rechtwinkligen Dreieck 2

Eine auf den ersten Blick ganz &hnliche, jedoch wesentlich einfachere, Aufgabe findet sich

auf einem Sangaku aus dem Sasamine-Tenjinsha-Schrein in der Stadt Nagano.®’

A

B C

Abbildung 34: Aufgabe Zwei Kreiseim rechtwinkligen Dreieck 2
Aufgabe’’: Das Dreieck aABC ist bei C rechtwinklig. H ist der FuBpunkt der Hohe auf
AB durch C. Die Kreise k [M;r,] und k,[M,;r,] sind den Dreiecken aABCH und aACH

eingeschrieben. Wenn BH =a, AH =b und CH =c, finde man r, und r, in Abhéngigkeit

von a, b und c.

2 2

at+c—va
2

+C

L osung”: Im Dreieck aBCH gilt BC=+a’+c? . GemiB Satz 3.3 gilt r, =

b+c—-+vb*+¢’

Ebenso gilt im aACH , dass AC =+b*+¢> und damit ist r,= 5

% vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 110
" vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 111
" vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 111
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4.11. Viele Kreise in zwei Rechtecken

Diese Aufgabe entstammt einem Sangaku im Miwa-Jinja-Schrein in der Stadt Nagano.”

D

C

Abbildung 35: Aufgabe Viele Kreisein zwei Rechtecken

Aufgabe™: oABCD und —EFBGsind Rechtecke. Die Kreise k,, k,, ki, ... k_ beriihren

=ABCD von innen, die Kreise k', kj, ki, ... k’ beriihren oEFBG von innen, wie in Abbil-

dung 35 zu sehen. Wenn AD =91 (sun), EG =75 (sun) und GB— AB =5 (sun), finde man
m und n.

Anmerkung: sun ist ein altes japanisches Mal3, 1 sun = 3,3 cm

L osung’: Es gilt die diophantische Gleichung 75n—91m=>5 zu Isen.

Die homogene Gleichung ist 75n—91m=0 bzw. 75n=91Im. Da 75 und 91 teilerfremd sind,
lauten die Losungen der homogenen Gleichung m, =75k und n, =91k fiir ke Z .

Nun gilt es, mithilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus eine partikuldre Losung der
inhomogenen Gleichung zu finden.

91=1-75+16

75=4-16+11

16=1-11+5

11=2-5+1

5=5-1+0

Es folgt 1=11-2-5=11-2(16-11)=3-11-2-16=3-(75-4-16)-2:16 =3-75-14-16 =
=3-75-14-(91-75)=17-75-14-91

Die Gleichung 17-75-14-91=1 multipliziert mit 5 fiihrt zu 85-75-70-91=35, was wiede-

rum bedeutet dass m, =70 und n, =85 eine partikuldre Losung der Gleichung ist.

Alle Losungen findet man durch Summieren der homogenen mit der partikuldren Losung:

m=75k+70, n=91k+85 wobei ke N,da mn>0.

2 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 82
7 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 85
™ Losungsweg des Autors dieser Diplomarbeit
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4.12. Ein Rechteck und vier Kreise in zwei Kreisen

Diese Aufgabe entstammt einem Sangaku im Suwa-Taisha-Shimosha-Schrein in der Stadt

Shimosuwa in der Prifektur Nagano.”

Abbildung 36: Aufgabe Ein Rechteck und vier Kreisein zwei Kreisen

Aufgabe’’: Der Mittelpunkt M, des Kreises k,[M,;r,] liegt auf der Kreislinie des Kreises
k. [M,;1,]. Die Eckpunkte des Rechtecks =ABCD beriihren die Kreise k, und k, wie in Ab-

bildung 36 zu sehen. Der Kreis k;[M,;r,] beriihrt die Strecke AD in ihrem Mittelpunkt und
den Kreisbogen AD . Der Kreis K,[M,;r,] beriihrt die Strecke BC in ihrem Mittelpunkt und

den Kreisbogen BC. Der Kreis K,[M,;r,] beriihrt AB sowie die Kreise k; und k, von in-
nen. Der Kreis k,[M,;r,] beriihrt CD sowie die Kreise k; und k, von innen.

Man finde die Gleichung fiir r; in Abhéngigkeit von r,.

7 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 248
76 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 251
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Losung’”: Sei a= BC . Laut Satz des Thales ist das Dreieck aM EC rechtwinkelig.

Abbildung 37: Losung Ein Rechteck und vier Kreisein zwei Kreisen

2
Der Kathetensatz im Dreieck aM,EC besagt dass [gj =(2r,—2r,)-2r,, was sich zu

a’ =16r,(r,—r,) umformen lésst.

2 2
Im Dreieck aMM,M, gilt laut Lehrsatz des Pythagoras (r,—r,)" = (51] + (§+ rzj , was

sich wiederum zu 3r” —8r,r, —a’ —4ar, = 0 umformen lésst.

Ersetzt man hier nun @’ =16r, (1, —r,), so wird daraus

3r —8nr, —16r,(r,—r,)—4r,,/16r,(r,—1,) =0.

Diese Gleichung wird nach Umformung zu

3r7 =24rr, +16r,” =16r,,r, (1, —1,) .

Quadrieren und weitere Umformung fiihrt zur gesuchten Gleichung:

ort —144r’r, + 672171} —=1024r,r,) + 5121, =0

Numerische Losungen der Gleichung kénnen nun z.B. mit Hilfe eines Computeralgebrasys-
tems ermittelt werden. Dazu dividiere man die gesamte Gleichung durch r,' und ersetze

/N q. Es entsteht die neue Gleichung: 99" —144q’ +672¢° —1024q+512 =0 . Der Computer

3
liefert die Losungen (=4.67021 oder (=9,08222, was wiederum bedeutet, dass
I, =4.67021r, oder r, =9,08222r,.

"7 in Anlehnung an Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 251
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4.13. Ein Rhombus im Trapez

Diese Aufgabe entstammt einem Sangaku aus dem Kogenji-Kannondod-Tempel in der Stadt

8
Nagano.7

Abbildung 38: Aufgabe Ein Rhombus im Trapez
Aufgabe’: ABCD ist ein Trapez mit #BAD = Z/CBA=90°. AD=a, BC=b und AB=h.
EBFD ist ein Rhombus mit F auf der Strecke CD.
Man finde die Seitenlinge des Rhombus DE = x in Abhiingigkeit von a, b und h.
Losung™: Zunichst werden die Punkte G, M und N sowie entsprechende Hilfslinien und

der Winkel = ZBDC wie in Abbildung 39 eingezeichnet.

D

Abbildung 39: Losung Ein Rhombusim Trapez

8 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 117
7 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 118
% in Anlehnung an Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 118
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Im Dreieck aCDG ergibt der Lehrsatz des Pythagoras CD = (a- b)2 +h*.

Ebenso erhilt man im Dreieck aABD , dass BD= Jai+h'.

Im rechtwinkligen Dreieck ACDN gilt cosa = % .

Anwendung des Kosinussatzes im Dreieck aBCD liefert b* = BD +CD —2-BD-CD-cosa.

Ersetzt man nun @, CD und cos « , so erhilt man
b’=a’+h’+(a—b)’ +h*—2-va’ +h* -DN

_ 2 2
Umgeformt ergibt dies DN = m.
va’ +h’

Nun betrachte man die dhnlichen Dreiecke ADMF und aDNC :

— = — vai+h a’—ab+h 2
Hier gilt DM : DF = DN : DC, also IX= :y(a=b) +h*.
2 Jai+h’ (a-b)

(& +1*)y/(a=b) +I’ |

2(a2—ab+h2)

Umformung ergibt das gesuchte X=

4.14. Ein , Oval“, zwei Rhomben und deren Inkreise

Diese Aufgabe entstammt einem Sangaku aus dem Kogenji-Kannondod-Tempel in der Stadt

81
Nagano.

Cc | D

Abbildung 40: Aufgabe Ein ,, Oval*, zwel Rhomben und deren Inkreise

81 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 117
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Aufgabe™: k[M;r,] und k,[M,;1,] sind Halbkreise. ABCG und FGDE sind kongruente
Rhomben. ABCG beriihrt k, von innen, FGDE beriihrt k, von innen. Die Kreise K, [M,;T, |
und K, [M,;r,] sind den beiden Rhomben ABCG und FGDE eingeschrieben.

Wenn BE =a und HI =b, finde man r, und AB=x in Abhingigkeit von a und b.

Losung™: Das Dreieck aABC ist dem Kreis k, eingeschrieben, sodass der Sehnensatz (siehe

Kapitel 3.6) angewandt werden kann: BM, -(2r1 -BM ) AM, -CM, . Ersetzt man BM —%
. 2
2r, =b und CM, = AM,, so erhilt man %(b—%} = AM32 bzw. AM32 :%_?_6'

a

Abbildung 41: Losung Ein ,, Oval*, z2wei Rhomben und deren I nkreise

Der Lehrsatz des Pythagoras angewandt im Dreieck A ABM; liefert AB = AM32 + BM32,

a> (aY . J .
also X’ =———+ (Zj , was wiederum zu X= ?ab , dem ersten Teil der Losung, fiihrt.

Der Flacheninhalt des Rhombus ABCG ldsst sich sowohl iiber die Diagonalen mithilfe von

A=—-AC-BG, als auch iiber Seite und Hohe mithilfe von A = x-2r, berechnen.

L
2

— 2 —
Da AC=2-AM, = 2,/%—?—6 und BG=2 ist, liefert Gleichsetzen der beiden Flachenin-

2
haltsformeln: —-2 @—a—-é \/7
2 V4 16 2 2

Umformen fiihrt zum zweiten Teil der Losung: 1, = 8%)\/ 4b* —ab .

82 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 119
%3 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 119
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4.15. Ein Dreieck im Kreis

Diese Aufgabe entstammt einem Sangaku aus dem Yusawa-jinja-Schrein im Dorf Nozawa-

A
h g

Abbildung 42: Aufgabe Ein Dreieck im Kreis

Spa in der Prifektur Nagano.*

AufgabeSS: Das Dreieck aABC ist dem Kreis k[M;r] eingeschrieben. Wenn Z/BAC =« ,

ZBCA= /3, finde man BC und AB in Abhingigkeit von ¢z, £ und r.

Losung™: Laut Peripheriewinkelsatz (siche Kapitel 3.4) ist ZBAC=2/BDC =« (siche Ab-
bildung 43).

Abbildung 43: Losung Ein Dreieck im Kreis

Das Dreieck aBDC ist gemil} des Satzes von Thales ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypote-

nuse CD = 2r . In diesem Dreieck gilt sina = E—g ,also BC =2rsine.

Analog ldsst sich AB =2rsin S herleiten.

8 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 198
% vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 200
% vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 200
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4.16. Viele in sich verschlungene Kreise

Diese Aufgabe entstammt einem Sangaku aus dem Tenmangti-Schrein im Dorf Kijimadaira in

der Prifektur Nagano."’

Abbildung 44: Aufgabe Vielein sich verschlungene Kreise
Aufgabe®: Der Mittelpunkt des Kreises k [M;r,] liegt auf der Kreislinie von k,[M,;r,] und
umgekehrt. Der Kreis k [M;r,] beriihrt sowohl k, als auch k, von innen. Die Kreise
k [M;1,], k [M,:n,], k[Mg;r,] und k,[M.;r,] beriihren k; von auBen. Die Gerade M M,
und die Gerade M, M, schneiden einander im Punkt M. im rechten Winkel. Der Kreis
k,[Mg;r,] beriihrt die Kreise k,, k, und k, von auBen. Analog beriihren die Kreise
Ky [Mgsn, ], Ko[My:n ], K [M,;1,] die iibrigen Kreise k , bzw. k;, ,, wie in Abbildung 44

zu sehen.

Man finde r, in Abhédngigkeit von r,, wenn r, = 2r,.
Losung™: Die Losung wird am Beispiel des Kreises Kk, durchgefiihrt. Es gilt zu erkennen,
dass M, auf der Winkelsymmetrale von Z/M M. M, liegt, da M, von M, und M, gleich-

weit entfernt ist. Daraus folgt, dass ZM MM, =45° und ZM,M M, =135°.

Sei MM, = X. Nun betrachte man die Dreiecke aM,M M, und aM,M M, und verwende in

beiden den Kosinussatz.

%7 vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 191
% vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 196
¥ Losungsweg des Autors dieser Diplomarbeit
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Abbildung 45: Losung Abbildung 46: vergrofierte Losung
Vielein sich verschlungene Kreise Vielein sich verschlungene Kreise

sMM M, : (r,+1,)" =X +(2r,)" =2-X-2r, - cos 45°
& =32 +2nn 412 =X —2421,x 4)
aM,M M, (21, +1,)" =X +12 =2-X-1, -cos 135°
& 3r24anrn +r2 =X +421,x (5)
Subtrahieren von (5) — (4) liefert: 6r2 +2r,r, =3/2r,x

_6r, +2r,

W2
or, +2r, 6r, +2r,
Setzt man X in (4) ein, erhdlt man: 3r, +4r,r, +1] = ( j \/_
RN 2

& T +18n,r, -9 =0
Die Losungen dieser quadratischen Gleichung lauten:

I =%r2 (bzw. r,=-3r,)

Da r, jedoch in Abhéngigkeit von r, gesucht ist, ersetze man nun noch r, = El und man erhalt

die Losung I, = % r.
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4.17. Drei Kreise im Kreis

Diese Aufgabe entstammt einem Sangaku aus dem Jahre 1811 und wurde in der Préifektur

Nagano gefunden.”

Abbildung 47: Aufgabe Drei Kreiseim Kreis
Aufgabe’': Drei gleich groBe Kreise k [M,;r,], k,[M,;r,] und k,[M,;r,] beriihren einander
von auBen und einen vierten Kreis k,[M,;r,] von innen.
Man finde r, in Abhingigkeit von r,.
Losung™ Das Dreieck aM ,M,M, ist gleichseitig. M, ist sein ,,Mittelpunkt, in dem

Schwerpunkt, Inkreismittelpunkt, Umkreismittelpunkt und Hohenschnittpunkt zusammenfal-

len.

Abbildung 48: Losung Drei Kreiseim Kreis

Als Schwerpunkt teilt M, die Strecke FM, im Verhéltnis 1:2, wodurch M M, % FM, .

FM, lésst sich dank Pythagoras im Dreieck aAFM M, berechnen: FM, = \/§r1 .

Der grof3e Radius ist r, =M ,M, +1, =

:g G+ 3+§x/_

3(3-2

) r=(2V3-3)r,

Das bedeutet, dass r, = r
U323 9-12

% vgl. Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 92
! vgl. Fukagawa / Pedoe (1989) - Japanese Temple Geometry Problems: S. 16
%2 Losungsweg des Autors dieser Diplomarbeit
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4.18. Drei Quadrate im Dreieck

Diese Aufgabe entstammt einem Sangaku, welches im Tennenji-Kannondo-Tempel im Dorf

Kijimadaira in der Prifektur Nagano gefunden wurde.”

Abbildung 49: Aufgabe Drei Quadrate im Dreieck

Aufgabe’: AABC ist ein gleichseitiges Dreieck. Drei kongruente Quadrate ,beriihren
~ABC von innen, wie in Abbildung 49 zu sehen ist. Weiters ,,beriihren* diese drei Quadrate
einander in den Punkten J, K und L.

Wenn die Seite des Dreiecks a ist und die Seite der Quadrate X ist, finde man X in Abhin-
gigkeit von a.

Losung™: Die kleinen Dreiecke aBEF, aCGH , aADI und aJKL sind ebenfalls gleichsei-

tig mit Seitenlédnge X. Sei FG=HI =DE= y.

E H

Abbildung 50: Lésung Drei Quadrateim Dreieck
Zunichst liegt der Fokus auf dem Dreieck aFGK :
Der Winkel ZGFK =180°—(ZEFB+ AKFE) =180°— (60° + 90°) =30° ist gleich dem Win-
kel ZKGF .

Der Winkel ZFKG lisst sich tiber die Winkelsumme im Dreieck berechnen:
/FKG=180°-2-30°=120°.

% vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 178
% vgl. Eiichi et al. (2003) - Japanese Temple Mathematical problems in Nagano Pref. Japan: S. 180
% Losungsweg des Autors dieser Diplomarbeit
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y

. . . . X .
Der Sinussatz angewandt im Dreieck aGFK liefert — =— , was wiederum zu
sin30°  sinl120°

y= J3x fiihrt.

Die Seite a des groflen Dreiecks setzt sich aus a=2x+Yy zusammen. Ersetzt man nun Yy, so
ergibt sich a=2Xx+ J3x= (2 + \/g) X, was nach X umgeformt zur Losung fiihrt:

. _ald)

T+ 3 4-3

X

:(2—\/§)a
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5. Sangaku in der Schule

In diesem Kapitel werden einige Ideen fiir die Behandlung von Sangaku im Mathematikunter-
richt vorgestellt. Es sollen Lehrerinnen und Lehrern Anreize gegeben werden, wie und in wel-

chen Zusammenhdngen Sangaku in die Schule Einzug finden kdnnten.

5.1. Was sagt der Lehrplan?

Dieses Kapitel stellt zuerst den Osterreichischen Lehrplan der AHS (in den Fassungen vom
11. Mai 2000 fiir die Unterstufe bzw. 8. Juni 2004 fiir die Oberstufe) kurz vor. Dann zeigt es
auf, in welchen Bereichen des Lehrplans Sangaku einen Platz finden und damit im Regelun-
terricht bzw. auch im Wahlpflichtfach Mathematik ihre Berechtigung haben.

Der 0Osterreichische Lehrplan fiir allgemeinbildende hohere Schulen ist in mehrere Teile ge-
gliedert.

Der allgemeine Teil”® gilt sowohl fiir die AHS-Unterstufe als auch fiir die AHS-Oberstufe in
allen Fachern. Dieser allgemeine Teil gliedert sich wiederum in drei Teile. Im ersten Teil wird
das ,,Allgemeine Bildungsziel*“ formuliert, im zweiten Teil werden ,,Allgemeine didaktische
Grundsitze* besprochen und der dritte Teil handelt von der ,,Schul- und Unterrichtsplanung®.

Nach dem allgemeinen Teil folgen die Stundentafeln und im letzten Teil sind die Lehrpldne
der einzelnen Unterrichtsgegenstiande verankert.

In diesem Kapitel werde ich zuerst auf den allgemeinen Teil, danach auf die Mathematik-

Lehrpline fiir AHS-Unterstufe’”, AHS-Oberstufe’® und das Wahlpﬂichtfach99 eingehen.

5.1.1. Allgemeiner Teil des Lehrplans

Der erste Teil ,,Allgemeines Bildungsziel“ behandelt den ,,gesetzlichen Auftrag® der allge-
mein bildenden hoheren Schule, wonach ,,eine umfassende und vertiefende Allgemeinbildung
zu vermitteln ist®. In den ,,Leitvorstellungen werden einige wichtige Bereiche angesprochen,
die im Unterricht Beriicksichtigung finden sollen, wie z.B. interkulturelle Begegnung, Chan-
cengleichheit, Weltoffenheit, Gleichstellung der Geschlechter, ... Die ,,Aufgabenbereiche der
Schule* werden im folgenden Abschnitt grob in ,,Wissensvermittlung®, ,,Kompetenzen* und
,»Religids-ethisch-philosophische Bildungsdimension® unterteilt. In der folgenden Passage

werden die ,,Bildungsbereiche* erldutert, welche neben dem Fachwissen der einzelnen Unter-

% https://www.bmb.gv.at/schulen/unterricht/Ip/11668 _11668.pdf (12. November 2016)

°7 https://www.bmb.gv.at/schulen/unterricht/Ip/ahs14_789.pdf (12. November 2016)

% https://www.bmb.gv.at/schulen/unterricht/Ip/Ip_neu_ahs_07_11859.pdf (12. November 2016)
% https://www.bmb.gv.at/schulen/unterricht/Ip/Ip_neu_ahs 29 11884.pdf (12. November 2016)
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richtsgegenstinde eine Grundlage fiir alle Facher bieten sollen. Dabei geht es um die Bereiche
»Sprache und Kommunikation®, ,,Mensch und Gesellschaft®, ,,Natur und Technik*, , Kreativi-

tat und Gestaltung® sowie ,,Gesundheit und Bewegung*.

Im zweiten Teil ,,Allgemeine didaktische Grundsétze™ werden mehrere Grundsitze aufgezéhlt
und beschrieben, welche bei der Planung und Durchfiihrung des Unterrichts Beachtung finden
sollen. Im Hinblick auf Sangaku im Unterricht erscheinen folgende davon wesentlich:

Im zweiten Punkt ,Interkulturelles Lernen® ist beispielsweise zu lesen ,,Aber es geht auch
darum, Interesse und Neugier an kulturellen Unterschieden zu wecken, um nicht nur kulturel-
le Einheit, sondern auch Vielfalt als wertvoll erfahrbar zu machen.* Der grofte kulturelle Un-
terschied zwischen Osterreich und Japan in der Edo-Zeit diirfte wohl die Tatsache sein, dass
die Mathematik der Sangaku als Freizeitbeschiftigung von allen Volksgruppen angesehen
wurde und somit einen viel hoheren Stellenwert in der japanischen Kultur hatte.

Der vierte Grundsatz des Lehrplans lautet ,,Forderung durch Differenzierung und Individuali-
sierung®. Dieser lédsst sich aufgrund der stark variierenden Schwierigkeitsgrade der Sangaku
leicht berticksichtigen. Es ist moglich, den Schiilerinnen und Schiilern Wahlmoglichkeiten beti
den Aufgaben zu geben. Auch die Bearbeitung der Aufgaben in Partner- oder Gruppenarbeit
bietet eine gute Moglichkeit der Differenzierung, bei der sich die Lernenden gegenseitig un-
terstiitzen konnen. Besonders motivierte Schiilerinnen und Schiiler erstellen womdoglich selbst
ihre individuellen Sangaku-Aufgaben, welche sie dann dem Rest der Klasse prasentieren wol-
len. Sangaku bieten also ein breites Feld fiir den Grundsatz der ,,Férderung durch Differenzie-
rung und Individualisierung*.

Der sechste Grundsatz lautet ,,Stiarken von Selbsttétigkeit und Eigenverantwortung®. Hier liest
man z.B. ,,Im Unterricht ist [...] die selbsttitige und selbststindige Form des Lernens beson-
ders zu fordern. Dafiir bieten sich auch projektartige und offene Lernformen an.* Etwas spater
heiBit es ,,Schiilerinnen und Schiiler sind in zunehmendem Ausmal} zu befdhigen, addquate
Recherchestrategien anzuwenden und Schulbibliotheken, 6ffentliche Bibliotheken sowie an-
dere Informationssysteme real und virtuell zur selbststdndigen Erarbeitung von Themen in
allen Gegenstéinden zu nutzen.“ Somit wére eine Mdglichkeit, die Schiilerinnen und Schiiler
selbst den historischen Hintergrund von Sangaku recherchieren und in Form von kleinen Re-
feraten prasentieren zu lassen. Auch die Bearbeitung von Sangaku-Aufgaben kann im Format
des offenen Lernens erfolgen. Viele unterschiedliche Aufgaben werden den Schiilerinnen und
Schiilern angeboten und sie selbst wihlen, welche sie bearbeiten wollen. Thre Ergebnisse kon-

nen Sie dann im Klassenverband prisentieren.
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Dies waren nur einige Ideen, um die allgemeinen didaktischen Grundsitze umzusetzen. Der

Phantasie der Lehrkréfte sind natiirlich keine Grenzen gesetzt.

Im dritten Teil des Lehrplans ,,Schul- und Unterrichtsplanung® werden neben Vorgaben, wie
eine Unterrichtsplanung anzulegen ist, auch Maodglichkeiten erldutert, schulspezifische
Schwerpunkte zu setzen. Es wird die Einteilung des Lehrplans in ,,Kern- und Erweiterungsbe-
reiche® erldutert, wonach zwei Drittel der Unterrichtszeit fiir Themengebiete aus dem klar
definierten Kernbereich zu verwenden sind und das restliche Drittel fiir ein vom Lehrer oder
facheriibergreifendem Team von Lehrern festgelegtem Erweiterungsbereich zu verplanen
sind. Es ist dadurch also leicht méglich, Sangaku im Erweiterungsbereich zu verankern und
diese im Unterricht zu behandeln.

Der fiinfte Punkt im Teil ,,Schul- und Unterrichtsplanung® lautet ,,Féacheriibergreifender und
facherverbindender Unterricht”. Hier wird erldutert, dass der traditionelle Fachunterricht
durch Spezialisierung der Lehrkrifte zwar weiterhin besteht, aber viele Themenbereiche nur
durch ein Zusammenwirken mehrerer Unterrichtsgegenstinde bewiéltigt werden konnen. Es
besteht die Moglichkeit des fiacherverbindenden Unterrichts, wobei ,,Lehrerinnen und Lehrer
im Rahmen ihres Fachunterrichts mogliche, die Fachgrenzen {iberschreitende Sinnzusammen-
hinge herzustellen” haben. Die andere Moglichkeit ist der facheriibergreifende Unterricht, bei
dem zu einem Thema ,,z.B. im Sinne des Projektunterrichts® unterschiedliche Fiacher ihren
Beitrag dazu leisten kdnnen. Auch hierfiir eignen sich Sangaku sehr gut, da nicht nur Mathe-

matik sondern auch Geschichte, Religion und Kunst eine Rolle spielen.

5.1.2. Mathematik-Lehrplan der AHS-Unterstufe

Im Mathematik-Lehrplan der AHS-Unterstufe wird zuerst die ,,Bildungs- und Lehraufgabe®
definiert, danach werden die ,,Didaktische[n] Grundsétze* diskutiert und zuletzt erfolgt die
Auflistung des ,,Lehrstoff[s]*“. Der Lehrstoff selbst wird fiir jede Klasse separat angegeben
und gliedert sich jeweils in ,,Arbeiten mit Zahlen und MaBlen®, ,,Arbeiten mit Variablen®,
,»Arbeiten mit Figuren und Koérpern® sowie ,,Arbeiten mit Modellen, Statistik®.

Bei Betrachtung des Lehrstoffs 14sst sich feststellen, dass vermutlich frithestens in der dritten
Klasse, wahrscheinlich aber erst in der vierten die Behandlung von Sangaku erfolgreich statt-
finden kann. Ein wesentlicher Satz zur Losung der meisten Sangaku ist der Lehrsatz des Py-
thagoras und erst in der dritten Klasse steht ,,den Lehrsatz des Pythagoras fiir Berechnungen
in ebenen Figuren nutzen kdnnen®. Aber auch hier wird es vermutlich zu friih sein, da erst in

der vierten Klasse ,,Berechnungsmoglichkeiten mit Variablen darstellen konnen™ im Bereich
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,Arbeiten mit Figuren und Korpern® angesiedelt ist. Somit liegt es nahe, dass die ersten Sang-

aku erst in der 4. Klasse geldst werden konnen.

5.1.3. Mathematik-Lehrplan der AHS-Oberstufe

Auch im Mathematik-Lehrplan der AHS-Oberstufe wird zuerst die ,,Bildungs- und Lehrauf-
gabe* definiert, danach werden wieder die ,,Didaktische[n] Grundsétze* diskutiert und zuletzt
erfolgt erneut die Auflistung des ,,Lehrstoft[s]*. Wiederum wird der Lehrstoff fiir jede Klasse
separat angegeben.

Die fiinfte Klasse eignet sich vermutlich am besten, um sich intensiver mit Sangaku zu be-
schéftigen, da hier das Kapitel ,,Trigonometrie* mit den Punkten ,,.Definieren von sinc,
cose, tana fiir 0°< o <360°“ und ,,.Durchfiihren von Berechnungen an rechtwinkligen und
allgemeinen Dreiecken, an Figuren und Kdrpern (auch mittels Sinus- und Kosinussatz)“ vor-
kommt. Auch das Kapitel ,,Gleichungen und Gleichungssysteme* bei dem es um ,,Ldsen von
linearen und quadratischen Gleichungen in einer Variablen®, ,Losen von linearen Glei-
chungssystemen in zwei Variablen® und ,,Anwenden der oben genannten Gleichungen und
Gleichungssysteme auf inner- und auBBermathematische Probleme* geht, bietet sich fiir die
Einbindung von Sangaku in den Unterricht an.

In der sechsten Klasse findet man im Lehrplan kaum Gelegenheit, Sangaku einzubinden. Nur
im Kapitel ,,Folgen* wiirde sich z.B. die Sangaku-Aufgabe 4.2 anbieten.

In der siebenten Klasse lassen sich die Sangaku im Rahmen des ,,Losen von Extremwertauf-
gaben® im Kapitel ,,Differentialrechnung* verorten.

In der achten Klasse konnte theoretisch das ,,umfassende[...] Wiederholen, Vertiefen und
Vernetzen von Stoffgebieten kurz vor der Matura eine Moglichkeit bieten, mit Hilfe von
Sangaku einige Stoffgebiete miteinander zu vernetzen. Es erscheint jedoch angesichts des

normalerweise sehr groen Zeitdrucks eher unwahrscheinlich.

5.1.4. Lehrplan des Wahlpflichtfachs Mathematik

Der Lehrplan des Wahlpflichtfaches lésst sehr viele Freiheiten. Die Bildungs- und Lehraufga-
be ist es, ,,den Schiilerinnen und Schiilern geméal ihren Interessen eine Erweiterung bzw. Ver-
tiefung ihres Bildungshorizontes zu bieten.” Die didaktischen Grundsitze unterscheiden sich
nicht von jenen des Pflichtgegenstandes. Weiters wird erwéhnt, dass unter anderem der Arbeit
mit dem Computer eine zentrale Rolle beigemessen werden soll. Auch beim Lehrstoff ist an
erster Stelle zu lesen: ,,Wie Lehrplan des Pflichtgegenstandes Mathematik.* Danach werden
noch mogliche Themengebiete fiir die Erweiterung aufgezihlt: ,,Klassische Probleme der Ma-

thematik; geometrische Probleme; [...]; zahlentheoretische Probleme, [...]* In die hier aufge-
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zdhlten Bereiche passen Sangaku natiirlich auch. Somit bietet das Wahlpflichtfach den opti-
malen Rahmen, um sich intensiv iiber lingere Zeit mit Sangaku auseinanderzusetzen, sofern

die Schiilerinnen und Schiiler Interesse daran zeigen.

Abschliefend ist anzumerken, dass Sangaku natiirlich nirgendwo direkt im Mathematik-
Lehrplan verankert sind, sie jedoch an mehreren Stellen in unterschiedlichen Kontexten eine
Bereicherung fiir den Mathematikunterricht darstellen kénnen.

Da es schwierig ist, das Thema Sangku in nur einer Schulstufe zu verankern, wire es also eine
Uberlegung wert, die Sangaku als wiederkehrendes Element im Mathematikunterricht iiber
mehrere Schulstufen zu behandeln.

Beginnend in der vierten Klasse mit einfachen Aufgaben, die sich ausschlieBlich mithilfe des
pythagoreischen Lehrsatzes 16sen lassen, kann die Bearbeitung der Sangaku bis in die achte
Klasse fortgesetzt werden.

Nur bei der ersten Thematisierung in der vierten Klasse ist mehr Zeit einzuplanen, um auch
den historischen Hintergrund und Allgemeines iiber Sangaku zu besprechen. Spéater kann im-
mer wieder Bezug darauf genommen werden und sobald eine oder mehrere Aufgaben zum

aktuellen Lehrstoff passen, konnen diese einfach zwischendurch behandelt werden.
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5.2. Dynamische Geometrie mit GeoGebra

Die bereits zur Losung der Aufgabe 4.6 verwendete Software GeoGebra ,,ist eine kostenlose
dynamische Mathematiksoftware fiir Schiilerlnnen und Lehrerlnnen aller Altersstufen. Sie
verbindet Geometrie, Algebra, Tabellen, Zeichnungen, Statistik und Analysis in einem ein-
fach zu bedienenden Softwarepaket.“'® Das Programm erfreut sich mittlerweile groBer
Beliebtheit und ist bereits an vielen Osterreichischen Schulen im Mathematikunterricht im
Einsatz. Ein wesentlicher Vorteil des Programmes ist, dass bei allen ,,geometrischen Objekten
nicht nur die iibliche geometrische, sondern auch eine algebraische Schnittstelle zur Verfii-
«l01

gung“ " gestellt wird. Somit sind alle Objekte sowohl im Grafik-Fenster auf der rechten Seite

als auch im Algebra-Fenster links sichtbar. (sieche Abbildung 51)

’g} GeoGebra = | B i |
:Datei i Ansicht Eil Werkzeuge Fenster Hilfe Anmelden.. ‘
| NreERNEEE =]
DREENCEENER R i
| g 7 ol 7 : 7 -} | : 7 o) )|
| » Algebra (] | » Grafik [
| = Dreieck [}
® Vieleck1 =21.18 ; [
Punkt /\
® A=(0.86,1.12) /
® B=(0.04272) 5 y N\
® C=(5.06,7.12) / \\ .
Strecke 5 / N [
® a=593 b/ \
® b=732 i ] !
® c=834 /’ Vieleck1 \‘\ 4
3 y \,
i s I
// — B
/
1 |
A
0
1 o 1 3 4 5 [ 7 8 9 10
-1
Eingabe: =

Abbildung 51: GeoGebra-Screenshot
Dies ermoglicht es, auch mit den Objekten Berechnungen durchzufiihren. Diese Verkniipfung
von Algebra mit Geometrie bringt somit auch fiir die Bearbeitung von Sangaku grof3e Vortei-
le.
Die Erstellung neuer Objekte geschieht mithilfe der Werkzeuge in der oberen Werkzeugleiste.
Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Verwendung von GeoGebra sei auf die Internetseite

https://www.geogebra.org/manual/de/Anleitungen verwiesen.

Wie GeoGebra fiir Sangaku genutzt werden kann, wird nun anhand ausgewéhlter Aufgaben
gezeigt.
“B  Alle im Folgenden besprochenen GeoGebra-Dateien finden Sie auch unter

http://sangaku.geppel.at

19 http://www.geogebra.org/about (16. April 2016)
" https://de.wikipedia.org/wiki/GeoGebra (23. April 2016)

58



5.2.1. Aufgabe 4.1 mit GeoGebra

In Aufgabe ,,4.1 Drei benachbarte Kreise™ sind zwei sich beriihrende Kreise und eine Gerade,
welche Tangente beider Kreise ist, gegeben. Gesucht ist jener Kreis, der beide Kreise und die
Gerade bertihrt.

Das bedeutet zuerst miissen in GeoGebra die beiden gegebenen Kreise sowie die Tangente

konstruiert werden. z.B. wihlt man r, =4 und r, =3 (siche Abbildung 52)

Abbildung 52: GeoGebra: Ausgangssituation der Aufgabe 4.1
Da nun nicht bekannt ist, wie grof3 r, sein soll, kann man hierfiir einen Schieberegler erstel-
len. Das Werkzeug ,,Schieberegler” verlangt nach einem Namen fiir die Variable und einem

Intervall in dem sich die Variable befinden soll. In unserem Fall erscheint r, € [0;2] sinnvoll.

Die Schrittweite mit der r; variieren soll ist vermutlich mit 0.01 gut gewdhlt.

r .
Schisberegler |
MName

3

@ Zahl
) Winkel

© GanzeZahl [ zumaliig

Intervall
min: |0 mac |2 Schrittweite: |0.01
[k

Abbildung 53: GeoGebra: Schieberegler erstellen
Es erscheint der Schieberegler mit welchem r; variiert werden kann. Nun muss noch der Mit-
telpunkt M, des Kreises K, konstruiert werden. Dazu erstellt man einen Hilfskreis mit Mittel-
punkt M, und Radius r, +r;. Hierzu verwende man das Werkzeug ,,Kreis mit Mittelpunkt und
Radius* und klicke auf M, . Danach wird der Radius r 1+r 3 eingegeben. Bei Bewegung

des Schiebereglers variiert die Grofe des neuen Hilfskreises.

Nun kann man entweder einen zweiten Hilfskreis um M, mit Radius r, +r; konstruieren oder

man konstruiert eine zu g parallele Hilfsgerade im Abstand von I, .
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Egal wofiir man sich entscheidet, der Schnittpunkt der beiden Hilfsobjekte soll der Mittel-

punkt M, des gesuchten Kreises werden. Zuletzt muss also nur noch der Kreis k, mit Mittel-
punkt M, und Radius r; erzeugt werden.

Durch Bewegung des Schiebereglers variiert ; und damit die ganze Konstruktion. Auf diese

Weise ldsst sich ndherungsweise der passende Kreis und damit der passende Radius finden.

(siehe Abbildung 54)

ry =055 ;=086

Abbildung 54: GeoGebra: Schieberegler verwenden
Mit GeoGebra ist es damit moglich, den Schiilerinnen und Schiilern ein Gefiihl dafiir zu ge-
ben, dass ein solcher Kreis iiberhaupt existiert und dass man ihn finden kann. Hat man ihn
rechnerisch schon gefunden (beispielsweise gemill Losungsweg in Kapitel 4.1), so kann er
auf diese Weise natiirlich auch numerisch tiberpriift werden. Klickt man im Algebra-Fenster

doppelt auf r,, so hat man die Mdglichkeit, die Variable neu zu definieren. Schreibt man also

r 3=1/(1/sqgrt(r 1)+1/sqgrt(r 2)) "2, so verschwindet der Schieberegler und der
Kreis k, hat exakt die richtige Grofe.

5.2.2. Aufgabe 4.6 mit GeoGebra

Die Aufgabe ,,4.6 Ein Fiinfeck und fiinf Rechtecke im Kreis* ist im Wesentlichen eine Ext-
remwertaufgabe, wie sie in der 7. Klasse AHS gestellt werden kann. Es geht darum, die Seite
eines Rechtecks zu finden, sodass der Flicheninhalt maximal wird. Um ein Gespiir dafiir zu
bekommen, dass sich der Flacheninhalt tatsdchlich in Abhingigkeit von der Seitenldnge an-
dert und es einen Maximalwert gibt, kann wiederum der Schieberegler helfen.

Die Seitenldnge des Rechtecks variiert von 0 bis r . Der Flacheninhalt des Rechtecks kann mit

Hilfe eines Textfeldes angezeigt werden. (siche Abbildung 55)

60



X

® x

®
r =1 r=1
x =0.3087 E x=0.8017 E
y=0.77557 E y=0.36442 E
A =0.23942 E? A=0.29216 E?

Abbildung 55: GeoGebra: Aufgabe 4.6

Da das Erstellen dieser GeoGebra-Datei relativ aufwéndig ist, wird es im Unterricht besser
sein, einfach die fertige Datei (die Sie online finden) zu verwenden, um die Situation zu ver-

anschaulichen.

5.2.3. Aufgabe 4.8 mit GeoGebra
Ganz dhnlich ist auch die Extremwertaufgabe ,,4.8 Ein Quadrat im Rhombus®. Der Parame-
ter t kann tiber den Schieberegler so lange variiert werden, bis der maximale Flacheninhalt

gefunden ist. (siche Abbildung 56)

t=1.32 t=266 c
3 e

a=5 a=5

t=1.32 c t=266

x=1.87 x=3.76

A(t) =9.25 A(t) =837

B D

Abbildung 56: GeoGebra: Aufgabe 4.8

Auch diese Datei finden Sie online, um sie im Unterricht einsetzen zu konnen.
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5.3. Konstruktion mit Zirkel und Lineal

In der Sangaku-Tradition Japans wurde in erster Linie nach algebraischen Losungen der Auf-
gaben gesucht. Eine weitere, damit verwandte, aber andere Fragestellung, der man sich im
Unterricht widmen kann, ist die Konstruierbarkeit der Sangaku. Schon in der Antike stellten
sich viele europdische Mathematiker die Frage nach der Konstruierbarkeit von geometrischen
Figuren ausschlieBlich mit Hilfe von Zirkel und Lineal. Heute weifl man, dass folgende algeb-
raischen Operationen mittels Zirkel und Lineal immer konstruiert werden kdnnen: Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division zweier Zahlen sowie das Quadratwurzelziehen einer
nichtnegativen Zahl.

Da der GroBteil der Sangaku in ihren algebraischen Losungen ausschlieBlich diese grundle-
genden Rechenoperationen verwendet, eignen sich diese hervorragend, um die Konstruktion

mit Zirkel und Lineal an ihnen zu erproben.

5.3.1. Erklarung der Konstruktion der Grundrechnungsarten
Im Folgenden ist die Vorgehensweise bei den vier Grundrechnungsarten sowie beim Quad-

ratwurzelziehen kurz erliutert.'”

5.3.1.1. Addition

Um zwei Zahlen a und b zu addieren, zeichne man zuerst eine Gerade. Auf dieser Geraden

wird die Strecke a= AA, abgeschlagen. Von deren Endpunkt A, =B, schlage man nun die

Strecke b= BB, ab. Die Strecke AB, entspricht der Zahl a+Db.

Aq Ay=B, B,

Abbildung 57: Konstruktion der Summe zweier Zahlen

5.3.1.2. Subtraktion

Die Differenz zweier Zahlen a und b wird konstruiert, indem man zuerst die Strecke

a=AA auf einer Geraden abschldgt und danach von deren Endpunkt A =B, in die entge-

gengesetzte Richtung die Strecke b= BB, abschligt. Die Strecke AB, entspricht der Zahl
a—b.

192 yl.: https://de.wikipedia.org/wiki/Konstruktion mit Zirkel und Lineal#Algebraische Operationen
(20. Mérz 2016)
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Aq B, A,=B,

Abbildung 58: Konstruktion der Differenz zweier Zahlen

5.3.1.3. Multiplikation

Um die Zahlen a und b zu multiplizieren, gehe man wie folgt vor: Von einem Punkt S aus-
gehend zeichne man zwei Strahlen. Auf dem einen Strahl schlage man die Strecke a=SA
sowie eine Strecke SE mit Lénge 1 von S ausgehend ab. Am anderen Strahl wird die Stre-

cke b=SB aufgetragen. Man verbinde E mit B durch eine Gerade und verschiebe diese

parallel durch A. Der Schnittpunkt dieser parallelen Gerade mit dem zweiten Strahl sei C.
Die Strecke SC entspricht der Zahl a-b.
Begrundung: Gemédl Strahlensatz gilt SE:SA=SB:SC, also l:a=b:SC, woraus

=ab folgt.

o
m

a

Abbildung 59: Konstruktion des Produkts zweier Zahlen

5.3.1.4. Division

. a . . . .
Um den Quotienten b zu konstruieren, zeichne man von einem Punkt S ausgehend zwei

Strahlen. Auf dem einen Strahl schlage man die Strecke a=SA ab. Am anderen Strahl wird

die Strecke b= 3B sowie eine Strecke SE mit Lange 1 von S ausgehend aufgetragen. Man

verbinde A mit B durch eine Gerade und verschiebe diese parallel durch E. Der Schnitt-

punkt dieser parallelen Gerade mit dem ersten Strahl sei C. Die Strecke C entspricht der
Zahl 2.
b

a

Begrundung: Geméal Strahlensatz gilt SC:SA=SE:SB, also SC:a=1:b, woraus §:E

folgt.
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Abbildung 60: Konstruktion des Quotienten zweier Zahlen

5.3.1.5. Quadratwurzelziehen

Die Quadratwurzel einer Zahl a wird konstruiert indem man auf einer Geraden die Strecke

E.E, mit Linge 1 abschlidgt und von E, = A die Strecke a= AA, auftrigt. Man errichte nun
iiber E/A einen Halbkreisbogen und lege durch A die Senkrechte auf E A . Der Schnitt-

punkt dieser Senkrechten mit dem Halbkreisbogen sei S. Die Strecke A_S entspricht der Zahl

Va.

Begrundung: Das Dreieck aE/A 'S ist gemél Satz von Thales rechtwinkelig mit der Hohe

A_S und den Hypotenusenabschnitten EE, =1 und AA =a. Laut Hohensatz ist A_S2 =Il-a

und damit A_S =a.

Abbildung 61: Konstruktion der Quadratwurzel einer Zahl

5.3.2. Konstruktion einer Sangaku-Aufgabe
Exemplarisch sei hier die Aufgabe 4.1 , Drei benachbarte Kreise” ausgewéhlt, um die Vor-

gehensweise zu erldutern.

Aufgabe: Die Kreise k [M;r,] und k,[M,;r,] beriihren einander von auBen und sie beriih-

ren die Gerade g. Man konstruiere jenen Kreis k,[M,;r,], der sowohl die beiden Kreise k,

und Kk, als auch die Gerade g beriihrt (siche Abbildung 62).
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Abbildung 62: Konstruktionsaufgabe Drei benachbarte Kreise

1 1 1
L.Osung: Aus der Aufgabe 4.1 ist bekannt, dass = + gilt, was wiederum bedeutet,
NN

dass I, =——— . Dieser Ausdruck ldsst sich geometrisch konstruieren, da nur die

LI
N
Grundrechnungsarten, das Wurzelziehen und das Quadrieren (welches als Multiplikation mit

sich selbst ebenfalls konstruiert werden kann) darin vorkommen.

Um r; zu konstruieren, ist es zuerst notwendig \/E und /I, , wie in Abbildung 63, zu kon-

struieren.

Abbildung 63: Konstruktion der Quadratwurzeln der Radien

In Abbildung 64 werden die Kehrwerte davon, also % und % , konstruiert.
r r,

1

vy vy

f 1

1 S sw—

1 ' 1

Abbildung 64: Konstruktion der Kehrwerte der Quadratwurzeln

1 1
Deren Summe, also T+T , wird wie in Abbildung 65 konstruiert.
rl r2
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VT

Y
I:

1 -

Abbildung 65: Konstruktion der Summe der Kehrwerte

Danach folgt das Quadrieren, also die Konstruktion der Multiplikation mit sich selbst, um den

Ausdruck zu erhalten. (siche Abbildung 66)

pae|

Vim0 1

Abbildung 66: Konstruktion des Quadrats der Summe

Zuletzt muss nun erneut der Kehrwert gebildet werden, wodurch man I, = er-

1 1
- + -
i f

hilt. (siche Abbildung 67)

Abbildung 67: Konstruktion des Kehrwerts des Quadrats
Da r, nun bekannt ist, ist es moglich einen Kreis k, mit Mittelpunkt M, und Radius 1, +r1, zu
konstruieren. Weiters wird eine Gerade h parallel zu g im Abstand von r, benétigt. Der

Schnittpunkt von k, mit h ist der Mittelpunkt M, des Kreises k; . (siche Abbildung 68)
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Abbildung 68: Konstruktion des dritten Kreises

5.3.3. Das Problem mit der Einheit 1

Die Konstruktionen einer Multiplikation, einer Division und auch einer Quadratwurzel erfor-
dern es, dass die Einheit 1 gegeben ist. Diese ist im Normalfall jedoch nicht bekannt. Alterna-
tiv kann man versuchen, ob die Konstruktion auch mit einer frei gewéhlten Einheit e funktio-
niert. Bei der in Kapitel 5.3.2 ausgewihlten Aufgabe 4.1 ist dies auch der Fall.

Konstruiert man nidmlich das Produkt von a und b so wie in Kapitel 5.3.1.3, mit der Einheit

e anstelle von 1, so konstruiert man in Wirklichkeit die Zahl a—b .
e

Bei der Konstruktion des Quotienten von a und b so wie in Kapitel 5.3.1.4, mit der Einheit
. . a
e anstelle von 1, ergibt sich E-e.

Die Konstruktion der Quadratwurzel von a so wie in Kapitel 5.3.1.5, mit der Einheit e an-

stelle von 1, fiihrt tatsdachlich zur Zahl va-e.
Fiihrt man nun die gesamte Konstruktion des Kapitels 5.3.2 erneut durch, so ergibt sich fol-

gendes:

Anstelle von /I, und \/E erhélt man /r,-e und /1, -€.
e

. . e
Beim Bilden der Kehrwerte davon entstethen —-€ und -e.
Jr-e Jr,-e

Die Summe davon ergibt

e e
\/rl_'e—i-\]rz'e'

e2 e2 2
+
. ' . Jr-e JJr,-e
Die Konstruktion des Quadrats liefert .
e
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. . e
Zuletzt wird erneut der Kehrwert konstruiert, welcher zu
) ) ]

e e
[\/rl_'e+\/r2'e
e

_.e fiihrt.

Algebraische Vereinfachungen dieses Ausdrucks zeigen, dass es sich dabei um das gesuchte

r, handelt.
e e 1
;€= 5 2= =0
A (ezj | LI R R U U
Vi€ Jh-€ Je) (Jn NI
e

In diesem Fall funktioniert die Konstruktion also mit beliebig gewihlter Einheit e. Im Allge-

meinen kann jedoch leider nicht davon ausgegangen werden, dass dies bei jeder Konstruktion

SO ist.
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5.4. Die Beriihrungsprobleme des Apollonius von Perge

Apollonius von Perge (ca. 262-190 v.Chr.) war ein griechischer Mathematiker der Antike. Er
formulierte das apollonische Beriihrproblem: ,,Zu drei gegebenen Kreisen einer Ebene ist ein
Kreis (sind Kreise) zu konstruieren, der (die) diese beriihrt (beriihren). Die Konstruktion ist

mit Zirkel und Lineal auszufiihren.*!*

Bezieht man auch entartete Kreise, also Punkte (r - O) und Geraden (r - °<>) , mit ein, so

entstehen diese 10 Aufgabenstellungen:

,,Konstruiere einen Kreis, der

» durch drei gegebene Punkte geht. PPP,
» drei gegebene Geraden beriihrt. 0,9,0,
» durch zwei gegebene Punkte geht und eine gegebene Gerade beriihrt. PR,g,
» durch zwei gegebene Punkte geht und einen gegebenen Kreis bertiihrt. PRk
» durch einen gegebenen Punkt geht und zwei gegebene Geraden beriihrt. P99,
» zwei gegebene Geraden und einen Kreis bertihrt. 0,9,k
» durch einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade und einen ge-
gebenen Kreis bertihrt. Pgk
» eine gegebene Gerade und zwei gegebene Kreise bertihrt. g,kk,
» durch einen gegebenen Punkt geht und zwei gegebene Kreise beriihrt. PkKk,
> drei gegebene Kreise beriihrt.« '* k kK,

Diese zehn Fille findet man auch in vielen der Sangaku-Aufgaben wieder. Will man bei-
spielsweise die Sangaku-Aufgabe 4.1 alleine mit Zirkel und Lineal konstruieren, so kann man

auf den Fall g kk, zuriickgreifen.

In diesem Kapitel werden die Losungen aller zehn apollonischen Beriihrprobleme vorgestellt
und anhand der Aufgabe 4.1 ,,Drei benachbarte Kreise® in einer konkreten Situation ange-

wandt.

5.4.1. Losungen der Beriihrprobleme
Alle hier angefiihrten Losungen orientieren sich an dem Artikel ,,Die Beriihrprobleme des
Apollonius von Perge* von Glinther Steinberg aus der Zeitschrift ,,Der mathematische und

naturwissenschaftliche Unterricht* aus dem Jahre 1984.

'3 Steinberg (1984) Der mathematische und naturwissenschaftliche UnterrichtS. 336
1% Steinberg (1984) Der mathematische und naturwissenschaftliche UnterrichtS. 337
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5.4.1.1. P:P:P3

Die beiden Streckensymmetralen von BP, und PP, schneiden einander im gesuchten Mit-

telpunkt M . Der Radius r des gesuchten Kreises ist H_M (siche Abbildung 69)

Abbildung 69: Lésung P,P,P;

Es handelt sich dabei um die klassische Konstruktion des Umkreises eines Dreiecks, wie sie

in jeder AHS-Unterstufe besprochen wird.

5.4.1.2. 919293

Die Schnittpunkte der Winkelsymmetralen von £(9,,9,), £(9,,9;) und £(9,,9,) bilden
die Mittelpunkte M, ie{l,2,3,4}, der gesuchten 4 Kreise. Der Radien werden durch die

Lote von M; auf g,, je {l, 2, 3}, ermittelt. (siche Abbildung 70)
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Abbildung 70: Losung g,g,g3
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Wie leicht zu erkennen ist, handelt es sich dabei um die Konstruktion des Inkreises bzw. der
Ankreise eines Dreiecks, wie sie zumeist ebenso in der AHS-Unterstufe durchgenommen

wird.

5.4.1.3. P1Pzg1
0, schneidet die Gerade durch B, und P, in S (siehe Abbildung 71). Der Thaleskreis iiber

SP, schneidet die Senkrechte zu PP, durch P in H. Der Kreis um S mit Radius SH
schneidet g, in Q (bzw. Q"). Die gesuchten Kreis gehen durch Q (bzw. Q), P und P,. Die

weitere Konstruktion verlduft gemi Kapitel 5.4.1.1.

Abbildung 71: Losung P,P,g,

Beweis: Nach dem Kathetensatz gilt H’ :§§ Wegen SH=0 gilt g'\)z :§§
Nach der Umkehrung des Sekanten-Tangentensatzes (siche Kapitel 3.9) ist SQ Tangente an

den Kreis durch B, P, und Q. O

5.4.1.4. PiPz2ks
Man zeichnet einen Hilfskreis h durch B, und P, der k; in Q, und Q, schneidet. Die Gerade

durch B und P, schneidet die Gerade durch Q und Q, in S. (sieche Abbildung 72)
Von S aus legt man die Tangenten an k . Die Beriihrpunkte seien B bzw. B’. Der Kreis
durch P, P, und B (bzw. B") hat SB als Tangente. Die weitere Konstruktion verlauft ge-

mal Kapitel 5.4.1.1.
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Abbildung 72: Losung PP,k

Bewels: Es gilt §§=§1§2 (gemiB 3.7 Sekantensatz) und 51-52:8_82 (gemiB

3.8 Sekanten-Tangentensatz), also § . § -

B ist also gemidl Umkehrung des Sekanten-Tangentensatzes (siehe 3.9) Tangente an den

Kreis durch B, P, und B. u]

5.4.1.5. Pigi9:

Man zeichnet s, die Winkelsymmetrale von £ ( 0.9, ) , und spiegelt P an s. Der gespiegelte

1

Punkt sei P’. Der gesuchte Kreis geht durch P und P’ und beriihrt g, (und damit auch g,

aufgrund der Eigenschaft der Achsenspiegelung). (siche Abbildung 73)

Die weitere Konstruktion verlduft gemal Kapitel 5.4.1.3.

Abbildung 73: Losung P,g;g,
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5.4.1.6. g1gzk1

Man zeichnet Parallelen g, und g, zu g, und g, im Abstand r, und konstruiert nach 5.4.1.5

den Kreis h, der g und g, beriihrt und durch M, geht. Der Radius sei r,. Der Mittelpunkt

dieses Hilfskreises ist Mittelpunkt des gesuchten Kreises. Es gilt nédmlich

MT, =r,—1, =MT, =MT, und MT, L g,, MT, L g, (siche Abbildung 74).

Abbildung 74: Losung g,g,k,

Da die parallelen gl’ und gz’ nicht nur nach auflen, sondern auch nach innen gezeichnet wer-

den konnen und auBerdem die Konstruktion nach Kapitel 5.4.1.5 jeweils zwei Kreise liefert,

so entstehen insgesamt vier Kreise, welche sowohl die beiden gegebenen Geraden g, und g,
als auch den gegebenen Kreis k; beriihren.
Anmerkung: Im Sonderfall, dass beide Geraden g, und g, den Kreis k; schneiden, entste-

hen sogar acht Losungskreise.
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5.4.1.7. P1g1k1
Man féllt das Lot | von M, auf g,, der Lotfulpunkt sei A. Diese Gerade | schneidet k; in
C und B (siehe Abbildung 75).

Abbildung 75: Losung (1) P,gk,

Der gesuchte Kreis beriihre k; in E und g, in D.

Im Viereck ADEB gilt o=£=90°."" ADEB ist folglich Sehnenviereck eines Kreises, in
dem gilt: CA-CB=CD-CE (3.7 Sekantensatz).

CP schneide den gesuchten Kreis in P, und Pl' es gilt dann CF{' C_R =CD-CE (3.7 Sekan-
tensatz), und damit CA-CB = CP’ C_R

Umgeformt ergibt letzte Gleichung das Verhiltnis C_R :CB=CA: CPI' , woraus sich mit Hilfe
des Strahlensatzes der Punkt Pl' konstruieren lédsst (siche Abbildung 76).

Der gesuchte Kreis geht durch P und P’ und beriihrt die Gerade g,. Die weitere Konstrukti-

on erfolgt also gemil Kapitel 5.4.1.3.

195 £ =90° kann durch Winkelbetrachtungen in ADMM  nachgewiesen werden:
Es gilt 90°+90°+(180°—2- £ (DEM ))+(180°-2- £ (M EB)) = 360°

= Z(DEM )+ £ (M EB) =90°

= £=180°~(Z(DEM )+ £(M EB)) =90°
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Abbildung 76: Losung (2) P,gk;

Insgesamt gibt es vier Losungskreise, die durch P, gehen und g, sowie k; beriihren.

5.4.1.8. gikik:

O.B.d.A. sei r, 2r1,. Man zeichnet zu g, eine Parallele gl’ im Abstand r,. Dann zeichne man
einen Hilfskreis h um M, mit Radius r, —r,. Ein weiterer Hilfskreis h, soll g, und h be-
rithren und durch M, gehen (Konstruktion nach 5.4.1.7). Der Mittelpunkt von h, sei M und
sein Radius sei r, . Jener Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r, —r, ist der gesuchte Kreis.
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Abbildung 77: Losung g,k k,
Insgesamt entstehen durch leichte Abwandlung der Konstruktionsschritte (z.B. Verschieben

der Parallelen gl’ nach innen anstatt nach auen) acht Losungskreise.

75



5.4.1.9. Pikik:

Man konstruiert zu k, und Kk, den duBeren Ahnlichkeitspunkt A. Der Punkt B, ist innerer
Ahnlichkeitspunkt von k; und dem gesuchten Kreis k. Ebenso ist B, innerer Ahnlichkeits-
punkt von Kk, und dem gesuchten Kreis k. GemdBl Satz von Monge'® liegen die drei Ahn-

lichkeitspunkte A, B, und B, auf einer Geraden (siche Abbildung 78).

Abbildung 78: Losung (1) P,k k,

Behauptung: B, C, D und B, bilden einen Sehnenviereck.

Bewels: Zu zeigen ist, dass die gegeniiberliegenden Winkel £(CBB,) und £(B,DC) ei-
nander auf 180° ergédnzen.

Esist Z£(CBB,)=180°—(a+7) und £(B,DC)=180°— 4, also ist
Z(CBB,)+Z£(B,DC)=360°—(ar+ f+y)=180°, da die Winkelsumme im Viereck BCB,F
200+23+2y=360° ist.

]

Es gibt also einen Kreis durch B, C, D und B,. Nach dem Sekantensatz (siche Kapitel 3.7)
gilt AC-AD = E A_B2 = A_F{ = A_R' Daraus ldsst sich das Verhiltnis A_R :AC=AD: A_F{'
aufstellen, welches es ermoglicht, B mit Hilfe des Strahlensatzes zu konstruieren (siche Ab-
bildung 79).

Damit muss der gesuchte Kreis durch P, und B’ gehen und k; (oder k,) beriihren. Die Kon-

struktion kann also gemédf3 5.4.1.4 fortgesetzt werden.

1% Gaspard Monge (1746-1818): Die drei duBeren, oder ein duBerer und zwei innere Ahnlichkeitspunkte dreier
Kreise liegen auf einer Geraden.
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Abbildung 79: Losung (2) P;kk,

Insgesamt gibt es vier Losungskreise, welche k; und k, beriihren und durch B gehen.

5.4.1.10. kikzk3
Das eigentliche Beriihrproblem wird durch diesen letzten Fall abgedeckt.

Esseir,<r, und r, <r;.

Zunichst werden die Hilfskreise h,[M,;r, —1,] und h,[M;r, —r ] bendtigt. Nach 5.4.1.9 ist
ein Kreis h konstruierbar, welcher durch M, geht und die Hilfskreise h, und h, beriihrt. Der
Mittelpunkt dieses Kreises sei M und der Radius r, (sieche Abbildung 80).

Der gesuchte Kreis hat ebenfalls den Mittelpunkt M . Der Radius ist r, —r, .
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Abbildung 80: Losung k k,k;

Insgesamt gibt es acht Kreise, welche die gegebenen Kreise k;, k, und K, beriihren.
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5.4.2. Konstruktion einer Sangaku-Aufgabe
Die in Kapitel 5.4.1 gezeigten Konstruktionsmoglichkeiten der Beriihrprobleme sollen nun
Anwendung finden. Wie auch schon in Kapitel 5.3.2 soll der in Aufgabe 4.1 ,,Drei benachbar-

te Kreise* gesuchte dritte Kreis konstruiert werden.

Aufgabe: Die Kreise k [M;r,] und k,[M,;r,] beriihren einander von auBen und sie beriih-
ren die Gerade g. Man konstruiere jenen Kreis k,[M,;r,], der sowohl die beiden Kreise k,

und K, als auch die Gerade g beriihrt (siche Abbildung 81).

Abbildung 81: Konstruktionsaufgabe Drei benachbarte Kreise

LLosung: Da eine Gerade und zwei Kreise gegeben sind, handelt es sich um den Fall 5.4.1.8.

Zuniéchst wird eine Parallele g° zu g im Abstand r, bendtigt. Weiters wird der Hilfskreis h,

um M, mit Radius r, —r, gezeichnet (siche Abbildung 82).

Abbildung 82: Apollonius-Konstruktion (1) Drei benachbarte Kreise
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Von nun an konstruiert man geméf 5.4.1.7 weiter, da jener Kreis gesucht ist, der durch M,
geht und g sowie h beriihrt. Man félle also das Lot | von M, auf g’, der LotfuBpunkt sei
A, die Schnittpunkte mit h seien B und C. Nun zeichne man eine Gerade a durch C und
M, . Der Punkt A’ entsteht durch Abtragen der Strecke CA von C aus auf der Geraden a.

Man verbinde B und M, mit einer Strecke und verschiebe diese parallel durch A’. Der

Schnittpunkt mit dem Lot | sei P’. Abtragen der Strecke CP’ auf der Geraden a von C aus
fiihrt zum Punkt P . (siche Abbildung 83)

"B

Abbildung 83: Apollonius-Konstruktion (2) Drei benachbarte Kreise

Die weitere Konstruktion erfolgt geméf 5.4.1.3, da nun jener Kreis gesucht ist, der durch P

und M, geht und die Gerade g” beriihrt.

Die Trigergerade a von P und M, schneidet g" in S. Der Thaleskreis t iiber PS schnei-

det die Senkrechte s auf a durch M, im Punkt H .

Der Kreis h, mit Mittelpunkt S und Radius SH schneidet g’ in Q (siche Abbildung 84).
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Abbildung 84: Apollonius-Konstruktion (3) Drei benachbarte Kreise

Nun gilt es jenen Kreis zu konstruieren, der durch P, M, und Q geht. Dies geschieht so wie

in Kapitel 5.4.1.1 beschrieben.

Von den Strecken P_Q und M,Q wird jeweils die Streckensymmetrale bendtigt. Deren

Schnittpunkt M ist der Mittelpunkt des Kreises h, mit Radius r, = MM, .

Abbildung 85: Apollonius-Konstruktion (4) Drei benachbarte Kreise
Da es sich bei h, noch nicht um den gesuchten Losungskreis, sondern um jenen Hilfskreis

handelt, den man bei der Konstruktion gemif 5.4.1.8 zuerst erhidlt, muss dieser noch verklei-
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nert werden. Der gesuchte Kreis k;, hat den Mittelpunkt M und den Radius r, —r, (siche

Abbildung 86).

(=]

Abbildung 86: Apollonius-Konstruktion (5) Drei benachbarte Kreise

5.4.3. Apollonius-Werkzeuge in GeoGebra

Da die Konstruktionen nach Apollonius mitunter sehr aufwandig und uniibersichtlich werden
konnen, habe ich sie in GeoGebra als eigenstidndige Werkzeuge (Makros) programmiert. Die-
se Makros greifen intern aufeinander zu, wenn eine Konstruktion auf einen anderen Fall zu-
rickgefiihrt wird. (z.B. wird der Fall Punkt-Punkt-Gerade auf den Fall Punkt-Punkt-Punkt
zuriickgefiihrt.)

‘B Auf http://sangaku.geppel.at findet man die Werkzeuge und eine kurze Beschreibung zum

Download. Nach Offnen der .ggt-Datei in GeoGebra stehen zehn zusitzliche Werkzeuge zur
Verfiigung, mit denen die Konstruktionen nach Apollonius durchgefithrt werden konnen.
(siche Abbildung 87).

Es sei angemerkt, dass in den Makros nicht immer alle Sonderfille bedacht wurden, weshalb
eine korrekte Funktion nicht in allen Fillen gewihrleistet werden kann.

Fiir weitere Details sei auf die Informationen auf der Homepage verwiesen.
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Abbildung 87: Apollonius-Werkzeuge in GeoGebra

Die Aufgabe 4.1 ,,.Drei benachbarte Kreise* kann mit Hilfe der Werkzeuge sehr rasch geldst
werden. Auswahl des Werkzeuges ,,Apollonius8 (Gerade-Kreis-Kreis)* und anschlieBendes

Klicken auf g, k, und Kk, (Reihenfolge beachten!) konstruiert alle Kreise, welche g, k; und

k, beriihren. Darunter befindet sich auch der gesuchte Kreis k;, . (siche Abbildung 88)
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e undefiniert
f undefiniert
h undefiniert
k undefiniert
e k: (x-3|’+(y-3)'i-=-
ek (x-T9)+(y-2
@ k:(x-57)+(y-0|
p undefiniert
q undefiniert
Punkt
M, =(3,3)
M,=(7.9,2)
Zahl

L)
) P— — »
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Abbildung 88: GeoGebra-Konstruktion der Aufgabe Drei benachbarte Kreise mit Hilfe der Apollonius-Werkzeuge
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5.5. Kinguru der Mathematik

197 bestehenden internati-

Beim ,,Kédnguru der Mathematik* handelt es sich um einen seit 1995
onalen Mathematik-Wettbewerb fiir Schiilerinnen und Schiiler, der in Osterreich von der 1.
bis zur 13. Schulstufe angeboten wird. Vorrangig geht es dabei um logisches Denken und
weniger um die reine Anwendung von auswendiggelernten Formeln. Die Aufgaben unter-
scheiden sich deutlich von den typischen Schulbuchaufgaben.

Der Wettbewerb wird in Osterreich jihrlich an einem Donnerstag im Mirz zeitgleich an allen
teilnehmenden Schulen durchgefiihrt. Hilfsmittel wie Taschenrechner oder Formelsammlung
sind nicht erlaubt. Je nach Schulstufe werden die Kategorien Felix (1.-2. Schulstufe), Ecolier
(3.-4.), Benjamin (5.-6.), Kadett (7.-8.), Junior (9.-10.) und Student (11.-13.) unterschieden. In
allen Kategorien werden bis zu 30 Fragen unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades gestellt.
Bei jeder Frage sind fliinf Antwortmdglichkeiten vorgegeben, wovon nur eine korrekt ist. Fiir
die richtige Beantwortung einer Frage bekommt man Gutpunkte, wéhrend die falsche Beant-
wortung zu Punkteabzug fiihrt. Kann man die Aufgabe nicht 16sen, ist es daher besser, keine
Antwort zu geben als zu raten.

Die Aufgaben stammen aus den verschiedensten Themenbereichen der Mathematik. So sind
beispielsweise Zahlentheorie und rdumliche Vorstellung genauso vertreten wie Elementarge-
ometrie.

Bei Durchsicht der Wettbewerbe der letzten Jahre fillt auf, dass viele der elementargeometri-
schen Aufgaben grofe Ahnlichkeit zu Sangaku haben. Die Bearbeitung von Sangaku im Un-
terricht kann also unter anderem auch als Vorbereitung auf den ,,Kénguru-Wettbewerb* die-
nen. Auch bei anderen Mathematik-Wettbewerben, wie etwa bei der ,,Mathematik-
Olympiade®, gilt es, dhnliche Aufgabenstellungen zu bearbeiten.

In diesem Kapitel werden einzelne Aufgaben der letzten Jahre des ,, Kdnguru-Wettbewerbs*
vorgestellt und deren moglicher Losungsweg prisentiert.

“D Eine Liste weiterer Aufgaben der ,,Kinguru-Wettbewerbe der letzten Jahre, welche den

Sangaku-Aufgaben sehr dhnlich sind, ist online unter http://sangaku.geppel.at verfligbar.

17 vel. https://de.wikipedia.org/wiki/Kéanguru_der Mathematik (11. April 2016)
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5.5.1. Kanguru 2001 - Kategorie Student - Aufgabe 21

Folgende Aufgabe entstammt der Osterreichischen Version des ,,Kénguru der Mathematik*
aus dem Jahr 2001. Sie wurde in der Kategorie Student als 21. Aufgabe gestellt.

Aufgabe'": Bestimme die Linge der groBeren Rechteckseite. (siche Abbildung 89)

(A) —2++/5 (B) 2445 (C) 2.5 (D) /5 (E) 245

9@

Abbildung 89: Kéinguru 2001 — Kategorie Student — Aufgabe 21

Losung: Die Radien der groB3en Kreise sind 3 Der Radius des kleinen Kreises sei X und die

Radien der mittleren Kreise seien y (sieche Abbildung 90).

<

Abbildung 90: Losung Kéinguru 2001 — Kategorie Student — Aufgabe 21

. . ) 1-2
Es gilt, dass 2x+4y=1 ist, woraus sich y= X

ergibt.

2 2
Im Dreieck aABC gilt der Lehrsatz des Pythagoras: (%+ Xj +(x+ y)2 :(%+ yj . Ersetzt

man hier y und formt die Gleichung um, so entsteht 4x>+8x—1=0. Diese quadratische

+/5-2

Gleichung hat die Losungen X = , wovon natlirlich nur die positive relevant ist.

Gesucht ist die zweite Seite des Rechtecks, also die Summe der Durchmesser der grofen
Kreise mit dem Durchmesser des kleinen Kreises: 1+2x+1=+/5

Die Losung ist somit (D) J5.

198 v o], http://www.kaenguru.at/zum-herunterladen/aufgaben-der-vorjahre/2001/ (12. April 2016)
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5.5.2. Kanguru 2002 - Kategorie Student - Aufgabe 19
Diese Aufgabe wurde im Jahr 2002 in der Kategorie Student als 19. Aufgabe gestellt.
Aufgabe'”: Das ,Dreieck® in Abbildung 91 besteht aus beriihrenden Kreisen mit demselben

Radius r. Die Hohe des ,,Dreiecks* ist 2. Wie grof3 ist r ?

1 2 2 1
A) — L ) —— L - W
( )1+\/§ (B) 1+\/§ ©) 2+\/§ (D) 2+\/§ (E) Ein anderer Wert.

Abbildung 91: Kénguru 2002 — Kategorie Student — Aufgabe 19

Losung: Die Verbindung der Mittelpunkte der Kreise ergibt ein gleichseitiges Dreieck mit der
Seitenlédnge 4r . (siche Abbildung 92)

NN

Abbildung 92: Lésung Kéinguru 2002 — Kategorie Student — Aufgabe 19

Die Hohe h des gleichseitigen Dreiecks ist gemdf3 des pythagoreischen Lehrsatzes h = 23r .

Da 2=r+h+r=2r+23r =2r(1+J§) ist, ergibt sich fiir = 1\/5.
+

1
Die Losung lautet also (A) ——.
8 &) 1++/3

19 ygl. http://www.kaenguru.at/zum-herunterladen/aufgaben-der-vorjahre/2002/ (12. April 2016)
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5.5.3. Kanguru 2007 - Kategorie Junior - Aufgabe 26

Im Jahr 2007 wurde in der Kategorie Junior folgende Aufgabe mit der Nummer 26 gestellt.
Aufgabe'": Zwei Kreise haben ihre Mittelpunkte auf der Diagonale eines Quadrats, und bei-
de Kreise beriihren je zwei Seiten des Quadrats und auch einander. (siche Abbildung 93) Das

Quadrat hat die Seitenldnge 1 cm. Was ist die Summe der Kreisradien in cm?

(A) % (B) % (C) J2 -1 (D) 2— J2  (E) Es hingt von den Kreisradien ab.

\

N

Abbildung 93: Kinguru 2007 — Kategorie Junior — Aufgabe 26

LLosung: Die Diagonale des Quadrats mit Seitenldnge 1 cm betrdgt geméf Lehrsatz des Py-

thagoras +/2 cm. Die beiden Radien seien r, und r,. (siche Abbildung 94)

219

1

Abbildung 94: Losung Kinguru 2007 — Kategorie Junior — Aufgabe 26
Die Diagonale des kleinen Quadrats (links unten) mit Seitenlédnge r, betrdgt \/zl’l . Die Diago-
nale des zweiten kleinen Quadrats (rechts oben) mit Seitenldnge r, betrédgt \/Erz. Die Linge

V2 (die Einheit cm wird in der folgenden Rechnung nicht angeschrieben) der gro3en Diago-

nale setzt sich aus x/Erl, rr, r, und \/Erz zusammen, also  gilt

ﬁ:ﬁrl+rl+r2+ﬁr2:(\/5+1)r1+(\/§+1)r2:(\/5+1)(r1+r2). Umformung  ergibt
2 _ (-]

+r, = =
: \/§+1 2-1

Die gesuchte Summe der beiden Radien ist also (D) 2 2.

=2-2.

i

"9 http://www.kaenguru.at/zum-herunterladen/aufgaben-der-vorjahre/2007/ (12. April 2016)
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5.5.4. Kianguru 2014 - Kategorie Student - Aufgabe 24

Diese Aufgabe wurde beim Wettbewerb des Jahres 2014 in der Kategorie Student als 24. Fra-
ge gestellt. Bemerkenswert ist, dass es sich dabei um die Sangaku-Aufgabe 4.3 ,,Ein Quadrat
zwischen zwei Kreisen* mit Radius r =1 handelt.

Aufgabe'": In Abbildung 95 ist folgendes zu sehen: eine Gerade, die gemeinsame Tangente
zweier beriihrender Kreise mit Radius 1 ist, und ein Quadrat mit einer Seite auf der Geraden
und je einem Eckpunkt auf den beiden Kreisen.

Wie grof ist die Seitenldnge des Quadrats?

2 1 1 1 1
(A) 3 (B) 7 ©) N (D) NG (E) 5

Abbildung 95: Kinguru 2014 — Kategorie Student — Aufgabe 24

Losung: Aus Aufgabe 4.3 ist die Losung %r bekannt. Da in diesem Fall r =1 ist, lautet die

2
Losung also (A) 5

"1 http://www kaenguru.at/zum-herunterladen/aufgaben-der-vorjahre/2014/ (11. April 2016)
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5.6. Weitere Ideen fiir den Unterricht

5.6.1. Sangaku selbst entwerfen

Eine Moglichkeit, Schiilerinnen und Schiiler fiir Sangaku bereits in der Unterstufe zu begeis-
tern, konnte das eigene Entwerfen und Gestalten von Aufgaben sein.

Im Rahmen eines interdisziplindren Projekts der Facher Mathematik und Bildnerische Erzie-
hung (oder eventuell auch Technisches Werken) konnen die Schiilerinnen und Schiiler zuerst
im Mathematikunterricht die Aufgaben entwerfen und diese danach im Kunstunterricht auf
asthetisch ansprechenden Holztafeln aufbereiten.

Das Verfassen in Kanbun wird naturgemif3 nicht moglich sein, aber ansonsten kann der Auf-
bau der Tafeln den Originalen entsprechen. Es sollte also eine Skizze der Aufgabenstellung,
die Aufgabenstellung selbst sowie die Losung (ohne Losungsweg) vorhanden sein. Auch Au-
tor der Aufgabe und Datum diirfen nicht fehlen. Ob sie auch von rechts nach links zu lesen
sein sollen, ist freilich Geschmackssache. Fiir den genauen Aufbau der Tafeln sei hier auf
Kapitel 2 und insbesondere Abbildung 9 verwiesen.

Thematisch werden sich die Aufgaben in einer 4. Klasse Unterstufe (8. Schulstufe) vor allem
an der Satzgruppe des Pythagoras orientieren. Aber auch Aufgaben aus anderen Themenbe-

reichen sind durchaus denkbar.

5.6.2. Vereinfachung durch Einsetzen von Zahlen

Die meisten der Sangaku-Aufgaben sind sehr allgemein orientiert und oft muss mit mehreren
Variablen hantiert werden. Da dies bekanntlich bei vielen Schiilerinnen und Schiilern ab-
schreckend wirkt, konnte man dem zunéchst durch Einsetzen von Zahlen gegensteuern. Von
vielen Schulbuchaufgaben sind die Schiilerinnen und Schiiler gewohnt, dass sie Geometrie-
aufgaben zuerst anhand eines Beispiels mit konkreten Zahlen rechnen und erst danach die
Abstraktion auf den allgemeinen Fall vornehmen sollen.

Setzt man also z.B. bei Aufgabe 4.1 ,,Drei benachbarte Kreise* fiir r, =4 ¢cm und r, =16 cm

ein, so ergibt sich als Losung fiir r, =% cm. Erst nachdem die Schiilerinnen und Schiiler

sich mit diesem konkreten Fall auseinandergesetzt haben, geht man dann zum allgemeinen
Fall tiber.
Auch bei Aufgabe 4.9 ,,Zwei Kreise im rechtwinkligen Dreieck 1 kann eine wesentliche

Vereinfachung herbeigefiihrt werden, indem man r, =4 und r, =3 wihlt. Man erhilt so nim-

lich ausschlieSlich ganzzahlige Werte fiir alle Abmessungen: a=20, b=15, c=25, p=16,
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g=9 und h=12. Erst nach dem Ld&sen dieser konkreten Aufgabe sollen die Schiilerinnen

und Schiiler den allgemeinen Fall behandeln.
Es liegt natiirlich im Ermessen der Lehrkraft, welcher Schwierigkeitsgrad den Schiilerinnen
und Schiilern zuzutrauen ist, ob das Einsetzen konkreter Zahlen eine Vereinfachung der Auf-

gaben darstellt bzw. ob iliberhaupt eine Verallgemeinerung vorgenommen werden soll.

5.6.3. Vereinfachung durch Hilfslinien

Ohne Zweifel steht fest, dass bei vielen der Aufgaben der schwierigste Teil das Finden geeig-
neter Hilfslinien ist. Hat man in der Skizze die richtigen Hilfslinien eingezeichnet, so fehlt
nicht mehr viel zur Losung. Erscheinen also manche Aufgaben zu schwer, so kann den Schii-
lerinnen und Schiilern durch das Einzeichnen wesentlicher Hilfslinien geholfen werden. Auf-
grund der Forderung der Problemlosekompetenz wiirde ich die Schiilerinnen und Schiiler je-
doch zuerst alleine experimentieren lassen und nur im Bedarfsfall eine Skizze mit den Hilfsli-
nien zur Verfiigung stellen.

Beispielsweise wird Aufgabe 4.12 ,,Ein Rechteck und vier Kreise in zwei Kreisen* wesentlich
vereinfacht, wenn man Abbildung 37 zur Verfiigung hat, in der alle fiir den Losungsweg rele-
vanten Dreiecke ersichtlich sind.

Allgemein sind die Schiilerinnen und Schiiler jedoch darauf hinzuweisen, dass sie Kreisradien
in alle erdenklichen Richtungen einzeichnen kdnnen und sich somit selbst auf die Suche nach

geeigneten Dreiecken machen konnen.

5.6.4. Pythagoreische Tripel

Bei einem pythagoreischen Tripel handelt es sich um ein Tripel (X, Y, Z) von natiirlichen Zah-

len, welche als Lidngen der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks vorkommen konnen. Sie

erfiilllen somit die diophantische Gleichung Xx*+ Yy’ = z*. Beispielsweise sind (3,4,5) oder
(5,12,13) pythagoreische Tripel.

Wenn X, y und z relativ prim sind, also keinen gemeinsamen Teiler haben, so spricht man

von einem primitiven pythagoreischen Tripel.

Der japanische Mathematiker Fujita Sadasuke (1734-1807) veroffentlichte in seinem 1781
erschienenen Buch Seiyd Sanpd (,,Detaillierte Mathematik®) eine Mdglichkeit, alle primitiven
pythagoreischen Tripel zu erzeugen. Er verwendete dabei Satz 3.1 als Ausgangspunkt da-
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fur.

"2 yg]. Fukagawa / Rothman (2008) - Sacred Mathematics - Japanese Temple Geometry: S. 79-81
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Satz'": Man zeige, dass ( X, Y, Z) eine pythagoreisches Tripel ist, wenn

X=2m, y=m’-n* und z=n’+n’

fir mne N mit m>n>0.
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Beweis " Aus Satz 3.1 ist bekannt, dass der Abstand zweier ,,Kreisfulpunkte” FF, =2,/rr,

ist, da der pythagoreische Lehrsatz im Dreieck aM,M,P gilt: (I, +, )2 =(r,—r, )2 +F F22
(siche Abbildung 96).

Abbildung 96: Beweis Pythagoreische Tripel

Dabei konnen r, und r, ganzzahlig gewidhlt werden, aber PM, = F F, soll ebenso ganzzahlig

sein. Damit FF, = 2@ eine natiirliche Zahl ergibt, ist es hinreichend, dass \/E =m und
Jr, =n, wobei mne N. Folglich ist r, =m® und r, =n’. Die beiden Katheten im rechtwink-
ligen Dreieck lauten also X=2\/E =2mn und y=r,—r,=m’—n’. Die Hypotenuse ist
Z=r+r,=m+n’, O
Dies ist die einfachste Methode der traditionellen japanischen Mathematik, um pythagorei-
sche Tripel zu finden.

Angemerkt sei, dass der Beweis natiirlich ebenso durch alleinige algebraische Umformungen

moglich ist, jedoch keinen Aufschluss iiber die Idee der Formelfindung gibt:

5 2

X +y? = (2mn)’ + (- n?)’ = 4mPn? + m* - 2men 40t = m - 2men 40t = (4 n?) = 2

'* ygl. Fukagawa / Rothman (2008) - Sacred Mathematics - Japanese Temple Geometry: S. 80

"% ygl. Fukagawa / Rothman (2008) - Sacred Mathematics - Japanese Temple Geometry: S. 80-81
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Im Folgenden sind einige Beispiele fiir primitive pythagoreische Tripel aufgelistet:

m n X y zZ
4 3 5
8 15 17

12 5 13
12 35 37

20 21 29

24 7 25

5 4 40 9 41

AW~ IN
WIN RN~

Tabelle 1: Beispiele fiir pythagoreische Tripel

Die pythagoreischen Tripel kommen zwar als solche nicht direkt im Lehrplan vor, werden
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jedoch oftmals in den Schulbiichern "~ der 4. Klasse AHS erwéhnt, da sie flir Schiilerinnen

und Schiiler eine interessante Ergénzung zum pythagoreischen Lehrsatz darstellen konnen.

'3 2 B. Reichel et al. (2010) - Das ist Mathematik 4: S. 40,157
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6. Zusatzmaterialien im WWW

“B Einen Anhang im klassischen Sinne gibt es zu dieser Diplomarbeit nicht. Fiir alle weiter-

filhrenden Materialien sei hier erneut auf die Homepage http://sangaku.geppel.at verwiesen.

Unter anderem finden Sie dort:

>
>

YV V.V V V V

diese Diplomarbeit im PDF-Format

alle mit GeoGebra erstellten Abbildungen als GeoGebra-Dateien zur weiteren Bear-
beitung

alle Aufgaben des Kapitels 4 und deren Losungsweg als Kopiervorlage

weitere interessante Sangaku-dhnliche Aufgaben der letzten Kédnguru-Wettbewerbe
eine Literatur- und Linkliste zu weiterfiihrenden Materialien

die Appolonius-Werkzeuge fiir GeoGebra

interaktive GeoGebra-Applets zu ausgewdhlten Sangaku-Aufgaben

und vieles mehr

&~

b5 Sangaku - Japanische Te X

Sangaku - Japanische Tempelgeometrie
Wie heilige Holztafeln den Mathematikunterricht bereichern kénnen
VS

Home Herzlich Willkommen auf meiner Homepage!
Diplomarbeit Diese Seite istim Rahmen meiner Diplomarbeit

Aulgeban Sangaku - Japanische Tempelgeometrie

Geogebra-Applets Wie heilige Holztafeln den Mathematikunterricht bereichern kénnen

Abbildungen an der Universiat Wien unter der Betreuung von Doz. Dr. Franz Embacher entstanden

Weitere Sangaku-Aufgaben  welche mathematische Aufgabenstellungen und Ratsel enthalten. Diese Tafeln wurden in Japan wahrend der Edo-Zeit (1603-1867) in
Kanguru der Mathematik buddhistischen Tempeln und Shintd-Schreinen zu Ehren der Gotter aufgehangt

Links

Impressum

(o] lo e )

C @ sangaku.geppelat o

Homepage zur Diplomarbeit von Martin Geppel

X I
"Sangaku" ist japanisch und bedeutet wortlich Ubersetzt "mathematische Tafeln”. Es handelt sich dabei um kunstvoll gestaltete Holztafeln,

Sie finden auf dieser Seite, neben der Diplomarbeit selbst, einige weiterfihrende Materialien zum Thema Sangaku und Sangaku im
Unterricht.

Abbildung 97: Homepage http://sangaku.geppel.at

Die Materialien auf der Homepage sind lizenziert unter einer Creative Commons Namensnen-

nung-Nicht kommerziell 4.0 International Lizenz.''®.

¢ http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
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8. Zusammenfassung/Abstract

8.1. Zusammenfassung

Sangaku sind kunstvoll bemalte Tafeln aus Holz, die mathematische Aufgabenstellungen und
Rétsel vor allem aus dem Bereich der Geometrie zeigen und in Japan wihrend der Edo-Zeit
(1603-1867) in Shintdo-Schreinen und buddhistischen Tempeln aufgehdngt wurden.

In dieser Diplomarbeit wird das Thema Sangaku zuerst allgemein vorgestellt und der histori-
sche Hintergrund erklart.

Es werden wichtige elementargeometrische Sétze, die hiufig bei der Losung von Sangaku-
Aufgaben benétigt werden, behandelt.

Danach folgen 18 Sangaku-Aufgaben mit moglichen Losungswegen. Diese Aufgaben wurden
hinsichtlich ihres Schwierigkeitsgrades so ausgewihlt, sodass sie auch im Mathematikunter-
richt der AHS behandelt werden konnen.

Anschlieend werden Ideen fiir die Einbindung von Sangaku in den Unterricht vorgestellt. Es
wird versucht, Sangaku im Lehrplan einzuordnen, Sangaku-Aufgaben werden mit der dyna-
mischen Geometriesoftware GeoGebra bearbeitet und ausgewihlte Aufgaben werden auf ihre
Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal untersucht. Auch die mit vielen Sangaku-Aufgaben
verwandten Berlihrungsprobleme des Apollonius von Perge werden vorgestellt und zur Kon-
struktion von Sangaku verwendet.

Zusatzmaterialien zu dieser Arbeit sind online verfiigbar.

8.2. Abstract

Sangaku are hand-painted tablets of wood, which show mathematical tasks and puzzles, espe-
cially in the field of geometry. These were put in Shinto shrines and Buddhist temples during
the Edo period (1603-1867) in Japan.

This thesis explains Sangaku generally and their historical background.

There are important geometrical theorems, which are often required in solving Sangaku tasks.

This is followed by the presentation of 18 Sangaku tasks including possible solutions. These
tasks have been chosen with regard to their level of difficulty, so that they can be discussed in
Secondary School/High School.

Ideas for integrating Sangaku in school are presented. An attempt is made to classify Sangaku

according to the Austrian curriculum, Sangaku tasks are processed with the geometry soft-
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ware GeoGebra and selected tasks are tested for compass-and-ruler construction. The related
problems of Apollonius are presented and used to construct Sangaku.

Additional material to this thesis is available online.
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