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1 Einleitung

Die vorliegende Diplomarbeit beschéftigt sich mit der fachdidaktischen
Aufarbeitung von elementarer Flachengeometrie. Hierbei sollen, ausgehend
von reguldren Flachen, mathematische Vorstellungen, Begrifflichkeiten, Vi-
sualisierungsmoglichkeiten und Grundvorstellungen bis hin zum Begriff
des Differentials zwischen reguldren Flachen fachdidaktisch aufgearbeitet

werden.

Dabei werden auch viele Beispiele miteinbezogen und durchgerechnet, um
verschiedenste Definitionen auf ihre Sinnhaftigkeit hin zu testen bzw. zu

veranschaulichen.

Zielgruppe bilden alle Mathematiker/innen und Interessent/innen, welche
sich mit Flichengeometrie beschéftigen. Sowohl fiir das Selbststudium als
auch im Rahmen von Seminaren, in denen Flichengeometrie betrieben
wird, soll diese Arbeit als Unterstiitzung dienen, Referate vorzubereiten

und Grundvorstellungen zu Begriffen zu diskutieren und zu bilden.



1 Einleitung

Wissen tiber Parametrisierungen von Kurven im dreidimensionalen Raum
wird hierbei vorausgesetzt. Auch ein Grundverstandnis und die Handha-
bung von Abbildungen, der euklidischen Metrik des R® und Matrizen im

dreidimensionalen euklidischen Raum sollten vorhanden sein.

Als mathematisches Fundament dient die Strukturierung von Christian Bér,
welche er im seinem Buch “Elementare Differentialgeometrie”vorgegeben

hat und an deren Reihenfolge sich diese Arbeit orientiert.



2 Fachdidaktisches Konzept

Um eine fachdidaktische Arbeit in einem Themenfeld zu entwerfen, zu
dem es kaum zugrundeliegende fachdidaktische Literatur gibt, muss man
sich mit der Frage beschiftigen, wie Mathematik generell vermittelt werden

kann.

Da bei der Beschiftigung mit Flichengeometrie viele neue Begriffe aufkom-
men, mit denen sich Studierende auseinandersetzen miissen, muss die Frage
aufgegriffen werden, wie Begriffsbildung in der Mathematik funktioniert.
Des Weiteren ist jedoch zu beachten, dass das Zielpublikum dieser Arbeit
bereits tiber ein relativ umfangreiches Vorwissen in den Bereichen lineare
Algebra und Analysis verfiigen muss, sodass das Bilden und Einordnen von
neuen mathematischen Begriffen also keine unbekannte Tatigkeit darstellt.
Deshalb muss der Fokus darauf gelegt werden, wie man an dieses vorhan-
dene Vorwissen ankniipfen kann, auf welche Begriffe der Analysis oder der
linearen Algebra man sich stiitzen kann und wo die Gefahr besteht, Fehl-
vorstellungen zu entwickeln, indem neue Begrifflichkeiten falsch verkniipft

werden.



2 Fachdidaktisches Konzept

Hierzu mochte ich die Theorie des kognitiven Konstruktivismus kurz
erwdhnen, ohne jedoch genauer auf diese einzugehen. Sie verbindet die Vor-
stellungen, dass Wissenserwerb auf der einen Seite ein Prozess ist, welcher
auf eigenen Lernerfahrungen aufbaut, andererseits durchaus von ande-
ren Personen vermittelt werden kann, indem durch geeignete Vermittlung

vorliegendes Wissen mit bereits Vorhandenem verkntipft wird."

Deshalb wird einer der Schwerpunkte sein, neue Definitionen einerseits zu
erldutern, um verschiedene Sichtweisen und Zugidnge anzubieten, anderer-
seits gezielt auf mogliche Fehlvorstellungen hinzuweisen, die durch das
falsche Verkniipfen mit bereits bestehenden Begriffen entstehen kénnten.
Um diese verschiedenen Zugéinge anzubieten, wird diese Arbeit auch vie-
le Visualisierungen und Beispiele beinhalten, die der Veranschaulichung und
dem intuitiven Zugang dienen kdnnen, aber auch “Reality Checks”darstellen
konnen, um die Sinnhaftigkeit von Definitionen wenigstens stichprobenartig
zu priifen.? Hierbei werden vor allem gangige Flichen verwendet, deren
Eigenschaften intuitiv zugénglich sind, wie Kugeln, Ebenen, Zylinder oder

Tori.

Des Weiteren werden auch Anleitungen zu finden sein, die dabei helfen
konnen, Anschauungsmaterialien zu erstellen, welche zur Veranschauli-

chung herangezogen werden konnen und speziell bei Referaten vor grofieren

"vgl. Astrid FISCHER, ”Vorstellungen zur Linearen Algebra: Konstruktionsprozesse

und -ergebnisse von Studierenden”, (Dortmund 2005)
2Anmerkung: Die verschiedenen Zugangsweisen und eine Analyse der Denkmuster

sind beispielsweise bei Leonoe BURTON zu finden



2.1 Vorangehensweise

Gruppen dazu dienen koénnen, Begriffe intuitiv zugédnglich zu machen.

Auch moderne Medien sollen in dieser Arbeit berticksichtigt werden, wie
zum Beispiel der Einsatz von Geogebra und Internetquellen. Hierbei wird

speziell der intuitive Zugang gefordert.

Um den fachdidaktischen Gedanken dieser Arbeit zu vervollstandigen, wer-
den neben den oben genannten Aspekten und Inhalten auch methodische
Vorschlédge fiir Vortragende zu finden sein. Diese beziehen sich darauf,
wie ein Vortrag nicht nur inhaltlich, sondern auch prasentationstechnisch

bereichert werden kann.

2.1 Vorangehensweise

Aufbauend auf diesen Ideen, habe ich mir ein vierstufiges Modell {iberlegt.
Jenes beinhaltet die Gestaltung und Aufarbeitung der Kapitel nach meinen

Vorstellungen.

In einem ersten Schritt eines jeden Kapitels werde ich die Theorie erarbei-
ten, das heifdt, die wichtigsten Definitionen, Propositionen, Beweise und
Korollare aus dem Buch von Christian Bar wiedergeben, wobei hier beim
ersten Kapitel eine Ausnahme gemacht wird, da zuerst eine Einleitung
und Motivation stattfindet, welche ansonsten jeweils am Ende eines jeden

Kapitels fiir das nédchste angefiihrt wird. Als zweiten Schritt werden diese



2 Fachdidaktisches Konzept

Definitionen auseinandergenommen und stiickweise erklart und es wird ver-
sucht, diese grafisch darzustellen und deren Sinnhaftigkeit wiederzugeben.
Auch bei den Beweisen soll auf die wichtigsten Beweisschritte eingegangen
werden. Danach folgen Ankniipfungspunkte und mogliche Fehlvorstellun-
gen, welche man aus der Analysis und der Linearen Algebra mitbringen
konnte. Dies soll vor allem fiir intuitive Zugdnge betrachtet werden. Im
vierten und letzten Schritt werden dann methodische Vorschldge gegeben,
wie dieses Kapitel im Rahmen von Vortrdgen oder Seminaren prasentiert
werden konnte und welche Veranschauungsmaterialen hierzu verwendet
werden konnten. Anschlieflend werden dann die theoretischen Grundlagen

des nédchsten Kapitels behandelt und das Konzept beginnt von vorne.

AnknUpfungspunkte
und Fehlvorstellungen

.. Vorschlageo @,

Betrachtung der o
theoretischen Grundlagen

] ]

Beispiele

theoretische Grundlagen 4/

Abbildung 2.1: Visualisierung der Vorangehensweise




3 Inhaltliche Einleitung

Worum geht es bei Flichengeometrie tiberhaupt? Die Antwort darauf ist
im Begriff selbst schon enthalten: Es geht darum, Geometrie auf reguldren
Flachen zu betreiben. Der Begriff der reguldren Flachen wird im néachsten
Kapitel eingefiihrt und veranschaulicht. Prinzipiell will man, wenn man
Geometrie betreibt, Lingen und Winkel messen. Um dies zu bewerkstelligen,
werden wir in irgendeiner Form eine Norm definieren miissen, wie aus
der linearen Algebra bekannt sein sollte. Eine bereits bekannte Norm ist
die euklidische Norm des IR?, auf welche zuriickgegriffen werden kann.
Hierbei ergibt sich jedoch das Problem, dass eine reguldre Flache zwar eine
Teilmenge des IR? ist, jedoch bis auf Ebenen, die durch den Ursprung gehen,
kein Unterraum. Es ergibt sich somit der Umstand, dass Eigenschaften von
zweidimensionalen Fliachen zuerst von “aufSen”, also aus der AufSensicht
des R3 beschrieben werden, und man sich der elementaren Werkzeuge

dieses Raumes bedient.

Lasst man diese Aufiensicht weg, kommt man zu einer zweiten spannen-

den Frage, mit welcher sich die Flachengeometrie beschéftigt: Kann ein



3 Inhaltliche Einleitung

zweidimensionales Wesen, welches auf so einer Fldche lebt, Aussagen {iiber
diese treffen? Ein Gedankenexperiment dazu ist die Frage, ob beispiels-
weise ein Mensch, welcher sich auf der Erde befindet, ohne AufSensicht
entscheiden konnte, ob er oder sie sich auf einer kugelférmigen oder einer
ebenen Fldche befindet. Hierzu wird in dieser Arbeit das Bild einer Ameise
herangezogen, welche sich als zweidimensionale/r Bewohner/in auf einer
Flache bewegt. Im mathematischen Terminus spricht man hier von der
“inneren Geometrie ”, also von geometrischen Eigenschaften einer Fliche,
welche ohne Aufiensicht beschrieben werden konnen. Hierbei spielen kleine,
lokale Umgebungen um Punkte auf Fldchen eine wesentliche Rolle, da die
zweidimensionale Ameise in unserem Gedankenexperiment keine globalen
Effekte erkennen kann. Es ist folglich in unserem Gedankenexperiment
nicht moglich, beispielsweise einmal um einen Zylinder zu wandern, um

dann den Startpunkt wiederzuerkennen.

Um Aussagen iiber die Geometrie einer Flache treffen zu konnen, spielt
der Begriff der Krimmung eine wesentliche Rolle, also die Frage, ob ein
zweidimensionales Wesen nur mit Hilfe der Werkzeuge, die die innere
Geometrie zur Verfiigung stellt, Aussagen iiber das Kriimmungsverhalten
der Flache, auf der diese lebt, in der Ndhe von Punkten treffen zu kann,
ohne globale Effekte erkennen zu miissen. Hierbei trifft man wieder auf das
bereits oben genannte Problem: Um einen Kriimmungsbegriff zu erhalten,
werden in irgendeiner Form Ableitungen berechnet werden miissen, was
auf einer Teilmenge des IR?, welche selbst in den meisten Féllen keine Ebene

ist, bewerkstelligt werden muss.



Abbildung 3.1: Veranschaulichung zweidimensionaler Bewohner

Wenn man sich im Rahmen eines Seminares mit einem neuen Thema
beschiftigt, ist es von enormer Wichtigkeit, eine ausfiihrliche Einleitung
und Motivation zu geben, weshalb man dieses Thema betreibt. Im Sinne
des kognitiven Konstruktivismus soll diese Motivierung einer Problemstel-

lung die intrinsische Motivation férdern, um einen Lernprozess zu starten.'

tvgl. Astrid FISCHER, ”Vorstellungen zur Linearen Algebra: Konstruktionsprozesse

und -ergebnisse von Studierenden”, (Dortmund 2005)



3 Inhaltliche Einleitung

Durch das Gedankenexperiment mit dem zweidimensionalen Einwohner
einer Flache im dreidimensionalen Raum sollen intuitiv die Probleme ver-
mittelt werden, welche sich im Laufe der Thematik ergeben. Hier wiirde
sich auch eine Diskussionsrunde mit dem Auditorium anbieten, wenn die
Teilnehmer/innenzahl es ermoglicht. Es konnte diskutiert werden, wie die
Herangehensweise wire, um geometrische Aussagen {iiber eine Fliache zu
treffen, wenn man sich als Ameise darauf bewegt und nur lokale Effek-
te messen kann. Mogliche Stichworter fiir die Diskussion kénnten sein:
Erdkriimmung, Schiffmasten, Leuchttiirme, intuitive Vermutung tiber Win-
kelsummen von (gentigend grofien) Dreiecken auf Kugeln/ Ebenen/ Hyper-

bolischen Fliachen, historischer Riickblick auf verschiedene Weltmodelle, ...

Nach diesem intuitiven Zugang muss dann notwendigerweise zuerst defi-

niert werden, was man unter einer reguldren Flache versteht.

10



4 Reguladre Flachen

4.1 Theorie

Zu Beginn der Theorie stehen bei Christian Bédr zwei zentrale Definitio-
nen, welche ich hier zuerst in etwas abgednderter Form anfiihren und
dann zerlegen und diskutieren mochte. AnschliefSend werde ich auf An-
kniipfungspunkte und mogliche Fehlvorstellungen eingehen, die bei der
Auseinandersetzung mit reguldren Flachen auftreten konnen. Danach wer-
de ich einige Tipps zur Prdsentationstechnik geben und Methoden und
Anschauungsmaterial beschreiben, welche niitzlich sein kénnen, um ein in-
tuitives Verstandnis fiir reguldre Flachen aufzubauen. Diese Vorgehensweise

wird auch in den nédchsten Kapiteln angewendet werden.

11



4 Regulare Flachen

4.1.1 Definition

Sei S eine Teilmenge des R3, d.h. S C R3. Wir nennen S eine reguldre Flache,
falls es zu jedem Punkt p € S eine offene Umgebung V von p im R? gibt,
sowie eine offene Teilmenge U C IR? und eine glatte Abbildung F : U — RR3,

derart dass gilt
(i) F(U) = SNV, und F ist ein Homdomorphismus

(ii) Die Jacobimatrix D, F hat fiir jeden Punkt u € U Rang 2.

4.1.2 Definition

Eine Abbildung F : U — SNV aus Definition 4.4.1 oder auch das Tripel
(U, F, V) heifit lokale Parametrisierung von S um p. Die Menge S NV heifit

Koordinatenumgebung von p. Die Komponenten u! und u? von
1
U= ) heilen dann auch Koordinaten des Punktes F(u) € S (beziiglich
u
der Parametrisierung F ).

"o

"Die Begriffe “offen “, “glatt “, “Homdomorphismus “und “Jacobimatrix “werden auf

den nichsten Seiten diskutiert und veranschaulicht werden.

12



4.2 Betrachtung der Definition

4.2 Betrachtung der Definition

"Flachen im Raum sind zweidimensionale Objekte”?, schreibt Christian
Bér als einleitende Worte in seinem Werk. Man kann sich zunédchst ein-
mal verschiedenste Flichen wie Handtuchflachen, Flachen, die aussehen
wie Eierschalen, oder einfach Kugeloberfldchen, Ellipsoide, Ebenen oder
Zylinderoberflichen vorstellen, welche eine Teilmenge des IR® bilden. Als
ndchstes betrachtet man einen Punkt p auf der Fldche S. Hierbei ist wichtig,
dass es sich um eine lokale Definition handelt, was durch die Umgebung V
verdeutlicht wird, welche in den meisten Fallen nicht die gesamte Fldche

umschlieft.

Die offene Umgebung V kann man sich wie eine im Raum schwebende
Kartoffel vorstellen, die in einem gewissen Bereich die Fldche schneidet. Die
Schnittmenge S N V bildet also wieder eine zweidimensionale Teilmenge
des R33, welche man sich wie eine offene Umgebung auf der Fliche S um

den Punkt p vorstellen kann.

Als nichstes kann man F betrachten. F ist eine Funktion, welche vom R? in
den RR? abbildet. Hierbei wird auch der R? durch eine offene Umgebung U
eingegrenzt. Die Funktion F soll hierbei genau von der offenen Umgebung

U in die offene Umgebung um einen Punkt p abbilden, welche die Menge

2Christian BAR, “Elementare Differentialgeometrie”, 2. Auflage, (Berlin/New York

2010), S. 92
3Ankmerkung: die schraffierte Fliche auf der Abbildung 4.1

13



4 Regulare Flachen

SNV ist. Somit existiert auch ein Punkt u in der Menge U, fiir den gilt:
F(u) =p.

Abbildung 4.1: Visualisierung der Definition 4.1.1

Es bleibt also noch zu kldren, was man unter einer glatten Abbildung und

einem Homoéomorphismus versteht.

Wenn zwischen zwei Fldchen eine bijektive, stetige Funktion existiert, deren
Umkehrfunktion auch stetig ist, spricht man von zwei homéomorphen
Flachen. Intuitiv kann man sich vorstellen, dass sich dann zwei Flachen in
einem gewissen Sinn dhnlich schauen. Man kann sich das wie eine "weiche
Verformung”vorstellen, also wenn sich eine Flache durch “Biegen “und
“Kneten “in eine andere Flidche tiberfiihren lidsst, ohne dass dabei etwas

geknickt, zerrissen oder zusammengeklebt wird. Die folgende Abbildung

14



4.2 Betrachtung der Definition

soll diese Idee veranschaulichen.

Abbildung 4.2: Vorstellung homéomorphe Fldchen

Die Bedingung, dass die Jacobimatrix D, F Rang 2 hat impliziert zunachst
einmal, dass F differenzierbar ist. Dies ist aber sowieso durch die Glattheit
vorausgesetzt. Dass die Jacobimatrix vollen Rang hat, kann man sich bei
Funktionen von R nach R vorstellen, wie wenn diese stetig differenzierbar
auf ihrem gesamten Definitionsbereich sind. Es garantiert also, dass die
Flachen keine Ecken oder Kanten besitzen. Die erste Ableitung als Tan-
gentensteigung bei Funktionen von R nach IR, welche garantiert, dass zu

jedem Punkt des Definitionsbereichs eine Tangente an den Graphen gelegt

15



4 Regulare Flachen

werden kann, wird hier bei einer Funktion von R? nach R® umgemiinzt
auf die Vorstellung, dass an jedem Punkt auf der Fldche S eine Tangential-
ebene angelegt werden kann. Das wird spéter noch eine wesentliche Rolle

spielen.

Des Weiteren garantiert die Bedingung des vollen Ranges der Jacobimatrix,
dass linear unabhdngige Vektoren in U auch wieder linear unabhéngig in V'

bzw. R3 sind.

Abbildung 4.3: Visualisierung der Garantie der linearen Unabhéngigkeit

Die Definition 4.1.2 fiihrt zwei Begriffe ein. Es werden die offenen Umgebun-
gen U und V, zusammen mit der Funktion F, welche von der Umgebung
U in die Umgebung S NV abbildet, als Parametrisierung bezeichnet. Der
Begriff Parametrisierungen ist bereits mit Vorstellungen behaftet, auf welche

im ndchsten Schritt eingegangen wird.

16



4.3 Ankniipfungspunkte und mogliche Fehlvorstellungen
4.3 Ankniipfungspunkte und mogliche

Fehlvorstellungen

Zunidchst mochte ich auf eine Fehlvorstellung eingehen, die auftreten kann,
wenn man eine regulédre Flache zunéchst nur als Grafik betrachtet. Sicherlich
sind dreidimensional dargestellte Funktionen aus der Analysis bekannt,
was zu Irritation fithren kann. Dreidimensionale Graphen von Funktionen
werden oft dargestellt, wenn Funktionen der Form f : R? — R betrachtet
werden. Hier kann jeder reelle Funktionswert von f auf der vertikalen Achse

tiber den Koordinaten der Punkte ihrer Argumente aufgetragen werden.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
f(x,y) = sin(x) + sin(y) Hier konnen relativ problemlos die partiellen
of _

Ableitungen von f gebildet werden. 5> = cos(x) und % = cos(y), was in

einem spéteren Schritt noch eine Rolle spielen wird.

Eine regulédre Fliache ist diese Funktion streng genommen jedoch nicht,
da T nicht in den R abbildet, sondern in den R3. Ein Trick, wie man aus
einer solchen Funktion eine regulédre Fldache “basteln “kann, wird in den

folgenden Beispielen noch angefiihrt.
Schraubt man in einem Gedankenexperiment das Ganze um eine Dimension

herunter, kommt man eher auf eine Vorstellung, die auch mit dem Begriff

Parametrisierung in Einklang zu bringen ist.
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4 Regulare Flachen

Betrachten wir zum Beispiel eine Funktion f : R — R? mit

cost
f(t) = , also die Parametrisierung des Einheitskreises. Hier

sint
konnte man die Begriffe dhnlich ummiinzen. Man kann eine offene Umge-

bung in R finden, um t einzugrenzen. Es ldsst sich auch ohne Probleme
eine offene Umgebung im R? finden, zum Beispiel die offene Kreisscheibe
mit Radius 1.5 und Mittelpunkt (0]|0)4. Der Einheitskreis wére nun eine
Teilmenge dieser offenen Kreisscheibe, die sich folgendermafsen beschreiben

lief3e:
K={x?2+y*>=1|x,y € R} C R?

—sint
Hierbei hitte die Jacobimatrix D, f = vollen Rang (also Rang
cost

1) Vt € R.

Schraubt man nun von dieser bekannten Form der Parametrisierung die
Dimensionen des Grund- und des Zielraumes um eins hinauf, kommt
man zu der Vorstellung einer Parametrisierung einer reguldren Fldche.
Aus einer parametrisierten (eindimensionalen) Kurve im R? wird also eine

parametrisierte (zweidimensionale) Flache im R3.

Die folgende Grafik soll, analog zur Visualisierung der Definition 4.1.1, eine

Vorstellung visualisieren. Hierbei werden absichtlich dieselben Buchstaben

4Anmerkung: Nattirlich kann jede offene Kreisscheibe oder beliebige andere offene Um-
gebungen gewahlt werden, welche alle Punkte des Einheitskreises umfasst und sternformig

ist. Diese hier ist nur exemplarisch als ein konkretes Beispiel angefiihrt.
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4.4 Prasentation und Methodik

verwendet wie bei der Definition, aufSer dass V durch A ersetzt wird (offene
Umgebung im R? statt im IR?), wobei diese in der untenstehenden Grafik

verwendete Benennung ansonsten bei Kurven nicht tiblich ist.

Abbildung 4.4: Visualisierung Einheitskreis

4.4 Prasentation und Methodik

Um den Einstieg in eine neue Thematik zu motivieren, ist zu empfehlen,
zuerst die bereits genannten Motivationsgriinde, weshalb man Geometrie
auf Flachen betreiben will, aufzuzeigen. Das Gedankenexperiment der
zweidimensionalen Ameise, welche sich auf einer Fliche befindet, nur lokale

Effekte messen kann und etwas iiber die Geometrie der Flache, auf der sie
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4 Regulare Flachen

sich befindet, herausfinden will, eignet sich sehr gut als Diskussionsthema,

wie bereits im vorherigen Kapitel angefiihrt.

Steigt man nun mit reguldren Flachen ein, kann ein erstes In-Beriihrung-
Kommen durch Visualisierung und intuitiven Zugéngen geschaffen werden.
Beispielsweise konnen mehrere Flachen zur Veranschaulichung mitgebracht
(Bélle, Zylinder, Kartonschachteln) oder an die Tafel gezeichnet werden
und die Gruppe soll nach Bauchgefiihl entscheiden, welche Flachen “re-
guldr”sind und welche nicht, ohne die genaue Bedeutung dieses Wortes zu
kennen. Hierbei ist natiirlich darauf zu achten, dass absichtlich nichtreguldre
Flachen (mit Ecken oder Knicken) und reguldre Flachen (Kugeloberfldche,

Handtuchfldchen) aufgezeichnet werden.
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4.4 Prasentation und Methodik

regue&(; Z/ 3,6 nichd rcgu,d&r: 4,4,5

Abbildung 4.5: Vorschlag fiir mogliche Fldachen

Ob explizit auf die Fehlvorstellung von Funktionsgraphen im R3 eingegan-

gen wird, ist von der/dem Vortragenden zu entscheiden.

Einige bekannte Beispiele fiir Parametrisierungen konnen jedoch eben-
falls angesprochen und bei Bedarf wiederholt werden, um danach ge-
meinsam das Gedankenexperiment des “Raufschraubens der Dimensionen
“durchzufiihren. Hierbei empfiehlt sich eine Mischung aus Lehrendenvor-
trag und Gruppengespriach, wobei als Medien sowohl die Tafel als auch
ein Beamer mit Computereinsatz verwendet werden kann, um Beispiele fiir

Kurven und Flachen zu veranschaulichen.
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4 Regulare Flachen

i t - sin(t)
K(t) := O<t<dn
0.4-t-cos(t)

Abbildung 4.6: Beispiel einer Kurve im R?

Hierbei kann deutlich gemacht werden, dass eine Kurve als solche eine
eindimensionale Untermenge des R? ist, als auch nochmal die Eigenschaft
erkldrt werden, was es bedeutet, wenn die Jacobimatrix hier vollen Rang

hat. In dem oben angefiihrten Beispiel ist die Jacobimatrix

sin(t) + t - cos(t)

0.4 - cos(t) — 0.4t - sin(t)

und hat vollen Rang.

Des Weiteren kann darauf hingewiesen werden, dass diese Kurve in jedem
Punkt, in dem eine offene Umgebung existiert (also aufSer im Startpunkt

t = 0 und im Endpunkt t = 477), lokal aussieht wie ein “sanft”verbogenes
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4.4 Prasentation und Methodik

Geradensttick, also einen Homdomorphismus zu einer offenen Menge des IR
definiert. Analog kann dies bei reguldren Fldchen betrachtet werden. Auch
diese miissen in einer offenen Umgebung um beliebige Punkte aussehen
wie “sanft”verbogene Ebenenstiicke des R?. Dass dies nur lokal moglich
sein muss, wird klar, wenn man sich beispielsweise einen Torus oder auch

die Sphare ansieht.

Anschliefiend miissen natiirlich die formal korrekten Definitionen in irgend-

einer Form prasentiert und vermittelt werden.

Im néchsten Schritt wire es ratsam, dhnlich wie bei der Kurve, ein Bei-
spiel fiir eine Parametrisierung einer reguldren Fldche zu présentieren. Als

Einstieg bietet sich die leichteste aller reguldren Fldchen, die Ebene, an.

4.4.1 Beispiel Ebene

Ein konkretes Beispiel zum FEinstieg ware die Ebene, welche durch den

1 1
Nullpunkt geht und z.B. die Richtungsvektoren | 1 | und [ 0 [ hat.
1 0
1 1
S=<{ul 1 | +u2 0 |u1,u261R
1 0
F:R* - R’

23



4 Regulare Flachen

1 1
Fu',u*):=u'- [ 1 | +u?*- | 0
1 0

11
Und die Jacobimatrix D, F =

10

1 0| hat vollen Rang (Rang2) und ist

sogar unabhdngig von u. Das Ganze kann dann natiirlich auch allgemein

tiir Ebenen gerechnet werden, welche durch einen beliebigen Punkt p gehen

und die (linear unabhdngigen) Richtungsvektoren v; und v, besitzen. Dann

erhilt man
1 1 1
01 U U1
1,2y . 1. ].2 2. | .2 _ 1.2
F(u',u®):=p+u o2 | +u 03 und Dy F = 0
3 3 3
1 U 1

ebenfalls mit vollem Rang und unabhéngig von u.
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4.4 Prasentation und Methodik

Abbildung 4.7: Ebene durch Ursprung mit Richtungsvektoren (1,1,1)T und (1[0/0)”

4.4.2 Beispiel Funktionsgraphen

Wie bereits oben bei den Fehlvorstellungen angesprochen, ist eine Funktion
f : R? = R keine regulire Fliche. Mit einem einfachen Trick kann man
diese aber in eine Parametrisierung einer reguldren Fliache verwandeln.

Betrachten wir beispielsweise die Funktion

f:R>? =R
f(x,y) = sin(x) + sin(y) und definieren F : R? — R3
ul ul
F(u',u?) := u? = u? und setzen U = R? und
f(ul,u?) sin(ul) + sin(u?)

25



4 Regulare Flachen

N

Abbildung 4.8: Visualisierung von F(u!,u?) = (u!,u?, f(u!,u?)T)

Klarerweise ist hier F(R?) = S = SNR® und somit F(U) = S = SNV

und eine Umkehrfunktion F~! : V — U findet man leicht, indem man
1
u
F~Y(ul,u?,sin(u!) + sin(u?)) = , | setzt
u

Die Jacobimatrix berechnet sich folgendermafien:

1 0 1 0
E=1 o |, %= 1 |=DfF=]| o0 1
cos(ul) cos(u?) cos(u') cos(u?)

Somit ist also auch die zweite Bedingung fiir eine regulare Flache erfiillt.®

5Bei Funktionsgraphen kann immer U = IR? gesetzt werden.
® Anmerkung: Bei Christian Bir findet sich auf S. 94 der allgemeine Beweis, dass dies

fur alle glatte Funktionen f : R? — R mit diesem Trick funktioniert.
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4.5 Regulare Flachen mit mehreren lokalen Parametrisierungen
4.5 Reguldre Flachen mit mehreren lokalen

Parametrisierungen

Sowohl bei der Ebene als auch bei reguldren Flachen, welche tiber Funktions-
graphen definiert werden, kommt man mit einer einzigen Parametrisierung

aus. Dies ist jedoch im Allgemeinen nicht der Fall.

X

Betrachtet man zum Beispiel die Einheitssphdre S = y| € R3x? +y>+22=1¢,

z
so kann diese nicht durch denselben Trick mit einer Funktion F(x,y) :=

x
y parametrisiert werden, da man ein solches f nicht finden kann
fxy) )
und jeweils nur eine Halbkugel (ohne Aquator) damit beschreiben kann.
(Man wihlt zum Beispiel fiir die untere Halbkugel
U= {(x,y)T|x> + y* < 1} mit einem dazugehorigen V = {(x,v,z)7|z < 0}

und F(x,y) := (x,y, —/1— 22 —y2)D).

Da dieses Beispiel im Buch von Bar komplett durchgerechnet ist, verwei-
se ich fiir die ausfiihrlichen Berechnungen aller Parametrisierungen auf

dieses.”

7zu finden in: Christian BAR, “Elementare Differentialgeometrie”, 2. Auflage, (Ber-

lin/New York 2010), S. 94f
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4 Regulare Flachen

Man benétigt (mit dieser dort gewéahlten Parametrisierung) sechs verschiede-
ne lokale Parametrisierungen, um die gesamte Sphére abzudecken. Dies soll
als Motivation fiir die ndchste Proposition dienen und kann auch durchaus

in einem Vortrag so motiviert werden.

Hier mochte ich noch auf eine weitere Begrifflichkeit und eine damit vor-

handene Vorstellung eingehen.

4.5.1 Karten

Lokale Parametrisierungen von reguldren Flichen werden auch Karten
genannt. Hierbei ist die Konnotation einer Landkarte naheliegend und auch
treffend. Wenn man sich das Beispiel der Einheitssphiare von Christian
Bar ansieht, kann man sich das in idealisierter Weise mit der Weltkugel
vorstellen. Ein dreidimensionaler Globus wire hier die Flache, welche (aus
verschiedensten Griinden) in einem Atlas, wie man ihn aus dem Alltag

kennt, mit mehreren Karten lokal beschrieben wird.

Man greift sich also gedanklich einen Punkt aus dem Globus heraus
und zeichnet sich eine Karte mit einer offenen Umgebung auf ein ebe-
nes Flachenstiick (Landkarte). Diese Landkarte ist dann lokal zu der offenen

Umgebung um den Punkt auf dem Globus homomorph.

Auch eine Problematik, welche spédter noch behandelt wird, wird hier intui-
tiv zuganglich: Lokal ist es auf einer Karte gut moglich, die in Wirklichkeit

gekriimmte Flache (z.B. Wien) auf einer Landkarte so darzustellen, dass
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4.5 Regulare Flachen mit mehreren lokalen Parametrisierungen

Verzerrungen so minimal sind, dass sie nicht auffallen. Sieht man sich aber
Weltkarten an, welche versuchen, den ganzen Globus darzustellen, stimmen
Flachenverhiltnisse und Winkel nicht und die Karte wirkt “verzerrt “. Man
kann so intuitiv eine Vorstellung schaffen, dass bei der Abbildung einer
Kugeloberfldche auf eine Ebene, welche nicht lokal sondern global sein soll,
irgendetwas “kaputt “geht, also Langen oder Winkel zerissen werden. Wes-
halb dies so ist, kann mathematisch gezeigt werden, wobei man dazu die

Grundlagen braucht, welche in den nédchsten Kapiteln erarbeitet werden.

Abbildung 4.9: Vorstellung Karte und lokale Parametrisierung

Eine weitere interessante Frage, der man sich in diesem Zusammenhang
intuitiv ndhern kann, ist, was mit einem Koordinatengitter passiert, wel-

ches man in zweidimensionalen Karten auf die Sphére {ibertrdagt, um zum
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4 Regulare Flachen
Beispiel Positionsbestimmungen moglich zu machen (Koordinaten).

Ein Koordinatengitter besteht in einer zweidimensionalen Ebene tiblicherweise
aus senkrechten und waagrechten Geraden. Hierbei kann nochmal die Ab-
bildung 4.3 dabei helfen, sich eine Grundvorstellung zu bilden. Ubertrégt
man nun ein Koordinatengitter von der Ebene auf die Sphire, ergeben sich
einige Probleme. Beispielsweise erhdlt man Langen- und Breitenkreise, wie
sie aus Atlanten und Globen bekannt sind. Hierbei wird ein Nullmeridian
definiert, den man in der zweidimensionalen Ebene beispielsweise durch

den Ursprung legen kann. Wahlen wir hierzu die Kugelkoordinaten:

Wir definieren S := x2 +y%*+z% =1 als regulire Flache

und F : [0,27] x [-F %

sin(0) - cos(¢ )
mit F(¢,0) = sin(0) - sin(¢) und betrachten folgende Abbildung;:

cos(6)

Wir kénnen jeden Punkt innerhalb des Rechteckes im R? eindeutig auf
der Kugeloberfldche identifizieren. Probleme gibt es jedoch am Rand des
Rechteckes. Die senkrechten Strecken bei 0 und 27t treffen denselben Null-
meridian, was fiir die Eindeutigkeit der Umkehrabbildung F~! ein Problem
ist. Noch problematischer wird es bei den waagrechten Strecken bei 7 und
— 7. Diese markieren alle denselben Punkt auf der Kugeloberfldche, wobei
die obere Strecke auf den Nordpol und die untere Strecke auf den Stidpol

abbildet.
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=
/
2

Abbildung 4.10: Kugelkoordinaten

Was passiert nun aber mit Geradenstiicken, welche im R? als Koordinaten-
gitter verwendet werden konnen, sprich bei einem konstanten Winkel den
anderen Winkel komplett durchlduft? Dann erhélt man genau die Breiten-

und Langengrade, welche aus der Geographie bekannt sind.

4.5.2 Gedankenexperiment Polarkoordinaten

Um zu veranschaulichen, wie Geraden(stticke) aussehen konnen, wenn diese
in verschiedenen Parametrisierungen angegeben werden, kann das folgende
Beispiel in Seminaren angefiihrt werden. Hierbei steht wieder ein intuiti-
ver Zugang zu verschiedenen Darstellungsarten und die Erkenntnis, dass
Geraden in verschiedenen Koordinatenumgebungen ganz unterschiedlich

aussehen konnen, im Vordergrund.
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4 Regulare Flachen

Abbildung 4.11: Lingen- und Breitengrade

Betrachtet man hierzu die Funktion F : R> — [0, co[x [0, 27r] mit

Floy) = arccos(—=2—) und
X242
F1_ r-cos(¢)
r-sin(¢)

Also die Abbildung, welche die karthesischen Koordinaten in die Polar-
koordinaten tiberfithrt. Wiederum muss der Winkel 0 mit dem Winkel 27
identifiziert werden und jeder Punkt, bis auf seinen identifizierten Rand-

punkt, kann eindeutig identifiziert werden.

8 Anmerkung: Fiir die korrekte Berechnung des Winkels in den Polarkoordinaten

brauchte es noch eine Fallunterscheidung, welche hier aber nicht gemacht wird.
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)

..
B

Abbildung 4.12: karthesische Koordianten und Polarkoordinaten

Spannend ist nun die Frage, wie eine Gerade des karthesischen Koordina-
tensystems in der Darstellung der Polarkoordinaten aussieht. Aber auch
umgekehrt, was passiert, wenn man eine “Gerade “des Polarkoordinatensys-
tems auf das karthesische Koordinatensystem tibertrdgt und wie es aussieht,

wenn man ein komplettes Koordinatennetz tibertragt.

Abbildung 4.13: Geraden in verschiedenen Koordinatensystemen

Ein Geradenstiick in den Polarkoordinaten, welches alle Winkel bei kon-

stantem Radius durchlduft, wird anschaulich auf einen Kreis in den karthe-
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4 Regulare Flachen

sischen Koordinaten abgebildet. Umgekehrt sehen die Geraden des karthe-
sischen Koordinatensystems im Polarkoordinatensystem ganz ungewohnt
aus. Sie durchlaufen nur gewisse Winkel und (wenn sie nicht durch den
Ursprung gehen) erreichen den Radius 0 nie, sondern nidhern sich diesem

und entfernen sich dann wieder.

Wird ein ganzes Koordinatenraster in das karthesische Koordinatensystem

tibertragen, erhédlt man dabei ein bekanntes Bild:

Abbildung 4.14: Koordinatennetz der Polarkoordinaten im karthesischen

Koordinatensystem

4.6 Nullstellengebilde

Da der Nachweis der Bedingungen (i) und (ii) aus der Definition 4.1.1 einer
reguldren Flache oft miihsam ist, nimmt man zur Beschreibung regulérer
Flachen oft Nullstellengebilde von Funktionen zu Hilfe. Hierzu findet sich

bei Christian Bér folgende Proposition:
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4.6 Nullstellengebilde

4.6.1 Proposition

Sei Vy C R3 offen, sei f : V) — R eine glatte Funktion. Wir setzen

X
S:= y | €eVif(x,y,z)=0

z

Falls Vp € S gilt:

0
gradf(p) # | 0 | dann ist S eine regulire Fliche.
0
9
% %(p)
Beweis Sei p := [ yo | € S. Wegen gradf(p) = %(p) konnen wir ohne
0
2 ()

. , . ) .
Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass %( p) # 0 ist.

Nach dem Satz {iber implizite Funktionen gibt es eine offene Umgebung

V C Vj von p, eine offene Umgebung U C IR? von (xg, yo) und eine glatte

X
x
Funktion ¢: U — R, so dass SNV = y | el
Y
8(x,y)
X
Setzen wir F : U — V, F(x,y) := y , so sehen wir, dass F eine
g(x,y)
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4 Regulare Flachen

lokale Parametrisierung ist.”

4.6.2 Betrachtung der Definition und Anmerkungen

Als erste kleine Anmerkung mochte ich hier auf die Aussage von Bér “so
sehen wir, dass F eine lokale Parametrisierung ist“hinweisen. Nattirlich kann
man diesen Umstand erkennen, formal jedoch bezieht er sich eigentlich
auf seinen Beweis tiber des Tricks, wie man eine regulédre Fliache mit einem

Funktionsgraphen f : R? — R beschreiben kann.

Doch was bringt uns diese Proposition an niitzlichen Werkzeugen mit? Es
gentigt, ein Nullstellengebilde zu finden, dessen Gradient auf S nirgends
verschwindet, um die Regularitéit einer Flache nachzuweisen. Somit fallt die
Uberpriifung des Ranges der Jacobimatrix und der Homéorphismuseigenschaft
weg und vereinfacht dies. Wichtig ist hierbei jedoch, dass dies eine hinrei-
chende Bedingung, aber keine notwendige ist. Es kann also durchaus sein,
dass sich ein Nullstellengebilde findet, deren Gradient sogar fiir alle Punkte

der Fldche verschwindet, die aber trotzdem reguldr ist.

9in: Christian BAR, “Elementare Differentialgeometrie”, 2. Auflage, (Berlin/New York

2010), S. 96
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4.6 Nullstellengebilde

4.6.3 Beispiel Ellipsoid

2
Betrachten wir beispielsweise das Ellipsoid % + %+ 2 _ 1, so lasst sich als
1% 1% 2 33 1

Nullstellengebilde leicht die Funktion f(x,y,z) := ’é—; + g—i + # — 1 finden.

Wir wihlen als V = R3. Dann erhalten wir die Fliche

X
S:= y | € R%f(x,y,2) = 0 p als Fliche, die iiber ein Nullstellengebilde

z
definiert ist. Um nachzuweisen, dass es sich bei diesem Ellipsoid um eine

reguldre Flache handelt, reicht es also zu zeigen, dass der Gradient dieser

Nullstellenfunktion fiir alle Punkte auf dem Ellipsoid nicht verschwindet.

% 0
Wir betrachten nun gradf(x,y,z) = % = Z?y . Dieser wire nur | 0
% 2z 0
0
bei pp = | 0 |, welcher aber nicht auf S liegt. Somit ist dieses Ellipsoid eine
0

reguldre Flache.™

Der allgemeine Beweis fiir Ellipsoide, welche in dieser Form als Nullstellengebilde

einer Funktion gegeben sind, findet sich bei Bar auf Seite g6f.
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. X . . . o T 3 x_z y_z 21 _
Abbildung 4.15: Ellipsoid mit S = {(x,y,z)" € R°|% + 4 +2z°—1=0}

38



5 Glatte Abbildungen

5.1 Einstieg und intuitiver Zugang

Im vorherigen Kapitel haben wir uns damit beschéftigt, was reguldre
Flachen tiberhaupt sind und welche Methoden es gibt, zu {iiberpriifen,
ob Flachen regulédr sind oder nicht. Nun geht es darum, tiber die Form
dieser Flachen etwas auszusagen, auf ihnen Geometrie zu betreiben. Es
gibt viele Moglichkeiten, etwas tiber das Verhalten von Funktionen von
R — R auszusagen. Eine davon ist ein zentraler Begriff der Geometrie: Die
Kriimmung, mit deren Hilfe sich bestimmen ladsst, wie “stark “sich eine
Funktion in der Umgebung eines Punktes vom Graphen einer Geraden
unterscheidet. Hierbei kann zunédchst auch auf einen intuitiven Zugang zum
Kriimmungsbegriff aufgebaut werden. Zum Beispiel kann die Vorstellung
niitzlich sein, dass die Kriimmung in einer Weise angibt, wie “stark “sich ei-
ne Kurve in einem Punkt in diesem vom Graph einer Geraden unterscheidet,

beziehungsweise ihre Richtung dndert.
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5 Glatte Abbildungen

Krimmung in P: -1.4 _
- Q: 0
: : . o 3 N ¢ 5

n R: 1.6

Abbildung 5.1: Kriimmung in Funktionen von R nach R

Sieht man sich intuitiv eine Funktion f von IR? nach R an, so kann hier

folgender Ansatz gesetzt werden:

Wir stellen uns den Graphen dieser Funktion als Gebirgslandschaft vor. Die-

X

se lasst sich wieder als regulédre Fldche darstellen mit F(x, y) := y
f(xy)

Legt man nun auf eine solche Gebirgslandschaft gedanklich zwei Wan-
derwege, die zum Beispiel genau in die Richtung der Koordinatenachsen
verlaufen, so kann man diese als Kurven beschreiben, welche auf dieser

Flache verlaufen.

Um solch eine zu basteln kann man beispielsweise f(x,y) = p1(x) + p2(y)

setzen, wobei p1(x) und p,(y) Polynomfunktionen von R nach R sind, was

40



5.1 Einstieg und intuitiver Zugang

die stetige Differenzierbarkeit und den vollen Rang der Jacobimatrix von

X

F(x,y) := y gewihrleistet.
f(xy)

Abbildung 5.2: Gebirgslandschaft als Funktionsgraph mit Kurven als Wanderwege

t 3

Definiert man nun c(t) := 2 und c;(t) = t , so erhalt

f(£,2) f3,1)

man zwei Kurven, welche auf der Fliche in die Koordinatenrichtungen

verlaufen.®

TAnmerkung: Die Konstanten 2 und 3 wurden nur aus optischen Griinden fiir diese

Grafik gewahlt, konnen im Allgemeinen beliebig gewahlt werden.
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Diese zwei Kurven sind stetig differenzierbar. Die Geschwindigkeitsvektoren
der Kurven ¢; und cp im Schnittpunkt (3|2) sagen auch etwas iiber das
Verhalten der Flache in diesem Punkt aus, zumindest in die zwei Richtungen,
in welche die Kurven verlaufen, da diese sich auf der Flache bewegen.? Dies
wire ein erster Anhaltspunkt, eine Vorstellung fiir einen Kriimmungsbegriff

auf einer Fliache zu schaffen.

1 0
Betrachten wir im Folgenden ¢ (t) = 0 und 6 (t) = 1 , SO
f(t,2) f'(3,1)
koénnen wir deren Ableitungen auch im Punkt (3|2) berechnen und erhalten
1 0
zwei Ableitungsvektoren der Form | 0 | und | 1 | mita, b € R und kénnen
a b

diese im Punkt P := (3]2|f(3,2)) anhdngen.

2Anmerkung: Eigentlich sagen diese zwei Geschwindigkeitsvektoren nicht nur tiber

diese zwei gewdhlten Richtungen etwas aus, aber darauf wird spéter eingegangen.

42



5.1 Einstieg und intuitiver Zugang

Abbildung 5.3: Ableitungen der Kurven in der Gebirgslandschaft

Wir definieren folgende Ebene:

3 1 0
EAu):=P+A-c1(3)+pu-c2(2) = 2 +A-lo|l+p-|[1] und
£(3,2) a b

betrachten diese.

Hierbei kann man die Beobachtung machen, dass diese in einer Form eine
lineare Bestapproximation an die Flache im Punkt P darstellt. Mit dieser
Idee und Motivation lassen sich erste Gedankenexperimente durchspielen,
wie man tiber das Verhalten einer Fldache in der Nédhe eines Punktes Aussa-
gen getroffen werden koénnen, indem die bereits bekannten Mittel aus der

mehrdimensionalen Analysis angewendet werden.
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5 Glatte Abbildungen

Abbildung 5.4: Tangentialebene an eine Gebirgslandschaft

5.2 Problemstellung

Im Wesentlichen muss nun versucht werden, die Konzepte der Differen-
zialrechnung, welche aus dem R" bekannt sind, auf regulidre Flachen zu
tibertragen, um auf diesen Geometrie betreiben zu konnen. Im vorheri-
gen Beispiel war die regulire Flache auf eine Funktion von R? — R
zuriickzufiihren, wo bereits bekannt ist, wie (partielle) Ableitungen ge-
bildet werden konnen. Im Allgemeinen sind aber regulédre Flichen nicht

tiber Funktionsgraphen gegeben. Deshalb werden, um spater Werkzeuge
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5.2 Problemstellung

entwickeln zu kénnen, die auf einen Kriimmungsbegriff hinfiihren, im Fol-
genden drei verschiedene Félle angesehen. Die Glattheit einer Funktion
impliziert, dass diese unendlich oft stetig differenzierbar ist. Jedoch ist mit
dem momentanen Wissensstand noch nicht definiert, was Glattheit oder
Differenzierbarkeit fiir Funktionen bedeuten, deren Definitionsmengen oder

Zielmengen auf reguldren Flachen sind.
Deshalb werden drei Félle untersucht werden:
(1) Funktionen, deren Bild auf reguldren Flachen liegt - die “hinein”abbilden

(2) Funktionen, deren Definitionsbereich auf reguldren Fldchen liegt - die

“hinaus “abbilden und

(3) Funktionen, deren Definitionsbereich und deren Bild auf regulédren

Flachen liegen - die “dazwischen “abbilden

Die Grundidee dahinter ist, dass man kleine Umgebungen auf reguldren
Flachen auf zweidimensionale Karten zurtickfiihrt, indem man Funktionen

verkniipft und auf den bekannten R? zuriickgreift.
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5 Glatte Abbildungen

Abbildung 5.5: Ubersicht der zu behandelnden Abbildungen

5.3 Theorie

Folgende Beweise, Definitionen und Propositionen sind (in nur leicht ab-

gednderter Form) bei Bar zu finden.

5.3.1 Proposition

Sei S C IR3 eine regulire Flache und F : U — SNV eine lokale Parametri-
sierung von S. Sei W C IR" eine offene Menge und ¢ : W — RR? eine glatte
Abbildung mit (W) C SNV. Dann ist ¢ als Abbildung von W nach R3
glatt genau dann, wenn F~1o ¢ : W — U C R? glatt ist.

Beweis Sei ¢ := F~! o ¢ eine glatte Abbildung, so ist ¢ = F o ¢ als Verket-
tung zweier glatter Abbildungen ebenfalls glatt.
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5.3 Theorie

Die Riickrichtung des Beweises gestaltet sich etwas umstidndlicher, da zuerst
geklart werden muss, was es bedeutet, dass F -1 glatt ist, da deren Defini-
tionsbereich auf einer reguldren Fliache und nicht im euklidischen Raum

liegt.

Sei ¢ : W — R3 glatt. Sei p € W. Wir setzen q := ¥(p) € SNV und
Ug := F_l(q) e u.

x(ut, u?)

Wir schreiben F(u',u?) := | y(u',u?) |. Da das Differential D,,,F maxima-
z(ul, u?)

len Rang hat, kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen,

. _ . a(x,y) ) . . .
dass die 2x2-Matrix (—a L) (ug) ) invertierbar ist.

Wir definieren die Abbildung

x(ut, u?)
G:UxR — RS, G(ul,uz, t) = y(ul,uz) und berechnen ihr Diffe-

z(ul, u?) +t

rential an der Stelle (u!,u%t) = (u}, u3,0):

(o) 25 (uo) 0

2 2
Da1i20)G = | 55 (o) 5:2(u0) 0

22 (o) 2 (ug) 1

Die Entwicklung der Determinante nach der letzten Spalte liefert:

d(x,
detD(u(l),u%,O)G = det <%(HO)> ?é 0.
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5 Glatte Abbildungen

Somit ist D(u}),u%,O) G invertierbar und wir konnen nach dem Umkehrsatz eine
offene Umgebung U; C U x R von (u},u3,0) und eine offene Umgebung

V1 C V von g finden, sodass

Gy, © Ur = Vi ein Diffeomorphismus ist. Wir setzen Wy := e (V).
Dann ist W; eine offene Umgebung von p. Fiir p' € Wy gilt G o ¢(p') =
(F1o @(p"),0) denn F(u',u?) = G(u',u?0). Da G~!o ¢ als Verkettung
zweier glatter Abbildungen wieder glatt ist, gilt dies auch fiir F~! o ¢ auf
Wi. Nun ist W eine offene Umgebung des beliebig vorgegebenen Punktes

p und die Aussage ist bewiesen.

5.3.2 Korollar

Sei S eine regulire Flache. Seien (U, F1, V1) und (U, F,, V) lokale Parame-
trisierungen. Dann ist F,” IoF - F 1(V1 NVy) = F; 1(V1 NV,) glatt.

5.3.3 Proposition

Sei S C R3 eine regulére Fliche, p € Sund ¢ : S — R” eine Abbildung.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt eine offene Umgebung V von p in R® und eine Fortsetzung ¢

von @5y auf V, die um p glatt ist.
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5.4 Betrachtung der Theorie

(2) Es gibt eine lokale Parametrisierung (U, F, V) mit p € V, sodass ¢ o F :
U — R" um F~1(p) glatt ist.

(3) Fur alle lokalen Parametrisierungen (U, F, V) mitp € Vist po F: U —
R" glatt um F~1(p).

5.3.4 Definition

Gelten die Bedingungen (1) bis (3) aus Proposition 5.3.3, so nennen wir ¢

glatt nahe p.

5.3.5 Definition

Seien S1,S; C R3 reguldre Flichen. Wir nennen ¢ glatt nahe p, falls es
eine lokale Parametrisierung (Uj, F;, V1) von S; um p gibt und eine lokale
Parametrisierung (U, F», V2) von S, um ¢(p) derart, dass F, ' ogpo F :

F (¢~ 1(V2) N Vi) — Uy nahe p glatt ist.

5.4 Betrachtung der Theorie

Grob gesagt, liefert die Theorie das Ergebnis, dass die Differenzierbarkeit
von Funktionen, deren Ziel- oder Definitionsbereich auf reguldren Flachen

liegt, mit Hilfe von Parametrisierungen tiberpriift werden kénnen. Es ist also
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5 Glatte Abbildungen

erlaubt, Funktionen mit glatten Abbildungen in die offenen Umgebungen
des R? von Parametrisierungen “runter zu schieffen “und dort zu rechnen.
Und hierbei hdngt es auch nicht davon ab, welche Parametrisierung gewéhlt
wird - ist eine Abbildung in einer glatt, ist sie es in allen. Man kann die
Glattheit also in einer beliebigen Karte um einen Punkt tiberpriifen. Die

Glattheit ist aber immer nur lokal um einen Punkt p gewéhrleistet.

In der Proposition 5.3.1 geht es um die Glattheit von Abbildungen, die in
reguldre Flachen hinein abbilden. Die Regularitdt von Flachen garantiert,
dass diese lokal um jeden Punkt homoéomorph zu offenen Umgebungen
im R? sind. Dies wird ausgenutzt und man betrachtet fiir die Differen-
zierbarkeit einer Funktion ¢ : R" — R® durch Anhéngen einer Karte die
Funktion F~1o ¢ : R" — U C R?. Es macht also keinen Unterschied fiir
die Differnzierbarkeit, ob die Abbildung in einer kleinen Umgebung einer
reguldren Flache oder in einer Umgebung einer zugehorigen Karte im R?

betrachtet wird.

Um die Glattheit von F~! zu beweisen, wird ein kleiner Trick angewandt
x(ut, u?)
und eine neue Abbildung G definiert: G(u!, u?t) := | y(u!,u?) [.Diese
z(ul, u?) +t
bildet nun also von [u!,u?] x R C R® — R® ab, wobei wir fiir t = 0 genau
die urspriingliche Fldche enthalten. Die Bijektivitdt dieser Abbildung wird
tberpriift und das Problem somit auf die bekannte, mehrdimensionale

Analysis zurtickgefiihrt.
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5.4 Betrachtung der Theorie

Geometrisch bedeutet das, dass man einen vertikalen Zylinder tiber die

Flache SNV legt, um so eine dreidimensionale Umgebung zu erhalten.

Hier wird noch angemerkt, dass dies 0.B.d.A geschieht. Es wire ndmlich

beispielsweise moglich, dass (

I(xy)
a(ul,u?)

) nicht vollen Rang hitte. Dann konnte

man aber einen horizontalen Zylinder anlegen und entweder die Abbildung

G(ul,u?,t)

G(ul,u?,t) :

x(ul,u?) +t
y(ut,u?)
z(ul, u?)
(ul, u?)

y(u', u?) +t

beziehungsweise

definieren.

Abbildung 5.6: Veranschaulichung des Tricks
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Ersetzt man in der Proposition 5.3.1 den beliebig gewahlten R" durch R?
und wihlt fiir die Funktion ¢ := F eine Funktion einer Parametrisierung,
so kommt man auf das Resultat des Kartenwechsels. Hier garantiert die
Proposition, dass die Differenzierbarkeit von Funktionen, welche in regulére
Flachen hinein abbilden, nicht von der Wahl der Karte abhédngig ist. Es kann
also eine moglichst geschickte Parametrisierung gewahlt werden, in welcher
die Differenzierbarkeit leicht nachzurechnen ist und diese ist somit fiir
beliebige Parametrisierungen gezeigt. Diese wichtige Erkenntnis erwahnt
Bér in einem eigenen Korollar (hier Korollars.3.2). Es existiert zwischen
verschiedenen Karten, welche eine gemeinsame offene Umgebung auf einer

reguldren Flache kartieren, immer ein Diffeomorphismus.

Auch bei den Abbildungen, welche den Definitionsbereich auf reguldren
Flachen haben, nutzt man dann in der Proposition 5.3.3 die Karten. Die
Schwierigkeit hier besteht darin, dass es keine offene Umgebung um S
im R3 gibt, da eine regulédre Fldche ja lokal immer homdomorph zu ei-
nem Flachenstiick ist und jede noch so kleine offene Kugel nicht in ei-
ner reguldren Fliache enthalten sein kann. Man wéhlt nun wieder eine
Parametrisierung um einen Punkt und weist die Differenzierbarkeit von
@oF:U C R? — R" nach, was mit den bekannten Mitteln der mehrdimen-

sionalen Analysis bewerkstelligt werden kann.

Als letztes werden in der Definition 5.3.5 noch Abbildungen betrachtet,
welche von einer reguldren Flache in eine andere reguldre Flache abbilden.
Wieder wird mit Karten gearbeitet, indem man anstatt der Differenzierbar-

keit einer Abbildung von S; — S, die Differenzierbarkeit von Abbildungen
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U; C R — U, c R? tiberpriift. Dies wird bewerkstelligt, indem man durch

Verkettung eine neue Abbildung definiert: ¢ := F, ' o ¢ o F.

Vereinfacht gesagt lassen sich mit Hilfe von Karten Fragen der Differenzier-
barkeit auf reguldren Flachen in bekanntes Terraint zurtickfithren, sodass
“alles passt “. Sowohl Abbildungen, welche auf reguldren Flachen definiert
sind, als auch Abbildungen, die auf regulédre Flachen abbilden oder auch
solche, die zwischen zwei reguldren Fldchen abbilden, konnen mit Hilfe von
Karten betrachtet werden. Und noch dazu ist es egal, welche Parametrisie-
rung verwendet wird, da auch Kartenwechsel untereinander diffeomorph

sind.

5.5 Ankniipfungspunkte und Fehlvorstellungen

Bei diesem Kapitel ist es von essenzieller Bedeutung, dass der Begriff der
Ableitung aus der mehrdimensionalen Analysis bekannt und verstandlich

ist und auf dieser Grundvorstellung aufgebaut werden kann.

Hierbei kann es in Seminaren niitzlich sein, vor dem Start mit der eigentli-
chen Materie eine kleine Wiederholung aus der Analysis zu geben. Dabei ist
es wichtig, die allgemeine Differenzierbarkeit einer Funktion von partieller
Differenzierbarkeit zu unterscheiden und nochmals auf die Vorstellung der
linearen Bestapproximation hinzuweisen. Diesen Unterschied kann man gut
mit den Wanderwegen auf der Gebirgslandschaft vergleichen. Partielle Diffe-

renzierbarkeit heifst in diesem Sinne, dass die Steigung der Wanderwege in
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5 Glatte Abbildungen

einem Punkt lokal durch Geraden approximierbar sind. Differenzierbarkeit
heifit in dem Sinne, dass die Ebene, welche durch die zwei Steigungsvekto-
ren aufgespannt werden, tatsdchlich eine lineare Bestapproximation an die

Gebirgslandschaft bildet.

Betrachtet man beispielsweise eine Funktion f : R” — IR™. Dann bedeu-

tet Differenzierbarkeit von f in xy, dass lim f (x)_(A'(xx__xxOHf (x0))
X0—X ol

existiert,
wobei A eine m x n Matrix ist. Man nennt diese dann das Differenzial von
f in xo und schreibt D, ) f. Diese Matrix ist, wenn der Grenzwert exis-

tiert, ident mit der Jacobimatrix und lasst sich also auch aufschreiben als

oh ... 9
ox1 ox™

D(xo)f = =A
9fn 9fn
...

Ist eine Abbildung in jedem Punkt ihrer Definitionsmenge differenzierbar,
so nennt man sie differenzierbar. Ist dies beliebig oft moglich, dann nennt
man eine Abbildung glatt. Als Diffeomorphismus bezeichnet man eine
Abbildung von R" — IR"3, wenn diese bijektiv und glatt ist und deren

Umkehrfunktion ebenfalls glatt ist.

Diese Begriffe der mehrdimensionalen Analysis miissen bei Bedarf wieder-
holt werden. Je nach Arbeitsgruppe und Zusammensetzung der Teilneh-

mer/innen ist dies aber moglicherweise auch nicht notig.

3bzw. offenen Mengen des R”

54



5.6 Prasentation und Methodik

5.6 Prasentation und Methodik

Im Einstieg ist es sicherlich ratsam, zuerst wieder mit einer Motivation zu
beginnen. Diese sollte dazu motivieren, weshalb man Abbildungen die im
Zusammenhang mit reguldren Fldchen stehen iiberhaupt differenzieren will.
Gleichzeitig kann hier das Bild der linearen Bestapproximation nochmals
aufgefrischt werden. Ein konkretes Beispiel mit einer Gebirgslandschaft
kann hierbei die Begriffe aus der mehrdimensionalen Analysis ebenfalls

nochmals in Erinnerung rufen und eine Vorstellung schaffen.

Da die nachfolgenden Préapositionen und Definitionen dazu dienen, eine
korrekte Handhabung mit gewissen Abbildungen zu gewéhrleisten, kann
eine Ubersicht dabei helfen, den roten Faden nicht zu verlieren. Hierbei
konnen, wenn mehrere Tafeln in einem Horsaal oder Seminarraum vorhan-
den sind, eine dazu verwendet werden, die drei zu behandelnden Fille zu
visualisieren und eine Art Fahrplan zu geben, wo man sich gerade befindet.
Ebenfalls konnte diese Platz bieten, die wichtigsten Erkenntnisse aus diesem

Kapitel festzuhalten.

Ob man die Beweise durchgeht oder nur Beweisskizzen anbietet, ist natiirlich
sowohl Geschmacksache, als auch abhingig von dem Zweck des Seminars
oder der Vorlesung. Auf jeden Fall sollte aber zuvor auf die Probleme einge-
gangen werden, um eine Motivation fiir die Notwendigkeit des Folgenden
zu geben. Wahrend der Propositionen und Beweise konnen Grafiken nicht

nur zur Veranschaulichung genommen werden, sondern auch helfen, den
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Abbildung 5.7: Fahrplan- und Erkenntnistafel

Uberblick zu behalten. Eine einheitliche Bezeichnung fiir die Funktionen,
deren Glattheit nachgewiesen werden soll, kann ebenfalls helfen, die Ori-
entierung nicht zu verlieren. In dieser Arbeit wurden im Theorieteil diese
jeweils mit ¢ bezeichnet, Abbildungen die zu Parametrisierungen gehoren
mit F und neu zusammengesetzte Abbildungen, die aus Verkettung anderer

entstehen mit .
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5.7 Diffeomorphe Flachen

Nun gilt es noch formal zu kldren, was diffeomorphe Fldchen sind. Hierzu

ist bei Bar folgende Definition zu finden.

5.7.1 Definition

Seien S; und S, C R3 reguldre Flichen. Eine Abbildung f : S; — Sy heifst
Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch f~! glatt sind.
Existiert ein solche Diffeomorphismus, dann heiflen die Flachen S; und S,

diffeomorph.

Diese Definition ldsst sich am besten mit Hilfe eines Beispieles veranschauli-

chen.

5.7.2 Beispiel Kugel - Ellipsoid

Definieren wir zundchst die Sphaére.

X x
S1:=1% |y | € R®x*+y*>+2z*> =1 ; und ein Ellipsoid S, := ¢ | y E]R3]%2+yzz+22:1
z z
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Dann findet sich ein f mit f : S; — Sy mit f(x,y,z) := , welche die

N NI R

3x
Sphére in das Ellipsoid tiberfiihrt. Ebenfalls fithrt g(x,y,z) = [ 2y [ das

z
Ellipsoid in die Sphére iiber. Uberpriifen wir im ersten Schritt, ob ¢ die

3x

; X
Umkehrfunktion von f ist. f(g(x,y,2z)) = f(3x,2y,z) = ZTV = |y
z z
Somit ist g = f 1.
3 00 3 0 0
Diynf = |0 3 0| und Dy f =10 2 0] garantieren,
0 0 1 0O O 1

dass f und f~! glatt auf ganz R3 sind, und somit Vp € S; und Vj € S,.
Somit sind auch sicherlich f|s, und f~!|s, glatt.
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Damit ist bewiesen, dass die Sphdre und das oben definierte Ellipsoid

diffeomorph sind. 4

Abbildung 5.8: Diffeomorphismus Sphére Ellipsoid

5.7.3 Beispiel Ebene - Funktionsgraph

Wenn man sich nochmals das Beispiel der Gebirgslandschaft in Erinnerung
ruft, bietet sich sofort ein zweites Beispiel fiir diffeomorphe Flachen. Zur
Erinnerung: Wir hatten eine C* Funktion f : R?> — R und iiber diese eine
X
lokale Parametrisierung F(x,y) := y gefunden, mit
fxy)

X

F:R? — S C R® Somit ist S; := y |(x,y) € R?
f(xy)

4+Anmerkung: Natiirlich ladsst sich das auch fiir allgemeine Ellipsoide zeigen. Bei Bar

findet sich auf Seite 105 eine glatte Funktion, welche die Sphére in einen beliebigen

Ellipsoiden {tiberfiihrt.
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Sei S, die xy-Ebene im IR3, und somit S, := R? x {0} C IR3. Dann lasst sich

ein Diffeomorphismus durch die Funktion

X X
§:51 =5, 8xyz)=|y|ludgt:5 =5, ¢ (xy0) = y
0 fxy)

tinden. Durch die allgemeine Formulierung ist gewéhrleistet, dass dies fiir
alle reguldren Flachen gilt, welche iiber einen Funktionsgraphen einer C*

Funktion von R? — R definiert sind.
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6 Tangentialebenen an reguliren

Flachen

6.1 Einstieg und Problemstellung

Beim Beispiel 5.7.2 auf Seite 57 haben wir streng genommen etwas gemacht,
was wir eigentlich gar nicht diirften. Wir haben die Jacobimatrix von f und
f ~1 yon Funktionen berechnet, welche von S; — S, bzw. S, — S; definiert
waren. Dies war deshalb moglich, weil wir die Funktionen als Funktionen
von R3 — R3 aufgefasst haben. Aus der Analysis ist bekannt, wie man
Funktionen, welche zwischen euklidischen Ridumen abbilden, differenziert.
Reguldre Flachen (mit Ausnahme der Ebene) sind jedoch keine Untervek-
torrdume des R3. Deshalb miissen wir eine Methode finden, wie man eine
Funktion, welche zwischen reguldren Flichen abbildet, differenzieren kann.
Somit konnen lokale Aussagen tiber die Fldache in Nahe von Punkten ge-
troffen werden. Um dies zu motivieren, kann es von Vorteil sein, nochmals

bekannte Ankntipfungspunkte zu zeigen.
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6 Tangentialebenen an regularen Flachen

Bei einer differenzierbaren Funktion f : R — Rx — f(x) kann mit Hilfe der
ersten Ableitung f'(x) eine Tangente an jeden Punkt der Funktion gelegt
werden. Diese kann man sich als lineare Bestapproximation an einen Punkt
vorstellen. Die erste Ableitung gibt also Auskunft dariiber, welche Gerade

an diesem Punkt der Funktion am dhnlichsten sieht.

Abbildung 6.1: Tangente als lineare Bestapproximation an eine Funktion von R — R

Denken wir an unsere Gebirgslandschaft zurtick, so konnen wir eine re-
guldre Flache an einem Punkt gedanklich ebenfalls bestméglich approximie-
ren, indem man die Tangente durch eine Tangentialebene ersetzt. Betrachtet
man anschlieffend eine Funktion f : S; — Sy, so kann man sich vorstellen,
dass man in einem Punkt p € S1 eine Tangentialebene anlegt und dasselbe
in f(p) € S, macht. Somit hitte man einen zweidimensionalen Untervek-
torraum des R® gefunden, wenn man diese Tangentialebene durch den
Ursprung legt, der die regulédre Flache in einem Punkt bestméglich approxi-

miert. Fiir den Spezialfall, dass die regulédre Flache als dreidimensionaler
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6.2 Theorie

Funktionsgraph gegeben ist, haben wir dies bereits intuitiv angewendet,
was im Kapitel 5.1 mit den Wanderwegen gemacht wurde. Nun betrachten

wir die allgemeine Definition fiir reguldre Fldchen.

6.2 Theorie

6.2.1 Definition

Sei S C R eine regulire Flache und p € S. Dann heifit
T,S := {X € R3|3e > 0 und eine glatte parametrisierte Kurve ¢ : (—¢,€) —
S mit ¢(0) = p und ¢(0) = X} die Tangentialebene von S in p. Die Elemente

der Tangentialebene heifsen Tangentialvektoren.

6.3 Betrachtung der Theorie

Die Definition 6.2.1 mag auf den ersten Blick etwas verwirrend erscheinen.
Die Tangentialebene wird hier definiert durch “Geschwindigkeitsvektoren
“von Kurven, welche in einem kleinen Bereich um den Punkt p auf der
reguldren Flache verlaufen. Eigentlich ist noch nicht klar, dass es sich bei
dieser Menge tatsdchlich um eine Ebene handelt. Denkt man an die Idee
mit den Wanderwegen auf der Gebirgslandschaft zurtick, ist man dieses

Problem umgangen, indem man nur in x- und y Richtung die Kurven
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6 Tangentialebenen an regularen Flachen

verlaufen lassen hat und somit zwei linear unabhingige Vektoren gefunden

hat, welche somit selbstverstandlich eine Ebene aufspannen.

Aus der mehrdimensionalen Analysis ist bekannt, dass fiir Funktionen

f : R> - R, welche differenzierbar sind, fiir die Richtungsableitung in
1
v
Richtung v = , | im Punkt (xo,y0) Folgendes gilt:
v

of 1
—(XO/yO) v
DU , — d , , 0 — ox P =
f(xo0,v0) = (grad(f(xo0,y0),7)) <(3_J;(x0,y0)) (02> >

= % (x0,y0) - 0! + %(xo, Yo) - v Und somit sind alle Richtungsableitungen
von den Ableitungen in x und y Richtungen linear abhdngig. Dies kann
auch als intuitiver Zugang genutzt werden, um zu zeigen, dass zumindest
bei reguldren Flachen, welche tiber Funktionsgraphen gegeben sind, die

Definition 6.2.1 Sinn ergibt.

6.3.1 Spezialfall reguldre Flachen als Funktionsgraphen

Betrachten wir den Spezialfall genauer, bei der eine reguldre Flache tiber
einen Funktionsgraphen gegeben ist. Wir haben also eine C* Funktion

f :R? — R und definieren wieder F : R? — R®

x
F(x,y) := y . Und erhalten somit die Fldche S := {F(x,y) (x) € R? }
y
f(xy)

Wir definieren unsere “Wanderwege”in x- und y- Richtung, die sich im
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t+ xo
Punkt (xo, yo, f(x0, Yo)) kreuzen sollen, als ¢y (t) := Yo und
f(t+x0,y0)
X0 1
cy(t) := t+ o und erhalten somit ¢ (t) = 0 und
f(x0,t+yo) % (£ +x0,0)
0
cy(t) = 1
% (X() S+ ]/0)
1
v
Betrachten wir nun den Wanderweg, der in Richtung v = ) geht. Die-
v
vl t+x
sen konnen wir definieren durch ¢, (f) := 0%t + Yo und
f(ol -t +x,0% - t +yp)
erhalten
ol
Co(t) = v? . Und dieser ist nun linear abhéngig

%(xo +t-ol,yg+t-0v?)
von den Steigungen der anderen beiden Wanderwege, denn

vl 1 0
co(t) = 02 = 0 o+ 1
J ) 9
U (xo+t-0lyo+t-0?) &t + x0,y0) & (x0,t + o)

v = ¢x(t) - o1 + ¢ - v?, im Kreuzungspunkt eingeschrankt auf t = 0.1

Hierbei ist zu beachten, dass %(t + x0,Y0) = %(xo,yo) entspricht, da t nur in x-

Richtung verlduft (analog in y-Richtung).
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6 Tangentialebenen an regularen Flachen

Bevor hier auf die Methodik und Ankniipfungspunkte eingegangen wird,
will ich noch eine wichtige Proposition anfiihren, welche in Bar auf Seite

107 zu finden ist.

6.4 Theorie

6.4.1 Proposition

Sei V C R3 offen. Sei f : V — R3 eine glatte Funktion. Sei S = f~1(0) C R3.
Es gelte: gradf(p) # 0 Vp € S. Dann steht fiir p € S der Gradient von f

senkrecht auf die Tangentialebene.

gradf(p)* = T,S

6.4.2 Beweis

Wiéhlen wir einen beliebigen Vektor X aus der Tangentialebene, welche im
Punkt p an S angelegt wird. Da diese tiber die Geschwindigkeitsvektoren
aller Kurven, welche durch p in einer e-Umgebung durch S verlaufen,
definiert war, wihlen wir eine solche glatte parametrisierte Kurve ¢ mit den

Eigenschaften: c(0) = p, ¢(0) = X, wobei c : (—¢,€) — S gilt.
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6.5 Ankniipfungspunkte und mogliche Fehlvorstellungen

Da S in der Proposition als Nullstellengebilde tiber die Funktion f definiert
war, gilt: (foc)(t) = 0 fiir alle t € (—e, €). Wir differenzieren diese Aussage

und erhalten:

0= 4focl_o = (gradf(c(0)),¢(0)) = (gradf(p), X) womit gezeigt wire,

dass X normal auf den Gradienten von f steht.

6.5 Ankniipfungspunkte und maégliche

Fehlvorstellungen

Die Ankniipfungspunkte liegen hier offensichtlich in der mehrdimensiona-
len Analysis. Betrachtet man Tangentialebenen als Menge von Geschwin-
digkeitsvektoren, ist es niitzlich, auf das Wissen der Richtungsableitungen
zuriickzugreifen. Auch wire es hier hilfreich, die mehrdimensionale Ketten-
regel nochmal zu wiederholen, da diese fiir den Beweis 6.4.2 notig ist. Das

folgende Beispiel soll eine Moglichkeit bieten, dies zu veranschaulichen.

6.5.1 Beispiel mehrdimensionale Kettenregel

Wir stellen uns ein Flugzeug vor, dessen Flugposition abhéngig von der
Zeit durch eine Funktion ¢ : R — RR3 gegeben ist. Des weiteren sei f :
R?® — R eine Funktion, welche jedem Ort seine Temperatur zuweist. Beide

Funktionen sollen differenzierbar sein.
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6 Tangentialebenen an regularen Flachen

Die Verkniipfung f o g gibt also die Temperatur am Ort des Flugzeuges

an.

Die Ableitungen sind definiert durch

J

0 %

g'(t) == gh(t) | und Df(x,y,z) = %
g4(t) %

Die Ableitung der Verkniipfung (f o g)'(t) = Df(g(t)) - ¢'(t) = Dxf(g(t)) -

D.f g1 (1)
g1(t) + Dyf(g(t)) - g2(t) + D-f(g(t)) - g5(t) = < Dyf [ 8t), [ &) |) =
D.f gé(t)

(gradf(g(t)),g'(t))

Man kann die Ableitung von g als Geschwindigkeitsvektor des Flugzeuges
am Zeitpunkt t interpretieren und die Ableitungen von f als die Tempera-
turdnderungen in die drei Achsenrichtungen. Somit wére die zusammen-
gesetzte Funktion f o ¢ die Temperatur an der Stelle des Flugzeuges und
(f og)’ die Temperaturdnderung in Richtung des Geschwindigkeitsvektors

des Flugzeuges zum Zeitpunkt ¢.

6.5.2 Richtungsableitungen

Der néchste grofie Ankniipfungspunkt aus der mehrdimensionalen Analysis

sind die Richtungsableitungen. Diese werden nicht nur benétigt, um den
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6.5 Ankniipfungspunkte und mogliche Fehlvorstellungen

Spezialfall von reguldren Flachen als Funktionsgraphen zu veranschauli-
chen, sondern sind auch spéter fiir das Verstandnis noch von wesentlicher
Bedeutung. Sehen wir uns nochmals die Definition einer Richtungsableitung
an. Da wir diese nicht allgemein im IR" benétigen, da es fiir die Vorstellung
gentiigt, den dreidimensionalen Fall zu betrachten, wird im Folgenden die

Definition konkret fiir den R® angepasst.

Sei G C R? offen, f : G — R. Sei v € R® mit ||v|| = 1, p € G. Falls der

Grenzwert

existiert, heifst diese Zahl die Richtungsableitung von f im Punkt p in
Richtung v.

Wenn v = (1,0,0)7, bzw. (0,1,0)T oder (0,0,1)7 ist, so erhilt man genau
die partiellen Ableitungen in x, y und z Richtung. Wichtig ist jedoch der

Satz, wie man Richtungsableitungen berechnen kann:

G C R3 offen, f + G = R differenzierbar, p € G. Wenn v € R3 mit
[0l =1 = 3Dof(p) und es gilt Dy f (p) = (gradf(p),v).

Beweis: Wir definieren eine Funktion g(t) := p + t - v und betrachten die

Ableitung ¢'(t) = v. Wie im vorherigen Beispiel betrachten wir nun die Ver-
kniipfung von Dof(p) = (f 08)'(0) = Df(g(0)) - 8'(0) = Df(p) - &'(0) =
(gradf(p),v)
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6 Tangentialebenen an regularen Flachen

Dies sind zwei wichtige Werkzeuge, um anschaulich zu erkldren, weshalb
die Menge von Geschwindigkeitsvektoren in einem Punkt von “Wanderwegen
“, welche sich in diesem Punkt treffen und auf der reguldren Fldche ver-
laufen, tatsdchlich eine Ebene bilden, wenn man den Spezialfall betrachtet,

dass eine reguldre Fldche iiber einen Funktionsgraphen gegeben ist.

6.6 Prasentation und Methodik

Bei der Einfithrung der Tangentialebenen bietet es sich an, eine ausfiihrliche
Visualisierung in die Prdsentation einzubauen. Hierzu kann man beispiels-
weise einen Wasserball als regulédre Flache hernehmen. Des Weiteren wiére es
sicherlich sinnvoll zu wiederholen, dass man sich eine Tangentialebene als
lineare Bestapproximation einer reguldren Flache in einem Punkt vorstellen
kann. Ein starkes Kartonpapier kann hierbei beispielsweise als Tangen-
tialebene genommen werden. Wie dieses bestmoglich an den Wasserball

angehalten werden kann, ist intuitiv sofort verstandlich.

Im nédchsten Schritt kann man die Ankntipfungspunkte aus der Analysis ver-
wenden, um die spdteren formalen Beweise in einem bekannteren Rahmen

vorzubereiten.

Hierbei ist es vom Verstdndnis der Kursteilnehmer/innen abhéngig, ob man
nochmal explizit wiederholen will, wie die mehrdimensionale Kettenregel

funktioniert. Dies konnte mit dem oben angefiihrten Beispiel bewerkstelligt
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6.6 Prasentation und Methodik

werden. Wichtig ist jedoch sicherlich nochmals zu erwédhnen, dass die

Ableitung zweier verkniipften Funktionen mit

(fog)(t) = (gradf(g(t)), g (t)) berechnet werden kann. (mit ¢ : R — R")
und f : R" — RR. Dies wird benétigt, um die Ableitung der Verkniipfung
einer Nullstellenfunktion f : V C R®> — R mit einer Kurve auf ¢ : (—¢,€) —

S C RR® zu berechnen. ((f o c)(0))

Um dann den ndchsten Gedankengang anzuregen, kann man mit Geo-
gebra die Richtungsableitungen veranschaulichen, welche im Punkt einer
reguldren Flache durch die bereits bekannten Wanderwege gegeben sind.

Ein solches Beispiel findet sich in dieser Arbeit im Kapitel 5.1.

Von diesem Beispiel ausgehend kann mit Hilfe der Bemerkung bzw. einer
ausfiihrlicheren Wiederholung, dass D, f(p) durch (gradf(p),v) gegeben
ist, die Erkenntnis gewonnen werden, dass jede Richtungsableitung linear
abhéngig ist von den partiellen Ableitungen in einem Punkt auf einem Funk-
tionsgraphen. Dies dient dem Verstdandnis fiir den allgemeinen Fall, dass
dies auch fiir alle Kurven, die in sdmtlichen Richtungen durch einen Punkt
derselben Flache verlaufen, gelten kann. Von der linearen Unabhéngigkeit
der Geschwindigkeitsvektoren (bzw. Richtungsableitungen) zu der Erkennt-
nis, dass diese dann auch alle auf einer Ebene liegen miissen, diirfte es ein
Leichtes sein. Auch kann angemerkt werden, dass die Voraussetzung in
der mehrdimensionalen Analysis, dass der Richtungsvektor die Eigenschaft
||v]] = 1 aufweisen muss, mit der Bedingung zusammenhangt, dass die

Kurven ¢ parametrisiert sind, also konstante Geschwindigkeit 1 haben.
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6 Tangentialebenen an regularen Flachen

6.6.1 Beispiel linearer Abhangigkeit von
Geschwindigkeitsvektoren von Kurven auf Punkten

auf regularen Flachen

Dieses Beispiel kann dazu verwendet werden, die lineare Abhdngigkeit
grafisch und rechnerisch zu veranschaulichen. Wir nehmen wiederum den
Spezialfall einer reguldren Fliache an, welche durch einen Funktionsgraphen

gegeben ist.

X

flxy) = x° —x2-|—x-|_y3 —y2 —y+4mitF = y - wir “basteln
fxy)

“also wieder eine Gebirgslandschaft, die durch eine Polynomfunktion gege-

ben ist.

Wir wollen Kurven durch den Punkt P = (0/0/4) legen, welche auf der
reguldren Flache verlaufen. Hierzu nehmen wir beispielsweise zuerst die

Kurven, welche in x- und y-Richtung verlaufen. Diese sind gegeben durch:

t t 0 0
c1(t) = 0 = 0 und cp(t) = t = ¢
f(t,0) B —t2+t+4 £(0,1) B2 —t+4

Als néchstes konnen zwei Kurven herangezogen werden, welche in eine

andere Richtung durch den Punkt P gehen. Beispielsweise:
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6.6 Prasentation und Methodik

t t 2t 2t
ca(t) = t| = t und c4(t) = t — /
f(t,t) 213 — 212 + 4 f(2t,t) 93 —5t2 +t+4

Wir betrachten ihre Geschwindigkeiten:

1 0 1
¢(t) = 0 ,6o(t) = 1 ,e3(t) = 1| )=
3t2 -2t 41 3t2 -2t —1 61> — 4t
2
1
27t — 10t + 1

Alle diese Kurven verlaufen zum Zeitpunkt t = 0 durch den Punkt P. Ihre

Geschwindigkeitsvektoren in diesem Punkt sind:

1 0 1 2
¢100)=101,¢0)=11 |,¢00=111],¢(0)= |1
1 -1 0 1

Hier ist leicht zu erkennen, dass ¢3(0) = ¢1(0) 4 ¢2(0) und ¢4(0) = 2-¢1(0) +

¢2(0) ist und somit alle drei Vektoren auf derselben Ebene liegen.>

2Anmerkung: Aus &sthetischen Griinden wurden bei der Grafik andere Werte und

Funktionen verwendet.
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6 Tangentialebenen an regularen Flachen

Abbildung 6.2: Mehrere Geschwindigkeitsvektoren von Kurven, die auf einer regulédren

Flache verlaufen

6.6.2 Beispiel Tangentialebene durch Nullstellengebilde

Zur Veranschaulichung der Proposition 6.4.1 empfiehlt es sich, konkrete
Beispiele heranzuziehen. Sehen wir uns beispielsweise den Zylinder an,
welcher durch die Nullstellenfunktion f(x,y,z) = x> + y*> — 1 gegeben ist.
Dies ist offensichtlich der Zylinder in z-Richtung mit Radius eins. Denn alle
Punkte, die von der Umkehrfunktion f~1(0) beschrieben werden, sind jene,

bei denen x? + y? = 1 gilt, wobei z beliebig ist.
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6.6 Prasentation und Methodik

2x

Betrachten wir nun gradf = | 2y |. Dieser liefert uns fiir jeden Punkt auf

0
dem Zylinder einen Normalvektor zu dessen Tangentialebene. Betrach-

ten wir beispielsweise den Punkt (1,0,4), so ist die Tangentialebene also
durch den Normalvektor (2,0,0) und den Fulpunkt (1,0,4) eindeutig be-

stimmt.3

Als weiteres Beispiel kann man ein Paraboloid betrachten. Dies kann dazu
dienen, aufzuzeigen, dass die Proposition 6.4.1 nicht nur fiir “relativ einfa-
che “Flachen wie Zylinder, Ebenen etc. gilt. Betrachtet man zum Beispiel
das Paraboloid, das durch die Nullstellenfunktion g(x,y,z) = x2 + y2 —z
gegeben ist. Fiir die Vorstellung einer solchen Funktion kann man folgen-
dermafien vorgehen: x und y flieffen jeweils quadratisch in die Funktion ein.
Dies bedeutet, dass beide Werte immer positiv sind und die Information
von ihrem Abstand zum Nullpunkt liefern. Desto weiter dieser Abstand ist,
desto grofier muss z werden, um diesen auszugleichen. Wir erhalten also
einen Paraboloiden, der aussieht wie eine quadratische Funktion, welche um
die z-Achse rotiert wurde. Diese Vorstellung kann durch die Umformung

x? +y* —z =0 & z = x* + y? noch verdeutlicht werden.

3Anmerkung: Die Tangentialebene wird oft durch Anhidngen des Fufipunktes dar-
gestellt. Rechnerisch gesehen ist es jedoch von Vorteil, die Tangentialebene durch den
Nullpunkt zu legen, um einen zweidimensionalen Unterraum des IR® zu erhalten, damit

das neutrale Element vorhanden ist.
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6 Tangentialebenen an regularen Flachen

2x
Der Gradient ist gegeben durch gradg = | 2y | . Betrachtet man nun bei-
-1
spielsweise den FuSpunkt (0,0, 0), so ist der Normalvektor der zugehérigen
Tangentialebene (0,0, —1), also die x-y-Ebene. Fiir den FuBBpunkt (1,1,2) ist
dieser (2,2, —1). Dies kann beispielsweise durch Geogebra gezeichnet wer-

den, um so die Anwendung der Proposition 6.4.1 zu veranschaulichen.*

Abbildung 6.3: Veranschaulichung der Tangentialebene von Zylinder und Paraboloid, die
mit Hilfe von Nullstellengebilden berechnet wurden.

+Anmerkung: Bei Bér findet man auf Seite 108 das Beispiel der Sphére. Dieses Beispiel
wire optimal, um es mit einem Wasserball als Sphdre und beispielsweise einem Stift als

Normalvektor auch greifbar zu veranschaulichen.
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6.6 Prasentation und Methodik

6.6.3 Motivation und Ausblick

Was haben wir dadurch erreicht? Wir wissen nun, wie man eine reguldre
Flache in einem Punkt durch eine Tangentialebene linear bestapproximieren
kann. Ahnlich wie durch die lineare Bestapproximation von Funktionen
haben wir also eine “ Art von Differential”fiir reguldre Flachen berechnet.
Wichtig ist, sich nochmals den Unterschied vor Augen zu fiihren, dass es
sich hierbei um ein Differential in Punkten von reguldren Fldchen han-
delt und nicht um differenzierbare Funktionen. Diese reguldren Flachen
sind oftmals durch mehrere lokale Parametrisierungen gegeben und bilden
keinen affinen Raum, auf dem das bekannte Konzept von Richtungsablei-
tungen funktioniert. Dieses Problem wurde umgangen, indem man die
Tangentialebene tiber Geschwindigkeitsvektoren von Kurven definierte und
die Sinnhaftigkeit (bzw. die Eindeutigkeit) der Menge von Geschwindig-
keitsvektoren als Deutung einer Ebene zeigte. Und weiters hat man noch
ein Konzept gefunden, wie man Normalvektoren finden kann, wenn eine

regulédre Flache als Nullstellengebilde gegeben ist.

Nun fehlt uns noch eine formale Aufarbeitung der Frage, was ein Differen-
tial zwischen zwei reguldren Flachen ist. Dies wird im folgenden Kapitel

behandelt.
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7 Differential zwischen reguldren

Flachen

Wir wollen nun definieren, was wir unter dem Differential zwischen zwei re-
guldren Fldchen verstehen. Hierbei konnen wir auf folgende Ideen zurtickgreifen:
Wenn wir eine glatte Abbildung zwischen zwei reguldren Flichen haben,
konnen wir mit dieser Vektoren der Tangentialebenen zwischen den Fldchen
transformieren. Wir greifen also auf die Tangentialebenen der regulédren
Flachen zuriick, was uns wieder dazu anregen wird, Kurven bzw. deren
zugehorige Geschwindigkeitsvektoren zu betrachten. Des Weiteren sollte
dieses Differential wohldefiniert, also eindeutig sein. Schon in vorange-
gangenen Kapiteln hat man hier eine wesentliche Vorarbeit geleistet: Beim
Vornehmen eines Kartenwechsels bleibt die Eindeutigkeit der reguldren
Flachen erhalten. Auch die Glattheit von Funktionen zwischen zwei re-
guldren Fldchen wurde bereits behandelt. Wir werden also wieder auf lokale
Parametrisierungen zuriickgreifen miissen, um die Wohldefiniertheit des

Differentiales zeigen zu konnen.
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7 Differential zwischen reguldren Flachen

7.1 Theorie

7.1.1 Definition

Seien S1,S5, C R3 reguldre Flachen, sei f : S| — S; eine glatte Abbildung,
p € S1. Das Differential von f in p ist die Abbildung

dpf + TpS1 — Ty(p)S2, die folgendermaBen definiert ist: Man wahle zu
einem Vektor X € T,5; eine glatte parametrisierte Kurve c : (—€,€) — 54

mit ¢(0) = p und ¢(0) = X und setze

dpf(X) = G (f oc)li=0 € Tf(p)Sa

7.1.2 Proposition

Durch Definition 7.1.1 ist d,,f wohldefiniert, das heifst d,,f (X) hangt nur
von X ab, nicht jedoch von der speziellen Wahl der Kurve c. Ferner ist d, f

linear.t

7.2 Betrachtung der Theorie

Die Definition selbst ist wenig {iberraschend, wenn man mit den bisherigen

Konzepten vertraut ist. Man wahlt einen Vektor der Tangentialebene und

'Die Definition und Proposition sind bei Bar auf Seite 108f zu finden.
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7.2 Betrachtung der Theorie

will diesen mit Hilfe einer glatten Funktion auf eine andere reguldre Fldche
abbilden. Man wéhlt passend zum Vektor eine glatte parametrisierte Kurve,
welche genau durch den gewiinschten Punkt zum Zeitpunkt o verlduft
und den Vektor der Tangentialebene als Geschwindigkeitsvektor beinhaltet.
Wichtiger jedoch ist die Frage, ob diese Abbildung eindeutig ist. Dies wird

in der nachfolgenden Proposition behauptet.

Der komplette Beweis der Proposition 7.1.2 ist bei Bar zu finden. Fiir das

Verstindnis mochte ich hier nur eine Beweisskizze anfiihren.

7.2.1 Beweisskizze

Die grundlegende Problematik besteht in der Definition
dpf(X) = 4(foc)|i=o , da hier nicht klar ist, ob diese von der Wahl der
Kurve abhéngig ist oder nicht.

Abbildung 7.1: Eindeutigkeitsproblem beim Differential aufgrund der Kurvenwahl
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7 Differential zwischen reguldren Flachen

Die grundlegende Herangehensweise besteht darin, die direkte Abbildung
zwischen zwei reguldren Flachen tiber ihre Parametrisierungen zu umgehen.
Man betrachtet also zwei Parametrisierungen (U, F1, V1) und (Uy, F>, V2)
von S; und S, und definiert sich f := F, ' o f o F; als Abbildung von
U; — U,. Man definiert den “Fufipunkt “in Uy als ug = F~1(p). (Vgl. Idee
1 bei Abbildung 7.2)

Im nichsten Schritt definiert man eine neue Kurve u := F~! o ¢ die von

(—e,€) — U abbildet. (Vgl. Idee 2 bei Abbildung 7.2)

Nun ldsst sich der Vektor in der Tangentialebene von S als Dy, F; (11(0)) = X
schreiben. (Vgl. Idee 3 bei Abbildung 7.2)

Fiir die folgenden “Umwege “iiber die Parametrisierungen werden einige

Uberlegungen angestellt. So entspricht etwa dem Weg (f o F; o u) der Weg
(Fz o f o I/l).

Da D, F;(1(0)) = X ist 11(0) = (Dy,F1) " 1(X).

\DEE 3
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Abbildung 7.2: Veranschaulichungen der Uberlegungen zum Differential iiber die

Parametrisierungen
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7.2 Betrachtung der Theorie

Man berechnet sich mit diesen Uberlegungen schlieflich, dass

dpf(X) = g (fo)li=o =+ = Duy(F2 0 f) o (DyyF1) "} (X)

Vereinfacht gesagt startete man also damit, das Differential als Geschwin-
digkeit der “hiniibergeschossenen “Kurve auf der anderen Fldche zu be-
trachten. Durch Umformungen (bzw. tiber Umwege der Karten) kann man
aber auch den Tangentialvektor in die Parametrisierung der ersten Flache
“hinunterschiefen “, beférdert diese dann mit Hilfe von f in die Karte der
zweiten Flache und schiefst diesen mit F, wieder hinauf in die Tangential-

ebene der zweiten Fliche.

WEG DES VEKToRs X
!

/

o
G

Abbildung 7.3: “Weg des Vektors”Veranschaulichung zum Differential

Formal gesehen ist in der umgeformten Definition keine Kurve mehr vor-

handen, das heifst, dass d,f nicht von der Wahl der Kurve abhéingig ist,
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7 Differential zwischen reguldren Flachen

sondern nur von der Wahl des Tangentialvektors. Dass die Wahl der Karte
keinen Unterschied macht, wissen wir bereits, da Kartenwechsel immer

Diffeomorphismen sind.

7.3 Prasentation und Methodik

Generell kann es fiir das Verstindnis von Beweisen oft sinnvoll sein, anstatt
eines formalen Beweises eine Beweisskizze zu geben. Hierbei ist es wichtig,
dass fiir die Motivation des Beweises zuerst die zentrale Problemstellung
aufgezeigt wird und an bereits vorhandene Techniken angekniipft wird,
wie man dieses Problem losen kénnte. Durch das gemeinsame Uberlegen
und eigenstdndige Mitdenken wird nicht nur bereits vorhandenes Wissen
wieder aktiviert, sondern auch eine aktive Auseinandersetzung mit der

Problemstellung bei den Zuhorerinnen und Zuhorern gefordert.

Eine Methode, dies in ein Referat oder einen Vortrag einzubauen, ist das
gezielte Wiederholen von bisherigen Strategien, um sich gemeinsam eine
Beweisskizze zu machen. Ein Ubersichtsraster kann dabei behilflich sein. Bei
diesem (egal ob per Beamer, auf der Tafel, Plakat oder Flipchart) empfiehlt es
sich, Texte und Formeln sparsam zu verwenden und bevorzugt mit Grafiken
zu arbeiten und den Versuch zu wagen, auf mathematische Korrektheit zu
Gunsten der Anschaulichkeit etwas zu verzichten. Dies dient zum Schaffen
von Verstdandnis, jedoch nicht zum Einiiben von mathematisch korrektem

Arbeiten.
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7.3 Prasentation und Methodik

7.3.1 Beispiel Ubersichtsraster

Um beispielsweise eine Beweisskizze gemeinsam zu erarbeiten, wie dies
im Unterkapitel 7.2.1 versucht worden ist, empfiehlt es sich, bereits gewon-
nene Erkenntnisse und Strategien nochmals zusammenzufassen und zu

veranschaulichen.

Zur Sicherung der Wiederholung empfiehlt es sich, diesen in Form von Ar-
beitsblittern auszuteilen, bzw. mit Arbeitsbldttern, welche von den Zuhorerinnen
und Zuhorern noch ergénzt werden miissen, gemeinsam das bereits Gehorte

zu erarbeiten.

Eine mogliche Variante dieses Rasters findet sich auf der nédchsten Seite.
Danach ist eine Variation des ersten Rasters angegeben, welche ein aktiver-
es Verhalten von Zuhorerinnen und Zuhorern fordert. Im dritten Schritt
wird versucht, diese Problemstellungen und Losungsansétze grafisch zu

veranschaulichen.

In welcher Reihenfolge (gleichzeitig, nacheinander) versucht wird, mit ver-
schiedenen Unterlagen Ideen nochmals durchzubesprechen (eventuell nur
grafisch, ...) muss nach dem Lernerfolg der Gruppe individuell beurteilt

werden.
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7 Differential zwischen reguldren Flachen

Wahl der Parametrisie-

rung sind

Problem Losung Erkenntnis

Reguldre Flachen be- | Parametrisierungen viele regulédre Flachen

schreiben konnen nicht durch
eine Parametrisierung
erfasst werden =

mehrere Parametrisie- | zeigen, dass viele | lokale Parametrisierun-

rungen  lberlappen | Eigenschaften un- | gen sind diffeomorph

sich abhingig von der

Abbildungen auf/ von
/ zwischen reguldren

Flachen

Umwege iiber Parame-

trisierungen machen

Problem kann in be-
kannte Vektorrdume

verlagert werden

Reguldre Flachen sind

keine Vektorraume

Tangentialebenen sind

Vektorrdaume

versuchen, Tangen-
tialebenen an Punkte
von reguldren Flachen

bestmoglich anzulegen

Definition einer Tan-
gentialebene auf re-

guldren Flachen

Kurven verwenden

intuitiv  verstandlich
anhand von Beispielen

= Sinnhaftigkeit?

Sinnhaftigkeit und Ein-
deutigkeit der Tangen-
tialebene als Menge
von Geschwindigkeits-
vektoren von Kurven

auf S nachrechnen

Umwege tiber die Pa-
rametrisierungen ma-

chen

alle Geschwindigkeits-
vektoren liegen auf ei-

ner Ebene
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7.3 Prasentation und Methodik

Beispiel fiir dasselbe Arbeitsblatt mit Arbeitsauftragen wahrend einer ge-

meinsamen Diskussion.

Wahl der Parametrisie-

rung sind

Problem Losung Erkenntnis
Reguldre Flachen Be- viele reguldre Flachen
schreiben konnen nicht durch
eine Parametrisierung
erfasst werden =
zeigen, dass viele
Eigenschaften un-
abhidngig von der

Abbildungen auf/ von
/ zwischen reguldren

Flachen

Tangentialebenen sind

Vektorrdaume

Definition einer Tan-
gentialebene auf re-

guldren Flachen

intuitiv  verstdndlich
anhand von Beispielen
= Sinnhaftigkeit der

Definition?

Umwege tiber die Pa-
rametrisierungen ma-

chen
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7 Differential zwischen regularen Flachen

Das néchste Arbeitsblatt kann auch zur grafischen Ergdnzung genutzt

werden.?

Problem Lésung Erkenntnis

3

£t

=

(o

i

E“\HQ
\\\ U

(bei Bar, Abb. 78, Seite 102)

Abbildungen auf/ von / zwischen @‘ '@

reguldren Flachen? Was bedeutet
hier Glattheit? R3 /r:

Abbildung 7.4: Vorschlag: Grafisches Arbeitsblatt zum Raster

*Bei dieser Abbildung wurde die Abbildung 78 aus Bar verwendet, die bei ihm auf

Seite 102 zu finden ist.
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9 Anhang

9.1 Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit stellt den Versuch da, eine fachdidaktische Aufarbeitung
tiber die grundlegenden Kapitel der elementaren Flichengeometrie zu

schreiben.

Flachengeometrie spielt in vielen Bereichen der Naturwissenschaften eine
elementare Rolle. So begegnet man ihr beispielsweise in der Kartografie
beim Versuch, die Land- und Wassermassen auf ebenen Plinen abzubilden,
aber auch in der einsteinschen Relativitdtstheorie. Eine zentraler Begriff
hierbei ist die Kriimmung einer Fldche. Um sich zu diesem vorzuarbeiten,
muss man sich jedoch erstmal die Frage stellen, was es bedeutet, Geometrie
auf Flachen zu betreiben und welche elementaren Werkzeuge, die einem aus
der mehrdimensionalen Analysis zur Verfiigung stehen, man verwenden

und ummiinzen konnte.
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9 Anhang

Als Grundlage wurde das Buch “Elementare Differentialgeometrie “von
Christian Bar herangezogen und die ersten Kapitel tiber regulédre Flachen

Stiick fiir Sttick aufgearbeitet.

Hierzu wurde ein fachdidaktisches Konzept entwickelt, welches auf Pro-
blemstellungen und Motivationen aufbaut, Definitionen, Prapositionen und
Beweise nédher erldutert, diese durch anschauliche Beispiele versucht zu
visualisieren und intuitiv zugédnglich zu machen, Ankniipfungspunkte aus
der mehrdimensionalen Analysis und der linearen Algebra aufzeigt und
dann im néchsten Schritt wiederum mit Hilfe neu erarbeiteter Problemstel-
lungen Motivationen fiir das jeweils ndchste Kapitel bietet. Ebenfalls sind
in jedem Kapitel methodische Vorschldge eingearbeitet, welche als Anstof3e

fiir Referate dienen konnen.

Der mathematisch inhaltliche Rahmen spannt sich in dieser Arbeit von der
Frage, was eine reguldre Flache tiberhaupt ist, {iber die Betrachtung von
glatten Abbildungen bis hin zu Tangentialebenen und zum Begriff eines

Differentials auf reguldren Flachen.
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