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Ubungen zu Analysis in einer Variable fiir das Lehramt

Ubungstermin 11

1. Fiir ein n € N* seien aq,as,...,a, gegebene reelle Zahlen. Weiters sei die Funktion
f : R — R definiert durch f(z) := > (z — a;)?. Untersuchen Sie f auf lokale und

7j=1
globale Extremal!

2. Beweisen Sie, dass eine auf einem beschrinkten abgeschlossenen Intervall definierte
stiickweise stetige Funktion integrierbar ist, und dass ihr Integral durch Formel (7.19)
des Skriptums gegeben ist! (Das ist Satz [7.9] des Skriptums. Sie kdnnen dafiir natiirlich
den davor stehenden und im Skriptum bewiesenen Satz [7.8] verwenden.)

b
3. Fiihren Sie im Skriptum in (7.29) angegebene Berechnung von [ z* dz im Detail aus!

a

b b
4. Berechnen Sie fdx und fxdx mit Hilfe von Riemannschen Summen!

5. Im Skriptum ist im Beweis von Satz [7.14] (Eigenschaften des bestimmten Integrals)
Punkt (ii) nur angerissen. Vervollstandigen Sie das Argument!

6. Machen Sie eine Skizze, die den Beweis des Hauptsatzes der Analysis illustriert! Dabei
sollen neben dem Graphen von f auch die im Beweis vorkommenden GroBen a, x, h,
x+ h, & und f(&,) eingezeichnet sein.

7. Der Hauptsatz der Analysis kann auch in der Form

b
/ f(@)de = F(b) — f(a)

(fiir f = stetig differenzierbar) angeschrieben werden. Das bestimmte Integral f’ hangt
erstaunlicherweise nur von den Werten von f an den Randstellen des Integrationsin-
tervalls ab, nicht vom Verlauf von f im Inneren des Intervalls. Zeigen Sie, dass man
dieses Phdanomen in gewisser Weise als Ausdruck einer Teleskopsumme verstehen kann:
Teilen Sie das Intervall [a,b] in n gleich groBe Teilintervalle der Lange h, ndhern Sie
f'(x) in jedem Teilintervall durch den Differenzenquotienten von f in diesem Intervall

b
an, schreiben Sie [ f’(x)dz ndherungsweise nach Art einer Riemannschen Summe
a

Z Differenzenquotient - (2.1)

Teilintervalle
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. Sei a # 0. Zeigen Sie, dass 5

und fiihren Sie die Summe aus! Erstaunlicherweise kommt trotz der (vermeintlichen)
Niherung das exakte Ergebnis f(b) — f(a) heraus! Wie kann man das verstehen? Hat es
einen Sinn, den Grenziibergang n — co zu betrachten, wo doch das Ergebnis gar nicht
von n abhangt? Eroffnet sich hier eine Moglichkeit, den Hauptsatz anders zu beweisen
als im Skriptum?

. Berechnen Sie (fiir f = stetig)

d [* d [*
%/a f(t)dt und @/x f(t)dt.

r  sin(az)cos(ax)

5 eine Stammfunktion von sin?(ax) ist!
a

1+z
1—2z

ist!

1
Zeigen Sie, dass 3 1n< ) im Bereich |z| < 1 eine Stammfunktion von

— 2

x

Fiir 0 < 2 < 1 berechnen Sie [ :
0

Todt
" und 1i%1f T Wie interpretieren Sie (anhand
51—

— X

der Graphen der beteiligten Funktionen) das Ergebnis fiir den Grenzwert?

In einem Ohmschen Wechselstromkreis sei die Spannung durch U(t) = Uj sin(wt) und

U
die Stromstirke durch I() = — sin(wt) gegeben, wobei die Kreisfrequenz w und der
Ohmsche Widerstand R positive Konstanten sind. Die Leistung zum Zeitpunkt ¢ ist
durch P(t) = U(t)I(t) gegeben. Berechnen Sie den Mittelwert P der Funktion P im
Intervall [0, 7], wobei T die (kleinste) Periode von U und [ ist!
(Falls Sie Physik studieren: Interpretieren Sie das Ergebnis!)

1/2
d 1 — 222 1 — 222
Ausgehend von — (2 V1 — 22 ) = ——, berechnen Sie /— dz.
g d:li'( ) \/1—1'2 ‘/1_1-2

0

Die Vorzeichenfunktion v ist wie im Skriptum, (7.74), definiert. Zeigen Sie, dass die in
(7.75) definierte Funktion V' die Betragsfunktion ist!

Nachlese zur vorigen Aufgabe: Der Hauptsatz besagt doch di/f(t) dt = F(x) mit
x
F = Stammfunktion von f. Mit f = v miisste demnach V'(z) = v(x) sein. Aber V ist

die Betragsfunktion und daher gar nicht differenzierbar! Offenbar ist V' keine Stammfunk-
tion von v, denn Stammfunktionen miissen differenzierbar sein. Was ist schiefgelaufen?



