Einfaches Regressionsmodell:

Ve = Po + Prxe + U

Beobachtungen: (vq,%1), ..., (Vn, X1)
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Autoregressives (AR) Modell der Ordnung 1:
Ve = o+ d1Ye1 U

Beobachtungen: y,, ...,y
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Autoregressives Modell der Ordnung 2:
Ve = b0+ P1Ve—1 T doye 2 Uy
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Zufallsstichprobe: (y1,x1), ..., (O, X5)

Theoretische Kovarianz:

Y = EQx — Ext)(Ve — EVt)
Empirische Kovarianz:

P = =21 (xe = By — )

Stationdre Zeitreihe: yq,..., v,

Theoretische Autokovarianz zum Lag 1:
YD) =EQ: —Ey)Ye-1 — Eyt)
Empirische Autokovarianz zum Lag 1:
P(1) = =30, = I (Veey =)
Theoretische Autokovarianz zum Lag k:
y(k) = EQe = Eye)Ve-x — Eve)
=EW: — Ey) Yesrk — Eye) = v(—k)
Empirische Autokovarianz zum Lag k:
- 1 _ _
V(k) = =Xk (¥e = V) (Ve = V)
1 on— _ A
=~ = D (YVer = ¥) = 7(=k)



Fir einen realen, saisonbereinigten Index der industriellen
Produktion in den U.S.A (von FRED) plotten wir die
logarithmierten Indexzahlen Y; =log(iP;), t =0,...,n,
ihre Differenzen y, =Y, —Y;_4, t = 1,...,n, sowie die
empirischen Autokorrelationen y(k)/y(0), k = 1, ...,25,
und das Periodogramm [(wy), O<wy, <m, der
Differenzen.

Wenn man die insbesondere im Plot der Differenzen gut
erkennbaren Perioden hoher Volatilitat vor 1946 und nach
2019 weglasst, wird das Periodogramm deutlich ,,weiRRer*.
Es ist dann viel flacher und enthdlt kaum noch
nennenswerte Charakteristiken, wenn man von der durch
lange Konjunkturzyklen bedingten H&aufung groRer
Periodogrammordinaten im niedrigfrequenten Bereich
absieht.
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Wenn wir autoregressive Modelle wachsender Ordnung
(von p = 1 bis p = 4) an die approximativen Wachstums-
raten y;, ..., y, der industriellen Produktion in den U.S.A.
anpassen und die empirischen Autokorrelationen, das
Periodogramm sowie das kumulative Periodogramm der
Residuen plotten, dann sehen wir, dass aufféllige Muster
sukzessive verschwinden (in der Abbildung von oben nach
unten).

Beispielsweise gibt es den groRen positiven Autokorre-
lationskoeffizienten beim Lag 3 nur bis zur Ordnung p = 2
(zweite  Zeile), ebenso den  Cluster  groRer
Periodogrammordinaten zwischen den Frequenzen 1.7 und
2.2, der auch im kumulativen Periodogramm zu erkennen
ist (durch einen deutlich steileren Anstieg in diesem
Bereich).
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Um die Konstante ¢, aus dem autoregressiven Modell
entfernen zu kénnen, nehmen wir im Folgenden an, dass der
Erwartungswert p der zu analysierenden stationdren Zeit-
reihe praktisch gleich null ist (z.B. im Fall von téglichen
Aktien-Returns oder Intraday-Returns) oder die Zeitreihe
bereits mittelwertbereinigt wurde.

Das AR(p)-Modell
Ve = p1Yea t ot dpYep T U

erklart die Beobachtung y, bis auf den Fehler u,. Ist dieser
Fehler mit den weiter zurlickliegenden Beobachtungen
Ve-(p+1)r Ye-(p+2) USW. korreliert, dann ist es sinnvoll, die
Ordnung des AR-Modells zu erhéhen.

Alternativ kann man versuchen, den Fehler zu verkleinern,
indem man vergangene Fehler in das Modell aufnimmt. Man
erhdlt dann ein autoregressives Moving Average (ARMA)
Modell der Form

Ve = P1Yea vt Gpyep U+ 01U g+ + Oqug,

das das AR-Modell (fir g = 0) und das MA-Model (fir p =
0) als Spezialfélle enthélt.

Wendet man den Lag-Operator L auf eine Zeitreihe y an,
dann erhédlt man eine neue Zeitreihe z = Ly, die der
urspriinglichen Zeitreihe um eine Zeiteinheit hinterher-
hinkt:

Ze =Lyt = Y1
Analog:
L2y, = LLy, =y,
Ly, = LLLy, = y;_3

Mit Hilfe des Lag-Operators schreiben wir ein ARMA.-
Modell auch als

Ve = P1Llye + o+ GpLlPyr +up + 0y Lug + o+ 6 LTu,
bzw. als

Ve — P1Lye — = dpLPy, = up + 0 Luy + -+ 0,Lu;
und abgekurzt als

(L= ¢psL— - —PpLP )y, = (L + O0,L + -+ ,L)u,.



Die Parameter eines ARMA-Modells kdnnen nicht so ohne
Weiteres mit OLS geschatzt werden, weil nur die y,
beobachtbar sind, aber nicht die u,. Eine simple Losung fur
dieses Problem besteht darin, zuerst ein AR-Modell h6herer
Ordnung mit OLS zu schatzen und die Residuen i, dieses
Modells dann als Proxys fir die u, zu verwenden.
Vorzuziehen ist aber die Verwendung einer effizienteren
Schatzmethode wie z.B. ML.

Wenn wir ARMA-Modelle bis zur Ordnung (p, q) = (3,3)
an die jahrlichen Temperaturmittel in Tromsg (von 1880 bis
2019) anpassen und die kumulativen Periodogramme der
Residuen plotten, sehen wir, dass fiir einen annahernd
linearen Anstieg (bzw. fur anndhernd unkorrelierte
Residuen) mindestens drei Parameter notig sind, z.B. (g)
ARMA(1,2), (j) ARMA(2,1), (m) AR(3). Das einzige ganz
schlechte Modell mit mehr als zwei Parametern ist (d)
MA(3). Im Plot entspricht die AR-Ordnung p der
Zeilenzahl minus 1 und die MA-Ordnung g der Spaltenzahl
minus 1. Die Verwendung groBerer Modelle mit mehr als
drei Parametern bringt keine wesentliche Verbesserung.
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Modellwahl mittels Minimierung der Summe der Fehler-
quadrate oder der negativen Log-Likelihood L ist nicht
sinnvoll, weil man damit zwangslaufig immer beim grofiten
Modell landet. Mit einem zusatzlichen Parameter erreicht
man zwar immer eine Verbesserung der Anpassung,
gleichzeitig steigt aber auch die Varianz. Diesem Trade-off
zwischen Bias und Varianz kann man am besten Rechnung
tragen, wenn man ein moglichst kleines Modell wéhlt, das
aber noch alle wesentlichen Charakteristiken der Daten
erklart. Bei dieser schwierigen Entscheidung kann man
zwar die beliebten Modellwahlkriterien

AIC=-2L+2(p+q+1)
und
BIC=-2L+ (p+q+1)log(n)

zu Rate ziehen, blind vertrauen sollte man ihnen aber nicht.
BIC bestraft einen zusétzlichen Parameter mit log(n), AIC
hingegen nur mit 2, wahlt also typischerweise ein grélReres
Modell. Das ist auch bei den Temperaturdaten der Fall.
Hier wéhlt BIC ARMA(1,1) und AIC ARMA(L,2),
allerdings nur knapp vor ARMA(1,1) und ARMA(2,1).

Wenn wir nur AR-Modelle betrachten (1. Spalte) bzw. nur
MA-Modelle (1. Zeile), dann sehen wir, dass laut AIC und
BIC jeweils die grofiten Modelle die besten sind. Das kdnnte
ein Hinweis darauf sein, dass die maximale Modellordnung
(p = 3 bzw. g = 3) zu klein gewéhlt wurde.
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Unsere visuelle Analyse der kumulativen Periodogramme
hat ergeben, dass ARMA(2,1), ARMA(1,2) und AR(3) (in
den Tabellen rot) die kleinsten Modelle sind, die annéhernd
unkorrelierte Residuen produzieren. Bezlglich der ersten
beiden Modelle gibt es eine Ubereinstimmung mit AIC.



Ist y stationar und erfullt die AR(1)-Gleichung

Ve = @Y1 T Uy,
wobei u weilles Rauschen ist und |¢| < 1, dann gilt
Ve = QY1 T U

= p(Pyr—p +Up_q) T U,
= ¢*yi_p + Pupq tuy
= % (Pye-z +ur_y) + pup_ g +uy

= 3y, 3+ PPupy + Pu g +uy
= Yk=o ¢kut—k-

Die Varianz von y ist gegeben durch:

y(0) = var(¥r-o PFup_y) = Yk=o var(¢p u,_)
= Ykeo ¢2kvar(ut_k) =g? Z}?:o(‘l’z)k

Allgemein sind die Autokovarianzen von y gegeben
durch

_ oo

v = T-5

und die Spektraldichte von y durch

flw) = iz;:;_w y(k)e i@k
— (= 0¢k lwk"‘Zk 0¢k “lwk _ 1)

211'(1 —-¢2)

_ o? 1 1
T 2n(1-¢?) (1—¢>ei‘” + 1-ge~iw B 1)

a2 1-pe @ +1-pel®—(1-pel?)(1-pe~?)

2m(1-2) (1-pei®)(1-pe~iv)
__ d? 1-¢?
T 2n(1-¢2) (1-¢pel®)(1-¢eiv)
_d|_1 |2

2 [1—-gpel@




ARMA-Spektraldichte:

i i 2
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Die geschatzten Spektraldichten der drei von AIC
favorisierten Modelle ARMA(1,2), ARMA(1,1) und
ARMA(2,1) unterscheiden sich kaum. Alle steigen steil zur
Frequenz 0 hin an. Es &ndert sich auch nichts, wenn man
die Ordnung wachsen ldasst, von ARMA(1,1) (ber
ARMA(2,2) bis ARMA(3,3). Lediglich reine AR Modelle
und reine MA Modelle sind mit dem steilen Anstieg
uberfordert. Mit wachsendem p bzw. q (1: rot; 2: grln, 3:
blau) nimmt die Steilheit zwar zu, fur eine im
niedrigfrequenten Bereich zufriedenstellende Anpassung
an das Periodogramm wuirde man aber eine wesentlich
groRere Modellordnung benétigen (insbesondere fir MA).
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Ein steiler Anstieg des Periodogramms zur Frequenz 0 hin
kann ein Hinweis auf einen Pol der Spektraldichte an der
Stelle 0 sein. Im Fall eines Pols héngt die Stationaritat von
der Steilheit des Anstiegs ab. Ist der Anstieg so steil, dass
die Spektraldichte nicht integrierbar ist, dann existiert auch
die Varianz y(0) nicht und die Zeitreihe kann nicht
stationar sein.

I” fw)dw
= f_nﬂi Yoy (k)e dw

1

= =32 _Ly(k) [ e dw

= =¥ @ (k) [ (cos(wk) — i sin(wk))dw
= y(O)i S (cos(0) — i sin(0))dw
=y(0);-J Ldw

=v(0)

Um abschétzen zu kdnnen, ob eine Zeitreihe stationar ist,
vergleichen wir ihr Periodogramm in der Nahe der
Frequenz 0 mit der einfachen Funktion

flw) =™,
die integrierbar ist, wenn b < 1, und nicht integrierbar ist,
wenn b > 1.

VVon besonderem Interesse ist der nichtintegrierbare Grenz-
fall b = 1. Dasich die Steilheit von Kurven am einfachsten
im linearen Fall beurteilen I&sst, vergleichen wir aber nicht
das Periodogramm
wy = I(wy)
mit der Funktion
w-= wt
sondern
_ log(wy) = log(I(wy))
mit
log(w) - log(w™) = — log(w)
und beachten, dass die letztere Funktion Steigung —1 hat.
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Wir plotten nun das log Periodogramm der Temperatur-
zeitreihe gegen die log Frequenz und schauen, ob die
negative Steigung in der Nahe der Frequenz 0 mindestens
so Klein ist wie die von Vergleichslinien, die alle die
Steigung —1 haben. Die Abbildung zeigt, dass dies
tatsachlich der Fall ist. Wir interpretieren dieses Ergebnis
als Evidenz dafiir, dass die Temperatur nicht stationdr ist,
und somit auch als Evidenz fiir Global Warming.

Differenziert man eine Zeitreihe durch Anwendung des
Differenzenoperators A=1 — L, dann dandert sich die
Spektraldichte um den multiplikativen Faktor

.12
1—e @ ~w?2.

Plottet man also das log Periodogramm der differenzierten
Zeitreihe gegen die log Frequenz, dann erkennt man den
Effekt des Differenzierens an einer um 2 vergroRerten
Steigung in der N&he der Frequenz 0. Die Vergleichslinien
zur Beurteilung der Stationaritat der urspringlichen
Zeitreihe missen also Steigung 1 haben.
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