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Zwischen Einkommen und Konsum besteht ein starker
Zusammenhang. Je höher das Einkommen ist, desto höher
sind in der Regel auch die Konsumausgaben. Mit Hilfe von
makroökonomischen U.S. Daten wollen wir die Natur
dieser beiden ökonomischen Variablen sowie ihrer
Beziehung zueinander empirisch untersuchen.

Zu diesem Zweck laden wir zwei geeignete Zeitreihen
von der Website https://fred.stlouisfed.org/ der Federal
Reserve Bank of St. Louis herunter, nämlich das Real
Disposable Personal Income (DPIC96) und die Real
Personal Consumption Expenditures (PCECC96). Es
handelt sich dabei um reale (Billions of Chained 2012
Dollars), saisonbereinigte Quartalszeitreihen. Die Beo--
bachtungsperiode umfasst 73 Jahre, vom 1. Quartal 1947
bis zum 4. Quartal 2019. Die Länge der Zeitreihen ist also
gegeben durch ݊ = 4 ∙ 73 = 292. Im Folgenden bezeich-
nen wir die Einkommensvariable mit X und die Konsum-
variable mit Y.

Annähernd exponentielles Wachstum der ursprüng-
lichen Variablen entspricht annähernd linearem Wachstum
der logarithmierten Variablen (siehe Abbildung 1).

Abbildung 1: (a) X (blau) und Y (rot)
     (b) log(X) (blau) und log(Y) (rot)
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Abbildung 2 zeigt, dass sich das Wachstum der logarith-
mierten Variablen nur schlecht durch einen linearen Trend
beschreiben lässt. Die Abweichungen von der Trend-
geraden sehen nicht stationär aus. Entsprechend fallen
auch ihre Autokorrelationen nur sehr langsam ab.

Nichtstationarität kann man auch im Frequenzbereich
erkennen, typischerweise durch einen Pol der Spektral-
dichte bei der Frequenz 0. Allerdings ist die Existenz eines
Pols alleine noch nicht ausreichend für einen Nachweis der
Nichtstationarität. Es kommt auch auf die Steilheit des
Anstiegs an. Steigt die Spektraldichte ݂(߱) mindestens so
steil an wie ℎ(߱) = ܿ߱ିଵ, dann ist sie nicht integrierbar,
was unvereinbar ist mit Stationarität, weil die Varianz
eines stationären Prozesses gegeben ist durch das Integral
der Spektraldichte. In der Praxis ist f unbekannt und muss
durch einen Proxy ersetzt werden, z.B. durch das
Periodogramm I. Für eine graphische Einschätzung der
Stationarität kann man gegen߱ plotten und mit (߱)ܫ
ℎ(߱) = ܿ߱ିଵ vergleichen. Einfacher ist es aber, wenn
man log(ܫ(߱)) gegen log(߱) plottet und mit Geraden der
Steigung -1 vergleicht (siehe Abbildung 3).

Abbildung 2: (a), (b) X  und Y jeweils mit linearem Trend
     (c), (d) Abweichungen vom linearen Trend

(e), (f) Autokorrelationen der Trendresiduen
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Abbildung 3:  (a), (b) Periodogramme von log(X), log(Y)
(c), (d) Periodogramme der Trendresiduen
(e), (f) log Periodogramme vs. log Fourier-Frequenzen 1-20

Abgesehen von einem unwichtigen Skalierungsfaktor
lassen sich die Periodogramm-Ordinaten an den Fourier-
Frequenzen ߱௞ = ,݊/݇ߨ2 1 ≤ ݇ < ݊/2, als quadrierte
Amplituden von an die Daten angepassten Schwingungen
mit den Perioden ݊/݇ interpretieren. Abbildung 3.a-d zeigt,
dass die verschiedenen Periodogramme (an den Fourier-
Frequenzen) zur Frequenz 0 hin sehr steil ansteigen. Da der
Anstieg der log Periodogramme der Trendresiduen von
log(X) und log(Y) jedenfalls steiler ist als die Vergleichs-
linien mit der Steigung -1 (siehe Abbildung 3.e-f), können
wir annehmen, dass die Trendresiduen nicht stationär sind.
Stationarität von log(X) und log(Y) kann also nicht durch
bloße Subtraktion eines linearen Trends erreicht werden.
Einmaliges Differenzieren ist zielführender. Wenig
überraschend weisen die Periodogramme der Differenzen
௧ݔ = log(ܺ௧) − log(ܺ௧ିଵ)  bzw. ௧ݕ = log( ௧ܻ) − log( ௧ܻିଵ)
keinen steilen Anstieg bei der Frequenz 0 auf (siehe
Abbildung 4).
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Durch Mitteln benachbarter Periodogramm-Ordinaten
erhält man Schätzer für die zugrundeliegenden
Spektraldichten. Die Anzahl der Periodogramm-
Ordinaten, über die man mittelt, bestimmt die Glattheit des
Schätzers. Abbildung 4 zeigt, dass die niedrigfrequenten
und hochfrequenten Schwingungen viel zur Varianz der
Zeitreihen beitragen, die Schwingungen mit mittlerer
Frequenz hingegen wenig. Dieses Muster ist beim Konsum
stärker ausgeprägt als beim Einkommen.

Abbildung 4:  (a), (b) Differenzen von log(X), log(Y)
(c), (d) Geglättete Periodogramme der Differenzen
(e), (f)  Stärkere Glättung
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Für die Untersuchung der Beziehung zwischen den
Differenzen ௧ݔ = log(ܺ௧) − log(ܺ௧ିଵ) und ௧ݕ = log( ௧ܻ) −
log( ௧ܻିଵ) betrachten wir zunächst die empirische Kreuz-
kovarianzfunktion

γො௫௬(݆) = ቐ
ଵ
௡
∑ ௧ݔ) − ௧ି௝ݕ)(ݔ̅ − ത)௡ݕ
௧ୀ௝ାଵ , ݆ ≥ 0,

ଵ
௡
∑ ௧ݔ) − ௧ି௝ݕ)(ݔ̅ − ത)௡ି௝ݕ
௧ୀଵ , ݆ < 0

bzw. die empirische Kreuzkorrelationsfunktion

ρො௫௬(݆) = ஓෝೣ೤(௝)

ටஓෝೣೣ(଴)ஓෝ೤೤(଴)
 .

Von den anderen Komponenten der empirischen Autoko-
varianzfunktion

Γ෠(݆) = ቆ
(݆)ො௫௫ߛ (݆)ො௫௬ߛ
(݆)ො௬௫ߛ ො௬௬(݆)ቇߛ

des bivariaten Prozesses (ݔ௧, ௧)் beschreibenݕ ො௫௫(݆) undߛ
ො௬௬(݆) nur die Dynamik der beiden univariaten Prozesseߛ
und für die dritte Komponente gilt (݆)ො௬௫ߛ = .(݆−)ො௫௬ߛ

Abbildung 5: Oben links ρො௫௫(݆) = ρො௫௫(−݆), unten rechts
ρො௬௬(݆) = ρො௬௬(−݆), oben rechts ρො௫௬(݆) = ρො௬௫(−݆) für ݆ ≥
0 und unten links für ݆ ≤ 0.
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Abbildung 5 zeigt, dass ρො௫௫ nicht viel stärker ausgeprägt ist
als bei einem unkorrelierten Prozess (White Noise),
wohingegen ρො௬௬ zumindest einen großen Wert bei Lag 2
aufweist, was im Einklang mit der früheren Beobachtung
ist, dass das Periodogramm von ௧ deutlicher von einerݕ
horizontalen Linie (Spektraldichte von White Noise) ab-
weicht als das von .௧ (siehe Abbildung 4)ݔ

Im Fall von ρො௫௬ könnten wir beispielsweise einen großen
Wert beim negativen Index −1 als möglichen Hinweis auf
einen Einfluss von ௧ aufݔ ௧ାଵ interpretieren. Tatsächlichݕ
finden wir große Werte bei den negativen Lags −2 und −1.
Allerdings ist ein großer Wert auch beim positiven Lag 1 zu
beobachten, was zeigt, dass man bei Aussagen über die
Richtung einer möglichen Kausalitätsbeziehung sehr
vorsichtig sein muss. Dazu kommt noch, dass der mit
Abstand größte Wert beim Lag 0 auftritt, die kontemporäre
Korrelation (zwischen ௧ undݔ ௧) also eine dominante Rolleݕ
spielt.

Wenn jede der beiden Zeitreihen signifikante Autokorre-
lation aufweist, dann ist es möglich, dass auch große Werte
bei den Kreuzkorrelationen auftreten, selbst wenn es keinen
Zusammenhang zwischen den Zeitreihen gibt. Abhilfe
schaffen kann man in so einem Fall durch Vorweißen. Das
Ziel ist dabei, die Autokorrelation aus beiden Zeitreihen zu
entfernen, beispielsweise durch Anpassung eines univaria-
ten ARMA-Modells an jede Zeitreihe. Empirische Kreuz-
korrelationen werden dann zwischen den beiden Residuen-
reihen berechnet.

Eine Residuenreihe ist klarerweise weißer als die ur-
sprüngliche Zeitreihe, ihre Spektraldichte ist also ähnlicher
zu der von White Noise. Die Spektraldichte von White
Noise ist konstant und seine kumulative Spektraldichte
steigt linear an. Approximativ muss das auch für das Perio-
dogramm bzw. das kumulative Periodogramm gelten. Man
sieht in Abbildung 6, dass Vorweißen von ௧ praktischݔ
unnötig ist und im Fall von ௧ auch nur einen kleinen Effektݕ
hat. Entsprechend ändert sich Abbildung 5 kaum, wenn man
die Residuenreihen verwendet (siehe Abbildung 7).
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Abbildung 6: Effekt des Vorweißens mit Hilfe eines AR
Modells der Ordnung 2 (rot) auf das normalisierte kumu-
lative Periodogramm (schwarz) der Differenzen des log
Einkommens (a) und des log Konsums (b).

Abbildung 7: Effekt des Vorweißens auf die Korrelations-
struktur. Ein Vergleich mit Abbildung 5 zeigt, dass es nur
für ρො௬௬(݆) (rechts unten) einen auffälligen  Unterschied
gibt.
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Eine Analyse im Frequenzbereich ermöglicht einen
anderen Blickwinkel auf die Dynamik der Beziehung
zwischen den beiden Zeitreihen. Dabei betrachten wir
anstelle der Kreuzkovarianzfuktion

(݆)௫௬ߛ = cov(ݔ௧,ݕ௧ି௝)

die Kreuzspektraldichte

௫݂௬(߱) = ଵ
ଶగ
∑ ݁ି௜ఠ௝ߛ௫௬(݆)ஶ
௝ୀିஶ

die nicht notwendigerweise nur reelle Werte annimmt, da
im Allgemeinen (݆−)௫௬ߛ ≠ ௫௬(݆), fallsߛ ݆ ≠ 0. Die empi-
rische Kreuzspektraldichte

(߱)௫௬ܫ = ଵ
ଶగ
∑ ݁ି௜ఠ௝ߛො௫௬(݆)௡ିଵ
௝ୀି(௡ିଵ)

heißt Kreuzperiodogramm. Ist ߱ eine Fourier-Frequenz,
dann gilt auch

(߱)௫௬ܫ = ଵ
ଶగ

ଵ
௡
∑ ௧݁ି௜ఠ௧ݔ ∑ ௧݁ିపఠ௧௡ݕ

௧ୀଵ
തതതതതതതതതതതതതതതത௡

௧ୀଵ .

Im Allgemeinen ist die Kreuzspektraldichte ௫݂௬  eine kom-
plexwertige Funktion. Reellwertige Funktionen erhält man
bei Verwendung von kartesischen Koordinaten aus der
Darstellung

௫݂௬(߱) = ܿ௫௬(߱) − ݅ (߱)௫௬ݍ

und bei der Verwendung von Polarkoordinaten aus der
Darstellung

௫݂௬(߱) = ܴ௫௬(߱)݁௜ ఝೣ೤(ఠ).

Die Funktionen ܿ௫௬, ,௫௬ݍ ܴ௫௬ und ߮௫௬ heißen Kospektrum,
Quadraturspektrum, Amplitudenspektrum und Phasen-
spektrum.

Das Amplitudenspektrum ܴ௫௬ misst für jede Frequenz
die Stärke des linearen Zusammenhangs zwischen den
beiden Zeitreihen. Ein skalierungsunabhängiges Maß ist
gegeben durch die quadrierte Kohärenz
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Abbildung 8.a zeigt die empirische quadrierte Kohärenz
für zwei verschiedene Glättungen. Offenbar fällt diese mit
wachsender Frequenz. Ein starker linearer Zusammenhang
zwischen den beiden Zeitreihen besteht nur im niedrig-
frequenten Bereich, bis etwa zur Frequenz 0.8, die einer
Periode von 0.8/ߨ2 ≈ 8 Quartalen entspricht. Nur in
diesem Bereich lohnt es sich also, nach einer möglichen
kausalen Beziehung zwischen den beiden Zeitreihen zu
suchen. Leider findet sich in Abbildung 8.b nicht der
geringste Hinweis auf eine solche Beziehung. Das
empirische Phasenspektrum zwischen 0 und 0,8 ist prak-
tisch konstant. Würden ௧ିଶ oderݔ -௧ିଵ einen großen Einݔ
fluss auf ௧ݕ haben, dann müsste die Steigung des Phasen-
spektrums gleich 2 bzw. gleich 1 sein. Und umgekehrt
müsste die Steigung gleich -1 sein, wenn ௧ିଵ einenݕ
großen Einfluss auf ௧ݔ hat.

Abbildung 8: (a) ො௫௬ଶߩ  und (b) ො߮௫௬, jeweils für zwei
verschiedene Glättungen (grün: stärker, orange: schwächer)
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Das Kreuzperiodogramm ௫௬ und die davon abgeleitetenܫ
Funktionen ܿ௫̂௬, ,ො௫௬ݍ ෠ܴ௫௬ und ො߮௫௬ können auf einfache
Weise geglättet werden, indem man über benachbarte
Fourier-Frequenzen mittelt. Eine andere Glättungsmethode
basiert auf der Anpassung eines bivariaten autoregressiven
(AR) Modells der Form

ቀ
௧ݔ
௧ቁݕ = ൬ߙଵ ଵߚ

ଵߛ ଵߜ
൰

ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
஍భ

ቀ
௧ିଵݔ
௧ିଵቁݕ + ⋯+ ቆ

௣ߙ ௣ߚ
௣ߛ ௣ߜ

ቇ
ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

஍೛

ቀ
௧ି௣ݔ
௧ି௣ቁݕ + ቀ

௧ݑ
.௧ቁݒ

an die Beobachtungen ,௧ݔ ,௧ݕ ݐ = 1, … , ݊. Werden die dabei
erhaltenen Schätzwerte für die Parameter ,௝ߙ ,௝ߚ ,௝ߛ ,௝ߜ ݆ =
1, … , sowie für die Kovarianz-Matrix ,݌ S des Fehler-
vektors in die zu diesem Modell gehörige bivariate
Spektraldichte

݂(߱) = ቆ ௫݂௫(߱) ௫݂௬(߱)
௬݂௫(߱) ௬݂௬(߱)

ቇ

= ଵ
ଶగ

ܫ) − ∑ Φ௝݁ି௜ఠ௝)S௣
௝ୀଵ ܫ) − ∑ Φ௝݁௜ఠ௝)௣

௝ୀଵ
்

eingesetzt, so erhält man መ݂௫௫(߱), መ݂௫௬(߱), መ݂௬௫(߱), መ݂௬௬(߱).

Abbildung 9: Parametrische Kreuzspektralanalyse mit
bivariaten AR Modellen der Ordnung ݌ = 3 (grün) und ݌ =
6 (orange). (a) ܴ݁( መ݂௫௬), (b) −݉ܫ( መ݂௫௬), (c) ො௫௬ଶߩ = ห መ݂௫௬ห

ଶ
/

( መ݂௫௫ መ݂௬௬), (d) ො߮௫௬ = atan(݉ܫ( መ݂௫௬),ܴ݁( መ݂௫௬))
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Wenn man die quadrierte Kohärenz und das Phasen-
spektrum mit parametrischen Methoden (AR-Modelle)
schätzt (siehe Abbildung 9.c-d), erhält man ähnliche Ergeb-
nisse wie mit nichtparametrischen Methoden (siehe Abbil-
dung 8.a-b). Abbildung 9 zeigt zusätzlich noch das
geschätzte Kospektrum (9.a) und das geschätzte Quadratur-
spektrum (9.b).

Da der Realteil des Kreuzperiodogramms für Fourier-
Frequenzen auch geschrieben werden kann als

((߱)௫௬ܫ)ܴ݁ = ଵ
ଶగ

ଵ
௡
∑ ∑(ݐ߱)௧cosݔ ௡(ݐ߱)௧cosݕ

௧ୀଵ
௡
௧ୀଵ

+ ଵ
ଶగ

ଵ
௡
∑ ∑(ݐ߱)௧sinݔ ௡(ݐ߱)௧sinݕ

௧ୀଵ
௡
௧ୀଵ ,

kann ein positiver Wert bei der Frequenz ߱ als ein Hinweis
interpretiert werden, dass es bei Schwingungen dieser Fre-
quenz keine größeren Phasenunterschiede zwischen den
beiden Zeitreihen gibt. In unserem Fall ist das geschätzte
Kospektrum im interessanten niedrigfrequenten Bereich
klar positiv. Im Gegensatz dazu nimmt das geschätzte
Quadraturspektrum dort nur relativ kleine Werte an, sodass
sich eine Diskussion über das Vorzeichen erübrigt.

Schließt man die Möglichkeit aus, dass Zeitreihen auch
fraktional integriert sein können, und beschränkt sich auf
einfache AR Modelle, dann kann man versuchen, Statio-
narität durch Verwerfen der Unit Root Hypothese nach-
zuweisen. Die Kausalitätsbedingung für AR Modelle er-
fordert, dass alle Nullstellen des Polynoms

1− z߶ଵ −⋯− z௣߶௣
(univariater Fall) bzw.

det (I − zΦଵ −⋯− z௣Φ௣)

(multivariater Fall) außerhalb des Einheitkreises liegen.
Mindestens eine Nullstelle auf dem Einheitskreis impliziert
bereits Nichtstationarität. Im einfachsten Fall eines uni-
variaten AR Modells

௧ݔ = ߶x௧ିଵ + ௧ݑ
der Ordnung ݌ = 1 testet man üblicherweise die Unit Root
Hypothese

:଴ܪ ߶ = 1,

die den Fall ߶ = −1 nicht beinhaltet.



12

Für einen auf dem OLS-Schätzer ߶෠ für ߶ basierenden Test
wird dessen (asymptotische) Verteilung unter der Null-
hypothese benötigt. Unter der Alternativhypothese der
Stationarität, :஺ܪ |߶| < 1, gilt

଴:√݊(߶෠ܪ − ߶)
௅
→ܰ(0, 1 −߶ଶ),

was vermuten lässt, dass Multiplikation mit √݊ nicht aus-
reicht, um im Fall von ߶ = 1 eine nichtdegenerierte Grenz-
verteilung mit positiver Varianz zu erhalten. Tatsächlich ist
ein wesentlich größerer Faktor erforderlich, nämlich ݊. Die
Statistik ݊(߶෠ − 1) wäre also eine geeignete Test-Statistik.

In der Praxis testet man aber meist die zur obigen Null-
hypothese äquivalente Hypothese :଴ܪ ߜ = ߶ − 1 = 0 mit
Hilfe der konventionellen t-Statistik ܶ = መ/Öߜ ෢ݎܸܽ -wo ,(መߜ)
bei መ durch OLS-Schätzung des Parametersߜ im Modell ߜ

௧ݔ∆ = ௧ݔ − x௧ିଵ = ߶x௧ିଵ + ௧ݑ − x௧ିଵ = x௧ିଵߜ + ௧ݑ
erhalten wird (Dickey–Fuller Test). Unter der Nullhypo-
these ist die Grenzverteilung von T asymmetrisch, ist also
weder eine t-Verteilung noch eine Normalverteilung.

In den meisten Anwendungen ist es völlig unrealistisch,
anzunehmen, dass es nur die Wahl zwischen einem statio-
nären AR Modell der Ordnung 1 und einem nichtstationären
Random Walk gibt. Es liegt daher nahe, den Dickey–Fuller
Test zu erweitern, indem man einen deterministischen
linearen Trend sowie gelagte Differenzen in das zugrunde-
liegende Modell aufnimmt (Augmented Dickey–Fuller
Test):

௧ݔ∆ = ߙ + ݐߚ + x௧ିଵߜ + +⋯+௧ିଵݔ∆ ௧ି௣ݔ∆ + ௧ݑ
Man hat dann zumindest eine faire Chance, einen Wert von
መ zu beobachten, der sich deutlich von 0 unterscheidet, undߜ
somit die Hypothese :଴ܪ ߜ = 0 zu verwerfen.

Leider ist es a priori nicht klar, welchen Wert man für den
maximalen Lag p wählen soll. Glücklicherweise ist das
weder für das log Einkommen noch für den log Konsum ein
Problem. In beiden Fällen kann die Nullhypothese (Nicht-
stationarität) nicht verworfen werden, unabhängig davon,
welcher Wert für p gewählt wird (siehe Tabelle 1).
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Tabelle 1: Ergebnisse der ADF-Tests (p-Werte)

                                                 Maximaler Lag

                                   0           1           3           5         10

Log Einkommen:  0.9115  0.8683  0.7866  0.9414  0.7483

Log Konsum:    0.99   0.9887  0.905    0.9615  0.9062

Wenig überraschend gibt es also keinen Hinweis darauf,
dass diese Zeitreihen als stationäre Fluktuationen um einen
linearen Trend beschrieben werden können. Bei der Inter-
pretation der Testergebnisse muss man allerdings sehr
vorsichtig sein. Einerseits bedeutet ein negatives Testergeb-
nis noch lange nicht, dass die Nullhypothese richtig ist, und
andererseits ist es durchaus möglich, dass man ein positives
Testergebnis erhält, wenn man einen realistischeren deter-
ministischen Trend verwendet, beispielsweise einen ge-
brochenen linearen Trend.

Auch wenn zwei Zeitreihen nicht trendstationär sind,
ist es möglich, dass es eine Linearkombination (im
einfachsten Fall die Differenz) der beiden Zeitreihen gibt,
die trendstationär ist. Die Existenz einer solchen kointe-
grierenden Beziehung kann aber nicht mit einem
konventionellen ADF-Test überprüft werden, weil die
Koeffizienten der Linearkombination im Allgemeinen nicht
bekannt sind und deshalb geschätzt werden müssen, was
natürlich einen Einfluss auf die Verteilung der Test-Statistik
hat. Für diese Fragestellung wird also ein anderer Test
benötigt.

Der Johansen-Test berücksichtigt den Effekt der
Schätzung dieser Koeffizienten. In einem ersten Schritt wird
getestet, ob es mindestens eine trendstationäre Linear-
kombination gibt. Wenn dabei die Hypothese, dass die
Anzahl r der kointegrierenden Beziehungen gleich 0 ist,
verworfen wird, wird in einem zweiten Schritt getestet, ob
es höchstens eine kointegrierende Beziehung (ݎ ≤ 1) gibt.
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Im Fall des log Einkommens und des log Konsums findet
man eine signifikante kointegrierende Beziehung (auf dem
5%-Niveau), wenn man 10 Lags verwendet, nicht aber,
wenn man 5 Lags verwendet (siehe Tabelle 2). Dieses
unschlüssige Ergebnis ist leider typisch für Unter-
suchungen dieser Art.

Tabelle 2: Ergebnisse des Johansen-Tests für die Anzahl r
der kointegrierenden Beziehungen zwischen log-Einkom-
men und log Konsum

Max r            Teststatistik               Kritische Werte
Lag                    (Max Eigenwert)      10%       5%        1%

 5 r <= 1                6.67                6.50     8.18     11.65

 5 r = 0                14.23               12.91   14.90    19.19

10       r <= 1                5.39                 6.50     8.18    11.65

10       r = 0                16.00                12.91  14.90    19.19

Der zweite Schritt im Johansen-Test ist eigentlich unnötig,
weil die Verwerfung der zweiten Hypothese (ݎ ≤ 1)
bedeuten würde, dass es zwei linear unabhängige
kointegrierende Beziehungen gibt und beide Zeitreihen
somit trendstationär sind. Ein solches Testergebnis sollte
aber nicht vorkommen, weil man den Johansen-Test erst
einsetzt, wenn man zuvor mit dem ADF-Test keine
Hinweise auf Trendstationarität der einzelnen Zeitreihen
gefunden hat.


