
Wenn alle reellen Zahlen mögliche Ergebnisse eines
Experiments sind, also der Stichprobenraum W gleich der
Menge der reellen Zahlen Â ist, dann ist es im Allgemei-
nen unmöglich, für jede Teilmenge von Â eine Wahr-
scheinlichkeit anzugeben.
Üblicherweise interessiert man sich aber ohnehin nicht für
alle Teilmengen, sondern nur für Intervalle und andere
einfache Teilmengen, denen man Wahrscheinlichkeiten
zuordnen kann. Solche Teilmengen heißen  Ereignisse.

Die leere Menge f und der Stichprobenraum W sind auf
jeden Fall Ereignisse, weil ihre Wahrscheinlichkeiten
immer gegeben sind durch P(f)=0 und P(W )=1. Wenn A
ein Ereignis ist, dann ist natürlich auch das Komplement
Ac=W-A ein Ereignis. Seine Wahrscheinlichkeit ist
gegeben durch P(Ac)=1-P(A). Wenn A und B disjunkte
Ereignisse sind, dann ist auch ihre Vereinigung AÈB ein
Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung ist
gegeben durch P(AÈB)=P(A)+P(B).

Im Folgenden nehmen wir an, dass die Menge F aller
Ereignisse abgeschlossen ist bezüglich Komplement-
bildung sowie (endlichen oder abzählbar unendlichen)
Vereinigungen und Durchschnitten.
Es gilt dann:

(i) fÎF, W ÎF,
(ii) AÎF Þ AcÎF,
(iii) A1, A2, A3,…ÎF Þ A1ÈA2È A3È…ÎF,

   (iv) A1, A2, A3,…ÎF Þ A1ÇA2Ç A3Ç…ÎF.

Eine Menge F von Teilmengen von W ¹ f , die die
obigen Bedingungen erfüllt, heißt s-Algebra auf W.

Teilmengen von Â, die man mit Komplementbildung,
Vereinigung und Durchschnitt aus Intervallen erzeugen
kann, heißen Borel-Mengen. Die Menge aller Borel-
Mengen ist eines-Algebra auf .Â
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Beispiel:

F={x, y, z,{2,3},{ },{5,4},{2,5,4},{2,3,5,4}} s−Algebra
auf {2,3,5,4}, |x|+|y|+|z|=?

Lösung:
Die s−Algebra F enthält 8 Ereignisse, von denen 3 unbe-
kannt sind. Da F die Bedingungen (i) – (iv) erfüllen muss,
können wir die unbekannten Ereignisse x, y und z durch
Überprüfung dieser Bedingungen finden.
(i) Offensichtlich gilt f={}Î F und W ={2,3,5,4}Î F.
(ii) Die Komplemente der bekannten Ereignisse {2,3}, {},
{5,4} und {2,3,5,4} sind die bekannten Ereignisse {5,4},
{2,3,5,4}, {2,3} und {}. Aber es muss auch das Komple-
ment von {2,5,4}, nämlich {3}, in F enthalten sein. Wir
haben also das erste unbekannte Ereignis gefunden: x={3}
(iii) Vereinigungen mit f  bzw. mit W  bringen niemals
etwas Neues. Aber auch die anderen Vereinigungen, die
man mit den von Anfang an bekannten Ereignissen bilden
kann, bringen nichts Neues, z.B. {2,3}È{5,4}={2,3,5,4}.

Wenn man allerdings das in (ii) neu gefundene Ereignis
x={3} inkludiert, dann erhält man das zweite unbekannte
Ereignis: y={5,4}È{3}={5,4,3}
In (ii) konnten wir das Komplement von y nicht
überprüfen, weil dieses Ereignis noch unbekannt war.
Wenn wir das jetzt nachholen, erhalten wir das dritte
unbekannte Ereignis: = = {5,4,3} = {2}
(iv) Die Durchschnitte brauchen wir nicht mehr zu
überprüfen, weil wir schon alle 3 unbekannten
Ereignisse gefunden haben.
Gefragt war die Summe von |x|, |y| und |z|.
|x| ist die Anzahl der Elemente von x, also 1.
|y| ist die Anzahl der Elemente von y, also 3.
|z| ist die Anzahl der Elemente von z, also 1.
Die Lösung ist also 1+3+1 = 5.
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Beispiel:

F={x, y, z,{0,3,8,9},{0},{3,8,9},{0,8,9},{3}} s−Algebra
auf {0,3,8,9}, |x|+|y|+|z|=?

Lösung:
Die s−Algebra F enthält 8 Ereignisse, von denen 3 unbe-
kannt sind. Da F die Bedingungen (i) – (iv) erfüllen muss,
können wir die unbekannten Ereignisse x, y und z durch
Überprüfung dieser Bedingungen finden.
(i) Offensichtlich ist nur W ={2,3,5,4}in F enthalten, nicht
aber f={}. Daher ist das erste unbekannte Ereignis
gegeben durch x={}.
(ii) Die Komplemente {0,3,8,9} = {}, {0} = {3,8,9},
{3,8,9} = {0}, {0,8,9} = {3}, {3} = {0,8,9}, { } =
{0,3,8,9} bringen nichts Neues.

(iii) Durch Vereinigung von {0} und {3} erhält man das
zweite unbekannte Ereignis: y={0}È{3}={0,3}
In (ii) konnten wir das Komplement von y nicht
überprüfen, weil dieses Ereignis noch unbekannt war.
Wenn wir das jetzt nachholen, erhalten wir das dritte
unbekannte Ereignis: = = {0,3} = {8,9}
(iv) Die Durchschnitte brauchen wir nicht mehr zu
überprüfen, weil wir schon alle 3 unbekannten
Ereignisse gefunden haben.
Gefragt war die Summe von |x|, |y| und |z|.
|x| ist die Anzahl der Elemente von x={}, also 0.
|y| ist die Anzahl der Elemente von y={0,3}, also 2.
|z| ist die Anzahl der Elemente von z={8,9}, also 2.
Die Lösung ist also 0+2+2 = 4.
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Eine Funktion P, die jedem Ereignis AÎ F eine reelle Zahl
zwischen 0 und 1 zuordnet, heißt Wahrscheinlichkeits-
verteilung, wenn gilt:
(i) P(f)=0, P(W)=1,
(ii) P(Ac)=1-P(A),
(iii) P(A1ÈA2ÈA3È…)=P(A1)+P(A2)+P(A3)+…, falls
         die Ereignisse A1,A2,A3,… paarweise disjunkt sind.

Eine Funktion X: W®Â heißt Zufallsvariable, wenn das
Urbild jeder Borel-Menge ein Ereignis ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsvariable X einen
Wert in einer Borelmenge B annimmt, ist gegeben durch

P(XÎB) = P(X-1(B)) = P({wÎW: X(w)ÎB}).

Spezialfälle:

       P(a≤X≤b)=P(XÎ[a,b])=P(X-1([a,b]))
       P(X=c)=P(XÎ{c})=P(XÎ[c,c])=P(X-1([c,c]))

Die Zufallsvariablen X und Y heißen unabhängig (ua.),
falls

)( BYAXP ÎÙÎ )()( 21 BXPAXP Î×Î=

für alle Borel-Mengen A und B.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X: W®Â
mit möglichen Werten x1,…,xn ist gegeben durch
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Eigenschaften des Erwartungswerts (X, Y Zufalls-
variablen, lÎÂ):

( ) = ,
( ) = ( ),
( + ) = ( ) + ( )
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Eine Zufallsvariable X, die den Wert 1 (Erfolg) mit der
Wahrscheinlichkeit p und den Wert 0 (Misserfolg) mit der
Wahrscheinlichkeit 1-p annimmt, ist Bernoulli-verteilt
mit Parameter p (Erfolgswahrscheinlichkeit).

Ihren Erwartungswert erhält man durch Summation der
möglichen Werte multiplizert mit ihren Wahrscheinlich-
keiten:

pppXPXPXE =×+-×==×+=×= 1)1(0)1(1)0(0)(

Die Summe
= +⋯+

von n unabhänigen Zufallsvariablen X1,…,Xn, die eine
Bernoulli-Verteilung mit Parameter p haben, hat eine
Binomialverteilung mit Parametern n und p.

Ihr Erwartungswert ist gegeben durch

)...()( 1 nXXEXE ++= )(...)( 1 nXEXE ++=

pp ++= ... np= .

Die Varianz ist ein Maß für die Streuung einer Zufalls-
variablen. Sie ist gegeben durch den Erwartungswert der
quadrierten Abweichung vom Erwartungswert:

( ) = − ( )

Für eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable erhält man:
( ) = 0 − ( ) ( = 0) + 1 − ( ) ( = 1)

= (0 − ) (1 − )+ (1− ) = (1− )

Eigenschaften der Varianz (X, Y Zufallsvariablen, a,bÎÂ):
( ) = ( )− ( )
( + ) = ( )
( + ) = ( ) + ( ), falls X, Y ua.

Ist = + ⋯+  binomialverteilt mit Parametern n
und p, dann gilt

( ) = ( + ⋯+ )
= ( ) + ⋯+ ( )
= (1− )+ ⋯+ (1− ) = (1 − ).
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Beispiel:
X~B(100,0.6), P(Y=0)=0.4, P(Y=−3)=0.5, P(Y=3)=0.1,
E(4+2X+Y²)+var(8−X)=?

Lösung:
Die Zufallsvariable X hat eine Binomialverteilung mit den
Parametern n=100 und p=0.6, woraus folgt, dass

( ) = = 100 ∙ 0.6 = 60
und

( ) = (1 − ) = 100 ∙ 0.6 ∙ (1− 0.6) = 24.

Die Zufallsvariable Y kann nur die Werte 0, −3 und 3 an-
nehmen. Den Erwartungswert von  erhält man durch
Summation der quadrierten Werte multiplizert mit ihren
Wahrscheinlichkeiten:

( ) = 0 ( = 0) + (−3) ( = −3) + 3 ( = 3)
= 0 ∙ 0.4 + 9 ∙ 0.5 + 9 ∙ 0.1 = 5.4

Schließlich erhält man mit Hilfe der Rechenregeln für den
Erwartungswert und die Varianz:

(4 + 2 + )+ (8− )
= (4) + (2 ) + ( ) + (− )
= 4 + 2 ( ) + ( ) + (−1)
= 4 + 2 ∙ 60 + 5.4 + (−1) ( )
= 129.4 + 24
= .

Nicht benötigt wurde der Erwartungswert von Y:
( ) = 0 ( = 0)+ (−3) ( = −3) + 3 ( = 3)

= 0 ∙ 0.4 + (−3) ∙ 0.5 + 3 ∙ 0.1 = −1.2
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Beispiel:
X~B(100,0.3), P(Y=0)=0.6, P(Y=−3)=0.1, P(Y=2)=0.3,
E(4−2X+Y²)+var(7−2X)=?

Lösung:
Die Zufallsvariable X hat eine Binomialverteilung mit den
Parametern n=100 und p=0.3, woraus folgt, dass

( ) = = 100 ∙ 0.3 = 30
und

( ) = (1 − ) = 100 ∙ 0.3 ∙ (1− 0.3) = 21.

Die Zufallsvariable Y kann nur die Werte 0, −3 und 2 an-
nehmen. Den Erwartungswert von  erhält man durch
Summation der quadrierten Werte multiplizert mit ihren
Wahrscheinlichkeiten:

( ) = 0 ( = 0) + (−3) ( = −3) + 2 ( = 3)
= 0 ∙ 0.6 + 9 ∙ 0.1 + 4 ∙ 0.3 = 2.1

Schließlich erhält man mit Hilfe der Rechenregeln für den
Erwartungswert und die Varianz:

(4 − 2 + )+ (7− 2 )
= (4) + (−2 ) + ( )+ (−2 )
= 4 + (−2) ( ) + ( ) + (−2)
= 4 − 2 ∙ 30 + 2.1 + (−2) ( )
= −53.9 + 84
= .


