Teil II: Numerische Methoden

7. Numerische Methoden fiir lineare Gleichungen
Lineares Cauchyproblem:
u; + Au, =0, —o<r<oo, t>0,

u(z,0) = ug(z). (7.1)

Ortsgitter mit Gitterweite h. Zeitgitter mit Zeitschritt k. Gitterpunkte (z;,t,) = (jh,nk). Auch
Tjr1/2 = xj +h/2 = (j +1/2)h. Annahme: Gitterverhéltnis k/h konstant bei k,h — 0. Nidherung U7} fiir
u? = u(z;,t,) bzw. fiir den Mittelwert

J
1 [Ti+1/2

ul = —/ u(z,t,) dr.
Tj—1/2

Diskrete Anfangsdaten: U9 = u oder U} = ). Stiickweise konstante Fortsetzung von U’

Uk(l’,t) = U;l, fir (l’,t) S [1’j_1/2,1'j+1/2) X [tn,tn+1) (72)
Forwirtsschreiten in der Zeit: Hier fast ausschlieBlich Einschrittverfahren, in denen U™ aus U™ ! berechnet
wird.

Finite Differenzenverfahren: Zumeist werden Ableitungen durch Differenzenquotienten ersetzt.
Beispiele: Explizite Diskretisierung:

Uttt —un u?,, -Up
J : J +A( ]+12h J 1>:0 (73)
Das gibt
k
Uit =Uj - AU, - Uj).
Implizite Diskretisierung (Implizites Eulerverfahren):
U’f'l+1 _ Un U’fll+1 _ Unjl
j - J+A< ]+172h izl —p (7.4)

Hier mufl bei jedem Zeitschritt ein lineares Gleichungssystem gelost werden. Obwohl (7.3) wegen Sta-
bilitdtsproblemen unbrauchbar ist, gibt es funktionierende explizite Methoden, die im allgemeinen effizienter
als implizite Methoden sind. Wir werden uns ausschliellich mit expliziten Methoden beschéftigen. Im
Folgenden eine Liste von expliziten Verfahren:

Linksseitige Differenzen:

U?ﬂ =Ul - %A(U? o (7.5)
Rechtsseitige Differenzen:
U;_z+1 - Ul - %A( [ V) (7.6)
Lax-Friedrichs:
= Lo vun - Eawn, v "
Leapfrog:
Ut = Ut - %A( - U (7.8)
Lax-Wendroff:
Ut = Ut - %A( i1 = Ui) + Qk_;AQ(U?H —2U7 + U7 ) (7.9)
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Beam-Warming:

k k2
n+l __ U U

A*(U} —2U7 , + U} ) (7.10)
Bis auf das Leapfrog-Verfahren sind das alles Einschrittverfahren. (7.5)—(7.8) entstehen durch Ersetzen von
Ableitungen durch Differenzenquotienten. Herleitung des Lax-Wendroff- und des Beam-Warming-Verfahrens:

Taylorentwicklung
2

k
u(z,t + k) = u(z,t) + kug(z,t) + ?utt(m,t) + O(k*)
k,2
=u(z,t) — kAu,(x,t) + 7A2um(a:,t) +O(k*).
Nun werden Ortsableitungen durch Differenzenapproximationen zweiter Ordnung ersetzt (Lax-Wendroff:

Zentrale Differenzen, Beam-Warming: Linksseitige Differenzen).
Schreibweise fiir Einschrittverfahren:

U™ =2,(U") baw. UM =H, (U ))
Der Definitionsbereich von Hj, kann auf Funktionen von z erweitert werden: In Hy(v; z) wird an Stelle von

vj, Vj41 usw. v(z), v(z + h) usw. verwendet.
Lineare Methoden: #, ist ein linearer Operator.

7.1. Fehler
Fehlerfunktion:
Ey (:L’, t) =U; (1’, t) - 11(1‘, t)
Sei || .|| eine Norm fiir Funktionen von z.
Definition. Eine Methode heifit konvergent beziiglich der Norm || .||, wenn

lim [[Ex (., )] = 0

fiir alle t > 0 und alle Anfangsdaten uy aus einem bestimmten Funktionenraum.

Beispiel fiir die Norm: L!'(IR)-Norm

Ioll = [ " o)) de

Fur Gitterfunktionen:
UL ta)ll = U™y =R U7
J

Von nun an bedeutet || . || immer die L'(IR)-Norm.
Fiir ein beliebiges Einschrittverfahren erwarten wir, da8 die Gleichung

(U —H,(U™5)) =0

T =

fiir k — 0 formal gegen die Differentialgleichung (7.1) konvergiert. Das Konzept des lokalen Diskretisierungs-
fehlers beinhaltet eine Umkehrung dieser Betrachtungsweise.
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Definition. a) Fir ein Einschrittverfahren ist der lokale Diskretisierungsfehler gegeben durch
Li(z,t) = %(u(m,t + k) — Hi(u(.,t);2)) .
b) Die Methode heifit konsistent, wenn
Lim ||, (-, )] = 0.

c¢) Die Methode ist p-ter Ordnung, wenn es fiir alle hinreichend glatten Anfangsdaten mit kompaktem
Tréager eine Konstante Cy, gibt, sodaf3

ILe (., t)]| < CLk”, VE<ky, t<T.

Beispiel : Lax-Friedrichs-Verfahren:

2

fiir Losungen von (7.1). Verfahren erster Ordnung.

1 2
Li(z,t) =us + Au, + = (kutt — %um) + O(k*) = O(k) (7.11)

7.2. Stabilitat
Es gilt

u(z,t + k) = He(u(., t);z) + kLg(z, 1)
und damit fiir lineare Methoden

Eip(.,t+k) = HiEg(.,t) — kLg(., 1) .

mit einer Matrix . Das hat die Losung
Ei(tn) = HRPBe(,0) =k Y M Ta(otia).
i=1

Definition. Eine Methode heifit stabil, wenn fiir jede Zeit T' Konstante C's und ko > 0 existieren, sodafl
IHEI<Cs,  Vnk<T, k<kh.

Der Lax’sche Aquivalenzsatz. Fiir eine konsistente lineare Methode ist Stabilitéit notwendig und hinre-
ichend fiir Konvergenz.

Beispiel 1: Das Lax-Friedrichs-Verfahren ist stabil fiir

Ak
UV = max I
p=1,-m

<1. (7.12)

Beispiel 2: Die Methode (7.5) mit linksseitigen Differenzen ist stabil, wenn fiir alle Eigenwerte
Apk
0<2-<1
S

gilt. Insbesondere miissen alle Eigenwerte positiv sein.

Definition. Der Abhangigkeitsbereich D(Z,?) ist die Menge aller Punkte (z,t) mit der folgenden Eigen-
schaft: Eine Stérung der Losung von (7.1) an der Stelle (z,t) hat einen Einfluff auf die Lésung an der Stelle
(%,t). Analog wird der numerische Abhéangigkeitsbereich Dy (Z,t) fiir Differenzenverfahren definiert.

Die CFL(Courant-Friedrichs-Levy)-Bedingung. Es ist notwendig fiir die Stabilitit einer numerischen
Methode, daB8 asymptotisch fiir k — 0 der numerische Abhéngigkeitsbereich Dy(Z,t) den Abhingigkeitsbe-
reich D(Z,t) enthélt.

Fiir beliebige Verfahren, fiir die H;(U";j) nur von U}_;, U? und U},, abhéngt, nimmt die CFL-
Bedingung die Form (7.12) an. Die Zahl v wird Courantzahl genannt.
Achtung: Die CFL-Bedingung ist nicht hinreichend fiir Stabilitit (sieche Beispiel 2).
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Abbildung 8.1

7.3. Upwind-Methoden

Fiir die skalare Gleichung
us +au, =0, a>0,

ist die Methode (7.5) mit linksseitigen Differenzen unter der Bedingung ak/h < 1 stabil.

Physikalisch

gesehen, wird die Information fiir den néchsten Zeitpunkt aus der Richtung geholt, aus der der Wind bzw.
die Stromung kommt (upwind direction, upstream direction). Fiir die obige Gleichung ist (7.5) die Upwind-

Methode erster Ordnung.
Die Upwind-Methode fiir ein System mit positiven und negativen Eigenwerten: Sei

A:)_ maX(Apa 0) ) A+ = dlag(Afa ) Az) )
A, =min(A,,0), A =diag(A;, -, \) -
Upwind-Methode:

k — n n
—A~ (U}, - UY)

n k n n
Uit =07 - AU - UL, - 5

mit

AT =RATR!, A =RAR ‘.

8. Die Berechnung unstetiger Losungen

Die Abbildung 8.1 zeigt numerische Losungen und die exakte Losung des Riemann-Problems

zum Zeitpunkt ¢ = 0.5. Gitter: h = 0.01, k/h = 0.5.
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Konvergenziiberlegungen aus dem vorigen Kapitel sind hier nicht anwendbar. Beziiglich der sup-Norm
ist keine Konvergenz zu erwarten. Welche Konvergenzrate beziiglich der L' (IR)-Norm?
Wegen (7.11) ist das Lax-Friedrichs-Verfahren ein Verfahren zweiter Ordnung fiir die Differentialgle-
ichung
A 1 k e =0
uy + um+§(utt_?umc)— -
Eine solche Gleichung heiffit modifizierte Gleichung fiir das Lax-Friedrichs-Verfahren. Die modifizierte
Gleichung ist nicht eindeutig. Eine andere, brauchbarere Wahl ist

h? k?
w + Au, = oy (1 - —A2> Uy - (8.2)

Dieses System wird auf die iibliche Art durch die Transformation u = Rv entkoppelt:

h2 WA
Upt“‘)‘pva:ﬁ(l_(%))%ma p=1---m

Ist die CFL-Bedingung (7.12) erfiillt, dann ist die rechte Seite ein Diffusionsterm, dessen Effekt ein Auss-
chmieren von Unstetigkeiten ist. Das ist typisch fiir Methoden erster Ordnung (siche Abb. 8.1). Interpreta-
tion in der Gasdynamik: Reibungseffekt. Daher der Begriff kiinstliche Viskositat.

Modifizierte Gleichung fiir das Lax-Wendroff-Verfahren:

h? K,
u + Au, = ?A (ﬁA — I) Ugua

Beam-Warming-Verfahren:

h? 3k k>
Im skalaren Fall:
Ut + Uy = Plgge (8.3)

Das ist eine dispersive Gleichung. Dispersive modifizierte Gleichungen sind typisch fiir Verfahren zweiter
Ordnung. Anfangswertprobleme fiir (8.3) kénnen mit Hilfe der Fouriertransformation gelost werden:

o) = [ o(€) exp [ie(e — (a + ")) de

—00

mit der Fouriertransformierten o (¢) der Anfangsdaten u(z,0). Die Gleichung c(¢) = a€ + p&?, die die
Frequenz in Abhéngigkeit von der Wellenzahl angibt, heifit Dispersionsrelation. Offensichtlich wird der
Losungsanteil mit der Wellenzahl ¢ mit der Geschwindigkeit a + pu&? verschoben. Den Effekt, dafl die Anteile
mit verschiedener Wellenzahl mit der Zeit auseinandergezogen werden, bezeichnet man als Dispersion.

Eine Sprungfunktion hat ein breites Fourierspektrum. Fir das Riemann-Problem klingt die Funktion
Up(§) fur || = oo nur langsam (wie 1/&) ab.

Der Dispersionseffekt erklért das oszillierende Verhalten der Losung bei Verwendung des Lax-Wendroff-
bzw. des Beam-Warming-Verfahrens. Im skalaren Fall mit positivem a erhdlt man unter der Bedingung
v = ak/h < 1 fiir das Lax-Wendroft-Verfahren

1
w= tha(VZ -1)<o0,
und fiir das Beam-Warming-Verfahren
Ly 2
u= Eh a(2—-3v+v°)>0.
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Daher treten die Oszillationen beim Lax-Wendroff-Verfahren hinter der Unstetigkeit und beim Beam-
Warming-Verfahren vor der Unstetigkeit auf (siehe Abb. 8.1).
Mit Hilfe der modifizierten Gleichung
up + Uy = Dug, (8.4)
fiir ein Verfahren erster Ordnung im skalaren Fall versuchen wir nun, den Fehler bei der numerischen Lésung

des Riemannproblems (8.1) zu schétzen.
Die Losung des Riemann-Problems fiir (8.4) ist

uP (1) = % [1 _orf (j;_;tﬂ

erf(z) = %/0 e dz.

Fiir die Differenz zwischen u” (z,t) und der exakten Losung u(x,t) = ug(x — t) gilt

mit der Fehlerfunktion

0

) =P ol = VD ([

— 00

(1+ erfz)dz +/ (1- erfz)dz) =C1vDt.
0

Die Diffusionskonstante ist O(k), d.h. die Verfahren “erster Ordnung” konvergieren mit der Ordnung k'/2.
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