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Ubungen zur Analysis Josef Hofbauer ~SS 2010

Die Tangente durch einen Punkt P(cos «,sin ) an den Einheitskreis schneide die Ach-
sen in den Punkten (sec o, 0) und (0, cosec o). Driicke diese weiteren Winkelfunktionen
Secans und Cosecans durch Sinus und Cosinus aus.

Zeige die Formel von Ptoleméus ef = ac + bd fiir die Seiten a,b,c,d und die
Diagonalen e, f eines Sehnenvierecks.

Im Spezialfall, dass eine Diagonale durch den Mittelpunkt des Umkreises geht, ergibt
sich daraus (mit Hilfe des Satzes von Thales) der Summensatz fiir den Sinus.

Zeige, dass die Summensétze fiir Sinus und Cosinus mit der einfachen Formel
cis(a + ) = cisacis 3
2

fiir die komplexwertige Funktion cisa = cosa + isina (i* = —1) dquivalent sind.

Leite aus den ersten Summensitzen fiir die Winkelfunktionen die zweiten Summensatze
her:

x xr —
sinz + siny = 2sin —gycos 2y
. . rT+y . T—Y
sinz — siny = 2 cos sin
2 2
x x —
cosx + cosy = 2 cos ;—ycos 2y
. Tty . =y
cosx —cosy = —2sin 5 sin 5

Leite Formeln fiir sin 4z, cos 4z, sin 5z, cos 5z her.
(Hinweis: Moivre’sche Formel cisnx = (cisz)")

Zeige: sin 15° = @ und berechne die exakten Werte von cos 15° und cos 36°.

Man driicke tan(a + 3) durch tan o und tan 3 aus.

2z
1+22

Zeige: a) 2 arctan x = arcsin

b) arctanz + arctan = = 2 falls z > 0.

¢) arcsinx = arctan = falls |z| < 1.

Zeige:
. . 1
) ) ) sin % sin WFTM cos § — cos %x
sinz +sin2x 4 - - - +sinnx = — = —
sin 5 ASIE
. 1 .
sin %F cos W sin(n+ 1)z 1
cosx + cos2x + -- -+ cosnx = — = — — =
sin 5 2sin 3 2
Zeige: arccosw + arcsinr = 3
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Man bilde, ausgehend von x € R, die Folge xy = x, x,,41 = H“’\/—L_Q Zeige, dass diese

: — on _ 2"z, ;
Folge monoton gegen 0 konvergiert. Setze b, = 2"z, und a, = —\/1+7 Zeige, dass

n

[an,by] (im Fall 2 > 0, sonst umgekehrt) eine Intervallschachtelung bildet. Sei A(z)
der innerste Punkt. Zeige, dass die Funktion A(x) streng monoton wachsend, ungerade
und beschréankt ist und die Funktionalgleichung

r+y
1 -2y

A(z) + Aly) = A( )

fiir alle x,y € R mit xy < 1 erfiillt.

(Daraus kann man dann folgern: A(z) = arctan x)

Zeige folgende Formel von Euler:

(Hinweis: Zeige zuerst cotz = $(cot £ — tan 2) und lim,, .o 57 cot 5 = 2.
Fiir x = 7 folgt daraus:

1 11; 7T+1t 7T+1t 7rJr
—=—tan— +-tan— + —tan— + ...
T 4 4 8 8 16 16

Leite die Formel (cosz)’ = —sinx her.

Differenziere die folgenden Funktionen:

cot x, sin®(z® + 1), /22 + cos3 /7

2 rz—1

, (arccos x)?, arctan 2.

Differenziere: arcsin x

Berechne mit Hilfe des Satzes iiber die Ableitung der Umkehrfunktion die Ableitung
von arcsin x.

Berechne mit der Regel von de I'Hospital:  lim, . (sirlla; — %)
Berechne mit der Regel von de 'Hospital:  lim, . 1‘;%

Zeichne die Graphen der ersten Taylorpolynome (um zy = 0) des Sinus.

Zeige fiir x € R:

s . 2
cosx = Z(—l) on]
k=0

Zeige durch Vergleich der Taylorreihen die Eulersche Formel e = cosx + isin .



