Lineare Ausgleichsprobleme

Datenreduktion und Parameteranpassung
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Sowohl bei der Auswertung von Laborexperimenten als auch bei der Analyse von numerischen
Berechnungen ergibt sich oft die Situation, daff man fiir eine Reihe von Werten x1, xs, ..., Tn
einer unabhéngigen Variablen = zugehorige Werte y1, 15, ..., yy einer abhingigen Variablen y
gemessen (oder berechnet) hat und an diese Daten eine analytische Funktion y(x) anpassen
will.

Der Zweck eines solchen “Fits” kann es z.B. sein, die Streuung von mit Mefifehlern behaf-
teten Daten auszugleichen, die Meflwerte fiir beliebige x zwischen den z; zu interpolieren, oder
einen umfangreichen Datensatz auf einige wenige Parameter zu reduzieren, die zur Beschrei-
bung der Funktion y(z) notwendig sind. In all diesen Féllen muf§ die Fit-Funktion zunéchst
keine physikalische Bedeutung haben, und man wird fiir y(z) die einfachste mathematische
Form wihlen, die es erlaubt, die Daten im Rahmen der Meffehler zu reproduzieren. Beliebte
Funktionen dieser Art sind Polynome, Exponentialfunktionen, rationale Funktionen, usw.

Andererseits kann es sein, dafl man, auf der Grundlage eines konkreten physikalischen Mo-
dells, sehr wohl eine Vorstellung von der funktionalen Form von y(x) hat. Meist hingt dieses
Modell von einer Reihe von unbekannten Parametern ab, und die Aufgabe des Fits ist es, die
Werte dieser Parameter aus den Messungen zu bestimmen. Zusétzlich mochte man auch noch
beurteilen konnen, ob das theoretische Modell iiberhaupt mit den Daten vertraglich ist. Es muf
also ein Giitekriterium fiir den Fit formuliert werden.

Beide Fragestellungen sind insofern dquivalent, als sie im allgemeinen mit demselben Verfah-
ren gelost werden, ndmlich der sogenannten “Methode der kleinsten Quadrate”. Wahrend sich



dieses Verfahren im Fall der Parameteranpassung unmittelbar aus den Vorstellungen der Ma-
ximum Likelihood-Schétzung ableiten 148t, konnte man bei bloflen Datenreduktionsproblemen
aber natiirlich auch nach alternativen Strategien vorgehen.

Maximum Likelihood-Schéitzung
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Es seien N Paare von Meflwerten mit zugehorigen Mefifehlern

{zi, vi, Ui}izl,...,N

gegeben. Dabei wird angenommen, dafl die x; exakt bekannt, die y; aber mit einem statisti-
schen MeBfehler o; behaftet sind. (Die Groflenordnung von o; kann man z.B. abschétzen, indem
man fiir jedes x; mehrere Messungen von y durchfithrt und den Standardfehler des Mittelwerts
bestimmt.) Weiters wird angenommen, dafi die MeBwerte y; statistisch unabhingig und nor-
malverteilt sind, d.h. die Wahrscheinlichkeit (eigentlich Wahrscheinlichkeitsdichte), als i-ten
MeBpunkt den Wert y; zu erhalten, ist
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Es wird hier also die Giiltigkeit eines “theoretischen Modells” y = y(x) angenommen, d.h. y(z;)
wire der “wahre” Funktionswert an der Stelle x;, bei einer tatséchlichen Messung wird aber
ein davon abweichender Wert y; beobachtet. Zusétzlich wird noch vorausgesetzt, dafl die o;
unabhéngig von den im konkreten Fall gemessenen Werten y; sein sollen.

Das theoretische Modell héingt im allgemeinen von M Parametern Ay, Ao, ..., Ay; ab
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Nach dem Prinzip der Maximum Likelihood-Schitzung werden die A, so bestimmt, dafl die
Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung genau jene Werte zu erhalten, die man tatséchlich ge-
messen hat, maximal wird.

Da vorausgesetzt wurde, dafl die y; statistisch unabhéngig sein sollen, ist die Wahrschein-
lichkeitsdichte fiir das Auftreten der MeBwerte vq, ¥, ..., yny das Produkt der Einzelwahr-
scheinlichkeitsdichten
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Diese Wahrscheinlichkeitsdichte wird maximal, wenn die Summe im Exponenten (die als Summe
von Quadraten ja nicht negativ sein kann) minimal wird. Man wird also die Parameter A\;, As,
..., Ay so bestimmen, daf} die Grofle
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ein Minimum wird. Dies ist die Methode der kleinsten Quadrate.

Giitekriterium

Die aus dem Maximum Likelihood-Prinzip abgeleitete Methode der kleinsten Quadrate hat
den Vorteil, dafl man unter den gemachten Voraussetzungen sofort ein Giitekriterium fiir den
Fit formulieren kann. Waren nédmlich die exakten Parameter \;, Ao, ..., Ay des theoretischen
Modells bekannt, dann wéren die Variablen
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N(0,1)-verteilt (normalverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz 1) und s, als Summe der Quadrate
von N unabhéngigen N(0,1)-verteilten Zufallsvariablen, wire y2-verteilt mit N Freiheitsgraden.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des beobachteten oder eines noch grofleren Wertes der
Abweichungsquadratsumme s ist dann
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wobei I'(z) die Gamma-Funktion ist, d.h. I'(1/2) = /7, ['(1) = 1 und I'(2 + 1) = 2I'(z). Damit
das theoretische Modell mit den Messungen vertréglich ist, sollte diese Wahrscheinlichkeit nicht
zu klein sein, z.B. nicht kleiner als 50 % (sonst hétten die Meflergebnisse nie zustande kommen
konnen).



In Wirklichkeit kennt man jedoch die A, nicht a priori, sondern bestimmt sie erst durch
Anpassung an die Daten. In diesem Fall sind zwar die y; (bzw. 7;) nicht mehr alle voneinander
unabhéngig, man kann aber fiir den Fall normalverteilter Variablen zeigen, daff s dann noch
immer y2-verteilt ist, allerdings mit

v=N-M
(Anzahl der Beobachtungen minus Anzahl der Parameter) Freiheitsgraden. Da fiir grofie v der
Median der y2-Verteilung von der GréBenordnung v ist, geht man in der Praxis oft nach der
Faustregel vor, dal man ein “reduziertes x*”, s/(N — M), berechnet. Ist s/(N — M) wesentlich
grofer als 1, so ist das theoretische Modell nicht mit den Daten vertriglich (oder man hat
die Meffehler unterschétzt); ist s/(N — M) wesentlich kleiner als 1, dann hat man zu viele
Parameter angepafit (oder die Mefifehler {iberschétzt).

Normalgleichungen

Zur tatséchlichen Bestimmung der Parameter miissen die simultanen Extremumsbedingungen
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nach A\j, Ao, ..., Ay aufgelost werden. Das ist im allgemeinen Fall ein System von M gekoppelten

transzendenten Gleichungen, dessen Losung sich beliebig schwierig gestalten kann.
Wesentlich einfacher ist die Situation, wenn y(x) ein lineares Modell ist,

M
Y= Z Aa @a(x)
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wobei die ¢, (z) beliebige Funktionen (hiufig Polynome) sein kénnen. D.h. y ist eine Linear-
kombination der ¢,, in der die Parameter )\, als Koeffizienten auftreten. Differenzieren von
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nach A\, liefert in diesem Fall
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ist das ein lineares Gleichungssystem der Form
AN=D

Dieses System der Normalgleichungen kann mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren oder
einem anderen géngigen Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme nach den A\, aufgelost
werden:

A=A

Falls die ¢, (z) Polynome sind, kann schon fiir M~5-10 das Losungsverfahren numerisch
problematisch werden. In diesem Fall empfiehlt es sich, zunéchst orthogonale Polynome ), ()

mit
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zu konstruieren, das Ausgleichsproblem in diesen zu losen (A ist dann eine Diagonalmatrix)
und die Losung auf die ¢, () umzurechnen.

Fehlerabschitzung

Fiir ein lineares Modell und unter der Voraussetzung, dal das Modell mit den Messungen
vertriglich ist, kann man auch noch Aussagen iiber die Unsicherheit der mit Hilfe eines Fits
bestimmten Parameter machen.

Dazu beniitzt man, dafl die Matrix A in den Normalgleichungen zwar von den Stiitzstellen
x; und den (als von den Daten unabhéngig angenommenen) Fehlern o; abhéngt, aber nicht von
den eigentlichen Meflwerten y;. Fiir feste x; und o; sind daher die )\, lineare Funktionen der y;,
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und als solche ebenfalls Zufallsvariable.
Stellt man sich nun vor, daff man den Prozefl des Messens und Anpassens viele Male wie-

derholt, so bekommt man fiir jeden Satz von Messungen {yi, ¥, . .., yn } einen zugehorigen Satz
von Parametern {\{, Ao, ..., Ay }. Der Mittelwert des Parameters )\, iiber alle diese Mefserien
ist dann
M N 1
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Ein Maf fiir die Abweichung von ), in einem einzelnen Fit vom Mittelwert ist die Varianz
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Wegen der statistischen Unabhéngigkeit von y; und y; fiir i#7 ist
(s = (i) (w5 — (W) = dj o}
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und daher

B = T DA N S el (o)
A S (A s A,

M
- Z(Ail)av(sav
v=1

Die Unsicherheit der Parameter ist also durch die Diagonalelemente der Matrix A~! gegeben:
73, = (A aa
Eine analoge Rechnung ergibt
cov(Aa; Ag) = (AN ug
Dabei ist die Kovarianz
cov(Aa, Ag) = ((Aa = (Aa)) (A5 = (Ag)))

ein MafB fiir die Korrelation zwischen den Parametern.



