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PHYSIQUE MATHÉMATIQUE.
— Sur les feuilletages « conformément minimaux »

des variétés riemanniennesde dimension trois Note de Piorr T. Chrusciel, présentée par
Yvonne Choquet-Bruhat.

On présente des théorèmes d'unicité et d'existence de solutions de l'équation v*,(]V/|V,/)=0 défîmes sur
des domainesbornes d'une Tanete nemanmenne,ainsi que sur toute la vanete, singulières en un point

MATHEMATICALPHYSICS — On "conformally-mmrmal"foliations of three dimensionalnemanman
mamfolds

Umquenessand existence ofsolutions ofthe équation V,(|V/|V'/)=0 theorems are presented, for solutions
singular at somepoint, defined in a bounded domain ofa nemanman manifold, oi on the whole manifold

Il est bien connu, que la « contrainte scalaire » de la relativité générale :

det g R = n'Jnip

peut être considérée comme une équation différentiellepour le facteur conforme \|/ :

étant donné une métrique y = (yu) [on suppose, bien sûr, que les deux métriques
riemanniennes g=(glJ) et y sont non dégénérées], et une densité tensonelle symétrique n'J
à trace nulle (gun'J=0). Une démarche possible dans la recherche des données de Cauchy
non contraintes de la relativité générale est d'associer à toute métriqueg un représentant
umque y de la classe d'équivalence [g] ={ métriques riemanniennes g' sur la
variété M : g'=Xg, où X est une fonction strictement positive sur M} :

Une telle approche, adaptée par J. Kyowski, a permis :
(a) de présenter un ensemble de données de Cauchy, canoniquement conjuguées, non

contraintes;
{b) de démontrer la nécessité d'inclure, comme variables canoniques supplémentaires,

certames « données au bord », et :

(c) de démontrer la positivité de l'hamiltoniendu système, pour des espaces asymptoti-
quement euchdiens.

La méthode utilisée par J Kijowski [1] est la suivante
.(a) on se donne une métriqueg sur une variété M de dimension trois;

(b) on détermine y en exigeant que la solution/del'équation de Laplace de la métrique
y='ii~1s :

satisfaisant la condition :

(3) les surfaces/=Cte sont des sphères emboîtées

ait la propriété :

(les virgules désignent la différentiation par rapport à la vanable x', les indices répétés
impliquent une sommation, i,j= l, 2, 3, V, désigne la dérivée covariante nemanmenne
de la métriqueg).
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Démonstration. —
L'équation (5) est invariante conforme [c'est-à-dire

D (g, f)=0oD(Xg,/)= 0, pour toute fonction X : M->- U, strictement positive]. Si (5)

et (6) sont satisfaits, on pose yIJ=gXJ/|V/|2. On a alors yu/I/J=l, ce qui implique
D (y, /)=A (y) / L'imphcationinverse [(2) et (4)] => [(5) et (6)] découle d'un raisonnement
similaire et de la non-dégénérescencesupposée des métriques y et g.

Notons que toute fonction satisfaisant (5) et (6) induit un feuilletage de M par des
surfaces/=Cte qui sont des surfaces minimales de la métrique y (la trace de la courbure
extérieure est nulle). Pour cette raison l'auteur propose d'appeler ce feuilletage

« feuilletage conformément minimal »
Pour prouver que la méthodeutiliséepar J. Kijowski est mathématiquementrigoureuse,

il faut démontrer l'existence de solutions de l'équation (5) satisfaisant les conditions (3)

et (6). Il est facile de démontrer que (3), (5) et (6) impliquent que la fonction/ doit être
singulière en un certain point x0. Dans cette Note des théorèmes d'existence et d'unicité
de solutions singulières seront présentés. Les théorèmes 1 et 2 générahsent et raffinent
les théorèmes 2 et 3 de [2], le théorème 3 est un résultat apparemment nouveau. Les
détails des démonstrationsseront publiés ailleurs.

Dans ce qui suit, on supposera que M est une variété riemannienne de dimension

trois, Hausdorff, paracompacte, de classe C2, géodésiquement complète. M peut être
topologiquement non triviale, et peut avoir plusieurs « régions s'étendant à l'infini »
distinctes, sans restrictions sur l'asymptotique de la métrique. Cl désignera un domaine
borné dans la distance gêodésique (donc de volume nemannien fini), avec dû. — une
sous-variété de M de classe C^ On supposerala métrique de classe Cv

La métrique g sera dite asymptotiquementeuclidienne dans une région N c M si N
est difféomorphe à R3\B (0, R), pour une certaine l^oule B (0, R) de rayon R et, dans
les coordonnées locales, la métriqueg a la forme suivante :

avec |ra/ctJ|, |ra+1gIjfc|
—

bornés sur 1R3\B(0, R), pour un certain a>0, et
r2(x)=Y>')2.

Dans tous les théorèmes qui suivent, « pour tout O » signifie « pour tout Q comme
décritci-dessus », etc. Les conditionsde différentiabilité de dÙ et des données de Dinchlet
peuvent être fortement affaiblies, pour ne pas compliquer l'exposition on se bornera à
des domaines comme décrits ci-dessus, et des données de Dirichlet de classe Cl5 ce qui

sera suffisant pour les applicationphysiques qui nous intéressent [1].

où :
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THÉORÈME 1 (le problème de Dinchlet extérieur). — Pour tout G, pour toute métrique

g de classe Cu pour toute fonction epe C1(dÙ) il existe une famille à un paramètre de
fonctions fA : M\Û-» M., solutions faibles de l'équation (5), satisfaisant /A|e£Î= cP- Pour
tout domaine K strictement intérieur à M\Q, /eCla(K), pour un certain a(K, Q, g)>0.
Si la variétépossèdeplusieurs régions s'étendant à l'infini, sur une des régions asymptotique-
ment euclidiennes N (s'il en existe) les fonctions fA se comportent de la façon suivante

.

(8) /A= A In r+gA, gA borné sur N,

(9) hm gA=gA, pourun certaingAeU,
r -> co

Démonstration. —
L'existence de solutions peut être établie en utilisant le prmcipe de

Harnack (th. 6 de la réf. [4]) d'une façon similaire à la démonstrationdu théorème 13 de
la référence [4]. Le comportementasymptotique(8) est obtenu a priori par comparaison
des solutions singulières avec des sous- et sur-solutions de la forme \nr+ r~y (cf. [2]) et

un emploi du principe de Harnack. (8) permet d'établir une estimation a priori
|V/A] ^CA/r (pour un certain CAeR), ceci et (8) impliquent ensuite gAeWli3(N,g),
qui implique finalement (9) et (10)

THÉORÈME 2 (le problème de Dinchlet intérieur) — Pour tout G c M, pour toute
métrique g de classe Cl5 pour tout x0eCl, pour tout cp€C1(9Q), il existe une famille de
fonctions fA

.
G\{x0} -» U, solutions faibles de l'équation (5), satisfaisant/A|an= (P- Pour

tout domaine K strictement intérieur à G\{x0}, fAeC1<a,(K), pour un certain a. Les
fonctions fA sont de la forme [a (x)-distancegéodésique de x0 à x]

.

et satisfont

(12) hm gA(x)=gA, pourun certaingAeU,
a (x) -» 0

(13) lim (|V/A|a)(x)=A.
u(x) -» 0

La propriété (11) etfA\dâ déterminent la famille fA d'unefaçon unique.

Démonstration —
L'existence et les propriétés asymptotiques découlent du théorème 1

et de l'invariance conforme de l'équation (5) Pour démontrer l'unicité, on utilise le

comportementasymptotique(11) ainsi que la propriété de monotonie :

Remarque. — L'auteuraimerait relever une erreur dans la démonstrationdu théorème 3

de [2], provenant d'un emploi infortuné du terme « coordonnées géodésiques ». Ce terme
devrait être remplacé par « n'importe quel système de coordonnées (globales) sur Q, telles

que gy(0)=6y » (ceci peut être obtenu, par exemple, par une transformation linéaire des

axes de coordonnées).

THÉORÈME 3 (solutions globales).
— Pour toute variété M non compacte, pour tout

x0eWL,pour toute métriqueg de classe C,, il existe unefonctionf : M\{x0} -> U, solution
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faible de l'équation (5), satisfaisant

et satisfaisant

Si M ne possède qu'une région N s'étendant à l'infini, et si la métriquey est asymptotique-
ment euclidienne, alors fi est unique, et possède les propriétés asymptotiquessuivantes

hm (/—ln7)= a, poui un certain aeU, et hm r|V/|=l.
r -> co r -* co

Démonstration
—

La démonstration du théorème 3 se fait en construisant une suite
de fonctions /„, solutions de (5) sur des Cl„ remplissant M\{x0} lorsque n tend vers
l'infini Les fonctions/, satisfont aux conditions mm /,= 1, mm /„= 2, pour certams

S (10. "i) S (xç,, CJ2)

CJ1 et a2. La possibilité de satisfaire ces conditions découle du principe de maximum
fort L'existence d'une sous-suite convergente sur tout compactest garantiepar le principe
de maximum, le principe de Harnack, et les estimations a priori de [5] L'umcité découle
des propriétés asymptotiques de/ et de la propriété de monotome

Certains des résultats présentés ici peuvent facilement être généralisés aux
«/7-laplaciens » (V,(|V f\p~2V f)= 0) dans n'importe quelle dimension. Des résultats
semblables ont été obtenus indépendammentpar L Véron, pour des ouverts bornés de
IR" et une métrique plate [6] Dans tous les théorèmes présentés ici, le passage des
estimations locales des références [4] et [5] aux estimations invariantes sur la variété
nemanmennese fait par des méthodes semblablesà celles utilisées dans les démonstrations
de [3].

L'auteurtient a remercier L Véron pour une discussion mtéressante, spécialement pour l'indicationcomment
approcher le problèmede l'unicité L'auteur remercie aussi Y Choquet-Bruhatpour des remarquesconcernant
une version précédentede cet article, et J Madajczyk pour des discussions utiles
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