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On démontre des inégalités du type Poincaré, Sobolev et autres dans des espaces de Sobolev & poids.
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Some inequalities of Poincaré type, Sobolev type and others, are established in weighted Sobolev
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Gréce aux travaux de Cantor [1], Choquet-Bruhat et Christodoulou [2], Lockhart [3] et d’autres, les es-
paces de Sobolev & poids ont trouvé une place privilégiée en physique mathématique -en relativité générale,par
exemple,leur utilisation a permis la démonstration de I'existence de linfini spatial complet sous des condi-
tions tres faibles sur les données de Cauchy [4]. Lors de I’étude des propriétés des espaces de Sobolev aussi
bien que lors de leur application dans des problemes de la théorie des équations différentielles, un réle fonda-
mental est joué par les inégalités de Poincaré et de Sobolev. Quelques unes de ces inégalités dans des espaces
a poids ont été établies par Lacaze [5], Parker [6] (appendice), Cantor [1] (théoréme 5.4) et Choquet-Bruhat
et Christodoulou [2] (lemme 2.4). Dans cet article nous présentons des inégalités complémentaires a celles
démontrées dans les oeuvres précitées, ainsi que quelques autres inégalités. Nous nous bornerons & considérer
R™ avec une métrique plate, les résultats présentés se généralisent sans difficulté & des variétés a topologie,
structure différentiable et métrique suffisamment réguliere, avec des régions asymptotiquement euclidiennes

(ct. [7], [4], [6]).

Soit o(z) = (1+ |z[?)}/2, soit W2 la complétion de Cg°(R") dans la norme

||f||W§5 = (Z /Rn (|Daf|0(x)6+|a\)p d":v)l/p-

la|<s

Nous utiliserons aussi la notation

1/p
— k _ a
1flles = Wflhwg, > 1Dy = (3 1D2s1,) "

la|=k

S(r) et B(r) dénotent, respectivement, une sphére et une boule de rayon r,w, dénote la "surface” de
la sphere S(1) de dimension n — 1, (r, z4) dénotent les coordonnées sphériques de R™ . B(zo,r) dénote une
boule de rayon r centrée en xg.

L’espace C§(R™) est défini comme ’espace de fonctions s fois différentiables telles que la norme

Iflles = sup > [D*f|(x) o®H(a)
zeR™
la|<s
est finie. Finalement, pour 0 < 8 < 1, on définit

|D f(z) — D*f(y)| ogsth+e
|z —yl?

Fllgze =lfllog +  sup

|lz—y|<1,z#y lal=s

Dans toutes les démonstrations et toutes les propositions nous supposerons f € C§°(R"™), on trouve
facilement le domaine de validité des inégalités présentées par un argument de densité. Nous poserons
toujours p* = np/(n — p).

Nous commencerons notre étude par quelques inégalités dans des espaces LP avec un poids radial arbi-
traire, a étant une fonction mesurable positive.

LEMME 1. - Supposons Vr : [ a(s) s"~'ds < oo, soit a(z) = a(|z|).

a) Soit b(s) = 17" fos a(r)r*=tdr/a(s), b(z) = b(|z|).

Pourp>1
[ ifra<w [ ovsira 1)
b) Supposons p > 1,f:)° a(r)r™=! dr < oo, soit ¢(r) = r'=" [* a(s)s"~! ds/a(r),
Lo, WiPas paiceo) [ i [ lvsra )
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¢) Soit a > 0, soit p(r) = (n [; = a(s)s"~ds)'/", soit ¢(r) = max(r/p(r), p" ' (r)r'="/a(r)). Pour
1 <p <n(p*=np/(n —p))

(fura)™ < 200 ([ wivspra)” ®

d) Soit @ > 0, supposons Vr f; a(l/s)s™""! ds < oo, soit d(r) = (nfol/T a(1/s)s~"1ds)'/, x(r) =
max(r/d(r),d” ™ (r)r'="/a(r)).

Pour f =0 dans un voisinage de l'origine on a

(Jrsra)™ < i ([ oresrs) ™ g

pour 1 <p < n.

Démonstration. (1) découle de I'inégalité, obtenue par 'inégalité de Yang

iz < p / T sV (s, 0%)ds < / T g VAP ds + (”%) [ isepas o)

r

Intégrant (5) sur R"™, interchangeant 'ordre d’intégration de s et de r on obtient (1). (2) est obtenu
par des manipulations semblables en partant de I'inégalité

-
|[f(r, )P < If(To,wA)I”+p/ |f (5,2 P71V £|(s, 2™ )ds. (6)
To

(3) est obtenu en faisant un changement de variables (r,z4) = (p,z4) et en utilisant l'inégalité de
Sobolev classique, finalement (4) est obtenu par changement de variables (r,z4) — (1/r,z%) et (3).

Par calculs directs, dont nous ne présentons les résultats que pour pouvoir dépister les différentes
constantes, on obtient

LEMME 2. -

a) a= Uﬁaﬂ > —n, b(’f‘) S Cl(naﬂ)r 501(n518) = max(l/n, 1/(” + /8))7
{nCQ(nnB)aﬂ}l/nr <p< {ncl(’nﬂﬂ)aﬂ}l/nr 702(n7ﬂ) = Il'lll’l(]./n, 1/(” + /8))7
) < Ca(n, B)oP/", Cy = {max((1 + B/n)' =", 1+ B/n)}/™.
b)a=oc"b<(1+nlog o)r o "/n,

(2e/(2e +n))/*(1 + nlog o)'/"re=' < p < (1 +nlog o)'/"r o=,

e— la constante d’Euler, log - Le logarithme naturel,

Y < {(2e+n)/2e}'/" x (1+nlog o)'=/" 0.

¢) a=0",8 < —n,c(s) < Cy(n,B)s' ™" o"(s) ,
Cy(n, ) < 2~ (B+n)/2 ma,x(fooo r"LotB(r) dr , —=1/(n+ B)).

Les lemmes 1 et 2 impliquent (les C; étant les constantes du lemme 2).

Proposition 1. -
a) Pour p>1l,ap > —n

[|flez <p Ci(n,ap) ||r|Vf] |12 (7)

b) Pour p > 1



fllze,,, < @/mIIFIVAL+nlog o)z ®)

c) Pour p>1,ap < —n,r9 > 0,
/ (r*|F)P < prg™t /(—ap —n) / |fIP+
R"\B(To) 5(7‘0)

+(p/(—ap—n))? / (o [V f)P (9)

R"\B(ro)

d) Pour 1 < p < n,ap* > -n,

11l < %%(mw*)ﬂvﬂlm (10)

e)Pourl<p<mn

(n—1)p (n(26 +n)

»* <
11l < n—p)/n P

RIS (L +nlog o) T e (11)

f) Pour1<p<mn, ap* < —n et pour f =0 dans un voisinage de l’origine

[1fr¥]|pes < % Cs(n, a=p")||r* VS| |z (12)
avec Cs(n, ) = max ((#)1/71 7 (ﬁ)kun )

L’inégalité (7) a déja été prouvée par Lacaze [5] et par Parker [6] dans un contexte plus général, nous la
présentons ici car nos constantes sont meilleures que celles de Lacaze pour certaines valeurs de a et de p. Les
inégalités b) et c) cessent d’étre vraies sans les logarithmes, ce qu’on démontre aisément en considérant la
famille de fonctions pgr(z) = (|z|/R) , ¢(s) =1pour s <1, p(s) =0pours>2, |¢|<C,0< p<1.
Des inégalités de type de Sobolev pour p > n ont été démontrées par Cantor [1] (cf. aussi [2]). Les inégalités
b) et ¢) montrent que la considération des espaces Wsp’ 5 conduit naturellement & considérer ’espace Wﬁ b.q
défini comme la complétion de C§°(R™) dans la norme

1
Z/ {1D* flo®*el(1 + nlog a)q}p> p,
RTL

al< s

1wz, = (
|

sid # —n—k ,pour un certain k e N,0< k<s,etsid=-n+k

||f||€~v = ( Z {|Daf|gé+\a| (1+nlog 0')‘1}1)
T Majg kIR

1/p
+ Z / {|D°‘f|a‘5+|a‘(1 + nlog 0)q+1}p)
k<|a|< s R»
(cf. Proposition 2 pour la motivation de telles définitions).
Dans ce qui suit nous dénoterons par 7 la fonction 7 = 1+ nlog o. Des calculs élémentaires conduisent
a (les fonctions a,b, et ¢ étant les fonctions définies dans le lemme 1) :

LEMME 3. -

a)a=71%", B4+n>0, f+n+qgn>0,
b < Cs(n,q,B)r , Ce(n,B,q) =max(1/n,1/(n+ B),1/(8 + n+qn)),
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(nCrri0P)V/m 1 < p < (nCs TI0P)/7 7,
Cr(n, B,q) = min(1/n,1/(n+ B) , 1/(8+n + qn)),
W< CgT Q/n -B/n , Cg = max((nC7)_1/”, (nCe)l—l/").

b)a=71%c"", q¢g+1>0,b<Cy(n,q)rr/n,Ce(n,q) <max(1,1/(g+1)),
(Cro 7)Y o=t < p < (Co TIHN)YM pot

Cio(n,q) > min(1,2e'+29/n/(2(1 + q)e* 24/ 4 n)),

¥ < Cui(n, q)rt~0+0/m o, 01y < max(Crg /™, C3 ™™,

Les lemmes 1 et 3 donnent, les C; étant les constantes du lemme 3 :

Proposition 2. -
a) Pour p>1,ap+n > 0,p(a+nqg) +n >0,

If 7z < pCo(n,pg,pa) ||r [V Tz, (13)
b) Pour p > 1,pg+1 > 0,
pCy(n, pq)
1f 7llze, < BOPD g pppasny, (14

c)Pour 1 <p<n,ap*+n>0,p*(a+ng) +n >0,

I 7l < o Catn, oo (9172 (15)
d)Pour 1<p<mn,g+1>0
n
1F 78, . < mcn(n ap”)|| [V Flr = e (16)

Il est clair que les espaces W7 5, €t W sont inclus dans ’ensemble de fonctions pour lesquelles les

inégalités de la proposition 2 sont verlﬁees

d,q

THEOREME 1. - Soit 7(z) = 1+ nlog o(x).
a) Pour p> 1,k € Nyap > —n

£l < Cln,p, ks )|IVEfllze (17)

b) Pour p > 1,k € N,

£z, < Clop, B[ IVEf] 7]l2e (18)

—n/p+tk

c)Pour p > 1,k € N,ap < —n, pour ro > 0 et s’il n’existe pas de s € N,1 < s < k, tel que
(a + s)p = —n, alors

1fllze < C(n,p, ks o) (1|l ze (o)) + IV Fllez ) (19)

alors que sia = —s —n/p, pour s € N,1<s <k,

Iz < Cn,p, b, o) (If e (Beroyy + 1 IVEFI 7ll22,,) (20)
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d) Pour 1< p< n/k,k € N,ag > —n, avec ¢ = np/(n — kp)

1fllzz < C(n,p, b, a)|[VE fl|L2 (21)

e) Pour 1 < p< n/k,k € N, avec ¢ =np/(n— kp)

1Lz, < Clnp Rl [V*F 7" r (22)

f) Pour 1 < p < n/k,k € N,ga < —n, avec ¢ = np/(n — kp),mo > 0, et s’il n’existe pas de
s € N,1<s<k,tel quea=k—s—n/p,alors

||f||Lg S C(n7p7kaaaTO)(“f”LP(B(To)) + ||ka||L£) (23)

alorsquesia=k—s—n/p,1<s<k,s € N,

1/llzs < Cn,p, ks ayr0) (1f lze(Broyy + I IV 77 Ip2) (24)

Démonstration.

a) s’obtient par itération de (7), b) par itération de (13) et de (8). c) et f) sont une conséquence des
propositions 1 et 2 et des inégalités de trace ou d’interpolation. Finalement d) s’obtient par simple itération
de (10), alors que e) s’obtient de (11) par emploi répété de (15).

Proposition 3. -
a) Pour p> 1,k € N,ap> —n,n(l+pq) +ap >0,

Ifler < Cln,p Ky, @I [VEFL 70z, (25)

b) Pour 1 <p < n/k, k€ N, avec ¢ =np/(n — kp), I'inégalité

17 llze < Cn,p, k)| [VE £ 7|z (26)

est toujours satisfaite si
i) a ¢ > —n, alors t' = t.
ii)ag=-n,t+1>0,alorst' =t+1—1/n.
iii) @ ¢ < —n et f =0 dans B(1) et il n’existe pas d’entier s < k tel que (a + s)g = —n, alors t' = .
iv)ag< —net f =0dans B(1) et (a+s)g=—n,pours € N,s <k,ett+1>0alorst' =t+1-1/n.

c)Pourp>letk>n/pk e N,g>t+1—1/p

|f(@)] < C(n,p,k,a,t,q)o(2)~*7(2) || 7lwr (27)

k,a—n/p
d) Pour p > n , pour tout z et pour y tels que |z — y| < |z|/2
(@) = F(y)] < Cln,p, B, t)0 P () 7(x) || IVf] 7'l|g |2 — 9l (28)
avec a =1 —n/p.
Démonstration.

(25) et (26) s’obtiennent par un raisonnement analogue & celui de la démonstration du théoréme 1. (27)
est obtenu par un calcul analogue & celui de la démonstration de la proposition 5.3 de [1] . (28) découle de
Vinégalité

VR < a2 [ 9SS0 @) @ | VA PR

(w’



et du lemme de Morrey (cf. th. 7.19 de [8]).
Dans le probléme de régularité des solutions faibles les espaces C"* sont forts utiles, permettant d’obtenir
des estimations a priori du type de Schauder (cf. [7]). Nous avons le résultat suivant :

THEOREME 2. - Pour p > 1,s > n/p,s € N,k € NU{0},k < ko et o € (0,1], avec ko = entier
[s—n/pl,ouk="Fketa € (0,a0], avec= a9 = s — kg — n/p, les inclusions suivantes sont continues :

a) Pour 6 >3 —n/p

WPy C Cy° (29)

b) Pour 6 > 8 —n/pettout g €e Roupourd=pF—n/petg>1-1/p

WP

k,a 7P
sie C G5 W

5,0,4

c Ccy°® (30)

Démonstration. 11 suffit de démontrer ’estimation des quotients de Holder pour les dérivées k-
itmes (cf.[1]) et ceci pour des fonctions s’annulant dans la boule unité —(29) découle alors de (28) et de
(21),(22), (23) ou (24). (30) pour 6 >  — n/p découle de (29), et si § = B —n/p (30) découle de (26), (27)
et de (28).

Notons encore une inégalité particulierement élégante lorsque p =n :

Proposition 4 - Supposons [ f o7*" =0. Pour p > 1

1fllee,, < Clnp) [IVlluz

2(p—n)/p

(31)

Démonstration. Par projection stéréographique ¢ : S™ — R"™ on a fR" |fIP o=2" = fS" |f o du,
ol du est la mesure riemanienne sur la sphére de rayon 1/2. La proposition 4 découle alors de I'inégalité

/ l9” du < C(n,p) / Vgl du,
Sn Sn

qui est vraie si |, gn gdp =0, ce qu'on démontre d’une fagon analogue a la démonstration du théoreme 3.6.5
de [9].

Remarque. - Si p = 2 la meilleure constante possible est égale & v/2n(= /A1, \;-premiére valeur propre
non-nulle du laplacien sur la sphére de rayon 1/2). La condition [ fo~2" = 0 peut étre remplacée par un
grand nombre de conditions alternatives.

L’auteur tient & remercier L. VERON pour plusieurs discussions intéressantes.
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