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K. Grochenig

Wintersemester 2014/15

(nach Zusammenstellungen von G. Hérmann, F. Haslinger)

Wiederholung: lokale Extrema mit Nebenbedingungen

Einige Wiederholungsbeispiele fiir die erste Woche (bis 3. Okt)

Bestimmen Sie fiir die Funktion f(z,y) := 2%y jeweils lokale und globale Maxima und
Minima auf

(a) der offenen Kreisscheibe z2 4+ y* < 1

(b) dem Einheitskreis 22 4+ y* = 1

(c) der abgeschlossenen Kreisscheibe 22 + 3* < 1.

Bestimmen Sie im R? die Punkte mit minimalem bzw. maximalem Abstand vom Ur-
sprung auf dem Schnitt des Ellipsoides 22 + y* + 222 = 1 mit der Ebene z +y + 2 = 0.
(Dadurch erhalten Sie die Neben- und Hauptscheitel der Schnittellipse.)

Es sei A := ((1) 1) und f: R? — R gegeben durch f(z) := ||A - z||*, wobei z = (;j)

Bestimmen Sie Maximum und Minimum von f auf dem Kreis 22 + y? = 1. Erkldren Sie
die Bedeutung der berechneten Maxima und Minima.

(a) Es sei B eine symmetrische (reelle) n x n-Matrix. Zeigen Sie, dass das Maximum
und Minimum der zugeordneten quadratischen Form ¢(z) := (z|Bz), ¢: R — R, auf der
S9=1 durch den grofiten bzw. kleinsten Eigenwert von B gegeben ist.

(b) Schliefen Sie aus (a), wie Sie die Operatornorm fiir eine beliebige (lineare Abbildung
R™ — R™ mit zugehoriger) n x n-Matrix A (bzgl. der Standardbasen) durch Riickfithrung auf
FEigenwerte einer geeignet gewédhlten Matrix bestimmen koénnen.

Hinweis: ||Az|*> = (z|A*Az).)



Zu §20: Implizite Funktionen und Umkehrsatz

Fiir die Woche vom 6. - 10. Oktober.

(,implizit versus explizit“) Es sei f(z,y) := 2% + y?, sodass also die Niveaumenge
Ny(1) = f~1({1}) fiir f: R? —» R zum Wert 1 den Einheitskreis beschreibt.

In welchen Bereichen des R? kann jeweils eine Variable als differenzierbare Funktion der
anderen ausgedriickt werden? Was gibt Thnen dabei der Satz iiber implizite Funktionen in
die Hand und was sehen Sie in diesem konkreten Beispiel selbst (direkt) besser? Verglei-
chen Sie aber auch die implizite Berechnung der Ableitungen mit jener aus der expliziten
Auflésung nach einer Variable.

@ Die Gleichung 23 + z +x + y = 1 hat fiir jedes (z,y) € R? genau eine reelle Losung
2z = g(z,y). Man zeige, dal g : R? — R differenzierbar ist und berechne Vg(1,1). Man
untersuche g auf Extrema.

Es sei F: R® — R, F(x,y,2) := xz + sin(zy) + cos(xz) — 1 mit Nullstellenmenge
N = {(z,y,2) € R® : F(z,y,z) = 0}. Welche Variablen konnen in einer Umgebung
von (0,1,1) jeweils innerhalb N als Funktion der beiden anderen ausgedriickt werden?
Berechnen Sie die partiellen Ableitungen der sich ergebenden Funktionen.

Es sei F': R? — R? gegeben durch

_ (Fi(z,y,2)\ _ [€"y+sin(zz) +log(l+2) —2
F(z,y,2) = (FQ(:E, v, 2)) sin(z?y) + y* + 2° — 4 '

Welche zwei Variablen lassen sich aus dem Gleichungssystem F'(z,y,z) = 0 in einer Um-
gebung des Punktes (0,2,0) durch die jeweils dritte ausdriicken? Berechnen Sie die Diffe-
rentiale der sich dabei ergebenden Funktionen an der (0,2,0) entsprechenden Stelle.

9] (Kugelkoordinaten im R?
Es sei f: R? — R? gegeben durch

7 cOS ¢ sin 6
f(ryp,0):= [ rsinpsiné
r cos 6

(a) Ist f ein lokaler Diffeomorphismus?

(b) Nun sei U :=]0, 0o[x]0, 27r[x]0, 7[ € R3. Beschreiben Sie die Bildmenge V := f(U) C
R3, indem Sie fiir einen Punkt (z,y, 2) = f(r, ¢, 0) die Grofen r, ¢ und 0 geeignet als Radi-
us, Winkel der Projektion auf die Ebene z = 0 und Winkel mit der z-Achse interpretieren

(Skizze!).

(c) Wir setzen g := f |y: U — V. Zeigen Sie, dass g bijektiv ist.
Zusatzfrage: Ist g ein Diffeomorphismus?



Zu §21: Wege und Kurven

Berechnen Sie jeweils die Bogenlénge der angegebenen Wege:

(a) v: [0,27] — R? die Schraubenlinie v(t) := (r cos(t), rsin(t), ct) mit Radius r > 0 und
Ganghohe ¢ > 0

(b) v: [0,47] — R? die Zykloide v(t) := (t — sin(t), 1 — cos(t)) (Weg eines Punktes an der
Peripherie eines Einheitskreises, der eben und ohne Gleiten abrollt).

(Polarkoordinatendarstellung ebener Wege) Es sei a > 0 und 7: [0, a] — [0, 00| stetig
differenzierbar. Zeigen Sie: durch y(t) := r(t)-(cos(t), sin(t)) wird ein stetig differenzierbarer
Weg definiert; der Weg v ist genau dann reguléir, wenn r/(¢)?+r(¢)* > 0 ist fiir alle t € [0, .

Die Bogenlinge ist gegeben durch L(y) = / V()2 + ()2 dt.
0

Wenden Sie Aufgabe (mit Notation wie ebendort) an, um in folgenden Beispielen

jeweils den Bogenldngenparameter sowie die Gesamtbogenlidnge zu berechnen:

(a) die Kardioide (Herzkurve) ~: [0,27] — R? definiert durch die Radiusfunktion r(t) :=
1 + cos(t).

(b) die Archimedische Spirale mit beliebigem Winkelbereich [0, a] und Radius r(t) :=b-t,
wobei b > 0 konstant ist.

Man berechne die Bogenlinge der Kurve f(t) = (cos(t),sin(t),t3),t € [0, 27].

Zu §22: Vektorfelder, 1-Formen und Kurvenintegrale

Gegeben sei die 1-Form w(z,y) := —ydz + x dy auf R? und 0 < o < 7/2. Berechnen
Sie das Kurvenintegral von w iiber C', wobei C wie folgt definiert ist:

(a) () := e'(cos(t),sin(t)) (fiir t € [0, a])

(b) Zusammensetzung der Strecken von (1,0) nach (0, 0) und von (0, 0) nach e*(cos(«), sin(«)).
Es seien r > 0, d > 0, dann definiert v: [0,27] — R3, v(¢) := (rcos(t), rsin(t),dt)
die Schraubenlinie C' mit Radius » und Ganghohe d. Berechnen Sie das Kurvenintegral der
1-Form w(x,y, 2) := (¢ — y) dz + zdy + xy dz iber C.

Man berechne die folgenden Kurvenintegrale: f,y w.

(a) w = ydr + xdy, y(t) = (¢t,t*) fiir 0 <t < 1.

(b) w = 2%dx + yidy, v(t) = (2t,4t) fiir 0 <t < 1.

(c) w = e®yzdx + sin(x + y)dy + (z + 2y*)dz, wobei v die stiickweise lineare Kurve im R3
ist, die die Punkte (1,0,1), (1,2,3) und (3, —1,0) in dieser Reihenfolge verbindet.



Es sei w = Z;'L:1 vjdx; eine stetige 1-Form auf der offenen Menge U C R", v :=
(v1,...,v,) das zugehorige Vektorfeld und v: [a,b] — U ein C'-Weg in U. Zeigen Sie, dass
die folgende Abschitzung fir Kurvenintegrale gilt:

| / w| = | / (wldz) | < L(3) 0]l oo

wobei L(7) die Weglidnge von v bezeichnet und [[v[|, ., = sup{[lv(v(?))| : t € [a,b]} das
Maximum der euklidischen Norm von v entlang ~.

Es sei U :=R3\ {0} und v: U — R?® das Vektorfeld v(z) := — i IH?) mit zugeordneter
T

1-Form w := (v|dx) = ) v;dx;. Zeigen Sie, dass F(x) := 1/||z|| eine Stammfunktion
fiir w auf U definiert und berechnen Sie das Wegintegral f,yw entlang des Weges (1) :=
(tanh(tlog(3/2)),t"/%, cos(rt)) (¢ € [0, 1]).

Betrachten Sie das Vektorfeld v : U — R3, wobei U = {(z,y,2) € R* | 2 > 0} und
v(z,y, 2) = (22y, ze*, zylog 2).

(a) Ist v ein Gradientenfeld auf U?

(b) Sei w die v zugeordnete 1-Form auf U. Welchen Wert hat das Kurvenintegral / w,
c

wobei C' durch v(t) = (¢,t%,1) (0 <t < 1) dargestellt ist?
Besitzen die folgenden 1-Formen eine Stammfunktion? Wenn ja, geben Sie eine an.

(a) w(z,y) = (2 + 2y)dx + (22 — y*)dy auf R?
(b) v(z,y) =zlogy dx + ylogx dy auf ]0, oo[?
() wx,y,2)=(x+2)de— (y+ 2)dy + (r — y)dz auf R3
(d) alz,y,2) = (x+22)dx — (y+ 2)dy + 2(z — y)dz auf R3



Zu §23: Untermannigfaltigkeiten des R

Stellen Sie den Torus (vgl. VO, Beisp. 23.3, 2.)) als Niveaumenge zu einem reguléren
Wert einer stetig differenzierbaren Funktion R?* — R dar. Schlieflen Sie daraus abermals,
dass es sich um eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3 handelt. Geben Sie eine
Formel fiir einen Normalvektor an den Torus in einem beliebigen Punkt desselben an.

Aufgaben 22-23 Rotationsflichen im R3: Verwenden Sie in dieser Aufgabe die Bezeich-
nungen und Resultate aus Beisp.23.3 der VO.

Es sei Z der (Mantel des) Kreiszylinder(s) mit Radius 7 > 0 um die z-Achse. Zeigen
Sie, dass Z eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist, indem Sie Z als Rotations-
fliche definieren. Schreiben Sie Z auch als Nullstellenmenge einer geeigneten C!-Funktion
R3 — R, deren Gradient auf Z nicht verschwindet.

3
Es sei a: ]0,3[— R?, a(t) = (a1 (t), aa(t)) = (2 + sin(4—7rt),t), die als Kurve in der
x-z-Ebene aufgefasst wird. M sei die durch Rotation um die z-Achse daraus entstehende
Teilmenge des R?, d.h. mit F': ]0,3[xR — R3, F(t,s) := (ay(t) cos(s), a;(t) sin(s), as(t))
ist M = F(]0,3[xR).
Zeigen Sie, dass M eine 2-dimensionale Untermanngifaltigkeit des R3 ist. Geben Sie eine
Basis der Tangentialebene T}, (M) im Punkt a := F(to, s9) € M an. Schreiben Sie M auch

als Nullstellenmenge einer geeigneten C!'-Funktion R®* — R, deren Gradient auf M nicht
verschwindet und geben Sie einen Normalvektor an M in einem Punkt (z,y,z) € M an.

Kléren Sie (an Hand von Def. 23.2 oder Thm. 23.4 aus der VO) fiir folgende Spezialfélle
von Teilmengen des R?, ob es sich um Untermannigfaltigkeiten des R? handelt und welche
Dimension diese haben:

(a) X eine offene Teilmenge
(b) W ein Untervektorraum der Dimension k.

Es sei U C R? offen, f: U — R stetig differenzierbar und M := {(z, f(z)) € R**! :
r € U} C R" der Graph von f. Ist M eine Untermannigfaltigkeit des R"*1? Welcher
Dimension? Konnen Sie im Punkt a := (z, f(x)) eine Basis des Tangentialraumes 7, (M)
und des Normalraumes N,(M) angeben?



Zusatzbeispiel zu §23:

* | Zusatzaufgabe (freiwﬂlig)‘ (Weltkarte nach Gerhard Mercator 1569)
Es sei T := Rx]0,27[C R2 Die Mercator-Projektion j: T — R? ist definiert durch

cos(p)
sin(yp)
sinh(s)

s, ) = cosh(s)

Zeigen Sie, dass es sich dabei um eine lokale Parametrisierung der S? handelt. Welches
Stiick von S? wird durch p(T') beschrieben?

Der Winkel ¢ entspricht der geographischen Liange. Wie ist der Zusammenhang zwischen
dem Parameter s und der geographischen Breite?

Zu §24: Iterierte Integrale

Berechnen Sie die folgenden Integrale:
1
@ [ @4y 0 [ i)
[0,1]x[0,1] [0,1]x[1,2]
Berechnen Sie die folgenden Integrale:
@ [ sty diay)

[1,4]x[—1,1]

(b) /(:zc2 + % + 2%) sin(zy®)e"™ d(z, y, 2)
[7171}3

28 | Berech Si
erechnen Sie /x+y

[0,1]x[0,1]
Integral definiert ist.

d(x,y) und diskutieren Sie, in welchem Sinn das iterierte

1
dz

29| Fiir y > 0 sei = .

ir y sei g(y) / e

0

(a) Finden Sie einen expliziten Ausdruck fiir g(y) und ¢'(y).

(b) Fassen Sie andererseits g(y) als Parameterintegral auf und zeigen Sie, dass ¢ stetig

differenzierbar ist. Wie lautet die Ableitung ¢'(y) als Parameterintegral?

(c¢) Kombinieren Sie (a) und (b), um das Doppelintegral

1
| e

[0,1]x[1,3]




zu berechnen.
Es sei f(z,y,2) := (x — y*)e?, wobei (z,y,2) € R3.

(a) Berechnen Sie I := / flz,y,2)d(z,y, 2).
(0,12
(b) Seien a, b und ¢ positive reelle Zahlen und @ := [0,a] x [0,b] x [0,¢|. Berechnen Sie
/f(g, %, z) d(x,y, z) und vergleichen Sie den Wert mit I.
Q
(c) Ist die Beobachtung in (b) verallgemeinerbar auf beliebige stetige Funtionen R? — R?

Die Funktion f: R? — R sei definiert durch f(z) := /1 — ||z||%, falls ||z|] < 1, und
0 sonst. Begriinden Sie, warum f € C.(R?) gilt und berechnen Sie [, f(z)dz. Geben Sie
eine (informelle) geometrische Interpretation.

Konstruieren Sie explizit Ihr eigenes Beispiel einer stetigen Funktion ¢g: R? — R, die
folgende Bedingungen erfiillt:

(i) supp(g) € B1(0) (insbesondere gilt also g € C.(R?))
(ii) Vze R 0 < g(2) <1
(iii) g(z) =1 fir ||z|| < 1/2.
Skizzieren Sie die Funktion g und berechnen Sie / 9(z)dz.
R2
Es sei K C R? kompakt und ¢ € C.(R?) mit ¢(z) =1 fiir r € K (Warum koénnen wir
annehmen, dass es so eine Funktion ¢ gibt? [Hinweis bei Argumentationsnotstand: sperren

Sie K in eine Kugel und verwenden Sie dann eine Variante , Threr Funktion aus Aufgabe 32]).
Zeigen Sie: fiir jede Funktion f € C.(RY) mit supp(f) C K gilt

| / J(@)de| < C- I
Rd

wobei die Konstante C' > 0 nur von K und ¢ abhéngt.

Zeigen Sie, dass der Differentialoperator H := —A folgende Positivititseigenschaft
erfiillt: fiir alle f € C2(R?)

(HFIf) 12 = / (Hf)(@)f(x) dz > 0.

Uberdies ist die Ungleichung strikt, falls f nicht die Nullfunktion ist.
[Hinweis: Mittelwertsatz aus Analysis 2]



Zu §25: Volumina und Integration iiber Normalberei-
che

(a) Man berechne das Volumen des Korpers zwischen der Ebene z = z + y und dem
Rechteck [0, 1] x [0, 2].

(b) Man berechne das Volumen des Kérpers der oben von dem Paraboloid z = 22 +y? und
unten von dem Quadrat [0, 1] x [0, 1] begrenzt wird.

(c) Man berechne das Volumen des Kérpers, der unterhalb der Fliche z = zy* + y* und
oberhalb des Quadrats [0, 2] x [0, 2] liegt.

Es sei B C R? die (abgeschlossene) obere Hilfte der Kreisscheibe mit Radius 2 um
den Ursprung. Berechnen Sie / x%yd(z,y) als Integral iiber einen Normalbereich.

B
Geben Sie den Bereich B C R? an, fiir den

11
//Qxdxdy:/Qxd(x,y)
0 5 B

gilt. Berechen Sie das iterierte Integral in der gegebenen Form sowie mit vertauschter
Integrationsreihenfolge.

0 0<z<1

r—1 1<x<2

[38] Essei B = {(z,y) : 0 <2 <2 gi(x) <y Sg}undgl().:{

Berechnen Sie /xd(a:, y), indem Sie B C R?

B
(a) als Normalbereich bzgl. der z-Achse (b) als Normalbereich bzgl. der y-Achse
auffassen.

Berechnen Sie das Volumen der folgenden Teilmenge des R*:

K = {(t,x,y,z) :t_$2_y2_22 Z0,0StS 1}

Man bestimme den Fldcheninhalt der Ellipse

Q?Q yQ
St <L

Man bestimme das Volumen des Ellipsoids

2 2 2
2?2y oz
—+§+g§1



Man berechne

/x2 d(z,y),

B
wobei B = {(z,9) : |2l +ly| < 1}.

Man berechne
/wyz d(z,y, z),

B

wobei B = {(z,y,2) : 0<z<y<z<1}

Welches Volumen hat die kompakte Menge im R3, die entsteht, indem der elliptische
(Voll-)Zylinder {(z,y,z) : #? + 4y*> < 1} durch die Ebenen z = 0 und 2z = x + y + 2
abgeschnitten wird?

(a) Seien a < b und gy, g» stetige Funktionen [a, b] — [0, oo mit g1 < go. Zeigen Sie,
dass das Volumen des Rotationskorpers

K = {(.fl?,y,Z) VS [aa b]?.gl(z) S V 372 +y2 S gz(Z)}
(mit der z-Achse als Drehachse) gegeben ist durch

b

r / (9a(2)? — g1(2)?) d=.

a

(b) Es sei 0 < r < R. Wenden Sie das Resultat aus (a) an, um das Volumen jenes (Voll-)
Torus zu bestimmen, der durch Rotation einer (vertikal gelegenen) Kreisscheibe mit Radius
r und Mittelpunktsabstand R von der (ebenfalls vertikalen) Rotationsachse entsteht.



Zu §26: Transformationsformel

Zu den folgenden Aufgaben: unabhéingig vom Zeitpunkt, zu dem Sie diese Aufgaben
besprechen, nehmen Sie dafiir bereits die Transformationsformel in der Form wie im Punkt
26.2 der VO als giiltig an. (Der Beweis samt vorbereitender Sitze wird uns in der VO
ungefiahr eine Woche lang beschéftigen.)

Wie sieht die Transformationsformel fiir Integrale von Funktionen f € C.(RY) im
Spezialfall eines affin linearen Diffeomorphismus aus? Was erhalten wir in den (noch spe-
zielleren) Féllen einer orthogonalen Transformation oder einer skalaren Multiplikation?

Berechnen Sie Beispiel 36 noch einmal mit Hilfe von Polarkoordinaten.

Wiederholen Sie Definitionen, geometrische Interpretation und Resultate zum Thema
Kugelkoordinaten im R? (vgl. VO). Geben Sie eine entprechende Transformationsformel
fiir Integrale an.

Berechen Sie das Volumen jener Teilmenge des R?, die unterhalb des Rotationspara-
boloids z = 1 — (2 + y?) und oberhalb der zy-Ebene liegt.

[50] Es bezeichne U_, =)0, co[x]—m, 7], Vo, = R2\{(2,0) : < 0} und ®: U_, — V_ die
Polarkoordinatentransformation ®(r,p) = (rcos g, rsinp) (vgl. Notation aus VO). Eine
Funktion w: V_, — R sei wie folgt konstruiert: wihle g € C.(]0, c0[), h € C.(] — 1, 00[) und
setze

w(z) = g(||all) - h(—me—s)  (z € V_s).
T+ 75

(a) Begriinden Sie, warum w wohldefiniert ist, kompakten Triger in V_, hat und stetig ist.
(b) Welchen Ausdruck erhalten Sie fir [, w(z)dz nach Transformation auf Polarkoordi-
naten?

(a) Es sei p: [0,27] — [0, 00[ stetig und 7: [0,27] — R? der zugehorige stetige Weg
Y(t) := p(t) - (cos(t),sin(t)). Weiters bezeichne ®: [0, co[x [0, 27r] — R? die Polarkoordina-
tenabbildung ®(r, p) = r - (cos(¢),sin(¢)) und 0 < ¢ < @9 < 27 beliebige Randwinkel.
Veranschaulichen Sie in einer Skizze den Bereich

B:=9¢(K) mit K:={(rt):¢o1 <t<g,0<r<pt)}
und leiten Sie eine Formel fiir den Flidcheninhalt von B her.
(b) Berechnen Sie die Fliche jenes kompakten Bereiches im R?, der von der Lemniskate
(22 4+ y*)? = 2a®(2? — y?) begrenzt wird (a > 0) .
(Hinweis: suchen Sie zunéchst eine Parametrisierung der Lemniskate mittels Polarkoordinaten
und wenden Sie (a) an.)

Man berechne den Inhalt des Bereichs, der von der archimedischen Spirale r = agp
(0 < ¢ < 27) und dem Intervall [0, 2ar] begrenzt wird.

Man berechne den Inhalt des Bereichs, der von der Kardioide
r=a(l+cosp) (0<¢<2m)



umschlossen wird.

(a) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Kreisscheibe (um 0 in R?) bzw. das Volumen
der Kugel (um 0 in R?) jeweils mit Radius R > 0 direkt unter Verwendung von Polar- bzw.
Kugelkoordinaten.

: . . . : oyt 2P
(b) Es sei £ C R3 das Ellipsoid beschrieben durch die Ungleichung P + 5] + 2 <1
(a, b und ¢ positive Konstanten). Verallgemeinern Sie die Kugelkoordinatentransformation
passend, um das Volumen dieses Ellipsoids relativ einfach und direkt zu berechnen.
Wie wiirden Sie alternativ dazu die Berechnung durch eine einfache Transformation auf
das Kugelvolumen zuriickfithren?
Wie konnten Sie das Volumen ohne (mehrdimensionale) Transformationsformel berechnen?
(nur Skizze bzw. Ansatz)

Es sei H die (abgeschlossene) obere Halbkugel mit Radius 4 um den Ursprung im R3
und Z der senkrechte Zylinder tiber der (waagrechten) Kreisfliche mit Radius 2 um den
Mittelpunkt (2, 0,0). Berechnen Sie das Volumen von K := H N Z.

(Hinweis: vertrauen Sie hier auf Zylinderkoordinaten; in der Endphase der Berechnung stofien Sie
[ziemlich sicher] auf den Ausdruck [ /2 sin3(p) dp — verwenden Sie einfach, dass dies den Wert
2/3 liefert; zur Kontrolle: das Endergebnis ist (7 —4/3)64/3.)

* ‘Zusatzaufgabe (freiwil]ig)‘ Es sei ®: RY D By(0) — R? gegeben durch ®(z) := (1 —

2\ —
l]") 2 .

(a) Zeigen Sie direkt, dass @ ein €'-Diffeomorphismus ist, indem Sie Bijektivitit nachweisen
und die Inverse Abbildung explizit bestimmen. (Hinweis: betrachten Sie zuniichst ||®(z)|?.)

(b) Berechnen Sie die Funktionaldeterminante | det D®|, indem Sie in folgenden (skizzen-
haft geschilderten) Schritten vorgehen:

o D;®u(x) = (05 + () Pi(2)) /4/1 = [|=]”

e mit der Notation y ® y = (y;yk)1<jr<n gilt fiir jede orthogonale (n x n)-Matrix A die
Relation det(Iy + Ay ® Ay) = det(I, + y @ y)

e durch geschickte Wahl von A (passend zu y # 0) folgt det(L, + y @ y) = 1 + ||y||*

(c) Nun sei f € C.(R?). Verwandeln Sie [, f(y)dy vermége ® in ein Integral iiber die
(offene) Einheitskugel.



Zu §27: Oberflachenintegrale

Berechnen Sie den Fldcheninhalt des kompakten Fléchenstiickes des Paraboloids z =
2% + 1? zwischen den Ebenen z = 0 und z = 4.

(a) Es sei f: [a,b] — [0, 00] stetig. Zeigen Sie, dass der Flacheninhalt der (kompakten)
Rotationsflache
M = {(z,y,2) ER* 1 2® +y* = f(2)* 2 € [a, 1]}

(mit der z-Achse als Drehachse) gegeben ist durch

b

27T/f(z)\/1+f’(z)2dz.

a

(b) Berechnen Sie die Mantelfldche eines Kreiskegels vom Radius R > 0 und Hohe h > 0.

Es sei 0 < r < R. Berechnen Sie den Inhalt der Torusfliche, die durch Rotation
einer (vertikal gelegenen) Kreisscheibe mit Radius r» und Mittelpunktsabstand R von der
(ebenfalls vertikalen) Rotationsachse entsteht, auf zwei Arten:

(a) durch Reduktion auf die vorige Aufgabe (in zwei Stiicken)
(b) mit Hilfe der Parametrisierung
(R + rcos(t))

)
O(s,t) = | (R+rcos(t))
7 sin(t)

cos(s)
sin(s) (s,t) € [0, 2]

Berechnen Sie den Flidcheninhalt jenes kompakten Flachenstiickes, das als Deckflache
des Volumens in Aufgabe 55 auftritt.
(Vivianisches Fenster; nach Vicenzo Viviani, ein Schiiler Galileis)

Man berechne den Flcheninhalt desjenigen Teils des hyperbolischen Paraboloids z =
2y, der ber dem Viertelkreis 22 + 4% <1, 2 > 0,y > 0, liegt.

Man berechne den Flcheninhalt desjenigen Teils der Halbkugeloberflche 22 + 1%+ 22 =
R% | 2z > 0, welcher in dem zur z-Achse parallelen Kreiszylinder (x — R/2)* +y> < R?/4
liegt.



Zu §28: Lebesgue-Integral

Seien ; und @, C R? zwei Quader.
(i) Zeigen Sie, dai @)1 N Q2 ein Quader ist.

(i) Falls Q1 C @2, zeigen Sie, daf sich die Differenz @), \ @)1 als Vereinigung von hochstens
3¢ — 1 disjunkten Quadern darstellen l&8t.

Eine Menge N C R? heifit Nullmenge (Lebesgue-Nullmenge), wenn

[xnll1=0.

(also die L'-Halbnorm verschwindet). Zeigen Sie (mithilfe der Definition der L!-Halbnorm
aus der Vorlesung), daf folgende Eigentschaften dquivalent sind:

(i) N C R? ist eine Nullmenge;

(ii) Zu jedem € > 0 gibt es offene Quader @y, soda8 N C (J;=, Qr und Y ">, voly(Qy) < €.

64| (i) Seien Ni, k € N, Nullmengen in R?. Zeigen Sie, da8 | J;~, N, ebenfalls eine Null-
k=1

menge ist.
(ii) Zeigen Sie, dafi die Menge Q der rationalen Zahlen eine Nullmenge ist.

Sei r > 0. Finden Sie eine Hiillreihe fiir die Funktion f(z) = 27"Xj0,1]. Zeigen Sie, daf
f genau dann eine Hiillreihe mit endlichem Inhalt besitzt, wenn r < 1.
Sei f :]a, b] — [0, 0o eine stetige Funktion, sodafl das uneigentliche (Riemann-)Integral

fab f(x)dx = lim. o ferﬁ f(x) dx existiert. Zeigen Sie, daf} f auf dem Intervall ]a, b] Lebesgue-
integrierbar ist.



Zu §29: Satze von Green und Gauf3

Man berechne das Wegintegral fﬂ{ w auf zwei Arten (direkt und mit Satz von Green),
wobei

(a) v(t) = (cost,sint),0 <t < 27, und w = e*sinydx + €” cos ydy ist.

(b) v der positiv orientierte Rand des Quadrats B = {(z,y) : 0 <2 < 1,0 <y < 1} und
w = 2ydz + 6zdy.

(c) v der geschlossene Polygonzug durch die Punkte (0,0), (2,0), (2,1),(0,1) und (0,0) (in
dieser Reihenfolge) und w = xydx + ye*dy.

Mit Hilfe des Satzes von Green berechne man den Flacheninhalt des Bereiches, der

von der Ellipse
2 2

z Y

@ et
eingeschlossen wird.
Mit Hilfe des Satzes von Green berechne man den Flicheninhalt des Bereiches, der
von der Zykloide z = r(t —sint) , y = r(1 —cost) (0 <t < 27) und dem Intervall [0, 277
eingeschlossen wird.
Man berechne die Divergenz der folgenden Vektorfelder:

a) v(z,y, z) = (22yz, " sinycos 2),
b) (a4, 2) = (sinay), 4, %),
Sei v(x,y,z) = (z,y,2),r = ||v|]| und m € Z. Man zeige :

div(r™v) = (m + 3)r™.

Die Vektorfelder F und G und das Skalarfeld ¢ seien differenzierbar auf einer offenen
Menge E C R3. Man zeige : auf E gilt

a) div(F + G) = divF + divG,

b) div(aF) = adivF | a € R,

c¢) div(pF) = ¢ divF + grad ¢ - F,

Bestimmen Sie jeweils ein Einheits-Normalenfeld (Ihrer Wahl) an die gegebenen (Hy-
per)Flichen im R3.

Z={(z,y,2) eER®: —1 <z <1,y + 22 =1}

H:={(z,y,2) €R*: 2z = y* — 2%}

Bestimmen Sie jeweils ein Einheits-Normalenfeld (Ihrer Wahl) an die gegebenen (Hy-



per)Flichen im R3.
S = {(scos(t),ssin(t),t) eR¥: 1 < s <2,0<t<dr}
R :={(f(s)cos(t),s, f(s)sin(t)) € R*: s €]a,b[,0 <t < 7} feet(ab),f>0

Sei S = {(z,y,2) € R®: 2? +4? + 22 =1} und v(x,y,2) = x + 2, x,y). Berechnen Sie
/(v,n)ds
S2

wobei S? gemiB der duBeren Normalen (positiv) orientiert sein soll.

Es seien f, g, h € CL(R3) beliebig (d.h., f, g, h sind stetig differenzierbar mit kompak-
tem Triger). Zeigen Sie durch direkte Rechnung:

[ a (o) atenr= [ sus

]—00,0] xR? h {0} xR2
Sei v: R? — R? gegeben durch
r2?
U(az,y,z) = x2y_z3
2zy + y*2

Berechnen Sie das Fléachenintegral

[twlev. ) as

5’2

direkt und mit dem Satz von Gaufl (wobei n die nach aufien weisende Normale ist).

Mit Hilfe des Satzes von Gauf8 (Divergenzsatz) berechne man das Integral

[t s

0B

wobei B die Kugel mit Radius R > 0 um den Nullpunkt und n die nach auflen weisende
Normale ist.

Mit Hilfe des des Satzes von GauBl (Divergenzsatz) berechne man

/divv d(x,y, z),

M



wobei M der Zylinder {(z,y,2) : 22 +y* <1, 0 < 2z < 1} und
v(z,y,2) = (1= (@ +y°)° 1 = (2 + )%, 2°2%)

ist.

Mit Hilfe des des Satzes von GauB (Divergenzsatz) berechne man

/(:c2+y+z)d5,

0B

wobei B die Einheitskugel 2% 4+ y? + 22 < 1 und 9B positiv orientiert ist. (Interpretiere den
Integranden als (v, n))

Es sei K = {(z,9,2) € R*: & 4+ 4>+ 2 < 1} und w : R® — R? gegeben durch
w(z,y, 2) := (32%2,y* — 2, 23). Berechnen Sie das Flichenintegral

[ tuwln as.
0K

wobel n das auflere Einheits-Normalenfeld auf 0K ist.

Mit Hilfe des Divergenzsatzes berechne man

[ om,

oM

wobei v(z,y, 2) = (2%, —2xy,3xz) und M = {(x,y,2) : x,y,2 > 0,2% + y* + 2% < 4} ist.



Zu §30 - §32: Differentialformen und Integralsitze

Fiir die folgenden 1-Formen auf R? berechne man das #uflere Differential:

a) dx + ydz,

b) xdx + xydy + zzdz,

c) edx — sinydy + xdz,

d) (z + cosy)dy + 3dz.

Berechne das duflere Differential der folgenden 2-Formen auf R? :

a) 22dx A dy + e*dy A dz,

b) (z + sin z)dx A dy + ydx A dz + xyzdy A dz.

Es seien die folgenden Differentialformen und eine Funktion auf R? gegeben:

w=e*deNdy+xdy Ndz

= sin(zy)dr ANdz +ydy A dz

o =e¥*dx + cos(xz)dy + dz

flz,y,2) = yer.

Diskutieren Sie, welche der folgenden Operationen sinnvoll sind und berechnen Sie fiir die
sich ergebenden Formen die Darstellung beziiglich der Standardbasis dx;:

(a) w+p, wto, f-w, fAo

(b)) wAo, wAp, (df —o)Aw

(¢) d(do), do—pu, d(p+do), d(p+w)

@) d(f-w), dond), du—o

Es sei U :=]0,00[" € R" und die n-Form w auf U gegeben durch

_xrexp(ws ...+ Ty)

dzy A ... AN dx,.
z? + 19 ! "

Berechnen Sie /w, wobei K :=[1,2]".
K

Bestimmen Sie jeweils ein Einheits-Normalenfeld (Threr Wahl) an die gegebenen (Hy-
per)Flichen im R3.

7 ={(z,y,2) ER*: 1<z <1,y +2* =1}

={(z,y,2) €R®: 2z = ¢y* — 27}

S :={(scos(t),ssin(t),t) eR*: 1 <5 <20<t<d4n}

R := {(f(s)cos(t),s, f(s)sin(t)) € R*: s €]a,b[,0 < t < 7} feca, b)), f>0



Diskutieren Sie in den folgenden Beispielen (a)-(f) jeweils, ob es sich bei den gegebenen
Teilmengen um Kompakta K mit glattem Rand 0K in einer k-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeit M des R™ handelt. Sie diirfen anschaulich an Hand von Skizzen argumentieren.
Geben Sie aber in allen Féllen k& und n an und beschreiben Sie die Teilmenge 0K (als Rand
von K relativ M) prézise:

(a) M :=]—2,2[* CR® K := B,(0)

(b) M :=S*CR* K :={(z,y) € S*':y>1}

(c) M := H aus Aufgabe 88, K := {(z,y,2) € H : 2*> + y*> < 1}
(d) M :=]—2,2 CR?, K :=[0,1]2

(e) M :=S?CR3 K :={(z,y,2) € 5*:2>0}

(f) M:=R3 K :={(z,y,2) e R¥: y* + 22 < 1}

Mit Hilfe des Satzes von Stokes berechne man das Integral

/—y3 dr + 23 dy — 22 dz,

Y

wobei v der Durchschnitt des Zylinders 2% + y? = 3 mit der Ebene z + y + z = 1 ist und
v entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn orientiert ist, wenn man v von einem geniigend hoch
gelegenen Punkt auf der z-Achse betrachtet.

Mit Hilfe des Satzes von Stokes berechne man das Integral

/y2 cos(xz) dr + z°e¥* dy — ™% dz,

~

wobei v der positiv orientierte Kreis 2% + y? = 4 der (z, y)-Ebene ist.



