Zwel Satze von Joseph Wolstenholme

Johann Cigler

Vor einiger Zeit sandte mir Herr P., ein philosophisch gebildeter &lterer Mann, einige
Bemerkungen zu einem Resultat von Joseph Wolstenholme, das er folgendermalien
formulierte:

Wenn n>4 und p=n+1,alsoimmer p>5, und wennin

das Ergebnis % so gekdrzt ist, dass aund b teilerfremd sind, dann kann der Zahler

a immer nur dann durch (n+1)* = p* geteilt werden, wenn p eine Primzahl ist.

Er hat die Féalle 5< p <13 mit Hilfe eines programmierbaren Taschenrechners
verifiziert und schrieb: ,,Wolstenholmes theoretischer Beweis (der ... schon seit 1862
existiert) ist mir leider unbekannt. Ich nehme an, dass er auch vielen professionellen
Mathematikern unbekannt ist, obwohl er (im Gegensatz z.B. zu den ,transfiniten
Zahlen* des G. Cantor) sicherlich zu den interessanten und unumstoRlichen
Ergebnissen der echten Mathematik gehort.”

Er wollte von mir wissen, wie man dieses Resultat mit den ihm zur Verfigung
stehenden Vorkenntnissen aus der Schulmathematik beweisen kann. Ich nehme an,
dass ihn dieser Satz besonders deshalb fasziniert hat, weil er ihn fur eine
Charakterisierung der Primzahlen > 3hielt. Ob das wirklich der Fall ist, ist aber nach
wie vor ein offenes Problem. Bewiesen ist bis jetzt nur die folgende Aussage:

Satz von Wolstenholme Uber harmonische Zahlen
Wenn p > 3 eine Primzahl ist, dann istin

1 a
- = 1
o1 b )
der Zahler a durch p?® teilbar. Das gilt unabhangig davon, ob der Bruch gekiirzt ist
oder nicht, da der gemeinsame Nenner (p—1)! nicht durch p teilbar ist.

11
S(p)=1+—+=+---+
(P)=1+-+2

Der Satz sagt nichts Uber S(n) aus, falls n keine Primzahl ist.

Da ich den Satz damals auch nicht kannte, habe mich in der Literatur ein wenig
umgesehen. AuBer dem Buch [4] von Hardy und Wright habe ich kein Lehrbuch
gefunden, wo dieses Problem ausfuhrlich behandelt wird, obwohl es sich zumindest
als Ubungsaufgabe fuir Algebra- oder Zahlentheorie-Vorlesungen sehr gut eignen
wurde. (In [4] wird Ubrigens darauf hingewiesen, dass dieser Satz zum ersten Mal
schon 80 Jahre vor Wolstenholme 1782 von Waring gefunden wurde. Er wird aber
ublicherweise nach Wolstenholme benannt, der von 1829-1891 lebte und ihn
unabhéngig wiederentdeckte). Allerdings gibt es eine Reihe von Arbeiten, wo
Verallgemeinerungen bzw. Verscharfungen dieses Resultats bewiesen werden, wie
etwa [1],[3],[5]. Daraus ergeben sich auch einfache Beweise des ursprtinglichen
Resultats.



Da Herr P. mit dem Kongruenzbegriff nicht vertraut war, suchte ich zuerst einen
Beweis, der ohne den Begriff der Kongruenz auskommt. Ein derartiger Beweis, der
von Lagrange stammt, findet sich im Buch von Hardy und Wright.

Die Aussage, dass S(p) durch pzteilbar ist, ist gleichbedeutend damit, dass die

ganze Zahl (p —1)!S(p) durch p” teilbar ist. Dadurch wird das Problem auf ganze

Zahlen zuriuckgefuhrt. Das vereinfacht vieles.
Betrachten wir nun das Polynom

(X=D(x=2)-(x=p+1)=x"" =5, ,(P)X"" +--=s(P)x+5,(p). (@

Hierist s,(p) =(p—1)! und s,(p) =(p—-1)!S(p).
Die Aussage des Satzes von Wolstenholme ist aquivalent mit der Aussage, dass
s,(p) durch p teilbar ist.

In jeder Vorlesung Uber Algebra lernt man (vgl. z.B. [2], p. 205), dass im Ring IE‘p[X]

der Polynome tber dem Kérper Fp der Restklassen modulo p
X"T=1=(x-1)(x~2)---(x=(p-1)) ®3)

gilt. Das bedeutet, dass alle S,(p) mit 1<i< p—2 durch p teilbar sind. AuBerdem
ergibt sich (p—1)!=-1(mod p), ein Resultat, das als Satz von Wilson bekannt ist.
Beispielsweise ist fur p=5

(x=1)(x—-2)(x=3)(x—4) = x* —10x> + 35x* —50x + 24

und s;(5) :2-3-4+1-3-4+1—2.4+1~2~3:4!6+%+%+%):5022-52.

Der Beweis von Lagrange leitet dieses Resultat ganz elementar ohne Verwendung des
Kongruenzbegriffs oder der Theorie der endlichen Kérper ab.

Dazu multipliziere man beide Seiten von (2) mit X und ersetze dann X durch X —1.
Es ergibt sich

(X=1)°" =5, ,(P)(X=1)" "+ +5,(p)(X=1) = (X =1)(X = 2) (X~ p)

= (x=P)(XP" =5, ,(P)X"? +-+-=5,(P)X +5,(P)).

Entwickelt man jedes (X —1)j nach dem binomischen Lehrsatz und vergleicht die
Koeffizienten von X so ergibt sich

(E}sz(p): P+5s,,(P)

p) (p-1 B
[2]{ 1 ]Sp_z(p)+sp_3(p)—Sp_g(p)+ Ps, ,(P)

und allgemeiner



-1 -2 —-i+1
(Pj-’_spz(p)(? j+sp3(p)(P j+*--5pi(p)(p - j+spil(p)zspi1(p)+pspi(p)
i -1 1-2 1

fur alle i.
Das gibt

Sp—z(p):(zj,
23p-3(p)=(gJ+spz(p)(pz_lj

und allgemein

(i-Ds,.(p) =£?J+Sp2(p)(?:llj+sp3(p)(?:22j+...sp_i+1(p—2I+2J.

Daraus ergibt sich der Reihe nach, dass jedes S, (p) mit i >0 durch p teilbar ist.
Fur 1 =0 ergibt sich

(P=Ds,(p) =1+5,,(p)+--5,(P)

und somit, dass 1+ S,(p) durch p teilbar ist.

Der Rest des Beweises ist nun sehr einfach:
Waéhlt man x = p in (2), so erhalt man

(P-D!'=(p-D(p-2)-(p-p+1)=p"" =5, ,(P)p" " +---=5,(P) P +5,(P)
und somit wegen S,(p) =(p-1)!

PP? =5, ,(P)P"° +---+ ps,(p) = 5,(P). (4)

Da p >3 ist und alle Terme auf der linken Seite durch p”teilbar sind, ist auch s (p)
durch p? teilbar. Damit ist der Satz von Wolstenholme bewiesen.

Wie bereits erwahnt, lasst sich alles viel einfacher formulieren und beweisen, wenn
man den Kongruenzbegriff verwendet.

Aus dem obigen Beweis ergibt sich auch sofort der

Satz von Wolstenholme Uber Binomialkoeffizienten

Fur jede Primzahl p >3 gilt

2p-1
( P 1jzl(mod 0°). (5)



2p-1 (2D -
Denn( P j:(p+1)(p+2) (2p 1)zl(mod p?) ist gleichbedeutend mit

p-1 (p-1!

PP +s, ,(P)PP 7+ +5,(P)p+5,(P)
S,(P)

PP 45, ,(P)p"* +---+s,(p)p=0(mod p°), d.h. mit der Aussage, dass S, (p) durch p°

teilbar ist.

=1(mod p*). Und das ist wieder aquivalent mit

a C
Man beachte dabei, dass fiir rationale Zahlen E’E’ deren Nenner zu m teilerfremd

sind, EEg(mod m) bedeutet, dass in a_‘t._ ad —be der Zahler ad —bc ein
b d b d bd

Vielfaches von m ist, dass also ad = bc(modm) gilt.

Einfachere Beweise

Um den Satz von Wolstenholme tber harmonische Zahlen zu beweisen, gentgt es zu
zeigen, dass

1 1 1 B
(1+?+?+-~-+W]=O(modp) (6)
ist.
Denn dann ist
28(p)=(1+ij+(l+ ! j+ '+£ ! + L j:p( ! + ! 4 ! j
p-1) (2 p-2 p-1 p-(p-1) (p-1) 2(p-2) (p-11

__1 :
i(p—i): i2(mod p) ist

und wegen

1 1 1_(11 1

+ 4. =—|1+=S+=++
p-1) 2(p-2) (p-D1

2?23 (|0—1)2j50(mOO| P

Wenn also (6) gilt, dann ist S(p) ein rationales Vielfaches von pz.

Der Beweis von (6) kann auf verschiedene Weise geftihrt werden. Wenn man
1
beachtet, dass die Menge der Inversen — der Zahlen 1,---, p—1 modulo p wieder

I
mit der Menge der Zahlen 1,---, p —1 tbereinstimmt, dann stimmt auch die Menge

1 i
der Quadrate —- mit der Menge der Quadrate i modulo p Uberein und daher ist
|

11 p1 -ND(2p -1
S 3= > _ PP 23( =Y _ o(mod p). )
i= i=1



Oder man beachtet, dass die Menge der Zahlen 2,4,---,2(p —1) modulo p mit der
Menge der Zahlen 1,---, p —1 tbereinstimmt.
Dann ist also auch

i 1+i+i+...+; —i+i+i+...+;=l+i+i+ .. (mod p)
47 22 3 (p-17) 2° 4 6 (p-1)y 22 F (—1)
oder
1 1 1
3[1+?+?+---+—(p_1)2j50(m0dp)- (8)

Da p > 3 ist, folgt (6) aus (8).

Daraus ergibt sich auch ein einfacherer Zugang zum Satz von Wolstenholme Uber
Binomialkoeffizienten.

Denn es gilt ohne jede Kenntnis Gber das Kongruenzverhalten von S, (p) jedenfalls

[Zp—1j=ppl+%z(mpp2+ +5(PIP+5(P) _ S,(P)P+5i(P)P+85u(P) 1 sy
p-1 So(P) 5(P)

Aus (6) ergibt sich s,(p) =0(mod p*) und daher auch
2p-1 s,(p)
=1+ mod
( p—lj 0( ) P ( P )

Es muss also nur noch gezeigt werden, dass

s,(p)

0

= 0(mod p) ist.

Nun ist aber
5,(P) _ 1
So(P)  1ifjepal

Daher folgt aus (6)

=0 2 pll_
SRR [Zj 7 - omeap)

1<idepal) o | iz |
womit alles gezeigt ist.

Bemerkung
2p-1
Die einfachere Kongruenz ( pp 1jsl(mod p?) wurde bereits 1819 von Charles

Babbage bewiesen.



_ _ _ nn 2n
Sein Beweis verwendet die wohlbekannte Formel Z = .

o\ n

Damit ergibt sich
2p-1) 1(2 v (pY * (pY
p-1) 2 p) 2935\ 2\\0 p

2
weil (p fur 1< j < p—1 durch p’teilbar ist.

J
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