Mathematische Randbemerkungen 12:
Eine interessante Klasse von Polynomen

Johann Cigler

Im Folgenden mdchte ich einige Polynome studieren, die sich in [9] bei der expliziten
Berechnung der Darstellung von (X + SDq)n ergeben haben. Es stellt sich heraus, dass

sie g-Analoga von Faltungsprodukten von Fibonacci-Polynomen sind. Wie viele andere
mathematische Begriffe, die sich auf naturliche Weise ergeben, haben sie einige schone
Eigenschaften. Da sie eng mit den Vertauschungseigenschaften des

Multiplikationsoperators X und des (| — Differentiationsoperators Dq verknupft sind,
durften sie auch nicht ganz uninteressant sein.

Sei X der Multiplikationsoperator auf den Polynomen in x, der durch
Xp(x) = xp(x) definiertistund D der Differentiationsoperator. Ich erinnere

zuerst an ein bekanntes Resultat Uber (X +sD)".
Definiert man Polynome H_(X,s) durch

H,(x,8) = xH, ,(x,8) +(n=1)sH, ,(x;s) @

mit den Anfangswerten H,(x,s) =1, H,(X,s) = X,dann gilt

n

(X +5sD)" :Z[Ean_k(X,s)Ska. )

k=0

Die Polynome H, (x,s) sind im wesentlichen Hermite-Polynome. Es gilt
: nl! .
H, (x,8)= ) s’ — —x"?,
ZJZ;; 2' j{(n=2))!
Die ersten Terme sind
1, X, X* +5, x> +3sx, X* +65x* +3s%,---.




Derartige Formeln sind in der einen oder anderen Form schon lange bekannt. Ich weif3
nicht, wer sie zum ersten Mal bewiesen hat. In G.-C. Rota [10] wird auf eine Arbeit von
J.L. Burchnall [1] verwiesen. In etwas anderer Gestalt wurde diese Formel einige Male
wiederentdeckt, vgl. Varvak [11] und die dort zitierte Literatur. Es ging dabei darum, die
auftretenden Produkte von X und D so umzuformen, dass alle Terme von der Gestalt
X 'D* sind. Das wird "normal ordering" genannt. Die Formel schaut dann
folgendermalRen aus:

n Min(m,n—m)

| n-m
(X +sD)" =Y n-s

; Filtm=iDYn=m-=i |Xm_an_m_j' (3)
m=0 j=0 2 J(m J)(n m J)

Die ersten Terme in dieser Anordnung sind dann
sD+ X,

$?D? +2sXD + s+ X 2,
$°D® +35°XD? +3s°D + sX D + 3sX + X3,
s'D* +45°XD? +65°D? + 65° X *D? +125° XD + 35 + 45X D + 65X % + X *,

Bezeichnet man mit D, den g —Differentiationsoperator, definiert durch

D,p(x) = p(ax) = p(X) , dann ergeben sich fir (X +sD,)" der Reihe nach die
X — X

folgenden Ausdriicke

SDq + X,

s’D; +(1+q)sXD, +s+ X?,

s°D; + (1+q+q*)s’XD; + (2+0)s’D, + (1+q+0*)sX °D, + (2 +0)sX + X?,

s*Dy +(1+9+0°+0°)s’XD; +(3+2q+q°)s’D; +(1+q+209° +q° +q*)s*X °D;
+(3+50+30° +q°)s* XD, +(2+0)s* +(1+q+0° +0°)sX°D, + (3+2q+0°)sX * + X *.

Dabei sind die Terme, die D, nicht enthalten, die q—Hermite-Polynome

H,(x,s]q)=(X +qu)”1, die in [7] studiert wurden.



Wie dort gezeigt, lassen sie sich durch q—Lucas- Polynome der Gestalt

HEG _
L.(%,s]q) = ZCIU [n] {n k}skx“" 4)
o [n—K]
fir n>0 und
Lo(x,s]0)=1 Q)

einfach ausdricken.

Es gilt namlich

&
Hn(X,(l—Q)S|Q):(x +(1—Q)SD ) Z( )S Ln ZJ(X S|C|) (6)

Diese g—Lucas -Polynome haben eine verbliffende Eigenschaft. Sie bilden
namlich nicht nur ein g—Analogon der tblichen Lucas-Polynome, sondern
lassen sich auch direkt auf diese zuriickfuhren. Es gilt namlich (vgl. [4],

[6])

| _
Ln(x,s|q)=Zq[2) [n] {nkk}skx” 2k = ((X+(q—1)qu),s|1)1

[n—kK]
o ”
2 n -k K n-2k
X -1)sD 1.
k( k j (X +(a-1sD, )
Gleichbedeutend damit ist die Rekursion
L,(%,510) = (X +(q—-1)sD, )L, (x5 |q) =L, ,(x,5] ) =0 (8)

far n> 2. FUr n =2 erhalt man den Wert s.

Wiurde man Ly(x,s|q) =2 setzen, dann wirde (8) fur alle n > 2 gelten.

Das ist in gewisser Weise schoner und die richtige Wahl fiir andere Anwendungen. In
unserem Fall brauchen wir jedoch L,(x,s|q)=1. In [8] habe ich fur die hier verwendete

Version der Lucas-Polynome die Bezeichnung L (x,s) gewahlt. Da im Folgenden aber
3



nur diese Version verwendet wird, kann kein Missverstandnis entstehen. Es sei auch
darauf hingewiesen, dass es in der Literatur zwei verschiedene Normierungen flr die
Fibonacci- Polynome F, (x,s) und Fibonacci- Zahlen F, gibt. Die tbliche ist

n-1

2 N—J=1) i . .
F.(x,8) = Z ) s'x"*?), Diese ist fur die zahlentheoretischen Aspekte am

j=0
geeignetsten, weil dann ggT(F,,F,) = Fyrm
2

j=0
Kleinschreibung und verwende im Folgenden nur f (x,s). Fur die Fibonacci-Zahlen
(f,=f,11))=(1,12,358,---) und die Lucas-Zahlen (L,(11)=L,)=(11,34,7,11,18,---)

n

gilt. Fir kombinatorische Anwendungen

ist f (x,s)= (n] JJstn“ natzlicher. Ich unterscheide beide durch GroR3- bzw.

2
gilt L, = f, + f . Inder hier verwendeten Version gilt auch f, = Z(—l)j Lo

=0

Computerexperimente fuhrten mich zur folgenden Vermutung, die ich in
[9] verifiziert habe.

(X +@-q)sD, )’ :zn:A(n,k)Dg (9)
mit
A(n,0)=H, (x,(1-0q)s|q) (10)
und
{%J n K ks [N—2i]
-3t
(11)
{TJ n=j=2i-1j+k-1] 02 )
. 5{ K—1 }{ K—1 }q Lo 2j2i (X, —5|Q) Dy
far k > 0.

Weitere Berechnungen zeigten, dass sich der zweite Ausdruck noch
vereinfachen lasst:



{

NS

4 itnmi) jIn+k=1-jj j+k-1

2.1 (=) { ‘1 }{ K1 }'—n_z,-(X,SM)

(12)
_ZJ [;”J [K] n+k-mlfn-m|

—mzoq [n+k—m]{ k }{ m }S o

Ich will zunachst von der rechten Seite ausgehen und die Aquivalenz spater
zeigen.

Fur alle k e N seien die verallgemeinerten g —Lucas- Polynome definiert
durch

{EJ [jj - -
() _ 2 |2) [n+k] |n+k=j{n-] iun-2j
0sia=3, —[mk_j]{ k H | }sx (13)

und verallgemeinerte q—Fibonacci-Polynome durch

o] (5 o
fn(k)(X,Slq)ZZq[zj_ (k] {n+t J}{n_qsix”—%‘

o [n+k—j] j
i+ - - ar H
_ q[zj n+k—j-1 n—_J}an-zj (14)
k-1 J

r — I
NS NS
L o L

["glj‘n+k—j—1“n+k—2j—1 .
A j k-1

[—

Es ist klar, dass L (x,s|q) =L, (x,s|q) ist. Weiters ist

L% (x, 05 | q) =% £99(x,5 ) (15)



fir k >0. FUr k=0 ist f©(x,s)=[n=0]. Fur k =1 ergibt sich

{EJ j+1 o . .
fO(x,s]|q)= Zq( ? ]{n i J}s‘x”‘z‘. Das ist ein g—Analogon der Fibonacci-

j=0

e
Polynome f (X,s) :Z(n j Jjs,ix“". Auch hier gilt (vgl. [4],[6])

i=0

fO(x,s]q)=fP(x+(q-1)sD,,s (). (16)

Mit diesen Notationen kann (9) folgendermaf3en formuliert werden:

N
(X +(1—q)qu)n =1y G]st(nk_)zj_k(X,—s|q) (1-9)*s*Dy. (17)

k=0| j=0

Daraus ist u.a. ersichtlich, dass die Polynome

VN S
U(ﬂ] ““-Zi-k(x’ﬂ"‘j =

n—k
2
A
n
nicht-negative Koeffizienten haben und fir q — 1 gegen (k} H, . (x59)
streben.

FUr q=1 ist héchstwahrscheinlich alles wohlbekannt. Ich habe mir jedoch
nicht die Mihe gemacht, die untiberschaubare Literatur daraufhin
durchzusehen. Die erzeugende Funktion der Polynome ) (x,s]1) ist

3 9 (xs |z = ——

k
i (1—xz—szz)

(19)

und daher ist



fn(k) (x,s]1) - an(fl) (x,s]1) - an(_kz) (x,s]1) = fn(k_l) (x,s]1) (20)
fur alle ne N, wenn man f“(x,s]|1) =0 fur n<0 setzt. Die f®(x,s|1) sind

also die k —fachen Faltungen der Fibonacci- Polynome. Die Formel fur die
erzeugende Funktion ergibt sich sofort aus der folgenden Identitat.

DR s =D 2" (nH;:i— Jj[n__ stjxn—zj'

n>0 n>0 2j<n J

m+k-1\(m) . . . m+k-1 m) . .
=>»2z" CslzZ!x™ =) " C|stz!x™!
mzm ,Z( k-1 j[;j Zx E k-1 jJZ[J
_ (m+k_lj(szz+xz)m= ! -
ol k=1 (1—xz—szz)

Fir die erzeugende Funktion der Polynome L¥(x,s]1) gilt

2
> L0502 = — (21)
= (1-xz-s2°)
Das folgt aus der Identitat
fED(x,s|1) +sf &P (x,5]11) = LY (x,5]2) (22)
fir n> 2, die durch Vergleich von (13) und (14) leicht verifiziert werden
kann und den Anfangswerten f**(x,s|1) =L (x,s]1) =1 und
£EP(x,s10) = L(x,5]1) = (k +D)x.
Die Formel (22) hat ein schénes q—Analogon:
fy P (x,s]0)+q™ st 5P (x,s]0) = Ly (x,051 Q). (23)



Zum Beweis betrachten wir zuerst den Fall k =0. Hier ist zu zeigen, dass

qu[‘zj{n; J}SanZj +qn5{qu(J;j{n—?_ jj|San22j _ %q(g] [n] {n— j:|ijn2j

i—0 k=0 [n—J1| ]

J

gilt. Koeffizientenvergleich zeigt, dass das gleichbedeutend ist mit der
offenbar richtigen Gleichung

— i ITn=i=1 — i
e el
J )1=1 4 [n=JI |
Im allgemeinen Fall ist zu zeigen, dass
n+k—jlin—j g n+k—j-1|{n=j-1| [n+k]|n+k-j=1|n—]
k j q k i-1 | [K] k-1 j
gilt. Das ist aquivalent mit der Identitat

n+k—j-1[n—j-1]  [j1 [n+k—=j]|n—]j
{ k }{ -1 }[mk—j]{ k MJ}

die unmittelbar verifiziert werden kann.

Nun wollen wir ein g —Analogon der erzeugenden Funktionen herleiten.
Genauso wie oben erhalten wir



S (O0slgr =Y 0 S a J{”*E_i JM ]J}S ey

n>0 n>0 2j<n

S oy LBy i

m>0 j<m m>0 j<m

Nun gilt bekanntlich (vgl. z.B. [3])

A+)A+qt)---A+g"'t) = Zq[ZJ {ﬂti

Daher ist

Zq[ J{ }s‘z‘x = (X+Qsz)(x+0°sz)---(x+q"sz).

j<m

Das ergibt
3 O s]q)" =Y 2" { }(x+qsz)(x+q sz)---(X+Q"sz) (24)

n>0 m=>0

Der Spezialfall k =1, x=1,s= 1 ist besonders erwahnenswert. Er ist eng verknupft mit
q

Euler's Beweis des Pentagonalzahlensatzes und ergibt (vgl.[6] und die dort zitierte
Literatur)

k(3k-1) k(3Kk+1)
ZZ”(l—Z)(l—qZ)--'(l—q”‘lz)=Z(—l)k(q 2 72%+q ? 23“1J
n>0 k>0

n(3n-1)

Grund dafir ist die Tatsache, dass f.” (1,—% | q] =(-D"q 2 ,

()] 1 n " o) 1 .
fan 1,——|q =(-D"q * und f;, 1a_a|q =0 Ist.

Weiters ist I|mf(k’(1 ~1]q) = H(l a’).

j=k

Man kann die erzeugende Funktion noch in eine andere Gestalt bringen.
Betrachten wir den linearen Operator &, definiert durch &f (s) = f(gs) und

den Multiplikationsoperator S mit Sf (s) = sf (s).
Dann gilt (Xze)(qSz%¢) = q(qSz°s)(Xze) .

9



Fur Operatoren A,B mit BA=gAB gilt bekanntlich (vgl. z.B. [3]) der q-

nin . .
binomische Lehrsatz (A+B)" = Z{ } AIB™ .

j=0
Nach dem q-binomischen Lehrsatz ist also

(Xze +asz%)" :Z{ }(qu ) (Xze)™ = Zq[ j{ﬂsjzr‘“jxr‘“jgm

J

Daher erhalten wir unter Bentutzung der wohlbekannten Formel
1

n+ki,
(1—t)--~(1—qk‘1t):§{ Kk }

ein schones g-Analogon der Formel (19)

s st - £d e

n=0 m=>0 j<m

_z U{"”k l}(XZE+qSZZE)m1

1

B (1— (Xze + qSZZg))(l— q(Xze + quZg))- : -(1— gt (Xze + qSZZg))l'

Daraus ergibt sich, wenn man beide Seiten mit (1— g (Xze + quzg))
multipliziert

£ s1a)—a " xf ) (x, a8 |q) —a*sf ) (x,as|q) = £, (x,5]0)

Multipliziert man dagegen mit (1—(Xzz +qSz°s)), so ergibt sich

fO(x,s]a)—xf.% (x,as|q) —asf. ) (x,as|q) = P (gx,qs | )

10

(25)

(26)

(27)



Wir kénnen auch noch eine andere Version der erzeugenden Funktion
finden. Sei 7 der lineare Operator mit » f (x) = f (gx).
Dann ist

(aSz°en)(Xz) = a(Xz)(aSz°en).
Daher ist nach dem q-binomischen Lehrsatz

j+l

(Xz+q8225n)m=2{ }(Xz)m 1(qSz°en)’ —Zq[ j{ﬂs"zm*"xm‘émnm-
J

Somit ist auch

> 18(x,s]q)2" _Zq[ j{erk_ }(Xz+q8225n)ml

n>0 m=>0 k -

1
- (1-(Xz+qSz%en) ) (1-a(Xze +qSz%en) )-+(1- 0 (Xze + quzgn))l'

Das bedeutet

fx,s1q) - xf.. (x,s]a)—asf.®) (ax,as|q) = £.57 (ax,qs | q)

und

fOx,s1a)— g xF L (x,sa) - st (ax,asq) = £.47 (x,5]q).

Die Identitat (16) lasst sich erweitern zu
£90(x,s19) = (X +(a-1)sD, ) £ (x,s|q) - sf,%) (x,s]q)

= 189 (qx,5]9)=q <“’(x,§|q}

Denn sie bedeutet

11

(28)

(29)

(30)

(31)



z:qpﬂ{n+k—i—4}{nfj}yxﬂj_EQJtﬁ{n+k—j—z}{n_?_l}yxn“

= k-1 i k-1 J
j+l . .

n+k—-j-2||n-j-1| _

—m—aﬁikﬂJ{ . }{ : }vm—i—znw+“
j=0 -
([n+k-j-3]n-j-2 U n+k—j-2]n-j
—s 2 ijn—Z—Zj _ 2 sj X n-2j :0.
R I e L P

Der Koeffizient von s'x" 2! ist dabei

q&)[n+k—j—l}[nij}_qh)[n+k—j—Z]{n—?—1}_(q_nq0[n+k—j—i}[f—{hn+1_2j]
k-1 j k-1 J k-1 j-1
(i)|:n+k—j—2:||:n—j—l} ()i [n+k—j—2}{n— J}
—q —-q
k-1 j-1 k-2 i

W mekegene O koo ey ) ke o

[k —1'[j]'[n - 2]]! [k —1'[J]'[n-2j-1]! [k =1 -1]'[n—2j +1]!
0 mek—jezn [ ek joap

[k—10'[j ~1)'[n - 2 ]! [k— 2]t j]![n - 21!

q0m+k—j—a!
[k—1'[j]'[n-2]+1]"

Hebt man

heraus, dann bleibt der Faktor

a'n+k—j-1n-2j+1-a'[n-2jln-2j+1] - (@ -in+k - j-1][]]
[jln-2j+1-q" [k -1[n-2j+1]=0.

Nun wollen wir noch (12) beweisen.

20 . k—1—jllj+k—-1
ﬂW&ﬂm=Z¢“”G%VF+ qP+
=0

k-1 k—1 }Ln—Zi(X1q3|Q)- (32)

Das stimmt fur k =0. Fur k =1 bedeutet es
12



2
fO(xs19)=> 0" P(-as)’L,,,(x,as|q).
=0

Das folgt aus (23) fur k =0. Denn

fO(x,s]q)+q"st(x,s]q) =L, (x,gs|q) impliziert

£2(x,s19) =L, (x,a519) —q"sf(x,s]9) = L, (x,5]q)
—q"s (L, (x,qs]q) - q"*sf % (x,5]0))

5
j=

==Y q'"V(=gs) L, (x,5|).
0

[

Nun mussen wir nur noch (23) tGberprufen.

2 Tk
q“"“')(—qs)’{n+ J}PZ }Ln_zj(x,qslq)

NS

j=0 k
n-2
S An—-2+k—-j| j+k
+q"*s Z q'"? J)(_qs)[ K :||: K }anjz(x’qSM)
0

n

M k-1-j j+k-1

Das ist aquivalent mit

n+k—j|i+k]  [n-1+k=j][j+k-1] [n+k][n+k-1-]
{ K }{ K }‘q { k }{ k }‘ [k] { k-1

oder
[n+k—jl[j+k]-a“[n— jl[j]-[n+k][k]=0.

Analog zu (33) folgt allgemein aus (23)

13

(33)

j+k—1



n

. S n+k—-2
£09D (x 5] q) :qu( k 1)(_qs)l%fn(k2)](x,s|q). (34)
i=0

Da jedes L (x,s|q) ein Polynom vom Grad n ist, lasst sich x" eindeutig als
Linearkombination dieser Polynome darstellen. Es gilt

EJ I n+k n+Kk
2L (xs) = X' (35)
=0 J K

oder anders ausgedruckt

d sy KMo

=0 [I1[n+k—j]! Lo (x,8) = X", (36)

Zum Beweis vergleichen wir die Koeffizienten. Als Koeffizient von x""
ergibt sich auf der linken Seite

n-2j+k] 8]
[m]'[” 2m] 2( ){ Ln+k—1]'[n J+k-m-1fig

Es ist also zu zeigen, dass flr 2m<n

Z( ){ }[” 2m+20+ Kl omak+i-1]1g o) —[m=0]

[n+k—m+i]!
oderfur m<n

Z( y q[]{ } [n—m+K+2i] _m—0]

[n+k+i][n+k+i1=1]--- [n+k—m+i]

gilt.

Das ist ein Spezialfall der Formel

14



N (L a[m] 1-a¥a
1_:20( 1)'q M(qja;q)m+l[m01 (37)

fir a=q"™"*. Diese Formel trat in [5] in anderem Zusammenhang auf.
Dabei bedeutet (a;q), = (1-ga)(l-g’a)---(1—q""a). Sie lasst sich sehr
einfach mit Hilfe des q—Zeilbergeralgorithmus beweisen.

Ein anderer Beweis kann wie in [8] mit den Methoden von [2] geflihrt
werden.

Betrachtet man das lineare Funktional A,, definiert durch
A (LY (x, 1) =[n=0], (38)

dann ergibt sich aus (36) A, (x*")=0 und

2ny __[K]'[2n]!
Alx )_pﬂun+kp' 59

2n
Fur k =0 ergibt sich das g—Analogon { R } der zentralen

Binomialkoeffizienten.

Fur k =1 erhalten wir ein g—Analogon der Catalan-Zahlen

ALy -2l _ 1 e
“ C[nn+1' [n+1| n |

Die rechte Seite von (35) ist unabh&ngig von s. Vergleicht man mit (18), so fallt auf, dass
LL;I(J n S ] S n

I e A e

= L1\1-q 1-9 k

15



ist, also fir g —1 einen anderen Grenzwert hat als (18), wo statt der q -

Binomialkoeffizienten L J

n n
} die Binomialkoeffizienten ( j auftreten.

In allen bisher betrachteten Rekurrenzrelationen fir f%(x,s|q) tritt
irgendwo gx bzw. gs statt x bzw. s auf. Es gibt aber auch echte
Rekurrenzrelationen, wo jeweils nur feste Werte x,s vorkommen, so wie
das fur g =1 der Fall ist. Dabei treten jedoch Polynome als Koeffizienten
auf.

Fur g=1 gibt es u.a. die folgende Rekursion

nfn(k)(x’ S |1) - (n +k _1)an(_kl)(xl S |l) - (n +2k - 2)an(—k2)(X1 S |1) =0. (40)

Fur k =1 reduziert sich das auf die Ubliche Rekursion
fn(l)(x, s|1)— xfn‘f{(x, s|1) - sfn(fg(x, s|1)=0.

Das folgt sofort aus der erzeugenden Funktion.
Denn

D onfl(x,5)z2" = x> (n-1) £ (x,8)2" =D (n-2) £ (x,5)z"

d 1
=(1-xz-52*)z— =(1— xz —sz°
( ) dz (1- xz —sz?)* ( )

2
= (li (_X)Z(;_ZSSZZZ ))k =" (kxf ) (x,5) + 2ksf *) (x,5) J2".

k(xz +2sz°)
(1-xz —sz?)*

(41)

Das entsprechende g—Analogon ist etwas komplizierter:
f©(x,s]q) erfullt

[n+k—=3][n1f(x,s]q)=x[n+k-3][n+k-1]f ¥ (x,5]q)
+Sqn_l[2][k =1][n+k-2] fn(_kz) (x,s]9)+ qu”+k_2[n +k =3][n+k -1] fn(g (x,s]9) (42)

+s°q" ' [n+k —1][n +2k — 4] f X (x,5] ).
16



Die etwas mihsame Verifikation sei dem Leser tiberlassen.

Fur k =1 kann man die Terme [n][n —2] kirzen und erhélt die Rekursion

(% s1q)=xf9(xs|q)+g" sxf,E(x,s]q)+ " *s* £ (x,s]0).
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