Mathematische Randbemerkungen 6: g-Pascal-Matrizen und die
g-Binomialtransformation

Diese Bemerkungen enthalten einige Ubungsbeispiele iiber g — Binomialkoeffizienten, die ich

aus verschiedenen Griinden interessant finde. Sie sind einfache Folgerungen des
g —binomischen Lehrsatzes und liefern daher nichts ,,Neues”. Ich habe mir auch nicht die

Mihe gemacht, die Literatur daraufhin zu untersuchen, wer diese ldentitaten urspringlich
gefunden hat. Fur die verwendeten elementaren Identitaten verweise ich der Einfachheit
halber auf mein Skriptum ,,Elementare q— Identitaten®. ( E (i.j) bedeutet dabei Formel (i.j) in

Elementare q— Identitaten).

1.0. Pascal-Matrizen

Im Fall q=1 gilt fir die Matrix

P(x) = (X” [IJD

der Binomialkoeffizienten
P(X)P(y) =P(x+Yy).
Da P(0) = I, die Identitat ist, muss P(x)=e*" fir eine geeignete Matrix H sein. Diese

ergibt sich zu H_s—XP(x)|X0—(((i—j)xijl(ijj} J =((i—j)[i=j+1]):=0.

Um das exakter zu fassen, kann man auch die nxn—Matrizen

P, () (x ['D _
J i,j=0

zu Hilfe nehmen.
Diese erfillen analog P, (x)P,(y) =P,(x+y) mit P, (0)=1,.
R.(x+h) - F(X)

Daher ist P'(x) = lim

h—0

“P(x) Ling%: P (x)H, mit

o0 .- 0 O
10 - 0 O

H,=(0 2 -~ 0 0|




Durch diese Gleichung und P,(0) = I, ist die Matrixfunktion P, (x) eindeutig festgelegt.
Andererseits erfillt auch

xH, . H: k 3
e .:ZFX :Z

k>0 k=0

diese Bedingungen und stimmt daher mit P,(x) Gberein. Die Matrizen H, und

Hk
nXk

P, (x) stimmen flr alle n mit den entsprechenden Teilmatrizen von H und P(x) Gberein.
Dabher gilt alles auch im Limes.

Speziell gilt also fir die Pascalmatrix

(3],

dass

ist.

1

e

0
1

1.1. Die g-Pascal-Matrix

Es erhebt sich nattrlich sofort die Frage nach einem geeigneten g — Analogon dieser

Tatsache.
Sei also

und

Dann gilt

mit

0 O
0 O
1 0
3 1

P(1) =e"

P[x] = ;Wx

0O 0 O

[1] 0 o0
K=|0 [2] o

0 0 [3]

o O O O

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)



Das folgt sehr einfach, wenn man beachtet, dass

ist.

Daher ist

ga(k)—_{za(k){ [ :k]l,,- =£a(i . J)['JD )

k
Jeder formalen Potenzreihe Za(k)— entspricht also umkehrbar eindeutig eine Matrix der

= [k

obigen Gestalt.
Insbesondere entspricht der g-Exponentialfunktion e(x) = Z— (vgl. E (2.8)) die

k>0 ]
g — Pascalmatrix
1 0 0 0
1 1 0 0
Kk
P:ZW: 1 1+q 1 0 (1.8)
oM 11 14g+9® 1+g+q® 1

Kk
Aus ﬁ = Z(_l)k q(2j X (E (2.11)) folgt, dass die Inverse der q— Pascalmatrix durch
X

MR
" [(_1)”(]['2']“}] (19)

Natdrlich kann (1.8) auch noch auf verschiedene andere Arten abgeleitet werden.
Beachtet man dass (E (2.7))

1
00 = X~ e -
gilt, dann |st also

1
Tis)=e(sK)= g‘k]' - A= @)sK) A= (A= a)gsK) -

gegeben ist.




d.h.
(1-(A-q)sK)T(s) =T(qs).

Dadurch ist T(s) eindeutig festgelegt. Nun verifiziert man sofort, dass

diese Identitat fir T(s) = (s” {ID erfullt ist. Denn sie bedeutet
J

s H— (- q)S[i]S”l[i ﬂ =()” m

oder gleichbedeutend
el
1-q' [i] Li]

Damit ist die obige Formel noch einmal bewiesen.

1.2. Verschiedene g-Analoga der Inversionsformel
Aus (1.1) ergibt sich sofort die Inversionsformel

s )40

Im allgemeinen Fall gibt es eine Reihe verschiedener g — Analoga dieser Formel. Z.B. ist
Formel (1.9) aquivalent mit den Inversionsformeln

;ZO(—l)“"q[izj]mm _[i=K] (1.10)

und
im(‘l)j_kq[ikjm* =k]. (1.11)

j K j—k
Beachtet man, dass (;J + [2) —(j-Dk = (J 5 J ist, so sieht man, dass diese Formeln auch

R e

1
q

aquivalent mit

sind. Dabei ergibt sich die rechte Seite aus

n n| —nk+k?
1] o= a1




Ich mochte noch einige weitere Folgerungen aus (1.7) erwahnen:
Aus (E (2.9))
e(ax)e(bx) = _r,(a,b)

ergibt sich

Xn

[n]!

(L] bl st

Das ist dquivalent mit

o el

Fir a=1b =-1 reduziert sich das auf die Inversionsformel

st

wobei bekanntlich nach GauR (E Satz 1.9)
Lna(L-1) =0 und 1, (L-1)=1-0)1-0°)--1-g"")
gilt, also r (1,—1) ein schones q— Analogon von [n =0] ist.

Aus (E (2.17))

e(ax) B N (A X"
oo~ 2@ D)@ ) a-a)
folgt

: i—jpy ik ik [j;k] ] _ keapy | | _ x|
]Z_;,a b™(-D)""q L}[k}—(a—b)(a—qb)---(a—q b){k}_(afb) {k}

wenn man der Einfachheit halber (a—b)(a—qb)---(a—q""'b) = (a=b)" schreibt.

Setzt man also

M (a,b) :((afby-f m

M (a,b)M (b,c) = M (a,c).

dann ist

Fur a=c=1,b=0, reduziert sich das wieder auf (1.9).

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)



Wenn wir im R" die Vektorfunktion f (x) :(1,x,x2,--~,x”‘1)t
betrachten, dann entspricht der g — Differentiation der Operator K, der durch die Matrix

K, =([i][i-] =1]):i0 gegeben ist.
Denn (K, f, (x)), =[k]x".

Eine weitere interessante Inversionsformel ist
i(—l)“-"q[zjmm - q@m«f ~De(d D) (118)
Denn die linke Seite ist
n . i j+k k k
e [ L [ S [

{n}q@(—l)“k(l—qk)(l—qk“)---(l—q”1)=q@{ }(qk -1)--(@" -1).
k K
In Matrixform bedeutet das folgendes:
ol T 2 el -y -
(-D'q j j (-D'q j(q D@ -1 . (1.19)
Fur die g — Stirlingzahlen der ersten Art s[n,k] (vgl. E (3.10)) folgt aus ( E (3.66))

@1 s = 1y g jmm

H IJD(( IJD =((@=1""sfi, j1). (1.20)

Analog folgt fir die q— Stirlingzahlen der zweiten Art S[n,k] (vgl. E (3.5)) aus der Identitat
nyl k - .
(E (365) X (-1 [kj{ i } =(@-1"'sn.i]
k

die Matrixidentitat
(3) [

die Matrixidentitat



1.3. Die Exponentialdarstellung

Ein weiteres g — Analogon von (1.1) ist die Darstellung der g — Pascalmatrix in der Gestalt
gH(

Dazu berechnen wir log(P).
Es ergibt sich

H(q) =log(P) = (a(i, j)) mit

- " [i] :a—q)i“[i—j—ﬂ{i]
i e
Flr g=1 reduziert sich H(q) auf H(1)=H.

a(i, j) =

Denn
1
e(x) = > :
1-1-9))Q-1-g)ax)1-2-g)g"x) -
Daher ist
1 1-9)'¢"% ¢ @-g'x 1 (1-q)'x!
| =Y log— = - _
D T Rl 20 T R Vs S I T 11
-1«
D il

Einen anderen Beweis dieser Formel findet man in der Arbeit ,,Special functions and g-
commuting variables* von Tom Koornwinder (arXiv: g-alg/9608008 v2), wo auch auf eine
Arbeit von A.N. Kirillov verwiesen wird.

1.4. Andere g-Binomialmatrizen

i+m
Wir wollen nun eine LU-Zerlegung der Matrix P™ = H _ D suchen.
i)
i,j=0

Aus der Rekursionsformel

R

ergibt sich sofort
P = p™M(D +R).
Dabei ist

D= q? die Diagonalmatrix D = (q'[i = j])i,j und




R= 01 die Matrix R=([ j—i=1])
1

i

Ubrigens ist RD = qDR . Daher ist nach dem allgemeinen g - binomischen Lehrsatz E (1.25)

(D + R)S — |:(SJ D® +{i:| DS—lR +{Z} DSfZR2 R ({J S_ ij|qi(sj+i)}.

Es ist also
P™ =P(D+R)"
eine Zerlegung von P™ in ein Produkt einer unteren und oberen Dreiecksmatrix.

Das gilt auch fur alle nxn—Matrizen dieser Gestalt.

In der anderen Richtung gilt fir die nxn—Matrizen
0 1

0 1
pMY = 01 pm™

Cn—l,O Cn—l,l Cn—l,n—l
Dabei steht in der letzten Zeile

n—j
Cogj = (_1)n11q[ 2 j{ﬂ fir j=0,---,n—1.

RN

Das ergibt sich folgendermafen

Aus Zi:(—l)“"q[zj_i_[j}:[i =k] ergibt sich

N - (n;jj iy

und daher

g [

Wegen der Eindeutigkeit der Inversen folgt die Behauptung.



Aus der q— Vandermonde’schen Formel

ol

)

Wenn wir in der Definition von e(x) die Unbestimmte q durch q™,m>1, ersetzen erhalten

wir
5y XX 1

SA-q)A-"")—1-q") A-x)A-q"X)1-g"X)--

k

Die entsprechende Exponentialfunktion nennen wir e, (x) = z [k)j -
k>0 qn

Es ist dann klar, dass

e (e, (B e, (TX) = e(x)

[m]™ " [m] [m]

gilt.

A X gx
Speziell ist e,| — |e,| —— | =¢e(X).
p Z(Hq] 2(1+(J (x)
Das liefert

(<1+q>—--1(1+qii)“D((nq)?j(jnq‘J‘)“DZWJD'

Einige Identitaten lassen sich auch mit Hilfe des allgemeinen q— binomischen Lehrsatzes am
besten verstehen.
Seietwa A= ([i = j+1]a(i)) und B =([i= j+1]q’a(i)), dann gilt BA=gAB und daher ist

(A+B)" = Zn:{:}AkB“k und e(A)e(B) = e(A+ B).

Setzt man etwa a(i) =[i] , dann ist e(xA) =(x“j ED und e(yB) —(q@[z]y" Eﬂ

Weiters ist XA+ yB =([i](x+q"1y)[i = j+1]) und e(xA+ yB) = e(xA)e(yB) bedeutet, dass

{Xi_i m[qmjw’m]—(m(xw’yxﬂq“ly)~--(x+q'ly)J

gilt.



2. Die g-Binomialtransformation

Die lineare Abbildung, die auf den Basiselementen durch
t« n+k ]
tk _ n+k _ ! 2.1
T ana---a-q Z{ ‘ } ZM .

definiert ist, kann als ein g — Analogon der Binomialtransformation f(t) > 1 f [Lj

1-t

interpretiert werden.

Es gilt dann

k

t B o | K+
2.0y asqn - = Z[ j }

k k

) K+ j
_ ZZt"”c(k)[ : ‘} - zt"zc(k)m.

(2.2)

Man erhalt also fur jedes ,,schéne* g — Analogon des binomischen Lehrsatzes eine ,,schone®

. t*
Identitat fir » c(k) .
; (1-1)--(1-q)

Wahlt man

k=]

c(k) = {ﬂ(—l)k‘jq[ 2 J so ergibt sich

k - [k;j] tk .
-1 =t 2.3
;M( A P e @3
Aus
| N k n
ZLJ(XTI) =X
ergibt sich in (2.2)

) t* 1
2O Ty T

Wahlt man c(k) = x*, so erhalt man

. X“t“
200 L ey 9

10



wahrend fir

c(k) = q@xk

n-1 n__ (;j thk
2 (LX) (L4 ax)- (L™ =) g @-1)-(1-q'1)

folgt.

Wenn wir hier x = qst setzen, ergibt sich

k+1
] Skt2k

H(s,t) = 2(1+qst)(1+ q°st) - (L+q"st)t" =;q[ 2 @-t)-(1-q%)

_ ;q[ : jskﬁk;{k: J}J‘ - Ztniq[kﬁ{”;k}k MO

n k=0
wobei

F. (s) Ziq[ ;][n _i_k}sk

ein g— Analogon der Fibonacci-Polynome ist. (Vgl. E (5.5))
Dieses erfullt (E (5.6) und E (5.7))

F.(s) = F,.(as) +asF, , (as)
und

F(s)=F, (s)+q"*sF (gj

fir n> 2.

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

Denn aus den Rekurrenzen fir die g — Binomialkoeffizienten ( E (1.17), (1.18)) ergibt sich

- F @ -5'a ]{”_2_'(}* 3 ]{n_g_k}“

k_l k k

k+1 —3—k
:quq[ZJ[n ) }(qs)k:qun_z(qs).

und

11



B k+1 o k+
Fn(s)—Fn_l(s)=zlq[zjq"Z“{” ° k}s%zqz
k=0

k-1

_ q”*zszk“ qm {n _i B k}[%)k —q"%sF,, (%j

Aus (2.8) folgt
I:n (_%) = Fn—l (_1) - Fn—Z (_1)

und aus (2.9) ergibt sich

Fn—l(_l) - Fn—z (_1) = _qn73 Fn—3 (_%j

Insgesamt erhalten wir

1 1
I:n (__) = _qnian— (__J
q Ug

e B o)

folgt daraus sofort

1
Fl-—=|=
( qj s,(Q)

mit

n(3n-1)

n(3n+1)

S3n(q):0’83n+1(q):(_1)nq 2 ’83n+2(q):(_1)nq 2

Wenn wir in (2.6) s = 1 setzen, ergibt sich somit
q

2 @=x)A-gx)(@-g""x)x" =) (-1)" q(

k(3k-1) k(3k+1)

:Z(—l)k(q 2 x¥*4q 2 x3k+1}:1+x—qx3—q2x4+q5x6+q7x7——++-~.
k

12

2

] 2K

(1-x)--(1-q"x)

(2.10)

(2.11)

(2.12)



Diese Uberlegungen hangen eng mit dem Euler’schen Beweis des Pentagonalzahlensatzes

o o k (3k-1)
[Ta-aM=> (-Dq ? =1-q-9’+¢°+q —g*—-q°-- (2.13)
n=1 k=—00

zusammen.
Euler betrachtete die Reihe
f(x0)=1-> (1-ax)L—g*x)---(1-q"x)q"x"" (2.14)
n=1
und bemerkte, dass
fLa)=]]a-a" (2.15)
n=1
ist, weil
N N
1->1-a)1-9°)--@-g"Ng"=[J@a-qa")
n=1 n=1
gilt.

Andererseits ist

j-1 K+l — n—2—k k+l _9_

J 1 +j+lN n n-2 k n-1-|
1—f(x,q)=22(—l)kq[2j{ ) }xk”qg X Z(—l)kq[ZJ{ ) }q o

j>1 k=0 n>1 k=0
- anilxn I:n—1 (_ij

n>1 q

und somit

f(1,q)=1—ZQ”1Fn_1[—éj=1+ZFn+z[—%J=1—q—q2+q5+q7—---- (2.16)

n>1 n>1

Eine moderne Darstellung des urspringlichen Beweises von Euler, der auf einer Rekursion
fir f(x,q) beruht, findet man in der Arbeit ,,Euler’s Pentagonal Number Theorem* von

George Andrews in Math. Mag. 56(1983), 279-284.

Dieses Resultat spiegelt sich auch in den Matrizen
n-1

A = [<—1)””q[ni]j{n . JB |

i,j=0

Z.Bist
0 0 0 1
o 0 -1 1
A= 0 q -1-q 1
-¢° qd+q+9°) -1-q-¢* 1

13



Hier ergibt sich

, o [“‘;‘j}ij n-1-i1)
A= (-D"q { i } . (2.17)

Denn

;(—D””q[ngk]{n_i_k}(—n“iq[nzjj{n_'i_j}(—l)“” Uy U{ [

J

Nun verwenden wir die Formel

ni_ nk—@ k-n-1
T
Dann ist mittels der q—Vandermonde’schen Formel
j+1) . _j+l+_n . i

IEH U[ }{” » k} (gl qu‘“{ }P n}(—l)jq[zjj{lﬂ. ”}

j—k J-k J
_ q[j;1J+jnqij+jznj[;j {n —i —1}

j

Damit ist (2.17) bewiesen.

Uberraschenderweise stellt sich heraus, dass

A = (—D”‘lq[nz jIn (2.18)
gilt.

Das folgt aus

I e - (”i’] n—1-k
s T e T

X ]

= (—1)“q[n2_1j; (-n™ q[(;jj Mm = (—1)“q[njj-

Man kann also alle Potenzen von A, explizit angeben. Speziell ergibt sich unter Verwendung
von (1.13)

A= [(—1)j q[ ;e {n _zi _1}1 ) = (—l)iq@ {” _zi _1}

14



Z.B. ist

1 —(1+l+ij l(1+1+in —%
q q q qa q q
Ar=|1 —(1+1j 1 0
q q
-1 0 0
0 0 0

Fur die Spur gilt
R SPVETH I IS L S I O A
Tr(A)= 21" L_l_i}—Z(—l)q{ , }—Fn(—aj—sn(q).

Beachtet man, dass

(g oo T

ist, so folgt
Tr(AY)=s, (lj
q

Die q- Binomialtransformation (2.1) ist invertierbar. Die Inverse ist gegeben durch

tuz(_l)jq(il{j } S kJH,-

j=0 >k

Das folgt sofort aus (1.11).

Wenn man in (2.2) q durch g* ersetzt, folgt aus Z[H q“=(1+q)---(1+q") (vgl. E (2.16))
k

2

(L " = 19
Zn‘,(1+q) (1+q")t Zk:(l—t)(l—qzt)---(l—qz"t)' (2.19)

Aus der Identitat von Cauchy (vgl. E (7.36))

K+¢ 0 KT,
1—x)-- (1 q'x) kzi ) }( _kZ(;X sz.;q H{ }:Zs:qs Mt ;MX
§2 s S Xs
-2 MX L% (1 w020 H(l X)— (- x)

15



ergibt sich

t" _ 2 (xt)* | 291
2 a0aman 2% T asawan-a=qv (21

Fur x =—t erhalten wir unter Beachtung von (2.4)

k k2 t2k t" 3 2k-1y42k
> (-1 => =>(1-9@-9g°)--(1- t%,
S I T O e R T R o W R <L A D

Daraus folgt

k K t* 2k-1y 4k
-1 = 1-q9)---(1- t°. 2.22
20 ey @y &) 222

Ersetzt man hier g — —q so ergibt sich als Gegenstiick zu (2.19)

K t' _ N 2k1y ¢k
;q (1_t)(1_qzt)m(l_q2kt)—§(1+Q)(l+q) (L+g* )", (2.23)

Die q- Stirlingzahlen s[n,k] der ersten Art folgt aus (1.20)

;M(q—n“s{k,i] =m

Dabher ergibt sich aus (2.2)

(-1 s[k,i] t t

(1-@-qt)---(1- q"t) - (1_t)i+1 :

Die Formel von Cauchy (2.20) kann noch etwas verallgemeinert werden:

Sei
Lok 4
f(k,¢,t) = s s
=g [;]}
fur k,/eN.

Dann gilt fiir die erzeugende Funktion

i(—l)‘q( ) mX‘ﬁ(l—q"t)
F(tx) = f (k£ )xt =2 i-0 .

: (2.24)
k>0 H (1_ q i X)

16



n-1
Die Polynome p,(t) =] J(1—q’t) erfiillen

j=0

D! MG
—=p, (1) =(=1) Mq P, (d't).

[i]

Speziell ist also

D! .

[_—]“l p, ()| , =D [n = i]. Um (2.24) zu beweisen, entwickeln wir die linke Seite nach den
1! t=—

Polynomen p, (t).

Sei > f(k,0,)x" =D c(k, £,x)p; (t).

Danlrf(l)st i

YOy [ }{ M r-iet)g"

k>i

=[] [e-i+1]xX Y x¢ qu+.s+. {kﬂ}v:}

k=0 s=0 S+1

:[i]![ﬂxiqizgé[k :f}xk.

Damit ist (2.24) bewiesen.

Insgesamt ergibt sich aus

AR
=§‘th5 TR M R

die Formel

>

S

(2.25)

F} 1 Z( 1) q[ ][ﬂxiﬁ(l—qjt)
tox° = =0 .
S (1-x)-(1-q°%) H(l_qjx)
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