7. Das Lemma von Bailey und die Identitaten von Rogers-Ramanujan

In diesem Kapitel zeigen wir, dass sich aus dem harmlos erscheinenden g — binomischen

Lehrsatz sehr viele wichtige Identitaten, wie etwa die Tripelproduktidentitat von Jacobi und
das Lemma von Bailey herleiten lassen. Mit deren Hilfe werden einfache Beweise der
Identitaten von Rogers-Ramanujan und verwandter Resultate gegeben.

7.1. Die Tripelproduktidentitat von Jacobi

Zu Beginn setzen wir im g — binomischen Lehrsatz

@+ X)A+0x)---(1+q""x) = Zq(zj [H e

n— 2N,x — q "z. Dann erhalten wir

A+q " 2)A+q ")+ 9 2)A+2)A+qz)---A+q"'2)

:iq@{i\l}(qwz)kz i q[j;NjN(HN)[ 2N }z””.

k=0 j=—N J+N
(N+1J qN qN_l q
Nun multiplizieren wir beide Seiten mit q' * /z7N =2 --.—., Das ergibt
z 2 z
qN qN—l q N [J] 2N :
+)0+—) A+ DA+ 2)A+qz)-1+q""2) = D q*° [ }z‘, (7.1)
z z z i J+N
j+N N+1 '
weil[J+ ]—N(j+N)+( ’ jzm st
2 2 2
Fur N — oo erhalten wir daraus die
Tripelproduktidentitat von Jacobi
k
= n- q" 1 (2] K
L+q"2)A+—) = —Y'q'¥z (7.2)
H z° (1=0) é

oder
k

zq@zk =1+ z)°°(1+§)°°(1fq)w.

keZ

Wir fassen diese formalen Potenzreihen als Elemente von (C{z,l}[[cﬂ], also als formale
4

Potenzreihen in g auf, deren Koeffizienten rationale Funktionen in z sind.
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Die gleiche Methode liefert ein weiteres Resultat von Jacobi

[H(l—qj)] => (-1 (2k +1)q( ’ j (7.3)

j>1 k>0

n n-1
Zum Beweis setzen wir f(z) = (1+q—)(1+q—)---(1+3)(1+ qz)---(1+q"'2).
z z z

Aus (7.1) wissen wir, dass
2n .
1+2)f(2) = [ ] 7!
L+2)f(2)= an [Hn}
ist. Wenn wir diese Identitdt im Ublichen Sinn differenzieren, erhalten wir
j
n . 2
L+2)f' @)+ f(2)= ) jz“lq[z){ n}
j=—n n+ J
Fur z =-1 ergibt sich daraus

j
n n-— a j— 2n
@=)"@=a)" =D j-n’ 1q@{ }
= N+ j
Fur n —> o« folgt das gewiinschte Resultat

(1—q)3(1—q2)3(1—q3)3--~=(H(1—q")] = Z(—l)“jq(z] =Z(—1)k(2k+1)q[ 2 J.

=1 ez k>0

Es gibt viele verschiedene kombinatorische Beweise der Tripelprodukt- Identitét, auf die wir
hier nicht eingehen wollen. Ein weiterer rechnerischer Beweis kann folgendermafen gefiihrt
werden:

Wir gehen von der g — Exponentialfunktion

el
H(1+ q"'z) = z

o (1= Q)
aus. Die rechte Seite kann auch in der Gestalt

ey 4.,
3 > 9Pz 1-g"1-q?)...

= L-q) (1 Q) k>0

geschrieben werden. Nun ist (1-q**)(1—g**?)...=0 fiir k <0, weil dann ein Faktor 0 ist.
Daher kénnen wir die rechte Seite auch in der Gestalt

- )wéq( jz “@-g“Ha-g“?)...

schreiben.
Fur jedes k € Z ist aber wieder aus der Formel fur die q— Exponentialfunktion

(1_qk+1)(1_qk+2).“ —

(—1)J'CI(ZJ (qk+1)i_

>0 1-q)’
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Also ergibt sich

q[zjzk Zq[] z( 1)’ q[]]( k+1)j'

Sa-qf (- q)°° <z i (1-q)’

Wenn wir hier die Reihenfolge der Summation andern und beachten, dass

k i K+ |
( j+(k+1)j+[1)=j+[ “j ist, erhalten wir
2 2 2

SR G I

S -9 @-9)” = (1=09) &

Wenn wir die q— Exponentialfunktionen wieder als unendliches Produkt schreiben, ergibt

sich schlieBlich die gesuchte Identitat

ﬁ(l_’_qnflz) 1 Zq[ijk
n=1 ( ) H(1+qn —1) kez

7.2 Einige Spezialfélle
Die Tripelproduktidentitét hat viele wichtige Spezialfalle.
Wenn wir q — g%,z — —qg° setzen, ergibt sich

3 k K ©
>q [ZJ(—qZ) =TTa-aa-g"Ha-g?)
keZ n=1

oder

k(3k-1)

2. (D'q ? =@-q)",

keZ

d.h. wir erhalten noch einmal den Euler’schen Pentagonalzahlensatz.

Wenn wir q — g%,z — gz Ubergehen lassen, ergibt sich

2n+1

ﬁ(1+q2n+1z)(1+q )(1—q2"?) = Zq /K

keZ

Ersetzt man jetzt g — q®,z — q°, so folgt

H (1+ q2an+a+b)(1+ q2an+a—b)(l_ q2an+2a) _ Z qak2+bk.

n=0 keZ
Setzt man q— g%,z — —q°, so ergibt sich

H(l q2an+a+b)(1 q2an+a b)(l ann+2a) Z( l)k ak? +bk

keZ
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a=1b=0 liefert

H(1+q2n+1) (1-g2™?) = Zq

keZ
und

H(l q2n+l) (1 q2n+2) Z( 1)

keZ

Beachtet man die schon friiher bewiesene Identitat

H(1+q )—— (7.8)
n-1 H(l 2" 1)

so ergibt sich eine

Identitat von Gaul

o0

H =" (-D*q". (7.9)

n:1 keZ

Fir a=2,b=0 ergibt sich
H(l q4n+2)(1 q4n+2)(1 q4n+4) Z( 1)k 2k?

keZ
D|e linke Seite kann vereinfacht werden zu

[Ta-a*Ma-a"*) =] [@-a")@+a")@-a*"H)A+q™ ) =] J@-a")@+a>™).
=1 =1 n=1
Daher erhalten wir schlieflich

H(l q")(A+0") = Y (-D g (7.10)

keZ

Fura=b :% in (7.6) ergibt sich

k2+k

H(1+q“”)(l+q J1-q"")=>q 2

keZ
oder

k+1
H(1+q )J1-g°"?) = Zq[ J

keZ

—k —K)(~k — k+1
Beachtet man, dass ( 5 ]:szl):{ ; j und

H(1+ q") = w; gilt, so ergibt sich schliel3lich eine weitere

n=1 (1_ q2n—1)
Identitat von Gaul

H(1+q)(1 q™") = Hl— an Zq[ j=1+q+q3+q6+ql°+---. (7.11)

n=1 k>0
Diese haben wir schon friiher aus der Identitat von Lebesgue bewiesen.
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Wir kdnnen nun die Identitdten von Rogers-Ramanujan in andere Gestalt bringen:
Die erste Identitét lautet

k? iGi-n

Yoo wae

k=0 = Q)w jeZ
Die Reihe auf der rechten Seite kann mit der Tripelproduktidentitat in ein unendliches
Produkt umgewandelt werden.

Wir brauchen nur a =g,b = —% wahlen und erhalten

 IGD = 5n+2 5n+3 5n+5
D(Dlg 2 =[]@-0"A-a""*)a-g>").

jezZ n=0

Daher ergibt sich insgesamt die

Produktversion der 1. Identitat von Rogers-Ramanujan
k2

> = - - (7.12)
k0 (1=0) H(l_q5n+1)(l_q5n+4)

n=0

Fur die zweite Identitat

k2+k i(5j-3)

wZ( 1)'q 2  wahlen wir a=§,b:—§ und erhalten
k=0 (1 Q)" (1 a)” iz 2 2

i(5j-3) ©

Z(_l)Jq 2 :H(l_q5n+l)(1_q5n+4)(1_q5n+5)-

jeZ

Daher ergibt sich insgesamt die

Produktversion der 2. Identitat von Rogers-Ramanujan

qk2+k 1
= : 7.13
é (1_ Q)k = 5n+2 5n+3 ( )
[T@-a"*)a-g"?)
n=0

Bemerkung

Es erhebt sich die Frage, warum hier so oft unendliche Produkte vorkommen und wie man

diese Produkte am einfachsten berechnen kann.

Dazu betrachten wir das Produkt H(l—q”)‘b" ,b, € Z, wo wir aus Grunden, die sich gleich
n>1

zeigen werden, den Exponenten in der Form —b, geschrieben haben. Wenn wir das Produkt

in eine unendliche Reihe entwickeln, ist diese von der Gestalt A(q) :1+Zanq“.

n>1

Dann ergibt sich
log A(q) = Z—bn log(1-q") und daraus durch Differentiation

n>1
A,(q) — Z nbnqn_l
Alg) = 1-q"
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Daher ist
A'(C]) nb, qn nk n
q = = nb,g™ =>q db,.
A(q) él—q ; Z dz ’
Wir schreiben nun B, =" db;.

djn

Dann ist also
gA'(q) = A(9)Y_ B,g". Das bedeutet

n>1
> naq" = (1+Zaqujz B;a’.
n>1 k>1 i>1
Koeffizientenvergleich liefert

n-1

na, =B, + > B, &
k=1
Ist umgekehrt eine Folge {an}nZO mit a, =1 gegeben, so kann man daraus die b, eindeutig

n-1

zurtickgewinnen. Denn nb, =B, - Z db, und B, =na, —Z B.a, -

d|n,d<n k=1
Esistalso b =B, =4a,B,=2a,-Ba,, .
Jede Reihe mit konstantem Term 1 ist also in ein Produkt der Gestalt 1—[(1—q“)‘bn

n>1

entwickelbar. Die Produktdarstellung an und fir sich ist also keineswegs tiberraschend.
Uberraschend ist dagegen, dass sich die b, sehr oft als sehr einfache ganze Zahlen ergeben.
Mit Hilfe von Softwareprogrammen wie Mathematica kann man die Produktdarstellung der
linken Seiten der Identitaten von Rogers-Ramanujan, d.h. die entsprechenden Zahlen b, sehr
einfach sukzessive berechnen und daraus die allgemeine Gestalt erraten. In diesem Sinne sind
die Identitaten von Rogers-Ramanujan heutzutage relativ leicht zu vermuten. Ganz anders ist
die Situation allerdings, wenn man diese Vermutungen beweisen will. Das haben wir schon
beim Pentagonalzahlensatz gesehen. Hier hat Euler die Reihenentwicklung sehr schnell
erraten, brauchte jedoch 10 Jahre bis er einen Beweis dafr hatte.

7.3 Weitere nitzliche Formeln

Die Methode, die zur Jacobi’schen Tripelproduktidentitat fuhrte, kann man auch auf die
25 28

GauB’sche Formel " (-1 { ) } =(1-9)(1-g%)---@1—g*™") anwenden. Wir schreiben sie
k=0

zuerst in der dquivalenten Form

S e AR ) o )
0<j<2s (1-a) @=g)*’ @-a)*
und machen sie nun symmetrisch zum Nullpunkt, indem wir j — s+ j ersetzen:

()7 _@-g0-gh)

= A=-9) (1-q)* (L=q)*

In dieser Formel kdnnen wir nicht mit s — oo gehen. Daher ersetzen wir g — —. Dann ergibt
q

sich nach leichter Rechnung
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(;l?jqu -1 . (7.14)
=)' A-9)  @-99)2-9)--(1-9%)

Wenn wir hier s — oo gehen lassen, ergibt sich

1
((1— )wj 2.6 D = e )

Daraus folgt wieder die Gaul3’sche Identitat

=2 (-Dq

na 1+ q keZ

(- 1)'q[;j
Wir wollen nun auch die analoge Summe Z Y P
= -9 1-q)

berechnen.

Hier ergibt sich

1 @ (k 5)’~(k-s)
“1))ig - 2
qu(lfq)s*"(lvq)” §( ) (1- q) (L-g)**
S| g ) - a0
Daher erhalten wir
2
~1)ig\?
= (175)“)1 (quj =ls=0] (739

Aus der Vandermonde’schen Formel ergibt sich

Zq(s_i)(w) n+2i|| n-2i :qu(2i+j) n+2i|| n-2i _ 2n |
= S+i || s—1 ] ‘= n—j i n

Wenn wir hier n — oo gehen lassen, so folgt fur jedes i e N

q (s—i)(s+i) 1

_ __ . 7.16
Z 1=9)"'@=a)" (@=0q)” (7.16)
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Wir geben noch einen weiteren Beweis, der gleich mehr zeigt:

o0

g A5 ] 5 =%))
ng:o (]-TQ)H(]-TQ)SJrI (1— )wg(‘j( D' 1-q )J' (7.17)

Fur x =1 reduziert sich das auf (7.16).

Wir entwickeln die rechte Seite nach x und vergleichen Koeffizienten.

y o [
Z(_l)iq[JZ ]quj Mz (_1)j+kiq[Jz ]quj L“Jq e

>0 1-q)’ j20.k>i 1-q)’
Dann ist der Koeffizient von x*~' gegeben durch

[J+l] [k;ij (j —k+i
Z ( 1)J+k i 2ij q i — z ( )j+k i 2 . .
j=k—i (:l-_(q)kiI (1Tq)rk+l (1 q)k I j>k—i (:l-TQ)kk+I

(] q(i+1+k)é — qkz_i2 1— i+k+1 1— i+k+2y
1_ )klg( )'q’ 1-q) (1Tq)k—i( q)A-g" )

] q(i+l+k)(j—k+i)

Dabei haben wir die Produktentwicklung von E(x) benutzt. Daher ist der Koeffizient von

X von

S (-1 gl * g 0"

1- q)“’ = (1-q)’

k2—i?

q T T
1= @-q)

gegeben durch

. Damit ist alles gezeigt.

Speziell ergibt sich fir me Z

g o s pd el

$>i>0 (1TQ)S_I (17(4)S+I ]>0

Fir m <0 bricht die Reihe rechts ab.
Fur m =-1 ergibt sich

Z(—l)"qquij [j ﬂ =1+g”,

>0
fir m=-2
j+1 .
) 1 1-3
Z(_l)Jq[ 2 ]qzu {J _ } 1+(1+q)q2| -1
>0 J
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: a;
Sei nun b, = p— v
g;(lfq) 1-a)

Dann ist also nach (7.16)

q b q s—i S+i ®© q (719)
;‘ Z(; Z;‘(lco (1-a) (1C1)gz“
Fiir a, = z' folgt daraus nach (7.5)

2n -1

)(1+ q"). (7.20)

>ay S gz =[]+ g 2) @+

$>0 lij<s (1 q)s I(l q)s+| (1 q)Oo ieZ nx1

Wenden wir die Formel (7.19) auf &, = (—1)‘q(2] an, so folgt aus (7.15)

N

ieZ IeZ

Damit haben wir den Pentagonalzahlensatz nochmals bewiesen.

7.4 Das Lemma von Bailey
Wir gehen von der g - Vandermonde’schen Formel

IR DX P

aus und lassen r — oo gehen. Dann ergibt sich

k(k+2|) 1
(1 q)n+2| Zk: |: :|(1 q)k+2|'

Seinun N =n+i. Dann folgt

1 zz{Nk_i}qk—%_. (7.21)

(1Tq)N+I - (1Tq)k+2l

Fir s=k +i schreibt sich das als

1 NTN=ij q(s—i)2+2i(s—i)
— = - 7.22
@=q)"" Z{ s—i } (L-q)*" (722
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Das kann schliellich folgendermalRen formuliert werden: Fir i € Z gilt

s2-j?

(7.23)

="' ="' FA-9)" @) @1=q)’"

Fur N — oo strebt das wieder gegen

0 Sz—i2

Z (1 q)S-H (1 q)S it

1= OI)"°
Wenn wir beide Seiten von (7.23) mit qizci multiplizieren und summieren, erhalten wir

> -y Ay — d

(W q)“*'(l o) e ) R €Yo o)

$2_j?

Wenn wir die Reihenfolge der Summationen &ndern, ergibt sich das

Lemma von Bailey

2
n

n = s 7.24
Z (L~ q)”*'(l )" szé(l q)”.:Z (1= q)s*'(l 0 (72

Die Bedeutung dieser Formel liegt darin, dass man einen Ausdruck der Gestalt

Z nqi G — auf z - ?‘ —, Wo eine kleinere ¢ - Potenz auftritt,
= (1=9)"(A-q) = (1=9)"'1-q)

zuruckfihren kann, der sehr oft einfacher zu berechnen ist.

Insbesondere erhalten wir dadurch die wohl einfachsten Beweise fiir die Identitaten von
Rogers-Ramanujan. Dazu gehen wir schrittweise vor:

Fir ¢, :(—1)iq(2] ist S _[n=0] nach (7.15). Hier ergibt sich
(=)™ L= g)™

) ; i) i@i-

9¢=0(-1)'q ? =(-1)'q ?

Daher ist

i(3i-1) G-

L (D'g - (Dag? 1 7.25
i;n(lfq)”“(lfq)”' Z(1 q)”.zs(l 0 1-a)>*"  (1-q) (7:29)

Das ist eine endliche Version des Pentagonalzahlensatzes, denn fur n — oo ergibt sich
i(3i-1)

.(D'g 2 =@1-q)".

ieZ
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i@
Fir c,=(-1)'q 2 erhalten wir aus (7.25)

i(5i-1) BIER)

2

$_(Va: _$od s (Dar a1 7,26

Sl S-S -9 -0 S A9 A-q)

Man beachte, dass alle diese Identitaten fiir g — 1 sinnlos werden. Durch Multiplikation mit

n . 2
(1-q)*" sieht man, dass sie ¢— Analoga der trivialen Identitat »_ (1)’ { inj =[n=0] sind.

Fur n — oo ergibt sich aus (7.26) die erste Identitat von Rogers-Ramanujan

i(5i-1) §2

i
IeZ s:O(:l-Tq)s

Diese kann noch etwas verscharft werden zu

§? i(5i-1) K2_i2

0 q _ _1i 2 q . k' 297
Zaow & oo (7.27)

Denn betrachten wir den Koeffizienten von z° auf der rechten Seite. Er ergibt sich zu
i(3i-1)

Z (_1)i qi(5i2_l) qSZ42 _ 52 (_1)i q 2 _ qS

2

= - =" | Z0-07-a" @-q)
nach (7.25).

Sei nun ne N und F, das lineare Funktional auf den Polynomen, das durch

S n n-1 n—s+1 ( q)
F = 1— l— ...1_
(27)=@1-9")1-9")--A-9") = O

Fa( ZSS)=a_qwa_dH);a_qu5= a:qr ms=rﬂdﬁmmnthmmiﬁ
1-a) 1-q) 1-a)@d-q) s
nach (7.23)

F{Z . -zk]—z G20 T . M . &

=) @=q)* A=) L-g)t T A=) @=a) " @=q)""

_ (17_Q)n _
A=) @=q)™

oder damit gleichbedeutend durch

Wenn wir daher F, auf (7.27) anwenden, so ergibt sich

i(5i-1)

- 2 n _ (_1)Iq 2 (1_q)n 728
2 M DX T Lo (729

d.h. wir erhalten wieder (7.26).
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Bemerkung

Diese Polynomidentitat lasst sich auch sehr einfach mit Hilfe des g-Zeilbergeralgorithmus
mechanisch beweisen. Man erhélt dadurch einen reinen Computerbeweis der Identitaten von
Rogers-Ramanujan. Man vgl. Peter Paule ,,Short and easy computer proofs of the Rogers-
Ramanujan identities and of identities of similar type“ in Electronic J. Comb. 1 (1994), 1-9.

Fir die zweite Identitat von Rogers-Ramanujan gehen wir von ¢, = (—1)‘q(zj_ aus.

Wir erhalten
(k s)2-3(k-s)

g . :
=9 (1-q)* kZS( ) (- q) (L=g)™™"

$°+3s 213s s%43s

et S { } U R R R )

(1-9)® & 1-q)*

13

—1qg 2
Fur s=0 ergibt sich dabei 1, fiir s=1 erhalt man ((11)—q)2(1—q2)(1—q1) _ L nd fur
-q q

s >1 verschwindet der Ausdruck, weil ein Faktor verschwindet. Es ergibt sich insgesamt

i 1,s=0
cd |
S+j =] -—,s=1 (729)
A=) 1-q) q
0,s>1
Daher ist nach dem Lemma von Bailey
- i@i-3)
-1}/ 2 n
(=D'q 1 1 a9 _ 4 (7.30)

- 1-9) 1-9)" q@-9" @-q)"

Daraus ergibt sich schlieRlich

i(5i-3)

(D'g 2 _ q° 231
qu(lvq)s”(lfq)“ g(l Q" 1-q)° (731

Fur n — oo ergibt sich also die zweite Identitat von Rogers-Ramanujan

s2+s i(5i-3)

33 S (-D'q ?

Z(1-qf - q)°° =
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Auch diese Identitat kann verschéarft werden zu

qsz+s ~i(si-3) qk2—i2 )
-72°=) (-1)'q 2 — =7 (7.32)
zo (1-q) ZZ =9 " 1-q)
Denn betrachten wir den Koeffizienten von z° auf der rechten Seite. Er ergibt sich zu
i(3i-3)
i(5i-3) s2-i? [ st+s
i & -1 2
z(_l) q ? (j—i S+i :q z ( luq S+i = q S
i< -9 1~q) i=@=a) " Q=a)"  (1-a)

nach (7.30).

In diesem Zusammenhang sei noch erwahnt, dass auch der Euler’sche Pentagonalzahlensatz
in gleicher Weise zu

i(3i-1) k2-i?

_ _1\i 2 q k
1=2.('q S - (7:53)

verscharft werden kann. Denn der Koeffizient von z° auf der rechten Seite ist

i(3i-1) s2-i2 i (;]
q s? (_l) q
2 = — = — - = :O
I e e SR ST o S
nach (7.15).
Bemerkung
k?—k  k

Sei F(2)=F.(1,2,0) = lim F, (1,2,q) = qu q?k' Dann erfilllt

k=0

© —

F(2) z

O
und F(O)—l elndeutig bestimmt. Denn

F(Z) F(qZ) Zq 151 )CI ) 78 :i (lq q_) — i +l — ZF(qZZ).

=z° die Funktionalgleichung F(z)= F(9z) + zF (9°z) und ist durch diese

Daraus ergibt sich

F(z)=det|] 0 -1 1 g%z

Denn wenn wir diese unendliche Determinante nach der ersten Zeile entwickeln, ergibt sich
F(z) = F(qz) + zF (9°2).
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Genau so Uberlegt man sich, dass auch die g — Fibonacci-Polynome eine derartige
Determinantendarstellung besitzen. Genauer ist leicht zu verifizieren, dass

1 z 0 0 0

-1 1 qz 0 0
F,(1 z,q)=det

0 0 0 0 q"’z

0 0 0 0 1

ist.

Aus der Formel von Cassini —Euler (4.23)

)
2

o2 -1-k
und F,(x,s,0) =>4 ( j{n }skx" 21 ergibt sich folgendes:

Fa (%08, Q)F,,, (%,5,0) — F (X,8,0)F, ., (X,05,0) = (=1)"q" * ’s"*F (x,q"s,q)

k=0 k
Geht man in der Formel von Cassini-Euler mit k — o0, so erhalt man

F..(Las,q)F(s)-F, (s, q)F(as) = (—1)”q[ ? ]S“F(q”s)-

k?+nk k?
Das bedeutet fir s=q, dass man Z g als Linearkombination von Z q -
= 1) =0 (1+0)

und

k2+k
Z 1q — darstellen kann, wobei die Koeffizienten durch Fibonacci-Polynome gegeben
ko (L~
sind.

2-1
Zum Beispiel ist F(1,9°,q)F(q)-F,(Lq,9)F(q*) = (—1)2q( ’ ]q“F(qzq)
oder anders ausgedrUckt

k +2k qk2+k
0y =Y

Sl-9) Ee-0)¢ Se-9°
Ein anderes Beispiel erhalten wir fur s =1,n=2: Hier ergibt sich

F(La,q)F@O)-F,@La)F()=F(®)
oder

q q
VD) o a-ar

o (1= Q) k>0 k>0

Als letztes Beispiel wollen wir das Bailey-Lemma auf ¢, =(-1)'q 2% anwenden. Aus (7.14)
ergibt sich

2

L (D" Lo e (e " 1
Z i Z z Z (1_q25)'

S - Sa- q)“. ~ (-0 1-q)°" S - q)“(l q?)1-q*)--

Fir n — o strebt das gegen

SZ

1) g?" i 1 (7.34)

= S 0-9*)-g*)-(1-g%)
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Aus der Produktformel fur die g — Exponentialfunktion

L+ X)L+ PY(A+ )= S (1q o X
k>0 \+~

SZ

folgt sofort, dass ) g

—=(1+9)1+9°)(1+g°)--- ist. Daher erhdlt man
S (1-9°)-a%)--1-g%)

wieder (7.10).

Man kann nattrlich (7.34) genau so verscharfen wie friher die Identitdten von Rogers-
Ramanujan. Man erhélt dann

i 2§ C‘Ikz_i2 KT 2i+1 qk2 k
-1 . 7" = 1 = . 7.35
D e i i U o B Wy v cU G

Denn der Koeffizient von z° auf der linken Seite ergibt sich nach (7.14) zu

i 2i2 s s? (_]-)iqi2 qsz
-1 . — = L — =
é( A (1-a)"'@-q)*" é(qu)“(lvq)“' (1-a*)@-g*)---(1-9*)

und stimmt daher mit dem auf der rechten Seite iberein.

7.5 Eine Identitat von Cauchy

Als weitere Folgerung des g—binomischen Lehrsatzes wollen wir die folgende Identitét von
Cauchy zeigen:

n n k2 _k
= Zm q 2 (7.36)

al-0'z &k~

n n k
Diese ist ein q— Analogon der trivialen Formel ! = (1+ij = z (i) :
(1-2)" 1-z —\k )\1-z

Wir wissen, dass

@L+)A+gx)-@+9"X) =Y q[zj {ka

. z .
Ist. Setzt man x — 6‘—1 , dann ist
-7
k

(1+eﬁ)(1+qaﬁ)~-(1+q”leﬁ)(lhgq(z]m&éj .

) ) ) nn qkzzk
Die rechte Seite ergibt " -
oL k] (1~qz)
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Fur die linke Seite verwenden wir Induktion. Wir behaupten

n

L+ 2 )L+ ge—)--(L+q™ e "L
1-z 1-z -
. . . z gz 1 . . . .
Fur n=1 stimmt das, weil 1+&—)(1) =1+ = ist. Ist es fur n bereits gezeigt,
1-z 1-9z 1-qz

so erhalten wir

n 1 qn+lZ n+1 qn+1Z n+1 1
1+ g = —,
A+ )Hl q'z j1l-9q'z 1z 0z Hl q'z lj_! . q"'z Hl—q’z
Fur n — oo ergibt sich daraus

k2 k
1 4 z (7.37)

1-qz)” S A=) @-agz)"

Aus der Identitat von Cauchy kann man ebenfalls das Lemma von Bailey ableiten.

2i

Denn setzen wir in (7.36) z=q" und multiplizieren beide Seiten mit ;m so ergibt sich

die Identitat

1 _ n qk2+2ik
(1T q)n+2i ;|:k:| (1_ q)k+2i !

aus welcher alles weitere folgt.

Bemerkung

Wie so oft sind die in der Literatur gebrauchlichen Zuordnungen etwas irrefiihrend. Wie
W.P. Johnson in seiner Arbeit ,,How Cauchy missed Ramanujan’s ,y, — Summation®,

AMMonthly 111(2004), 791-800, zeigte, wurde (7.36) in der etwas allgemeineren Form

)

T1-g‘ax &N g -
gl_qkbx—g{ }(1 ox)" (b—a)(gb-a)---(q" b-a) (7.38)

von Jacobi bewiesen, wahrend Cauchy unabhéngig davon die Formel

k
= l-ghax & q[zjxk
Hl_qkbx _Z k

k=0 = (1= g)* (1= bx)¢ (b—a)(gb—a)---(q“'b—a) (7.39)

bewiesen hat, die sich aus (7.38) ergibt, wenn man n — o gehen l&sst.

Zum Beweis von (7.38) wende man ¢ auf die Unbestimmte b an. Man zeigt dann wie oben

(b—a)x (b—a)x nl(b a)x 5T ((b-a)
0+ O oy 0= g A=Y’ H (&= j

woraus sich alles ergibt.
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AbschlieBend mdchte ich noch die so genannte Ramanujan’sche ,y; — Summationsformel
beweisen. Sie lautet

) (1 az)“’(l—] @a- q)”( j
()—Z] - (7.40)

el

Die Reihe konvergiert, wenn |z| <1, b <1 und auBerdem |q| <Z1ist.

az

Dabei bedeutet (1-x)" —% nach (2.19) fur alle ne Z. Fur ne N ist also
1
(1T X)in = n “nt — .
(1-q")(1-q""%)--(1-q7'x)
Mit dieser Definition gilt (1+-x)"" =1~x)"(@~q"x)" fur alle m,neZ, wie in (2.21)
gezeigt.

: . z .
Ersetzt man in der Ramanujan’schen Formel z —— und b — 0 und lasst dann a —» o
a

gehen, so ergibt sich

Zw: (—l)nq(zjzn =(1-2)" (17%)00 1-q)",

also wieder die Tripelproduktidentitét von Jacobi.

Es gibt sehr viele verschiedene Beweise. Der folgende Computerbeweis stammt von William
Y.C. Chen, Quin-Hu Hou und Yan-Ping Mu in arXiv:math.CO/0509281. Die Idee dahinter

besteht darin, in f (b) die Konstante b durch g"b zu ersetzen und den
q — Zeilbergeralgorithmus darauf anzuwenden.

Sei also
(1-a)*
u, =——~2_7 7.41
"~ =g b) (7.41)
Dann ist
f(a") =D u,, 2" (7.42)
kez
Der q— Zeilbergeralgorithmus ergibt
Z(qnb - a)un+1,k + (aZ - qnb)(l_ qnb)un,k = gn,k+l - gn,k (743)
mit
gn,k = (1_qnb)qnbun,k' (744)
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Das lasst sich auch sehr einfach direkt zeigen. Dazu beachte man, dass
b Q=) aD)(1-a")" g

Up B (1an+1b)k - (1an+1b)k—l (1—q”+1+k‘1b) - (1_qn+kb)

und

U _ (=) , (1+q"b)" _, 1-g“a

Ue (@A=g"0)* (1-a)* 1-q"*b

firalle k e Z qilt.
Die Identitat (7.43) reduziert sich daher auf

Z(qnb_a)(l_qnb) ey AR — (1 _ A" n
(L q""b) +(az-q"b)1-q"b) = (1-q"b)q"bz

1-g*a

(1_qn+kb) -

(1-9"b)q"b,
die sofort verifiziert werden kann.

az
Fur k >0 folgt das aus |z|<1 und fiir k=—m, meN ist

-1 5)
s

Nuniist lim u,, =0 wenn |z|<1 und

k—+o0

<1 und auBerdem |q| <1ist.

n,k

_ (1-g"")(a-g"")--(1-q""0) _(g'b)
(-q"a)-q "a)-(1-qa)z" | az

Aus (7.43) und (7.44) ergibt sich somit

> (2(@"o-a)u,,;, +(az—q"b)(L-qb)u,, ) = 0.

keZ

Das bedeutet

2(q"b—a) f (9""b) = (a"b—az)(1-q"b) f (9"b)
und daher

f (b) _(—a f (gb). (7.45)

-2
Daraus ergibt sich wieder f(b) = a f (0).

(1Tbjw 1)y
az
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Nun ist nach (2.18)
z (1-a)"_, 1+ a) _(-az)”
fa)=> —= :
@=2 o %(1 o o)

_(@=q")”
1-q)" @=0q)”

weil die negativen Terme wegen =0 fir n<0 verschwinden.

Daher ergibt sich

1- 1- (1 q) 1- 1- ( q) .
f(b) = ( a az F(q) = a (1-az) '

e b R by
az az a

Das ist die Summationsformel von Ramanujan.

Mit Hilfe dieser Summationsformel kann man Aussagen Uber die Anzahl der Darstellungen
natlrlicher Zahlen als Summe von Quadraten ableiten.

Wir wahlen in der Ramanujan’schen Identitét
1 11— (@=q)”
3 Loty (az)( a) e -3)

RS
az

b =qga. Das ergibt

3 : avanw(lv‘]jbafqﬁ11TQY
@=a)" _, az
z = 0 !

Division durch 1-a ergibt

i 2" (1-az)” (1fszj 1-q)* (1Tq)oo

SO (1] (23]
a z

Nun ersetzen wir g —»q* und z —>q:

L Gl (eo)
>

S )‘”( qa] (-a:)

Fur a=-1 folgt
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o0

¢ (a-car) (ae)
S0 @y (i) (@ )
oder

5 ¢ 0] (a-a)
=, (1+q") ((17(_q2)):2) ((1TQ);O2)

Nun ist {Z q"ZJ =>r(nq",
nezZ n>0

wobei r,(n) die Anzahl angibt, wie oft n als Summe von s Quadraten dargestellt werden
kann.
Aus der Jacobi’schen Tripelproduktidentitat folgt

> " =(1-0*)-q*)1-q°) - @+ ) A+6*) 21+ .

Daher ist
Z r(ng" = [Z qnzj = ((1—q2)(1— qYA-q°%)--- @A+ 9)*@+a°)?(1+q°®)? )2

_(a+ Q@+ ¢)a+a?)-) (a-g)a-aa-¢*)-)
(@A-a)a-g*)- qs)---)2 (@+a*)a+a")a+ qﬁ)---)2 |

weil > 14 -
(@+a®)a+a")(1+9%)-)
Somit ergibt sich

=(1-9%)1-9°)(1-g")--- nach (7.8).

Zrz _1_|_4 z ( 1)m n+2mn
n>0 n>1 n>1,m>0
—1+4 Z ( 1)m n+2m _q4 4 z ( n(+4m) n(3+4m)) -1+ 4Z(d1,4 (n) _ d3,4 (n) )qn

n>1,m>0 n>1,m>0 n>1

Dabei bedeutet d; ,(n) die Anzahl der Teiler von n, die kongruent i(mod4) sind.
Somit ist r,(n) =4(d,,(n)—d,,(n)).
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