Mathematische Randbemerkungen 11.
Fibonacci-Polynome und Genocchi -Zahlen

Johann Cigler

Aus mathematischen Arbeiten ist leider nur selten ersichtlich, wie die dort bewiesenen
Resultate gefunden wurden. Bei manchen Arbeiten kann man die Entstehungsgeschichte
erraten, bei anderen Gberhaupt nicht. Ich wirde gerne mehr darlber erfahren. Um vielleicht
den einen oder die andere anzuregen, lber solche Erfahrungen zu berichten, mdchte ich im
Folgenden schildern, wie ich von einem einfachen Problem tber Fibonaccipolynome zur
Betrachtung von g — Genocchi- Zahlen gekommen bin.

1.
Mein Ausgangspunkt war eine Frage tber Fibonaccipolynome. Definiert man sie durch

n1in-k-1
F.(9)= (” jsk, @
ol K
dann erfillen sie die Rekurrenz
I:n (S) = Fn—l(s) + SFn—Z(S) (2)

mit den Anfangswerten F,(s) =0 und F(s)=1.

Die Folge dieser Polynome beginnt mit

0,1,1,1+5,1+2s,1+3s + 5%, 1+4s+3s%,1+55 + 6s° +5°,---

Es ist klar, dass die Polynome (F,,,(s)), ., eine Basis fiir den Vektorraum der Polynome in s

n=

bilden, weil F,, ,(s) genau den Grad n hat. Mich interessierte die Darstellung von F,, (s)
durch diese Polynome.

Sei also
Fon(9) = 2. a(n k) Fy 1(5). ®3)
k=0

Ich habe mit Mathematica die ersten Werte der Matrix (a(n, k))nzl’kZO berechnet. Es ergab
sich z.B. (a(n'k))lsn£5,0§k§4 als

1 0 0] 0 0

-1 2 0] 0 0

3 -5 3 0 0]

-17 28 -14 4 0

155 -255 126 -30 5

Damit konnte ich zundchst nicht viel anfangen. Aber glicklicherweise gibt es die On-Line
Encyclopedia of Integer Sequences. Dort sah ich, dass die Zahlen der ersten Spalte bis auf das
Vorzeichen mit den sogenannten Genocchi-Zahlen tbereinstimmen.



Die Genocchi-Zahlen G,, werden Ublicherweise als Koeffizienten der Reihenentwicklung

von 122 — definiert. Es gibt verschiedene Bezeichnungen. Ich verwende im Folgenden
+e
sowohl
22 141G R 4)
1+e* — 2 (2n)!
als auch
2z z"
= , 5
1+¢€’ ;g“ (n)! ©)
Wenn man in (5) Koeffizienten vergleicht, ergibt sich
n (n
9.+, |9 =2[n=1]. (6)
o \K

Dadurch sind die Zahlen g, eindeutig festgelegt.

Die Folge (g,),_, beginnt mit

0,1,-1,0,1,0,-3,0,17,0,-155,0,2073,- -

Es zeigt sich, dass alle g, ganze Zahlen sind und G, positiv ist. Bekanntlich gilt
G, =2(1-2"")B,,.

2.

Damit hat mein Problem pl6tzlich eine andere Wendung erhalten. Ich begann mich daftr zu
interessieren, ob und wenn ja was die Fibonacci-Polynome mit den Genocchi-Zahlen zu tun
haben.

Um die erste Spalte der Matrix (a(n,k))
L auf dem Vektorraum der Polynome in s, das durch

L(F2n+1(s)) =0 (7)
for n>0 and L(F,(s))=L(1) =1 eindeutig bestimmt ist, auf (3) an. Ein Vergleich mit den

Genocchi-Zahlen ergab die Vermutung, dass
L(F,,(8)) = (-1)"'G,, (8)

1o 2U erhalten, wandte ich das lineare Funktional

gilt oder anders ausgedruckt, dass

gn = _L(Fn (S)) (9)
fur n =1 erfullt ist.

Es erstaunt mich immer wieder, dass man bei derartigen Problemen aus ganz wenig Werten so
allgemeine Schlusse ziehen kann, die sich als richtig erweisen. Es wirde mich interessieren,
ob man daflr verniinftige Griinde angeben kann.



Ich nahm an, dass dieser Uberraschende Zusammenhang zwischen Fibonacci-Polynomen und
Genocchi-Zahlen langst bekannt sein musste. Ich wusste allerdings nicht, wo ich suchen
sollte. Ich wandte mich an Jiang Zeng, der einige Arbeiten iber Genocchi-Zahlen verfasst
hatte. Von ihm erfuhr ich, dass das erwahnte Resultat implizit in seiner Arbeit mit Dumont [4]
aus dem Jahr 1994 als Corollary 1 enthalten ist, also gerade 15 Jahre alt ist. Allerdings kam
dieses Resultat dort nur am Rande vor. Meiner Meinung nach sollte es eine zentrale Stelle
einnehmen und der Ausgangspunkt fur weitergehende Untersuchungen sein.

3.
In der Zwischenzeit hatte ich auch versucht, ein q— Analogon dieses Resultats zu finden.

Mit g — Fibonacci-Polynomen habe ich mich schon 6fter beschéftigt. Die einfachsten sind die
zuerst von L. Carlitz betrachteten q— Fibonacci-Polynome

n-1
Z 5[n-1-k
Fn(s,q)=2q@{ ) }sk, (10)
k=0
welche die Rekurrenz
F.(s,0) =F,,(5,0) + 0" sF,_,(s,q) (11)

erfillen.

Die Folge dieser Polynome beginnt mit
0,LL1+s1+(1+q)s,1+(A+g+9°)s+s*1+(1+q+9°+q°)s+(L+qg+g°)s,--

In Analogie zu den vorigen Uberlegungen habe ich ein lineares Funktional L durch

L(Fya(s:0) =[n=0] (12)
definiert und einige Werte L(F,,(s,q)) berechnet. Hier ergab sich
(1, -9, 0% (1+g+9%), - (1+29+49°+4q3+3g*+2g°+ %),
qg* (1+g+9°+9°+g*) (1+29+592+60°+6q*+59°+3g°+2q9”’+q®) )

Ich war wieder Gberrascht, als ich sah, dass ein einfacher Zusammenhang mit einem
g — Analogon der Genocchi-Zahlen zu existieren schien, das Zeng und Zhou [8] aus ganz

anderen Griunden studiert hatten. Es ergab sich némlich die Vermutung, dass
n-1 ~(n-1)? 1
L(FZn (S' q)) = (_1) 1q( Y G2n (aj (13)
gilt. Dieses Resultat war anscheinend neu.

4.

Bevor ich versuchte, einen Beweis zu finden, wollte ich mehr dariiber herausfinden, welche
Rolle die Fibonacci-Polynome im eben betrachteten klassischen Fall spielen. Ich kannte die
beiden Arbeiten [4] und [8] Uber Genocchi-Zahlen. In der einen kam eine Version der
Fibonacci-Polynome vor, in der anderen lag ein kombinatorisches Modell zugrunde. Es
wurden jeweils verschiedene Zugange gewahlt. In der ersten Arbeit war von einer Seidel-
Matrix, in der zweiten von einem anders definierten Seidel-Dreieck die Rede. Mir war
zuné&chst nicht klar, wie diese zusammenhangen. Angesichts der zunehmenden
Spezialisierung in der Mathematik wére es besonders wichtig, auf Querverbindungen bei
verschiedenen Zugangsmoglichkeiten hinzuweisen. Die urspriingliche Arbeit von Seidel
wurde zwar oft zitiert, nur war sie mir leider zunéchst nicht zugéanglich. Auf der Suche nach
weiterer Literatur fand ich die Arbeit [3] von Dumont, aus der die Zusammenhange
ersichtlich waren. Diese Arbeit war weder in [4] noch in [8] zitiert. Das hat wahrscheinlich
damit zu tun, dass sie hauptsachlich eine Zusammenfassung bekannter Resultate darstellt und



es offenbar Ublich ist, vor allem jene Arbeiten zu zitieren, wo ein bestimmtes Resultat zum
ersten Mal bewiesen wurde. Das mag vielleicht wichtig sein, um Fragen der Prioritat zu
klaren. Mindestens so wichtig ware aber meiner Meinung nach, auch Ubersichtsartikel zu
zitieren, aus welchen ein Leser, der mit den entsprechenden Theorien nicht vertraut ist,
relevante Zusammenhéange lernen und vereinfachte Beweise finden kann.

In der Arbeit [3] von Dumont geht es um folgendes: Sei a,,a,,a,,--- eine Folge von
Elementen eines kommutativen Rings. Die zugehorige Euler-Seidel-Matrix sei die Matrix
(8, ) wo
(14)
fur n>0 und

e = (15)

fir k > 1 qilt.
Dann ist klar, dass

an,k = i(i-(}am-i,o (16)

gilt.

Wahlt man a,, = g,, so ergibt sich die Euler-Seidel-Matrix flr die Genocchi-Zahlen.

0] 1 1 0] -1 0 3 0] -17

1 0 -1 -1 1 3 -3 -17 17

-1 -1 O 2 2 -6 -14 34 138

0 1 2 0] -8 -8 48 104 -448

1 1 -2 -8 0] 56 56 -552 -1160

0 -3 -6 8 56 0 -608 -608 8832

-3 -3 14 48 -56 -608 O 9440 9440

0] 17 34 -104 -552 608 9440 0] -198272
17 17 -138 -448 1160 8832 -9440 -198272 O

Der Zusammenhang zwischen den Genocchi-Zahlen und den Fibonacci-Polynomen legt es
nun nahe, die Euler-Seidel-Matrix zur Folge a, = (-1)"*F (s), also wegen (2) die Matrix

(a”’k )n,kzo mlt
a,, = (D" F (9) (17)

zu studieren.
Dabei erweitern wir die Fibonacci-Polynome unter Beibehaltung der Rekurrenz (2) auf
negative n. Es ergibt sich

F.(s)= (—1)”1F;—£5). (18)

Die ersten Terme dieser Euler-Seidel-Matrix sind




0 1 1 l1+s 1+2s 1+3s+s?2 1+4s+3s?

1 0 s s s+s2 s+282 s+3s2+s8
-1 s 0 s2 s2 s2 +s3 s2+2s3
1+s -s s? 0 s3 s3 s3 + st
-1-2s S + 82 -s? s3 0 st st
1+3s+8s2 -s-2s2 s2+s8 -s8 s4 0 s®
-1-4s-3s2 s+3s2+s3 -s2_-2g53 g3,54 _gt s® 0

Aus (17) und (18) ergibtsich a,, ,, =—S"2F,(s) und a, ,,, =—S"F ,(s) = s"*F,(s)
Daher ist

Aok = "Qn_okn (19)
Als Spezialfall ergibt sich
a,,=0. (20)
Genauso ergibt sich
A n-2k-1 = Sn_ak-1n- (21)

Aufgrund des Zusammenhangs mit den Genocchi-Zahlen ergeben sich durch Anwendung des
linearen Funktionals L sofort Eigenschaften der Seidel-Matrix fur die Genocchi-Zahlen.

SVir betrachten nun die linke untere Teilmatrix. Diese sieht folgendermalien aus:
Fi[s] O 0 0 0 0
-F>[s] sFi[s] 0 0 0 0
F3[S] -sF2[s] s?Fi[s] O 0 0
~F4[s] sF3[s] -s?2F,[s] s3Fi[s] O 0
Fs(s] -sFa[s] s?Fs3[s] -s®Fy[s] s*Fi[s] O
-Fe[s] sFs[s] -s?Fs[s] s3F3[s] -s*Fz[s] s°Fi[s]

Wir bilden nun eine neue Matrix, wo die Elemente der Diagonale i+ j =n aus der obigen

Matrix in der Reihenfolge von rechts oben nach links bis auf eine geeignete Wahl des
Vorzeichens unten in der n—ten Zeile stehen, d.h. wir betrachten statt der Matrix

((—1)i‘j‘1sjFi_j(s))iyjzo die Matrix (b, ) mit

n>0,k>1

By = (_1)nsn+1_k Foa(s) (22)
und

b2n+1,k = (_1)nsn+lik Fa (s) (23)
fir k=1,2,---,n+1. Alle anderen Eintrdge seien 0.
Diese schaut folgendermafen aus

O O OO oo




Fi[S] 0 0 0 0
Fo[s] 0 0 0 0
-SF1[S] -F3[s] 0 0] 0
-SFy[s] -F4[S] 0 0 0
S2Fy[S] sF3[S] F5[S] 0 0
S2F,[S] SF4[S] Fe[S] 0 0
-s3Fi[s] -s?F3[s] -sFs[s] -F7[s] O
~s®Fy[s] -S2F4[s] -sFg[s] -Fg[s] O

Die Vorzeichen sind so gewahlt, dass

b2n+1,k = b2n+1,k—1 + b2n,k (24)
fur k=2,3,---,n+1 gilt. Weil F,(s) =0 ist, gilt das auch fir k =1.
Fur die geraden Indizes gilt

bZn,k = b2n,k+1 + b2n—l,k (25)
fir k=1,2,---,n.
Fir k =n+1 ergibt sich dagegen b,, .., =(-1)"F,,.,(s) #0+0=0.
Wenn wir hier jedoch das lineare Funktional L anwenden, also g,, = L(b,,) bilden, dann

bleibt (25) auch fir k =n+1 richtig. In diesem Fall l&sst sich die gesamte Matrix aus den
beiden Anfangswerten
Uo. =1 und g,, =1 mit den Rekursionen

Bonax = Doniaka T Yo (26)

n,n+1

und

an,k = an,k+1 + 92n—1,k (27)
berechnen. Man muss dabei beachten, dass man flr gerade Indizes die Werte von rechts nach
links berechnen muss.

Es ergibt sich also die Matrix (gn]k) o die folgendermal3en beginnt

n>0,k

NNEFPPEFPPEPBE
O wWkrLrPEkr ooOo
W oOooOooo
oNolNoNoNolNe
oNolNoNoNolNe
oNeololNoNoelNolNo)

8 3 0 O

und deren Koeffizienten nach Konstruktion nicht negativ sind.
Die Matrix (gi,j)i 21 wird als Seidel-Dreieck fr die Genocchi-Zahlen bezeichnet.
Aus (22) und (23) ergibt sich fir k =1,2,---,n+1
Oonk = (-1)" L(Sn+l_k F2k—1) (28)
und

Donax = (_1)n L(Sn+l_k FZk)' (29)



6.

Allerdings ist bis jetzt noch nicht bewiesen, dass (9) tatsachlich gilt. Das ergibt sich jedoch -
unabhéngig von den Resultaten in [4] - aus einer einfachen Eigenschaft der Fibonacci-
Polynome F,(s). Sie erflillen namlich

n n
FL(8)+ > (-1 @ﬁ(s) =o0. (30)
k=0
Diese Gleichung ist eine einfache Folgerung der Formel von Binet
an _ﬂn
F.(s) = 31
(=== (31)

Dennwegen a"+(1-a)" =a"+ 8" ="+ (1- )"
ergibt sich

a"+(1-a)"-(B"+(1-B)")
a-p

=0.

F(9)+ (D" (E]Fk(s) -

In Wirklichkeit braucht man nicht einmal die Formel von Binet, sondern kommt mit der
Rekurrenzrelation (2) aus. Sei AF,(s) =F,,,(s)—F(s). Dann ist nach (2)

AF, (s) = sF_,(s) und daher

(-1 ['D Py (8) =A"F () = "Fy_, (5), (32)
Speziell ist also
> m Fi(8) = (-1)'ATRy(5) = (-1)'S"F, (5) = =F, (5) (33)

Die Identitat (30) kann auch in der Form
n

Fn(S)+Zi](Eij(S) - ZZ(ZK ) 1jFM(s)

geschrieben werden.

Daraus folgt
L(Fn(s»@@uﬁ(s»=2[2]L(Fl(s»=2n.

Seinun hy=1und h, =-L(F,(s)) fir n=1.

nn
Dann giltalso h, + Z(k]hk =2[n=1]. Ein Vergleich mit (6) liefert h, = g, und daher
k=0

9,= _L(Fn (S)) (34)



fur n=1.
Speziell ergibt sich g,, =—L(F,,(s)) =(-1)"9,,.,,. Da g,,,, >0 ist, ergibt sich (8).

Die Zahlen

Hop = O2ni11 = (=1)"L(s") (35)
werden “median Genocchi numbers” genannt.

Weiters folgt aus (17)

]

Kk
- (j}gm—j = (_1)n+k71L(San—k (S)) (36)

Der wichtigste Spezialfall ist die

Seidel-ldentitat

1N 1 n K _
- ( J} gn+j = ;(sz(_l) GZn—Zk =0. (37)

]

n.(n
Ein direkter Beweis von Z( }(—1)"GZH_2k =0 ergibt sich durch Anwendung von L auf die

k=0 2k
Identitat
n n n n
Z(_l)k ( ] Fonk (s)= Z(_l)n_k ( ] Fo (s)=0. (38)
k=0 k k=0 n-k
Diese ergibt sich als Spezialfall von (32) fur k =n.
Eine weitere nutzliche Formel ist
wlin+1 2 n+1
H = —1 n = _1 k G 39
2n+1 ( ) ;( k Jng k:o( ) (Zk +1] 2n-2k ( )

fur n>1.

Wenn wir das lineare Funktional L auf die erzeugende Funktion
1 1 22 Y
F . .(s)z"= = s"
; va(®) 1-z-sz° l—z% (1—zj
der Fibonacci-Polynome anwenden, ergibt sich

n— n- 1 n 22 "
1+ (-)"'G,,2* l=EZ(—1) H2n+1(EJ : (40)
n>1 n=0



Multipliziert man beide Seiten mit z° und ersetzt dann z — —z, dann erhalt man

2 n+1
ZZ""Z(_:I-)rFlGanszrl Z( 1) H2n+l(1_ j :

n>1 n=0

Dieser Zusammenhang wurde in [4], Theorem 1, bewiesen.

7.

Nachdem ich diesen Sachverhalt verstanden hatte, habe ich mir noch einmal die Koeffizienten
der Entwicklung (3) angesehen.

Dabei ergab sich der Reihe nach

a(n,n-1)=n= {anl

1)2
2n\1
a(n,n-2)= —(-1
( ) 3 4( )
2
a(n,n-3) = " 1~3
5)6
2n\1
a(n,n-4)= —-(-17
(nn-d)=| 7|2 (-17)
Das fiihrte zur Vermutung, dass allgemein
2n 1
a(n,n—-k)=- — 41
(n.n—k) gzk[ZK_JZK (41)

ist.
Das bedeutet
2n

N n-k-1 2n 1 n-k-1
F2n (S) = kzz(;,(_l) GZn—Zk (Zk +1j 2(n _ k) 2k+1(5) Z( ) oKk + 1[2k]62n2k F2k+1(s)' (42)

Um (42) zu beweisen, schreibe ich es in der folgenden Gestalt

I:2n (S) n—k 2n 2k F2k+1
(2n)! sz;( b 2k 2k + D)1

Das ist dquivalent mit

Z (S) 2n — Z( 1) Gzn ZnZ F2n+1(s) ZZn __Zl_ez Z F2n+1(s) ZZn

n=0 (Zn)' o (2n)! = (2n+1)! 1+e’ =5 (2n+1)!
oder mit
z an(s) 2n _ 2n+1(s) 2n+1
A+ ot~ €Dl (43)

Auch diese ldentitat folgt wieder sehr einfach aus den Binet-Formeln.
Sie lasst sich ndmlich folgendermalen schreiben:

(L+e’)(e” —e” +e @ —e/)=(e'-1)(e” -~ +e )



Beachtet man, dass « + £ =1 ist, so reduziert sich diese Identitét auf
eaz _ eﬂz + e—az _ e—ﬂz + e(a+1)z _ e(ﬂ+1)z + e(1—05)2 _ e(1—ﬂ)z
_ e(1+oz)z . e(1+ﬂ)z _ e(l—a)z + e(1—ﬂ)z . (eaz . e,Hz _ e—az + e—ﬂz)

und diese stimmt trivialerweise.

Damit war mein Ausgangsproblem, die Koeffizienten von (3) zu finden, vollstandig gelost.
Gleichzeitig hatte ich aber auch einen neuen Zugang zu meinen bisherigen Resultaten
gefunden:

Man gehe von (43) aus und definiere das lineare Funktional L durch (7). Dann ergibt (43)

areyy EEnpon e gy

n>0 (2 )l
oder anders ausgedriickt

2n

Pl e, 25y,

~  (2n)! 1+e* = 1te’ _M @)

Man erhalt also sofort (8). Jetzt hatte ich verstanden, wie die Fibonacci-Polynome mit den
Genocchi-Zahlen zusammenhéngen. Das ist wieder ein Beispiel daftr, wie Dinge, die
anfanglich undurchschaubar sind, nach und nach ziemlich trivial werden.

Auch der Beweis von (43) l&sst sich noch vereinfachen. Diese Identitét ist ndmlich aquivalent
mit

F.(s). Fa(S),
n 7 = — y 44
;‘ o ; o D (44)
weil

e e/ = —e* (e —e ) ist. Koeffizientenvergleich liefert wieder (30).

Das ist eine Identitat, die so einfach ist, dass sie sicher einige Male gefunden wurde. Darum
wundert es mich wirklich, dass der Zusammenhang mit den Genocchi-Zahlen nicht friiher
entdeckt wurde.

Man sieht also, wie mein urspriingliches Problem im Laufe dieser Uberlegungen durch die
Frage nach den Eigenschaften des linearen Funktionals L und seines g — Analogons ersetzt

wurde.

8.
Dann habe ich geschaut, was passiert, wenn ich ein lineares Funktional M durch

M (F,,) =[n=1] definiere.
Dabei ergibt sich
M (F2n+1(s)) =(2n+1) B, (49)
wobei (B, ) die Folge der Bernoulli-Zahlen ist, die wir durch
Z(U B, =B, (46)
k=0
fur n>1 und B, =1 definieren.
Das folgt aus (43) und der wohlbekannten Identitét

10



e+l _$ By o
2 e'-1 4 (2n)!
Dann ergibt sich wie oben

2n+1 n-2i
2n+1( ) Z(ZJ‘F]} J+l 2j+2(s)' (47)

Dieses Resultat hat mich zunéchst nicht sehr interessiert, weil hier keine ganzen Zahlen als
Koeffizienten auftreten. Bei der Suche nach Arbeiten tiber Genocchi-Zahlen stief3 ich dann
jedoch auf die Arbeit von .M. Gessel [5], in der ein einfacher Beweis fiir das folgende
Resultat von M. Kaneko [6] gegeben wird:

n+l

Z(nT j(n+|+l)Bn+, - (48)

i=0
Mit Hilfe des linearen Funktionals M ergibt sich ein noch einfacherer Beweis:

Aus (38) folgt

n+1 n+1 n+l +
Z( oi J oni2-2i(S) = 2[2 J ().

i=0
Wendet man darauf das lineare Funktional M an, so ergibt sich

win+l
. 2n—-2i+1)B, ,. =0 fur n>1 und wegen B,.., =0 fir i >0 auch
2n-2i 2i+1
=\ 2i+1

“in+1l
Z( _ J(n +i1+1)B,,; =0 fir n>1. Man rechnet leicht nach, dass auch fir n=0 und n=1
io\ |

(48) erfullt ist.
Dann erhielt ich endlich die Arbeit von Seidel [7]. Zu meiner Uberraschung sah ich, dass
dort bereits die Identitét (48) vorkam. Das scheint niemand gesehen zu haben, der sich spater

mit dieser ldentitat beschaftigte. Aufgrund dieser Tatsache sollte man sie besser Seidel-
Kaneko Identitat nennen.

Seidel’s Beweis kann in moderner Terminologie folgendermalien formuliert werden.
Sei v(1) :% und v(n) =B, fir n=1.

Wir definieren ein lineares Funktional V auf den Polynomen durch V(x") =v(n) fiir neN.

Dann ergibt sich

PN [:jV(Xk) v ((x-1)")=

Das impliziert
V((x-1)")=V(x") fir n>1 und wegen B,,,, =0 fiir n>0 auch

V((1-x)")=V(x") fiir alle n e N. Wegen der Linearitat ergibt sich
V(fa-x)=V(f(x) (49)

11



fiir jedes Polynom f (x).
Seidel betrachtete die Matrix (c,, ) _ aller Differenzen

n,k=

Gy = AV(—K) = Y (1) @v(n )=V (x(x-1)1),

wobei ¢, =0 for k > n gesetzt werde.
Diese Matrix beginnt mit

1 0 0 0 0 0 0 0
1 1
i 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1
i 1 1 0 0 0 0 0
1 1
o -1 ¥ 0o o 0 0 0
1 1 2 1 1
30 ~30 15 -390 -—30 O 0 0
1 1 1 1
0 30 i5 i5 35 O 0 0
1 1 1 8 1 1 1 0
42 42 105 105 105 42 42
0 1 1 4 41 1 0
42 21 105 105 21 42
1 1 _ .1 4 8 4  _ 1 _1
30 30 105 105 105 105 105 30
Hier gilt

Cor tCpgt+Cy=C C

nr n+Lr  “n+ls*

Das folgt sofort aus
X" (x=1) X" (x=1) e X (x=1) T = X (x=1) = XM (x - 1)

Da c,, =B, =V ((x-1)")=c,, fir n>2 gilt,
ist

> ¢, =0

k=0
fir n>1.

AufRerdem haben wir
Consik = ~Consroniik
2n+1-k k 2n+1-k k
Denn .y =V (X" (X=1)) =V (1= X" (=X)" ) = —Cpn1znin
In gleicher Weise erhalt man

C2n,k = C2n,2n—k'

Die Symmetrierelation (53) zusammen mit (51) impliziert dass a, . =2a
Anders ausgedrtickt gilt
V(x"(x=D") =2V (x"(x-1)").

Rechnet man das aus, so erhalt man

2n,n 2n+1,n*

n

Z[D(‘l)kv ()= ZQ(E](—l)kv ()

k=0

O O O O O o oo

(50)

(52)

(53)

(54)
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oder

sea({of e

1\ 2n—
Wegen " +2 A I 2n—k+1
k k+1 k+1) n+1
ergibt sich
k n+1 2n-k
;(-1) (k+1}(2n—k+1)v(x )=0.

Fur n>1 ist das dasselbe wie

n+1 n+1 n+1
2n =2k + 1)V ( x2"%) = 2n—-2k +1)B = 2n—-k+1)B, , =0.
Z(2k+1j( + ) (X ) Zk:[Zk'f‘lj( + ) 2n-2k z(k-i'l]( + ) 2n-k

k k
Setzt man n—k =1, so ergibt sich (48).

Bemerkung 1
Ein anderer Beweis, der als einfachere Version des obigen Beweises angesehen werden
kann, wurde von 1.M. Gessel [5] gefunden.

Wenn man (49) auf f (x) = x"™*(x —1)" anwendet, ergibt sich
win+l nin

Z( . JBnJri = _Z( -jBn+l+j'

ico\ | i—o\ J

Daraus folgt alles, wenn man beachtet, dass

(”ﬂ(nn +1)B,., =(n +1)((ni+1j+(i iln B,.

erfullt ist.

Bemerkung 2

Im Mittelpunkt der Seidel’schen Uberlegungen stand die Tatsache, dass die Matrix (cn’k)n o

k (k
der sukzessiven Differenzen c,, = A*v(n—k) =Y (-1)’ [ _]v(n - )=V (X" (x-1"),
=0 J

welche v(0)=1 und A"v(0)=v(n) fiur n> 2 erfiillt, die Zahlen v(n) eindeutig festlegt.

Man beachte, dass hier v(1) :% ist. Bis auf diesen Wert gilt jedoch v(n) =B,.

Auf ahnliche Weise hat Seidel die Matrix der Genocchi-Zahlen G, = (-1)"2(1-2*")B,,, die

er ,,Bernoulli’sche Zahler* nannte, eingefihrt. Er betrachtete hier die Matrix ¢, = A*v(n —k)
mit v(0)=0,v(1) =1 und A"v(0) =-v(n) fir n>2.

Dadurch sind die v(n) wieder eindeutig festgelegt und es gilt wegen (6) v(n) =—g, fir

n>2.

Wenn man v(n) = g, und statt der Differenzen Summen nimmt, gelangt man im wesentlichen

zur Euler-Seidel Matrix, die wir friher betrachteten. Die Zeilen sind dort die Diagonalen
I+ J =const.
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9.
Nun wollte ich wissen, ob es von der Formel (44) ein schdnes g— Analogon gibt. Wenn ja,

dann muss der Beweis ganz anders gefiihrt werden, da es ja kein Analogon der Binet-Formel
gibt.
Nach ein bisschen Probieren habe ich das folgende q— Analogon gefunden:

AAC q)[ ],= Z[k] 2 (-1 )q[j wq)m, (55)

n>0 k>0 >0

Koeffizientenvergleich liefert das folgende g— Analogon von (30)

-3 MF (qqu (56)

k=0
Diese Formel ist wieder so schon, dass sie stimmen muss, falls sie flr die ersten paar Werte
von n richtig ist.
Ich versuchte einen Induktionsbeweis, hatte jedoch keinen Erfolg. Dann habe gesehen, dass
sich (44) zu
k
ZMZ“ =922M2k (57)
n>0 n! k>0 k'

verallgemeinern lasst.
Der Beweis ergibt sich wegen af =—s aus

e _ﬁmeﬂz — _g? (ﬂme—az _ ame—ﬁz)'
Denn

pre? —a"e Pl —a" 7 o ,6’ o SR () «
a-B é( D a-pf k! kz.; ,B k!_ kZO: T

Koeffizientenvergleich zeigt, dass das aquivalent mit

I:n+m (S) = Zi:(E)Ska—k (S) (58)
ist.
Nun ist
[n+2]71 Fn (qn , SJ
F.(s9)=(-)"q * — (59)
und daher ist (56) identisch mit
Fols.0) = zm HSF (5.0). (60)

gilt.
Als q— Analogon von (58) ergab sich

Frm(5,0) = Z{ } A5 F, L (s,0). (61)
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Das ist dquivalent mit

k(m-2)
2 Fun(s, q)[ i Z[k] > a IS, (5,0) [k]l- (62)

n>0 k>0 k>0
Die Formel (61) konnte ich mit Induktion beweisen.

Sie stimmt fir n=0 und n=1 und alle m e Z.
Mit Induktion ergibt sich daraus

g{ﬂqk““ USF, 4 (5,0) = Z( {”k‘lHEqu““)skak(s,q)

0 [n-1]
Q"I S Ry i (s, q)+2{

o
=

k— 1

k=

=]
5

[
[EN

0“2  (g“F, (5,0) + " *sF,, (s, 0))

o
~

k=
nln-1

qk(m+172)Ska+1 k(S q) = I:n+m (S q)
k_

Das |st W|eder ein Beispiel flr die wohlbekannte Erfahrungstatsache, dass Beweise fiir
allgemeinere Formeln manchmal leichter zu finden sind.

o
=~

10.
Nun habe ich mich wieder mit der Frage nach einem g — Analogon des Zusammenhangs der

Fibonacci-Polynome mit den Genocchi-Zahlen beschaftigt. Die Vermutung (13) legt es nahe,
statt F,(s,q) die Polynome

SR vy £ R R

zu betrachten und ein lineares Funktional L durch

L(F2n+1( ;JJ [n O] (64)

Diese q— Fibonacci-Polynome erfllen die Rekurrenz

Fn£5,1j= Fn1£5,1j+ni_3Fn2£s,1j (65)
q a) g q

und lassen sich ebenfalls eindeutig auf negative Indizes erweitern, wobei gilt

[3)
F.lg's,—
Fn(s,éJ:(—l)“ . (66)

] [ n;zj_ls i

Nun habe ich ein g — Analogon der Euler-Seidel-Matrix (17) gesucht.
Wenn man

zu definieren.
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A,y = (—1)”‘“q[ ;]san_k (S%] (67)

setzt, dann ist

a‘n,k = qn_l (an,k—l + a‘n+1,k—1)' (68)
Daraus folgt
o (NTk
an,k = qk(nl)zq[ZJ |: j:|an+j,0' (69)
j=0

Denn das stimmt fir k =1.
Allgemein ergibt sich

()7 < (M K
8,10 = 0" (8 + 8y ) = q”{qk(nl)zq[zJ[Jan+j,o + qk“Zq[ ? ]L Jamj,oJ
j=0

j=0

j i
= q”“““qu[zJanﬂ,o Hk} + qk*i+1 { J li]_D — q(k+l)(nl)zq(2j {k _J'_l} a0
j j

J

k+1

Aus (67) ergibt sich a,_,, = —q[ ? js”‘ZkFZK (s%) und (66) liefert
") k2 gk
an—2k,n = _sn F—Zk (S’%j = ankq[ ? ] F2k (qZkS,%j.

Zeng und Zhou haben ein ¢ — Seidel Dreieick g, ,(q) definiert, das fur g =1 mit dem oben

betrachteten tGbereinstimmt. Ich versuchte, auch dieses durch die q— Fibonacci-Polynome
beschreiben. Ein bisschen Probieren fiihrte zu den folgenden Definitionen:

O2n i (a) = (_1)n QZ( ? ]L(Snﬂk sz—l [S’%j] (70)

und

Gonre (@) = (<1)"q* Y’ L[S””‘k Fa [S%D (71)

fur 1<k <n+1.
Alle anderen Werte seien gleich 0.

Dann ist gO,l(q) = gl,l(q) =1

und
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oy (@) = (—1)“q2[ :) L(S”“‘k qu(s,ln = (—1)“q2[ y L(qz(k‘” (S“‘k FM(S’E] —s""Fy, (Sim
q g g

2 k 1 2 1
= (_1)n q [ZJL(Sn_k I:2k+l (S’a]] + (_1)n_lq(k_l) Wy L(Sn_k I:2k (s’aj] = an,k+l + qk_lQZn—l,k

sowie
n ~(k-1)2 n+l- 1
O2ni1k (@)=(-1) q(k Y L(S ' kFZk (Sva]]
— (_1)n q(k—l)2 L (Sn-#l—k F2k_1 (S, é]] + (_1)” q(k—1)2_2k+3L [Sn+2—k F2k_2 [S, %JJ
= qkilgzn,k (Q) + an+l,k—1(q)'
Es gilt also
gzn,k (Q) = 0ok T qk_ngn—l,k (72)
und
Ooni1k (q)= qk_lgzn,k @)+ gzn+1,k_1(q)- (73)

Das stimmt mit der Definition in [4] Gberein. Damit sind die dort definierten Polynome mit
Hilfe der g - Fibonacci-Polynome charakterisiert.

Nun Gbernahm ich die Definitionen von [4] und setzte

Gy () = G40 (®) (74)

und
H2n—1(q) = qn_zgzn—n(q)- (75)

Dann ergibt sich

L[SFZn (s’%jj = (_l)n g2n+1,n (q) q_(n_l)2 = (_1)nq_(n_1)2G2n+2 (q)' (76)
L(Fm (S%D =(-D)"'q "G, (q) (77)

und
L(s") = (=1)"Gpn.11 (a) = (-1)" qu—ll(q) (78)

Als néachstes wollte ich ein q— Analogon der Seidelidentitat (37) finden.
Ich habe dazu ein g— Analogon der Identitét (38) gesucht.

Das ergab sich zu
k

Zn:(_l)k {E}q[zjﬁnk (S'q) =0. (79)
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Zum Beweis habe ich wieder die allgemeinere Identitat

k=0

Zn)(—l)kq@{k} Fonmi (5:0) = 0" "™ 25"F _(s,q) (80)

bewiesen.

Fur n=0 ist das trivial.
Fur n =1 reduziert sich (80) auf die Rekursion

m+2(S q) +1(S q) q ( )’ (81)
die fur alle meZ qilt.

Nehmen wir an, dass (80) fur i <n und alle m e Z erflllt ist.
Dann ergibt sich

Z(_l)k q[zj |:rk] I:2n+m—k (S, q) = Z(—l)k q(zjqk |:n

k

-1 1
i| 2n+m-— k(S q)+2( 1) q( ]|:E 1:| 2n+m—k(s’q)

ZZ(_l)qu[zj ) 2n+m k+l(S Q)+z( 1) q[ ]|:E i:| 2n+m7k(S’q)

= ;(—1)“0|[2J

1
1 ( I:2n+m—k+1(S! q) - F2n+m_k (S, q))

k [k;rlj 2n+m—k-3 2n+m 3 [ j -1
= Z(_l) q q SI:2n+m k-2 (S q SZ( 1) q { k :|F2(n—l)+m—k (S'q)
k

L 2n+m=3 4 (n-1)2=2(n-1)+m(n-1) aun-1 _n? 2n+mn =
=q"" g ss"'F,(s,0) =9 F(s.0).

Beim Ubergang q —>% reduziert sich (79) auf

ol e

Wenn wir das lineare Funktional L darauf anwenden, erhalten wir mit (77)
2k+1

(—1)zn_{ ” }q[z}‘z”‘”nﬁ(&%)+anO(—1)”_k_{2nk}q[2]_an_(n_k_l)zGZnZK(Q)=0-

2n-1

Das impliziert
Theorem 2.1 (g-Seidel- Identitat)

Z( 1" |:2k} 2[ jezn—zk (a)=[n=1]. (82)

k=0

Wir hétten das auch aus (69) ableiten kbnnen. Denn fur k =n gibt das
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Sl e N

k=0 k=0
Fir n>1 ist die rechte Seite

Zn:|:2nk} [ j( 1)L( e zk(s %JJz—i{znk} [ ]( 1)n k ~—(n— kl)2 2n—2k(q)

k=0 k=0

) _q-[”f]iLnJ ost0

k=0
Ein g— Analogon von (39) ist

11 ..
Hyp ( Z( )[an+ Jk G, L (a) (83)

k=0
for n> 2.

Denn wenn wir in (80) m =-1 wahlen und n durch n+1 ersetzen, ergibt sich

n+l

Zn:(_l)k q(ZJ {n :1} Foiny 1k (5,0) = qz[ ?

k=0

J+(—l—l)(n+1) el

s"'F, (s,9)

n2-n-2.n+1 0

=4 S —:qz[zjs”.
S

Wenn wir noch g —» 1 ubergehen lassen, erhalten wir
q

S”=q2m2( 1" qU {n: l}Fzm_k(s,%j-

k=0

Wenn wir darauf das lineare Funktional L anwenden, ergibt sich

Hapa(6) = (<1 L(") = (<1)"q" [ZJi(—nkq@‘”{”*1}(%k(s %D

k

(1) [ ] [Zk”] @n | n+1 1
( 1) Z(;q {Zk +J L(F2n+12kl (S’EJJ
= 2( g [ } on-21 ().

Es gibt auch ein q— Analogon von (40):

Wir gehen von der erzeugenden Funktion

Sz

n_ n c 2(;] n_k k _ 2[} 2k k+J [2
;Fnﬂ(s,q)z _;Z gq |: k :|S _;q Z|: :| ; (1_2)...(1_qkz)

2"] k. 2k

aus und ersetzen g durch l Es ergibt sich
q
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Z I:n+1 (S,%J " = Z(_l)kﬂqz[Z]{ gl] SkZZk

(z-1)-(z—q")
Darauf wenden wir das lineare Funktional L an und erhalten
1- kJ 2k
1+ -1 n-1 —(n—l)zG ZZn—l - _ [2 Z H
é( )"q 20 (@) ;q D gy @

k (84)
= zqk@ (-D)" - Z)-Z--(qk — Z)gzk+1,1(Q)-

11.
Das war im Wesentlichen, was ich Gber den Zusammenhang zwischen Fibonacci-Polynomen
und Genocchi-Zahlen und ihren g— Analoga herausgefunden hatte. Ich habe das dann in einer

den heutigen Publikationsnormen entsprechenden Weise formuliert und ins arXiv gestellt
([2D).

Das Interessante fir mich war die Tatsache, dass einfache lineare Funktionale, die mit Hilfe
von Fibonacci-Polynomen bzw. deren q— Analoga definiert werden kdnnen, neues Licht auf
Begriffe werfen, die man aus ganz anderen Griinden gefunden hat. Dadurch wurde auch die
verwendete Terminologie weitgehend bestimmt.

Wenn noch nichts tber Genocchi-Zahlen und deren g — Analoga bekannt gewesen ware,
hatten sich flr die erhaltenen Resultate etwas andere Formulierungen ergeben.

So ware wegen

L(F,(s
Z ( n( ))Zn _ 227 (85)
~ nl 1+e™*
wie bei Seidel [7] die Reihenentwicklung von 1 2272 statt der von 122ez im Mittelpunkt
+ +
gestanden. Weiters hatte sich aus
M (F (s 2g?
p— n! e’ -1
die Identitdt M (F,(s)) =nv(n—1) ergeben. Zur Erinnerung, die Folge (v(n)) stimmt mit der

Folge der Bernoulli-Zahlen tberall auBBer fir n =1 tberein, wo v(1) = % =—B, ist.

Analog hétte ich statt des linearen Funktionals (64) das Funktional L(an+1 (s, q)) =[n=0]

betrachtet und wahrscheinlich nur wenig Resultate (iber dieses g — Analogon abgeleitet, da ich

nicht gewusst hatte, ob es der Muihe wert ist, diese Polynome zu untersuchen.
Zum Schluss mochte ich noch ein paar negative Resultate erwéhnen. Da ist zunachst einmal
die Frage nach einem g — Analogon meines urspriinglichen Problems, also von (42) bzw.

(41). Hier ist bei den entsprechenden a(n,n—k) keine offensichtliche GesetzmaRigkeit zu

erkennen. Wie man aus (55) sieht, gibt es auch kein verniinftiges Analogon zu (43). Somit ist
auch kein schones q— Analogon der erzeugenden Funktion (4) zu erwarten.
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Addendum (November 2010)

Der obige Text wurde im Juli 2009 geschrieben. Vor kurzem bin ich durch eine Reihe von
Zuféllen darauf gestoRen, dass die Formel von Kaneko schon 50 Jahre vor Seidel im Buch
"Vorlesungen uber die hohere Mathematik™ [A1], p. 284-285, des Wiener Mathematikers
Andreas von Ettingshausen enthalten ist. Ich fand im Internetforum mathoverflow
(http://mathoverflow.net/ ) einen Link auf eine unverdffentlichte Arbeit von Gottfried Helms
[A2]. Er schreibt dort, dass auch er diese Formel gefunden hat, aber nach Fertigstellung seines
Artikels aus dem Vortragsmanuskript [A3] erfahren hat, dass sie bereits bekannt war. In
diesem heil3t es: "In a book of von Ettingshausen published in 1827, the author obtained that
we can compute B, interms of B,,B -, B,,, by the recursion

nt Pnypr ™’

n

z(”;lJ(mku)BM ~0.

k=0

With the help of continued fractions, in 1995 M. Kaneko [Proc. Japan Acad. Ser. A. Math.
Sci. 71(1995), 192-193] rediscovered this. (The speaker thanks Prof. T. Agoh for his
informing me that Kaneko repeated von Ettingshausen’s discovery.)"

Ich habe nun versucht, herauszufinden, um welches Buch es sich handelt und wurde im
Internet findig, wo sogar das Buch selbst heruntergeladen werden kann.

Andreas von Ettingshausen geht von der definierenden Relation

X(UBK -5, @)

k=0
fur r>2 mit B, =1 fur die Bernoullizahlen aus.
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Er betrachtet dann die w —ten Differenzen

Sear{(fon-gos (- £0( 50

J

i=0

Fur r=w=n ergibt sich

oder
ST 1By =0 (88)
- 2|+1 2n-2i-1 — ¥

Fir n =2 folgt daraus B, =0 und allgemein ergibt sich B,,,, =0 fur i >1.

Fir w=n,r =n+1 erhalt man

e ( ] =§[”le +Z[”+1J

o\ ] i+1

Fur n+i=0(mod?2) ist B .. =0, daher ist diese Identitat gleichbedeutend mit

n+1+i

nn n(n+1 n+1 n i n+1
> 1 By =By + | . By, Oder wegen +| _n+i+2 _
W L1+ i+1 I n+1 (1+1

mit (48).

Vergleicht man diesen Beweis mit den Beweisen von Seidel und Gessel, so sieht man, dass
sie im Grunde identisch sind und sich nur in der Formulierung unterscheiden.

Ich habe in der Literatur noch zwei weitere einfache Beweise gefunden, die ich der
Vollstandigkeit halber hier reproduzieren mochte.

Der erste stammt von Don Zagier und findet sich in der Arbeit von Kaneko [6].
Zagier definiert eine Involution auf der Menge aller Folgen (b,,b;,b,,--+) durch

n

B B bei B b,
(z) =e *B(-z), wobei B(z) = HZ(; D)

b — (-1 z(””} (89)

i+1

sei. Koeffizientenvergleich liefert

Dann gilt fir n>0

i=0 i=0

S

Fur b, =B, :=(n+1)B, ist B(z) = ) B,

n>0

Zahlen und erfillt B™(z) = B(z). Daher folgt aus (90) sofort (48).

Zn
nt
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Fir b, = x" ergibt sich (90) unmittelbar aus dem binomischen Lehrsatz. Im allgemeinen Fall
wende man das lineare Funktional L an, das durch L(x") =b, furalle n e N definiert ist.

Ein weiterer Beweis fur (48) wurde von Junya Satoh [A4] angegeben.
Aus der erzeugenden Funktion der Bernoullizahlen ergibt sich e’B(z) = B(-z) = B(z) + z,
woraus durch Koeffizientenvergleich die ubliche Rekursionsformel (46) folgt.

Sei nun A(z) = zB(z). Dann ist e*A(z) = A(z) + z* und mit B, := (n+1)B,
22 Y 2" < 7"
A(z)' = =>» (n+1)B,—=)> B, —.
(2) [ez—lj ;‘( ) "nt & "nl
Wegen A(z) = (A(z)e’ Je™* folgt aus der Leibnizformel
n+l 1 n+l 1
A(n+1)(z)ez _ Z(n;‘ j(_l)nﬂk (A(Z)ez )(k) _ Z(n + j(—l)nﬂk (A(Z) + ZZ)(k).

k=0 k=0 k

(91)

m
Z—' fur m > 2, so ergibt sich daraus
m!

o(m)x Hlin+l -
DI Buc=2, ()™ *B_,,,. Fir m=n+1 erhalten wir
o\ K o\ K
win+1): win+1 kR
Z[ k ]BMK = Z( k J(_l) e Bn+k' (92)

k=0 k=0

Vergleicht man die Koeffizienten von

~ n+1 n+1 -
Nunist B,,, =0 flr ungerades n+k. Daher ist die rechte Seite = —Z( K ]B und somit

n+k
k=0

k=0

win+1).
Z( " JB"”‘ =0, wie behauptet.
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