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Vorwort

Die Mathematik hat im 20. Jahrhundert durch die axiomatische Methode mit ihrer
Betonung abstrakter Strukturen einen ungeheuren Aufschwung und eine teilweise
Neugestaltung erfahren. Das gilt in ganz besonderem Mafle fiir die Algebra.

Fiir viele Studienanfénger stellt jedoch die damit verbundene ungewohnte Denk-
weise ein ziemliches Hindernis dar. Der Versuch, mit dieser vertraut zu werden, fithrt
oft zu einer {iberméfiigen Konzentration auf die rein formalen Aspekte, sodafl die
urspriinglichen Probleme und der Sinn und Zweck der Theorie nach und nach in
Vergessenheit geraten.

Ich mochte in diesem Buch einige dieser vernachlassigten Aspekte betonen, in-
dem ich den Stoff so weit wie moglich auf typische Resultate und konkrete Beispiele
beschrinke und das Hauptaugenmerk auf die Denkweise der modernen Algebra lege.
Der Fortschritt in der Mathematik besteht ja nicht so sehr in einer Anhadufung von
neuen Satzen und Beweismethoden, sondern weit mehr in der Verbesserung und Ver-
feinerung der Denkweisen, die sich aus den jeweils erzielten Resultaten ergeben.

Die Algebra entwickelte sich urspriinglich aus der Frage nach der Auflésung alge-
braischer Gleichungen in einer Unbekannten. Ich will daher diesen Problemkreis in
den Mittelpunkt meiner Darstellung stellen und versuchen, die daraus hervorgegan-
genen modernen Begriffsbildungen ausfiihrlich zu motivieren und plausibel zu machen.

An Vorkenntnissen geniigen die Anfangsgriinde der Analysis und linearen Algebra,
so daf} das Buch nicht nur als Begleittext fiir Studienanfanger und als Nachschlagewerk
fiir interessierte Lehrer, sondern auch als Hilfsmittel zum Selbststudium geeignet sein
sollte.

Als Einfiihrung in die Ideenwelt der Algebra beginne ich mit dem klassischen Prob-
lem der geometrischen Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Ich folge dabei dem
Beispiel des schénen Buches von Hadlock [4], das mich vor etwa 15 Jahren zu einer
Vorlesung iiber Galoistheorie inspirierte, aus welcher schliellich das vorliegende Buch
entstand.

Den eigentlichen Ausgangspunkt dieses Buches bilden aber der Fundamentalsatz
der Algebra und die Losungsformeln fiir quadratische und kubische Gleichungen,
welche bereits den Keim fiir die weitere Entwicklung in sich tragen. So fiihrt etwa
die Bestimmung der Nullstellen von Polynomen zur Frage der Faktorisierung im Ring
der Polynome, welche wiederum Analogien zur Primfaktorzerlegung ganzer Zahlen
aufweist. Derartige Analogien und Querverbindungen bilden den Inhalt des zweiten
und dritten Kapitels.

Die néchsten Abschnitte stellen einige Hilfsmittel aus der Gruppentheorie zur
Verfiigung. Zuerst betrachte ich den Fall abelscher Gruppen. Dabei betone ich aus
didaktischen Griinden die Analogie zu den entsprechenden Begriffsbildungen aus der
Theorie der Vektorrdume, bevor ich den umfassenden Begriff des R—Moduls einfiihre.
Im Fall beliebiger Gruppen wird nach den wichtigsten allgemeinen Begriffen und
Satzen die symmetrische Gruppe etwas ausfithrlicher studiert.



Den endlichen Korpern widme ich ein eigenes Kapitel, weil die entsprechenden
Resultate an und fiir sich interessant sind und iiberdies ein geschlossenes Ganzes
bilden und weil hier bereits viele Aspekte der Galoistheorie an einem einfachen und
leicht durchschaubaren Fall erkennbar sind.

Das 7. Kapitel bringt dann einige niitzliche Resultate iiber eindeutige Primfaktorz-
erlegung in Integritdtsbereichen und Irreduzibilitatskriterien.

Im letzten Kapitel werden schliellich mit Hilfe der Galoistheorie die Probleme der
Auflésung algebraischer Gleichungen durch Wurzelzeichen und der Konstruierbarkeit
regelmafiger n—-Ecke mit Hilfe von Zirkel und Lineal untersucht.

Mein Buch enthéalt natiirlich keinerlei neue Resultate oder Beweise, da sein Inhalt
zum mathematischen Standardrepertoire gehort. Ich habe jedoch danach getrachtet,
nicht nur die Denkweise der Algebra zu illustrieren, sondern auch auf die psycholo-
gischen Bediirfnisse der Leser und Leserinnen Riicksicht zu nehmen. Da ich in den
wenigsten Féllen weifl; von wem bestimmte Beweise zuerst gefunden wurden, bringe
ich sie meistens ohne Quellenangabe.

Es gibt eine Reihe ausgezeichneter Lehrbiicher, die zum Teil dhnliche Intentionen
verfolgen und als weiterfithrende Lektiire dienen konnen. Ich will hier vor allem die
Werke von M. Artin [2], J.R. Bastida [3], E. Kunz [10], F. Lorenz [12], I. R. Shafarevich
[16] und I. Stewart [17] erwdhnen, welchen ich wertvolle Inspirationen verdanke.

Fiir die sorgfiltige Durchsicht des Manuskripts und wertvolle Hinweise und Be-
merkungen mochte ich meinen Kollegen Prof. Gerhard Kowol und Prof. Johannes
Schoilengeier sehr herzlich danken. Auflerdem mochte ich mich bei allen Mitarbeit-
ern des mathematischen Instituts der Universitat Wien bedanken, die mir in der einen
oder anderen Weise behilflich waren, insbesondere jedoch beim Sekretariat des Insti-
tuts, speziell bei Frau Monika Deutsch, Frau Karin Picek und Herrn Andreas Sevcik
fiir die mithevolle Arbeit bei der Reinschrift des Manuskripts.

Wien, im Juni 1994
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I. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In diesem einfiihrenden Kapitel wird anhand der alten Probleme der Wiirfelver-
doppelung und der Winkeldreiteilung ein kleiner Einblick in die Rolle algebraischer
Methoden bei der Losung geometrischer Probleme gegeben. Es werden vor allem drei
Aspekte betont:

1) Die U'bersetzung des geometrischen Problems der Konstruierbarkeit mit
Zirkel und Lineal in die weitaus flexiblere Sprache der Algebra.

2) Die Charakterisierung des entsprechenden algebraischen Sachverhaltes mit
Hilfe des Korperbegriffs.

3) Die explizite Losung der konkreten Probleme der Wiirfelverdoppelung und
der
Winkeldreiteilung, die sich aus dieser Charakterisierung ergibt.

1. Eine algebraische Charakterisierung
der Konstruierbarkeit.

Eines der altesten Probleme der Mathematik ist die Frage, ob es moglich ist, die
Zahl /2 unter ausschlieflicher Verwendung von Zirkel und Lineal zu konstruieren.

In seiner urspriinglichen Form soll dieses Problem auf einen Orakelspruch des
griechischen Gottes Apollo zuriickgehen, worin er die Aufgabe stellte, seinen wiirfel-
férmigen Altar im Tempel von Delos durch einen anderen zu ersetzen, dessen Volumen
genau doppelt so grof3 ist.

Um einen ersten Eindruck davon zu bekommen, wie man ein solches Problem
anpacken konnte, ist es recht niitzlich, zunéchst einmal ein einfacheres Problem dhnli-
chen Charakters zu studieren. Hier bietet sich etwa die Frage an, ob man eine gegebene
Strecke durch sukzessives Halbieren in drei gleiche Teile teilen kann. In algebraischer
Formulierung bedeutet das, ob in der Folge 0, 1, %, %, %, %, %, g, %, ... irgendwann
einmal die Zahl % vorkommt.

Hier sieht man sehr leicht, dafl das nicht der Fall ist. Denn ware % von der Form
% = 2% flir geeignete Zahlen k und n, so ware auch 2" = 3k und somit 3 ein Teiler
von 2™. Das widerspricht jedoch dem Fundamentalsatz der Arithmetik, dafl jede

natiirliche Zahl eine eindeutige Primfaktorzerlegung besitzt.



Analog zeigt man, dal man durch sukzessives Halbieren keinen Winkel in drei
gleiche Teile teilen kann.

Um das Problem der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal in den Griff zu
bekommen, wollen wir es ebenfalls in die Sprache der Algebra iibersetzen. Dabei
spielt der Begriff des Korpers eine wesentliche Rolle. Dieser geht auf das Bestreben
zuriick, den Zahlbegriff so zu erweitern, dafl nicht nur die Addition und Multiplikation
sondern auch die dazu inversen Operationen Subtraktion und Division unbeschrankt
ausfiihrbar werden. Eine explizite Formulierung dieses Begriffes wurde 1871 von
R. Dedekind fiir Teilkorper des Korpers C der komplexen Zahlen und 1893 von H. We-
ber fiir den allgemeinen Fall gegeben.

Der Vollstandigkeit halber wollen wir diese Definition in etwas abgewandelter Form
explizit erwdhnen, obwohl wir sonst Resultate und Methoden aus der linearen Algebra
als bekannt voraussetzen.

(1.1) DEFINITION. Eine Menge K bildet einen Kdrper, wenn die folgende Situa-
tion vorliegt:

I. Je zwei Elementen a,b € K ist ein Element a + b € K, die Summe der
beiden FElemente, zugeordnet.

II. Dabei gilt a +b = b+ a fiir alle a,b € K
(Kommutativitat der Addition) und

III. (a4+b)+c=a+ (b+c) fir alle a,b,c € K
(Assoziativitdt der Addition).

IV. Es ewistiert ein Element 0 € K mit a+ 0 = a fir alle a € K (Neutrales
Element der Addition oder Nullelement genannt).

V. Fir jedes a € K existiert ein Element (—a) € K mit a+(—a) = 0 (Existenz
eines inversen Elements beziiglich der Addition).

VI. Je zwei Elementen a,b € K ist ein Element ab € K, das Produkt der beiden
Elemente, zugeordnet.

VII. Dieses erfullt ab = ba fir alle a,b € K
(Kommutativitat der Multiplikation),

VIIL. (ab)c = a(bc) fiir alle a,b,c € K
(Assoziativitdt der Multiplikation) und

IX. a(b+ c) = ab+ ac fir alle a,b,c € K (Distributivgesetz).

X. Es emistiert ein Element 1 € K mit 1 -a = a fir alle a € K (Ezistenz
eines neutralen Elementes bezuglich der Multiplikation, des sogenannten
Finselements).

XI. 0#1.

XII. Fiir jedes Element a # O ezistiert ein Element a=' € K mit aa™' = 1
(Existenz eines inversen Elements beziiglich der Multiplikation,).



(1.2) BEMERKUNG. Die iiblichen Folgerungen aus diesen ,Axiomen“, etwa die
Tatsache, dafl das Null- und Einselement sowie die inversen Elemente —a bzw. a~!
eindeutig bestimmt sind, dafl a - 0 = 0 ist, usw. wollen wir hier stillschweigend
als bekannt voraussetzen, da wir uns zunachst nur auf Teilkérper von C beschranken
und das Rechnen mit komplexen Zahlen als bekannt ansehen. Alle diese Dinge werden
jedoch in Kapitel V bei der Einfiihrung des Monoid- und Gruppenbegriffes ausfiithrlich
dargestellt.

Es ist klar, dafl die Koérper Q der rationalen Zahlen und R der reellen Zahlen
Teilkorper von C sind. Auflerdem gilt fiir jeden Teilkorper K von C die Inklusion
QcKcC

Weitere Beispiele von Teilkérpern von C ergeben sich aus dem folgenden Lemma.

(1.3) Lemma. Sei K ein Teilkérper von C und ¢ € K ein Element mit
Ve ¢ K. Dann bildet die Menge K (v/c) aller Elemente der Gestalt a + by/c € C
mit a,b € K einen Teilkérper von C, der K echt umfaBt. Man sagt dann, K (\/c) sei
ein quadratischer Erweiterungskorper von K, der aus K durch Adjungieren von +/c
entsteht.

BEWEIS. Es ist blofl zu zeigen, dafl mit a,3 € K(y/c) auch a — 3, o und fir
v # 0 auch 47! in K(y/c) liegen, d.h. wieder die Gestalt p + g/c mit p,q € K
besitzen.

Alle anderen Korperaxiome sind von selbst erfiillt, da alle Elemente von K (4/c)
komplexe Zahlen sind und daher alle geforderten Rechenregeln erfiillen. Insbesondere
ist 0 € C auch das Nullelement in K(y/c) und 1 € C das Einselement von K(1/c).
Anders ausgedriickt: K (/c) bildet mit den in C definierten Rechenoperationen selbst
einen Korper.

Sei also & = a1 + byy/c und B8 = as + bay/c. Dann ist

a—f= (a1 —az) + (by — ba)Ve

und
afi = ajag + bibac + (bras + a1ba)v/e,

wobei a1 & ag, by & ba, ajas + bibac und byas + a1by wieder in K liegen.

Sei nun v = a + by/c # 0. Dann ist auch a — by/c # 0.

Denn fiir b = 0 ist das wegen a = v # 0 klar. Wére b # 0 und a — by/c = 0, so
wire \/c = ¢ € K in Widerspruch zur Voraussetzung.
Es ist also wegen K C C auch (a + by/¢)(a — by/c) = a® — b%c # 0 und iiberdies ein
Element aus K.

Somit ergibt sich, dafl

1 —-b —b =b
1 a—by/c a—by/ec  a /e

7 :a—l—b\ﬁ: (a+byc)(a—byc) a?—b2c a2—b20+a2—b20

ebenfalls ein Element von K (,/c) ist, da s und az:lgzc in K liegen.
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(1.4) BEISPIELE.

a) Fir K = Q und ¢ = —1 ergibt sich der Korper Q(4) aller komplexen Zahlen
der Gestalt a + bi = a + by/—1 mit a,b € Q.

b) Fir K = R und ¢ = —1 ergibt sich, daf§ der Kérper C eine quadratische
Erweiterung des Korpers R der reellen Zahlen ist.

c) Ist p > 1 eine Primzahl, so ist \/p ¢ Q. Denn wére ,/p rational, so gébe es
natiirliche Zahlen m,n mit

m

VP=
Daraus ergibe sich durch Quadrieren n?p = m?2. In der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung von m? (vgl. IT1. (1.23)) miifite daher p mit gerader Vielfach-Jj
heit auftreten. In n2p ist die Vielfachheit jedoch ungerade. Das gibt daher
einen Widerspruch.

Insbesondere ist Q(,/p) (also speziell Q(v/2), Q(v/3), Q(V/5), etc.) ein
quadratischer Erweiterungskorper von Q.

d) Sei K = (Q(+/2))(v/3). Dann besteht K aus allen Elementen o + ($1/3 mit
a, € Q(v/2), d.h. aus allen Elementen der Gestalt
a+bvV2+ (c+dvV2)V3 = a+bV2 + ¢v/3 + dv6 mit a,b,c,d € Q.

e) Sei K = (Q(v2)) (\/ \@) = (Q(v2)) (v2). Dann besteht K aus allen
Elementen der Gestalt a + bv/2 +¢cv2+dv8, a,b,c,dec Q.

Diese Beispiele sollen vorerst gentigen.

Nun wollen wir Konstruktionen mit Zirkel und Lineal mittels eines kartesischen
Koordinatensystems in die Sprache der Algebra ,iibersetzen “.

Wir gehen von zwei willkiirlich gew&hlten Punkten O und E der Ebene des An-
schauungsraumes aus, deren Abstand als Mafleinheit dienen soll. Diesen ordnen wir
die Koordinaten O = (0,0) und E = (1,0) zu. Wir interessieren uns nun dafiir,
welche Punkte der Ebene man daraus mit Hilfe von Lineal und Zirkel konstruieren
kann. Ein Punkt heifit dabei konstruierbar, wenn er als Schnittpunkt von Geraden
oder Kreisen, die aus konstruierbaren Punkten auf die im Folgenden angegebene Art
mit Zirkel und Lineal gezeichnet werden konnen, darstellbar ist.

Zunachst kann man mit dem Lineal die Gerade durch O und F zeichnen. Dann
kann man die Strecke OF mit Zirkel und Lineal sukzessive nach rechts und links
abschlagen und somit alle ganzzahligen Punkte (n,0), n € Z = {0,£1,£2,...} der
Zahlengeraden konstruieren.

Ist der Punkt (x,0) bereits konstruiert, so kann man die Normale auf die Gerade
OF durch diesen Punkt zeichnen. Man braucht ja blofl die Schnittpunkte der Kreise
um (z — 1,0) und (z + 1,0) vom Radius 2 miteinander verbinden. Ist (y,0) ein
weiterer bereits konstruierter Punkt, so kann man auf der Normalen durch (x,0) mit
dem Zirkel die Lénge |y| abschlagen und somit die Punkte (z, +y) konstruieren.
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Umgekehrt kann man auch von jedem bereits konstruierten Punkt (z,y) mit y # 0
aus die Normale auf die z—Achse zeichnen und damit den Schnittpunkt (z,0) kon-
struieren. Man wéhle dazu eine Zahl r > |y|, die als Abstand zweier konstruier-
barer Punkte darstellbar ist, und schneide den Kreis mit Radius r um (z,y) als
Mittelpunkt mit der x—Achse. Man erhalt dann zwei Punkte A, B auf der x—Achse.
Die Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte, die die Kreise vom Radius 7 mit
Mittelpunkt A bzw. B gemeinsam haben, ist die gesuchte Normale.

Ein Punkt (z,y) ist also genau dann konstruierbar, wenn die Punkte (x,0) und
(y,0) konstruierbar sind.

Wir nennen nun eine reelle Zahl x konstruierbar, wenn der Punkt (x,0) konstru-
ierbar ist.

(1.5) Satz. Die konstruierbaren reellen Zahlen bilden einen Kérper.

Hier geniigt es zu zeigen, daf fiir a > 0 und b > 0 mit @ und b auch a £ b, ab und
% konstruierbar sind.

Fiir Summe und Differenz ist das klar, denn man braucht ja blo vom Punkt a
aus auf der z—Achse mit dem Zirkel die Strecke b beidseitig abschlagen. Dafl auch
das Produkt ab konstruierbar ist, ergibt sich geometrisch aus dem Strahlensatz: Man
schlage auf der y—Achse vom Ursprung aus die Strecken 1 und b ab und auf der
x—Achse die Strecke a. Dann lege man durch den Punkt (0,b) die Parallele zur
Strecke, die durch (0,1) und (a,0) geht. Diese kann — wie wir gleich zeigen werden
— wieder mit Zirkel und Lineal gezeichnet werden und schneidet die xz—Achse nach
dem Strahlensatz im Punkt (ab, 0).

Analog zeigt man, daf3 i konstruierbar ist:

Es bleibt noch zu zeigen, dafl man zu jeder Geraden g, die durch zwei Punkte A
und B gegeben ist, und jeden Punkt P ¢ g mit Zirkel und Lineal die zu g parallele
Gerade durch P zeichnen kann. Das folgt aber sofort aus der Tatsache, daff man die
durch P gehende Normale n auf die Gerade g und dann die durch P gehende Normale
auf die Gerade n zeichnen kann.



(1.6) BEMERKUNG. Fiir manche Zwecke ist es eleganter, die obigen elementarge-
ometrischen Uberlegungen in die Sprache der komplexen Zahlen zu iibersetzen. Zu
diesem Zweck identifizieren“ wir den Punkt P = (z,y) der Ebene des Anschau-
ungsraumes mit der komplexen Zahl z = x + iy. Diese ist — wie wir gesehen haben
— genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn ihr Realteil  und ihr Ima-
ginarteil y konstruierbar sind.

Seien ¢ > 0 und b > 0 konstruierbare reelle Zahlen. Dann sind zunéchst die
komplexen Zahlen a und ¢ konstruierbar. Die Verbindungsgerade von a und ¢ besteht
aus allen Punkten der Gestalt ¢ + A(a — 7)) mit A € R, weil sie durch 7 geht und den
Richtungsvektor a — i besitzt.

Die dazu parallele Gerade durch bi besteht daher aus allen Punkten bi 4+ A(a — 1)
mit A € R. Da sie den Punkt bi 4+ (a — ¢) enthélt, kann sie mit Zirkel und Lineal
gezeichnet werden. Bringen wir sie mit der z—Achse zum Schnitt, d.h. suchen wir
jenen Parameterwert A, fiir welchen bi + A\(a — i) = Aa + i(b — A) den Imaginérteil 0
besitzt, so ergibt sich b — A = 0, d.h. A = b. Der Schnittpunkt mit der z—Achse ist
also bi + b(a — i) = ab. Daher ist ab konstruierbar.

Die Konstruierbarkeit von % ergibt sich daraus, dafl die Gerade 1+ A(i — a), die
durch die konstruierbaren Punkte 1 und 7+ 1 — a geht, fiir den Parameterwert A = %
die y—Achse schneidet und zwar im Punkt £.

(1.7) Satz. Die Menge aller konstruierbaren komplexen Zahlen z = x + iy bildet
einen Korper, den wir mit ) bezeichnen wollen.

BEWEIS. Seien z; = x1 + iy; und zo = x5 + iys konstruierbare komplexe Zahlen.
Dann sind auch

21 £ 20 = (21 £ x2) +i(y1 £ y2) und 2122 = (z122 — Y1Y2) + i(z1Y2 + T291)

konstruierbar, weil ihre Real- und Imaginarteile es sind.



Ist iiberdies z = z 4+ iy # 0, dann ist auch

1 z—ay T —y

= + i
z x4 y? a2 4y? 242

konstruierbar.

Aus unseren bisherigen Uberlegungen wissen wir, daff © jedenfalls den Korper Q(4)
aller komplexen Zahlen der Gestalt r + is mit r,s € Q umfafit, weil das der kleinste
Teilkorper von C ist, der die Zahlen 1 und i enth&lt. Damit sind jedoch noch nicht
alle konstruierbaren Punkte erfaflt, denn der sogenannte Hohensatz der Elementar-
geometrie liefert z.B., daB fiir jedes konstruierbare a > 0 auch die Quadratwurzel v/a
konstruierbar ist.

In der Terminologie der komplexen Zahlen bedeutet die obige Konstruktion fol-
gendes: Man schneidet den Kreis {z € C: |z| = 132} mit der Geraden z = %51,
Schreibt man z = = + iy, so fithrt das auf die beiden Gleichungen

Daraus folgt y = ++/a, wie behauptet.

(1.8) Satz. Der Korper Q aller konstruierbaren komplexen Zahlen enthalt mit
jedem Element ¢ € Q auch die Quadratwurzel ++/c.

BEWEIS. Schreibt man ¢ in der Polarform ¢ = r(cos v + isin), so ist
Ve ==£r(cos$ +isiny).

Ist ¢ konstruierbar, ¢ = a+ib, dann sind a und b und daher auch r = |¢| = va? + b2
konstruierbare reelle Zahlen und daher auch +/r.

Die Aussage iiber die Winkelhalbierung ist geometrisch wieder evident. Sie konnte
aber auch folgendermafien gezeigt werden: Aus cos? g = W folgt, daf cos? g

konstruierbar ist. Nach dem eben Bewiesenen sind dann auch Cosg und

sing =4/1 —cos? g konstruierbar und somit auch cos g + isin g.

Wir wollen nun zeigen, dafl ) der kleinste Teilkorper von C ist, der mit jedem
Element ¢ auch die Quadratwurzel /c enthélt.

Um das zu zeigen, miissen wir zuerst die Spielregeln fiir Konstruktionen mit Zirkel
und Lineal genauer festlegen:



(1.9) SPIELREGELN.

a) Die Punkte O und E sind konstruierbar.

b) Sind A und B konstruierbar, dann kann die Verbindungsgerade mit dem
Lineal gezeichnet werden.

¢) Ist M konstruierbar und r > 0 eine konstruierbare reelle Zahl (d.h. (r,0)
konstruierbar), dann kann der Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r mit
dem Zirkel gezeichnet werden.

d) Alle Schnittpunkte von Geraden oder Kreisen, die mit Zirkel und Lineal
gezeichnet werden konnen, sind konstruierbar.

e) Durch diese Konstruktion werden alle konstruierbaren Punkte in endlich
vielen Schritten erreicht.

Nachdem die Spielregeln festgelegt sind, miissen wir sie in die Sprache der Algebra
iibersetzen.

Aus der linearen Algebra weifi man, daf die Gerade durch die Punkte (aq,b;) und
(ag, b2) die Gleichung

(a2 —a1)(y = b1) = (b2 = b1)(z —a1) =0

besitzt.
Weiters hat der Kreis mit Mittelpunkt (a1,b;), der durch den Punkt (ag,b2) geht,
die Gleichung
(z—a1)® + (y = b1)* = (ag — a1)® + (b2 — b1)*.

Liegen aq, b1, as2,bs in einem Teilkorper K von R, dann liegen die Koeffizienten der
Geraden — bzw. Kreisgleichung ebenfalls in K.
Schneidet man zwei Geraden

mr+sy+t =0
o + Soy + 12 =0,

deren Koeffizienten in K liegen, so liegen die Koordinaten x,y des Schnittpunkts
(z,y) wieder in K. Schneidet man einen Kreis

Pty turtoy+w=0mitu,v,wek
mit einer Geraden, deren Koeffizienten in K liegen, so mufl man eine quadratische

Gleichung 16sen. Daher liegt jeder Schnittpunkt in einer quadratischen Erweiterung
K(y/c) von K mit ¢ > 0 (fiir ¢ < 0 existieren keine Schnittpunkte).



Schneidet man schliellich zwei derartige Kreise

x2+y2+u1x+v1y+w120
2 +y? Fupr vy +we =0,

so ergibt sich dasselbe wie beim Schnitt eines dieser Kreise mit der Geraden
(ug —ug)x + (v1 — v2)y +wy —we = 0.
Die Schnittpunkte liegen also ebenfalls in einer quadratischen Erweiterung von K.

Daraus ergibt sich sofort der folgende Satz.

(1.10) Satz. Ein Punkt A = (a,b) ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbar, wenn es eine endliche Menge von Korpern K; gibt mit

Q=KyC K| C---CKnCR,

sodaB jeweils Kjy1 = K;(,/c;) eine quadratische Erweiterung von K; ist (mit
0<c¢; € Kj)und a und b in Ky liegen.

Denn wenn man endlich viele Konstruktionsschritte durchfithrt — und mehr lassen
unsere Spielregeln nicht zu — so kommt man von rationalen Punkten zu Punkten mit
Koeffizienten in einem Koérper K, der sich aus Q durch endlich oftmalige quadratis-
che Erweiterung ergibt.

Da wir die Menge aller Punkte (z,y) mit z,y € K mit der quadratischen Er-
weiterung K (7) identifizieren konnen, erhalten wir daraus sofort

(1.11) Korollar. Eine Zahl z € C ist genau dann in §, d.h. mit Zirkel und
Lineal konstruierbar, wenn es eine Kette

LoCLiC---ClLy

von Teilkérpern von C gibt mit den folgenden Eigenschaften:

1) Ly ist ein beliebiger Korper, der nur aus konstruierbaren Zahlen besteht,
7.B. Ly = Q oder Ly = Q(3).

2) jedes Lji1 = Lj(\/c;) ist eine quadratische Erweiterung von Lj, 0 < j <
M.

3) z € Ly.



(1.12) Korollar. Der Kérper Q der konstruierbaren komplexen Zahlen ist der
kleinste Teilkérper von C, der mit jedem Element ¢ auch eine Quadratwurzel \/c
enthalt.

Diese Aussage ist insofern interessant, weil hier nicht nur — wie bei beliebigen
Korpern — die Operationen der Addition und Multiplikation invertierbar sind, son-
dern auch die Operation des Quadrierens.

2. Wiirfelverdopplung und Winkeldreiteilung.

Nun sind wir in der Lage zu beweisen, dafl das Problem der Wuirfelverdopplung
unter ausschlieflicher Verwendung von Zirkel und Lineal nicht l6sbar ist.

(2.1) Satz. Die Zahl §/2 ist nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

BEwEIs. Wir zeigen das indirekt. Ware die Zahl a = /2 mit Zirkel und Lin-
eal konstruierbar, dann gébe es nach (1.11) eine Kette Ly C Ly C --- C Ljs von
sukzessiven quadratischen Erweiterungen von Ly = Q, so dafl a € L), wiére.

Es geniigt nun, folgendes zu zeigen:

1) Gibt es in einem quadratischen Erweiterungskorper K (1/c) ein Element «
mit o® = 2, dann gibt es auch schon in K ein solches Element.
2) In Q existiert kein o mit o = 2.

Denn gébe es ein solches « in Ly, dann gébe es auch eines in Lj;—; nach 1).
Iteriert man dieses Argument, so erhélt man die Existenz eines solchen Elements
in Q = Ly. Dort gibt es nach 2) kein solches Element. Wir erhalten daher einen
Widerspruch.

ad 1): Sei a € K(y/c) mit o® = 2. Dann gibt es a,b € K mit (a + by/c)3 = 2.

Ist hier b =0, so ist « = a € K und alles gezeigt.
Sei daher b # 0. Dann ist

2 = (a+ by/c)® = a® + 3ab*c + (3a%b + bPc)\/e.
Hier muf} der Koeffizient b(3a? + b%c) von +/c gleich 0 sein, da sonst

2 — a3 — 3ab’c
= K
Ve 3a2b + b3c <

ware.
Das bedeutet, dai 3a? + b%c = 0 ist (und daBl a — by/c ebenfalls die
Gleichung (a — by/c)? = 2 erfiillt). Jedenfalls gilt
3a* +b*c =0
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und

2 = a® + 3ab’c.
Aus der ersten Gleichung folgt b’c = —3a?. Setzt man das in die zweite
Gleichung ein, so erhélt man 2 = a3 + 3a(—3a?) = —8a® = (—2a)3. Es gibt
also in K ein Element v = —2¢ mit 3 = 2, wie behauptet.

ad 2): Es gibt kein o = * € Q mit a® = 2. Denn sonst wiire (%)3 =2,dh m3=
2n3 mit natiirlichen Zahlen m, n. In der eindeutigen Primfaktorzerlegung
von m?3 miifite daher 2 mit einer Vielfachheit auftreten, die durch 3 teilbar
ist, withrend die Vielfachheit in 2n® von der Form 3k + 1 wire. Das ergibt
einen Widerspruch.

(2.2) BEMERKUNG. Wie wir in II. (2.4) zeigen werden, besitzt die Gleichung
X3 —2=0in C drei Losungen oy, as, ag. Fiir diese gilt

X3 —2=(X-a)(X —a)(X —a3z) =
= X3 - (a1 +ag + Ozg)X2 + (s + ajas + asaz) X — ajasag .

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich speziell, dafl a; + as + a3 = 0 sein muf.
(Vieta’scher Wurzelsatz). Gibt es einen Korper K, so dafl ey € K (+/c) liegt, so ist
a1 = a+by/cmit a,b € K. Wie wir uns oben iiberlegt haben, ist dann as = a — by/c
und daher a3 = —ag — a3 = —2a € K. Wir erhalten dieselbe Schlu3folgerung wie
oben, aber auf eine weniger gekiinstelte Weise.

(2.3) BEMERKUNG. Diese Beweise sind so einfach und durchsichtig, daf§ wir ein
paar Augenblicke innehalten sollten und uns iiberlegen, warum es so lange gedauert
hat, die Unmoglichkeit der Wiirfelverdoppelung mit Zirkel und Lineal zu beweisen.

Zur Zeit der alten Griechen war die Mathematik noch nicht weit genug entwickelt,
um tiber die Tétigkeit des Konstruierens selbst Aussagen machen zu koénnen. Das
begann sich erst allmahlich zu andern seit R. Descartes 1637 in seiner Geometrie
zeigen konnte, dafl man geometrische Probleme durch die Einfiihrung eines kartesis-
chen Koordinatensystems in die Sprache der Algebra iibersetzen konnte. Aber obwohl
Descartes deutlich sah, dafl Konstruktionen mit Zirkel und Lineal auf lineare und
quadratische Gleichungen fiihrten und es daher eher unwahrscheinlich ist, damit auch
Gleichungen dritten oder hoheren Grades l6sen zu kénnen, war die Algebra damals
noch nicht flexibel genug, um eine solche Vermutung exakt zu beweisen.

Das anderte sich erst im 19. Jahrhundert, als man begann, statt individueller
mathematischer Objekte ganze Klassen von Objekten mit bestimmten formalen Eigen-Jj
schaften zu untersuchen. Damals hat man gesehen, dafl die sukzessiven Erweiterun-
gen des Zahlbegriffs von der Menge N = {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen zu den
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Mengen Z = {0,+1,+2,...} der ganzen, Q der rationalen, R der reellen und C
der komplexen Zahlen darauf hinausliefen, den Zahlbegriff so zu erweitern, daf} die
4 Grundrechnungsarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division soweit
wie moglich ausfithrbar wurden unter Beibehaltung ihrer gewohnten formalen Eigen-
schaften. Das fithrte schlieffilich zum fundamentalen Begriff des Korpers, mit dessen
Hilfe die Situation klar und deutlich durchschaubar wurde.

Ein weiteres beriihmtes Problem betrifft die Winkeldreiteilung: Kann man jeden
Winkel mit Zirkel und Lineal in 3 gleiche Teile teilen?

Bei einigen Winkeln wie etwa o = 90° geht das schon, weil 30° konstruierbar ist.
Wir wollen jedoch zeigen, daf3 sich der Winkel o = 60° nicht mit Zirkel und Lineal
in 3 gleiche Teile teilen 1aft.

Wie in der Mathematik heutzutage iiblich ist, wollen wir statt des Winkels @ = 60°

lieber den dazugehorigen Bogen %ﬂ = % auf dem Einheitskreis betrachten.

Dann ist unsere Behauptung gleichbedeutend damit, dafl die komplexe Zahl

cos 5 + isin g, welche

(cosz—i—isinz)g—cosz—i—isinz—ﬁ
9 9/ 3 3 2

erfiillt, nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist.
Wir verwenden dabei die bekannte Formel von de Moivre
(cosz + isinz)™ = cosnz + isinnz.
Diese 143t sich aus den Additionstheoremen fiir die trigonometrischen Funktionen
cos(z +y) = cosx cosy — sinzsiny

und
sin(x 4+ y) = sinz cosy + cosxsiny

sehr leicht herleiten, die ihrerseits mit
cos(z +y) +isin(z + y) = (cosz + isinz)(cosy + isiny)

aquivalent sind.

In der Analysis lernt man den tieferen Grund fiir diese Formeln kennen, daf
némlich cosz + isinz = €™ gilt. Die Formel von de Moivre 148t sich dann in der
Form e* = (e”’)n schreiben, in der sie fast trivial wirkt. Wir werden im Folgenden
die Exponentialschreibweise €’® immer wieder als niitzliches Symbol fiir cos  + i sin
verwenden. Insbesondere beachte man, daf e?™ =1 und '™ = —1 gilt.

12



(2.4) Satz. Die komplexe Zahl ¢5 = cos § + isin § ist nicht mit Zirkel und
Lineal konstruierbar.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dafl es keine Kette
LOZQ(V_3> CLiC--CLy

von sukzessiven quadratischen Erweiterungen gibt, so dafl cos § +isin g € Ly liegt.
Wir machen das wie in (2.1) in 2 Schritten:

1) Ist K ein Korper mit Q(v/—3) € K C C und ist die Gleichung X3 = @

in einer quadratischen Erweiterung K (1/c) 16sbar, dann bereits in K selbst.

Der Beweis ist fast wortlich derselbe wie oben. i
Aus (a+ by/2)? = =3 folgt, daB auch (a — by/6)? = HY=3 gilt und
daf3 schlielich auch

1++v/-3
(—2a)® = —

ist.
2) Die Gleichung X3 = HT‘/TS hat in Q(v/—3) keine Lésung.

Denn sonst gébe es ganze Zahlen a, b, ¢, die keinen gemeinsamen Teiler
besitzen, so daf

(frtvm) -7

gilt. Das bedeutet

3 2 2 3 1 —
(%) _9ab +(36{1)_31))\/_—3: + v 3.

c3 c3 c3

Es gilt also
3

3 2 _C
—9ab® = =
a a 5

und
3

2 3_¢C
3a°b — 3b° = 5
Da a und b ganz sind, muf} ¢® und daher auch ¢ gerade sein. Aus der zweiten Gleichung
folgt, dafl ¢ iiberdies durch 3 teilbar ist. Subtrahiert man die beiden Gleichungen, so
ergibt sich a® —9ab? —3a?b+3b3 = 0. Daraus folgt sofort, dal a durch 3 teilbar ist und
das impliziert wieder, dafl auch b durch 3 teilbar ist. Somit ware 3 ein gemeinsamer
Teiler von a, b, ¢ in Widerspruch zu unserer Annahme.
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In diesem Beweis ist der zweite Schritt relativ kompliziert. Daher geht man meis-
tens folgendermaflen vor:
Die Gleichung

cos 39 + isin 39 = (cos¥ + isinv)® =
= cos® ¥ — 3cosIsin® ¥ +i(3 cos® I sin ¥ — sin® ¥)

impliziert
cos 31 = cos® ¥ — 3cos V(1 — cos® V) = 4cos® I — 3cos 0.
Fir 0 = § ist cos3d = cos§ = % . Daher erfiillt v = cosv die Gleichung

% = 4u? — 3u oder 8u® — 6u — 1 =0 . Setzt man = = 2u, so gilt also

22 —3x—-1=0.

Es geniigt wieder zu zeigen, daf} keine Losung x dieser Gleichung mit Zirkel und Lineal
konstruierbar ist. Da der konstante Term jetzt in Q liegt, reduziert sich der zweite
Schritt darauf zu zeigen, dafl es keine rationale Losung z =  mit teilerfremden
Zahlen m und n gilt.

Wire 2 = 2 eine Losung von z* — 3z — 1 = 0, so wére

m? — 3mn? —n®=0.

Jede Primzahl p, die m teilt, miiite auch n® und daher auch n teilen und umgekehrt.
Das ist ein Widerspruch zur Teilerfremdheit. Es konnte also hochstens © = +1 eine
Losung sein, was auch nicht der Fall ist.

Jetzt bleibt noch zu zeigen, daf die Gleichung x> —3x—1 = 0 in einer quadratischen
Erweiterung K (1/c) nur dann lésbar ist, wenn sie auch in K selbst 18sbar ist. Sei also
x=a+by/cmit a,be K.

Fiir b = 0 ist die Behauptung richtig.

Sei also b # 0. Dann gilt

(a4 bye)® —=3(a+bye) —1=0
oder

a3—|—3ab2c—3a—1+b(3a2+b20—3>\ﬁ:0.

Hier muf wieder 3a? + b?c — 3 = 0 sein, weil sonst \/c € K wire.
Dann ist aber auch a — by/c eine Losung der Gleichung. Setzt man b%c = 3 — 3a?
in a® + 3ab?c — 3a — 1 = 0 ein, so ergibt sich
—8a® +6a — 1= (—2a)® —3(—2a) — 1 =0.
Es ist also 7 = —2a € K ebenfalls Losung der Gleichung 23 — 3z — 1 = 0.

(2.5) Korollar. Es gibt konstruierbare Winkel, fiir die die Winkeldreiteilung
nicht mit Zirkel und Lineal durchfiihrbar ist.
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(2.6) BEMERKUNG. Auf die Winkeldreiteilungsgleichung X3 — 3X — 1 = 0 trifft
dasselbe zu, was in (2.2) fiir die Gleichung X? — 2 = 0 gesagt wurde: Sie hat
drei Wurzeln aq, as, a3 in C, welche a; + as + a3 = 0 erfiillen. Liegt eine Wurzel
a1 = a+ by/c in K(y/c), dann auch eine zweite, die dann die Gestalt ag = a — by/c
besitzt.

Fiir die dritte Wurzel ag ergibt sich daraus, dafl a3 = —a; — ag = —2a € K ist.

Mit derselben Methode zeigt man allgemein folgendes:

Sei X3 4+ aX? + bX + c ein Polynom mit rationalen Koeffizienten. Dieses lift
sich genau dann in ein Produkt (X —r)(X? + sX +t) mit rationalen Koeffizienten
r,s,t zerlegen, wenn x =r = 7> eine Wurzel der Gleichung X34+aX?+bX+c¢c=0
ist. Hat diese Gleichung keine rationale Nullstelle, so nennt man X2 +aX? +bX +c
irreduzibel iber Q. Ist das der Fall, so ist keine Wurzel o dieser Gleichung mit Zirkel
und Lineal konstruierbar.

Als weiteres Beispiel zeigen wir, dafl das regelmdf$ige 7-FEck nicht mit Zirkel und
Lineal konstruierbar ist.

Es ist klar, dafl ein regelméafliges n—Eck genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar ist, wenn der Winkel @ es ist. Das ist genau dann der Fall, wenn die
n—te Einheitswurzel { = e’ = cos %’T + i sin 27” konstruierbar ist und das ist wieder
genau dann der Fall, wenn v = ¢+ = (¢ + ("' = 2cos 27” konstruierbar ist.

Seinun n = 7 und ¢ = ¢’ . Dann gilt (7 = e*™ = 1. Die Zahl ( ist also eine
Waurzel der Gleichung X7 —1=0. Wegen (X —1)(XS + X%+ -+ X +1)= X"~ 1
und ¢ # 1 geniigt ¢ auch der Gleichung

X4 X5+ 4+ X+1=0.
Das ist gleichbedeutend mit
1 1 1
X34 — P G p— X+—|+1=
(204 55) + (324 53) + (x4 5 ) +1=0

Setzt manY:X—i—%,soist
V2o X242 i oumd vi = (X34 - ) 13 (x 4~
X2 X3 X))
Daher geniigt Y der Gleichung

(Y3—3Y)+(Y2—2)+Y+1:Y3+Y2—2Y—1:0.

Wegen (—1—% = 2cos 27” ist also 2 cos 27” eine Wurzel der Gleichung Y2 +Y?2—-2Y —1 = 0.
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Diese Gleichung hat keine rationale Losung “*. Denn sonst konnte man m und n
teilerfremd wéhlen und erhielte

m® 4+ m?n — 2mn? —n3 =0.

Das hiefle aber wieder, daf} jeder Primteiler von m auch n teilt und umgekehrt.
Daher kann “* hochstens +1 sein, was aber ebenfalls keine Losung ist.
Das Polynom Y?® 4+ Y2 — 2Y — 1 ist daher irreduzibel iiber Q. Daher ist 2 cos 2%

und somit auch e** nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Eines der wichtigsten Probleme in diesem Zusammenhang ist die Frage, welche
regelmafligen n—FEcke mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind.

Dieses Problem wurde 1796 von C.F. Gaufl gelost: Das regelmdfSige n—Eck ist
genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn n = 2Fp; - p,. ist, wobei p;
verschiedene Primzahlen der Gestalt 2% + 1 sind.

Dieses Ergebnis ist eines der Hauptresultate dieses Buches und wird in Kapitel
VIII mit Hilfe der Galoistheorie bewiesen werden.

Vorlaufig konnen wir die Frage nach der Konstruierbarkeit des regelméfligen n—
Ecks fur alle n < 10 entscheiden.

Da mit Zirkel und Lineal sowohl Winkelverdopplung wie auch Winkelhalbierung
moglich sind, sind regelméfige n—FEcke und 2n—Ecke entweder beide konstruierbar
oder beide nicht konstruierbar. Insbesondere sind Quadrate und regelméflige 8-Ecke
konstruierbar.

Aus der Konstruierbarkeit des Winkels von 60° ergibt sich die Konstruierbarkeit
des regelméfligen 6-Ecks und gleichseitigen Dreiecks. (Das entspricht dem Fall
pr=3=2"+ 1). Da der Winkel von 60° nicht mit Zirkel und Lineal gedrittelt
werden kann, sind die regelméafligen 18— und 9-Ecke nicht konstruierbar.

Wie wir in I1.2. sehen werden, hat die 5. Einheitswurzel ( = T = cos %’T +
isin 2?7’ die explizite Gestalt

¢= \/54*1 +i,/—2 (5+5).

Betrachten wir die Korperkette

LO:QQLIZQ(\/S)g[Q:Ll( —2(5+\/5)>,

so liegt ¢ in Lo und ist daher konstruierbar. Somit sind das regelméfiige 5— und
10-Eck konstruierbar. (Das entspricht dem Fall p; =5 = 22" 4 1).

Insgesamt sehen wir, daf} fiur 3 < n < 10 alle regelméafligen n—Ecke aufler dem 7—
und 9-Eck konstruierbar sind.
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II. Algebraische Gleichungen

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Frage zu, was man heute in der Algebra
unter der Auflésung einer Gleichung

pPX)=X"4a, 1 X" '+ Fap=0

versteht.

Ein wichtiger Schritt auf dem Wege zur modernen Interpretation ist der
»Fundamentalsatz der Algebra®. Dieser besagt, daff die Polynomfunktion p(z) im
Bereich der komplexen Zahlen genau n komplexe Nullstellen oy, as,..., o, besitzt
und als Produkt

p(z) = (z—a1)(z —az) - (2 — an)
darstellbar ist.

Der Algebraiker abstrahiert daraus die Tatsache, daf$ es einen Oberkdrper K des
Koeffizientenkérpers k gibt, iber welchem p(X) in Linearfaktoren zerfdllt. Das fihrt
zur allgemeinen Frage der Zerlegung eines Polynoms p(X) in irreduzible Faktoren.

Um einen Einblick in die Situation zu gewinnen, sammeln wir iberdies die wichtig-
sten konkreten Resultate tber die Auflésung algebraischer Gleichungen, die man bis
zum Ende des 18. Jahrhunderts gefunden hatte.

1. Hilfsmittel aus der reellen Analysis.

Die Suche nach Lésungen fiir algebraische Gleichungen bildete den Hauptanreiz fiir
die sukzessive Erweiterung des Zahlbegriffs von den natiirlichen Zahlen bis hin zu den
komplexen Zahlen. Wir werden daher mit Recht erwarten, dafl die komplexen Zahlen
diesem Problemkreis am besten angepafit sind und daher die schonsten Resultate tiber
algebraische Gleichungen erméglichen. Doch zunéchst wollen wir untersuchen, was
die reelle Analysis zur Auflésung von Gleichungen beitragen kann. Sei p(z) = ag +
a1z + - - 4 a,z™ eine Polynomfunktion mit reellen Koeffizienten ai. Ihre graphische
Darstellung, d.h. die Menge aller Punkte (x,p(x)) mit z € R, ist dann eine Kurve
im R?, deren Nullstellen die reellen Lésungen der Gleichung p(z) = 0 sind. Die
Zahl n = max{k : ar # 0} heifit der Grad degp von p. Ein konstantes Polynom
p(z) = ap # 0 hat also den Grad 0. Dem Nullpolynom p(z) = 0 wollen wir vorerst
keinen Grad zuordnen.

Von grundlegender Bedeutung fiir alles weitere ist die Tatsache, dafl eine Zahl «
genau dann Nullstelle von p(z) ist, wenn p(z) den Linearfaktor z — « besitzt.

(1.1) Satz. Sei p(x) eine Polynomfunktion n—ten Grades mit reellen Koeffizien-
ten. Ist o € R eine Nullstelle von p, dann gilt

p(z) = (z = a)q(),
wobei q(x) ein Polynom (n — 1)-ten Grades ist.
BEWEIS. Sei p(x) = ag + a1z + - -+ + ana™. Dann ist

p(x) =plx) — pla) =ag —ap + ar1(x — ) + - + ap(z" — ™).
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Nun gilt ¥ — o* = (2 — a)(zF ' + axF~2 + .- + o*~!) und daher
p(@) = (z—a)jar +as(z+a)+ - +a,(@" ' +az" P4 4" )] =

= (= a)(a)

mit einem Polynom ¢(z) vom Grad n — 1.

Jeder Nullstelle @ € R entspricht also ein Faktor (x —«) von p(x). Da ein Polynom
0-ten Grades keine Nullstelle besitzt, hat eine Polynomfunktion n—ten Grades also
héchstens n Nullstellen. Man kann also p(z) in der Form p(z) = (z — o) - (z —
ax)q(z) schreiben, wobei degq = n — k ist und g(z) keine reelle Nullstelle besitzt.
Kommt ein Faktor x — a vor und ist k die gréfite Zahl, fiir die (z — a)* ein Faktor
von p(z) ist, so heift « eine k—fache Nullstelle von p(z) und k die Vielfachheit von .

Es gilt also

(1.2) Satz. Sei p(x) eine Polynomfunktion n—ten Grades mit reellen Koeffizien-
ten. Dann ist die Anzahl der reellen Nullstellen — jede mit ihrer Vielfachheit gezahlt
— héchstens gleich n.

Es gibt Polynome geraden Grades, die iiberhaupt keine (reelle) Nullstelle haben,
wie z. B. p(z) = 22" + 1.

Dagegen folgt aus dem Zwischenwertsatz, daf3 jedes Polynom ungeraden Grades
mindestens eine reelle Nullstelle besitzt. Denn ist p(x) = ag+ a1+ - - +agn 122",
und 0.B.d.A. agny1 > 0, so ist lim p(r) = oo und lim p(z) = —oco. Es muf also

r—00 r——00

mindestens eine Stelle © = o mit p(a) = 0 geben.

Sehr wichtig ist

(1.3) Satz. Sein > 1 und r > 0. Dann hat die Gleichung p(z) = 2™ —r =0
genau eine positive Losung {/r in R.

BEWEIS. Aus dem Zwischenwertsatz ergibt sich wegen p(0) = —r < 0 und
lim p(z) = oo die Existenz mindestens einer Losung. Da die Funktion 2 — z™ fiir
T—00

x > 0 monoton wachsend ist, kann es nur eine Losung geben.

Im Fall n = 2 zeigen die Polynome 22 + 1, 22 und 22 — 1, da jeder der moglichen
Falle (keine reelle Nullstelle, zweifache Nullstelle, zwei verschiedene Nullstellen) auftreten]
kann.

Ein Polynom dritten Grades mufl mindestens eine reelle Nullstelle & haben. Es
gilt dann p(z) = (z —a)g(x), wobei deg ¢ = 2 ist. Also existieren entweder genau eine

(einfache) reelle Nullstelle oder 3 reelle Nullstellen (mit ihrer Vielfachheit gezéihlt).

Z. B. hat das Polynom p(z) = 2® + 3z — 1 genau eine reelle Nullstelle, weil die
Ableitung p’(z) = 322 + 3 > 0 ist und daher p(z) monoton wichst.
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Dagegen hat die Gleichung p(z) = 2% — 32z — 1 = 0 drei verschiedene reelle
Losungen, weil p(—2) < 0, p(—=1) > 0, p(0) < 0 und p(2) > 0 ist. Wir konnen
diese sogar explizit bestimmen. Denn aus der in I. (2.4) bewiesenen Identitét

(2cos¥)® — 3(2cos¥) = 2(4cos® ¥ — 3cos ) = 2 cos 30

folgt, dal * = 2 cos ¥ fiir jedes ¥ mit 2 cos3¥ = 1 eine Losung der Gleichung

2% — 32z — 1 = 0 ist. Somit ergibt sich ¥ = s 9+ %’T und § — %’T Wir erhalten daher

(1.4) x3—3x—1:(x—260s,g> (x—2c087;r> <x—2cos597T>.

Aus der Analysis kennt man ein einfaches Kriterium fiir die Einfachheit einer
Nullstelle.

(1.5) Satz. Sei p(x) eine Polynomfunktion mit Nullstelle o. Genau dann ist o
eine einfache Nullstelle, wenn die Ableitung p'(«) # 0 ist.

BEWEIS. « ist genau dann einfach, wenn p(z) = (2 — a)g(x) ist und ¢(«a) # 0.

Dagegen ist o mehrfache Nullstelle, wenn p(z) = (v — a)g(x) und ¢(a) = 0 ist,
weil dann ¢(z) = (z — a)q; () gilt und somit p(x) = (z — a)?qy () ist.

Dabher ist p'(z) = q(z) + (z — a)¢’(x) und p/(a) = 0 genau dann, wenn g(a) = 0
ist.

BEMERKUNG. Geometrisch bedeutet dieser Satz, dal o genau dann eine mehrfachel]
Nullstelle von p(z) ist, wenn die z—Achse Tangente an den Graphen von p(z) im Punkt
(o, 0) ist.

Aus (1.2) ergeben sich einige niitzliche Folgerungen.

(1.6). Die Polynomfunktionen p und q sind genau dann gleich (als Funktionen),
d.h. p(z) = Y ara® = q(z) = 3. bra® fiir alle x € R, wenn ihre Koeffizienten iiber-
einstimmen, d.h. ay = by, fiir alle k =0,1,2,... gilt.

BEWEIS. Seip(z) = g(z) fiir alle z € R. Wiirden nicht alle Koeffizienten tibereinstimmen Jj
so ware

r(z) =p(x) —q(z) =co+crx+ - + csz®

ein Polynom mit einem Grad s > 0. Es gébe also hochstens s Nullstellen von r(x).
Da aber r(z) = 0 fur alle € R gilt und R unendlich viele Elemente besitzt, ist das
nicht moglich.

Auf (1.6) beruht das bekannte Prinzip des , Koeffizientenvergleichs*.

Als Beispiel betrachten wir die triviale Identitit
(1+2)"" =1 +2)*(1+2)° fira,b> 0 ganz.
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Nach dem binomischen Lehrsatz ist

I+ =Y <Z>xk

k>0

()= ()2 0)

die Koeflizienten von z", so ergibt sich die Vandermonde’sche Formel

()= (0= ()60

E,1>0

Vergleicht man in

Nun kann man mit demselben Argument wie im Beweis von (1.6) zeigen, daf§ sogar

() ()= (G2

fiir beliebige x,y € R gilt.
Denn bekanntlich ist (¥) = gle=l)-(@=ntl) oine Polynomfunktion n—ten Grades

n n!
auf den reellen Zahlen. Betrachten wir nun die Polynome py,(x) = (x:b)

> (5 (nfk) fiir festes b € N.
0<k<n
Beide haben den Grad n.
Firz =a=0,1,2,... gilt pp(a) = g(a) nach der Vandermonde’schen Formel. Das
heifit, dafl das Polynom r(x) = py(x) — gp(z) unendlich viele Nullstellen besitzt und
daher das Nullpolynom sein mufl. Somit ist p,(x) = gp(z) fiir alle z € R.

Es ist also , )
x4+ x
(2= 2 (62
0<k<n

fir alle z € R und b € N. Wendet man bei festem x € R dieselbe Vorgangsweise auf
die Polynome p,(y) = (“7¥) und ¢.(y) = > (§)(,,,) an, so ergibt sich (1.7).
0<k<

und gy(z) =

n
n

Allgemein gilt

(1.8) Satz. Sind p und q Polynome héchstens n—ten Grades und gilt p(a) = g(a)
fiir mehr als n Zahlen a, so gilt p(z) = q(x) fiir alle z € R.

Der Beweis ist wohl klar.
Als Anwendung wollen wir die Lagrange’sche Interpolationsformel beweisen. Hier

geht es darum, durch n Punkte (a;,b;) der Ebene R? eine moglichst einfache Kurve
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zu legen. So kann man je zwei Punkte durch eine Gerade verbinden, je drei Punkte
durch eine Parabel, usw.

Durch die gegebenen n Punkte (a;, b;) geht nun ein Polynom p(z) mit deg p < n,
namlich

(1.9) p(x)=> 0 ] Ui’_‘;f]

k=1  j#k

Denn man verifiziert sofort, dal p(a;) = b; gilt und daf jeder Summand den Grad
n — 1 besitzt.

Wir behaupten nun, dafl dieses Polynom eindeutig festgelegt ist. Denn gébe es
ein weiteres Polynom ¢(x) mit ¢(a;) = b; und degq < n, so wére r(z) = p(x) — g(x)
ebenfalls ein Polynom mit deg r < n, hiatte aber mindestens n Nullstellen ay, ..., ay,.
Das gilt nur, wenn r = 0, d.h. ¢(z) = p(z) ist.

2. Der Fundamentalsatz der Algebra.

Die komplexen Zahlen treten zuerst beim Versuch auf, fiir beliebige quadratische
Gleichungen ax? 4 bz + ¢ = 0 Losungen zu finden. Eine solche Gleichung kann wegen
a # 0 auf die Gestalt 22 + pz + ¢ = 0 gebracht werden. Ergéinzt man auf ein Quadrat,

so ergibt sich
2

2
13)2_71, _ P —4q
(”HQ - 91T T

Sind p, ¢ € R, so besitzt diese Gleichung nur dann eine reelle Lsung, wenn p?—4¢ > 0
ist.
Ist p? — 4¢ > 0, so besitzt sie zwei verschiedene reelle Losungen

p 1
=—=4 - 2 — 4q.
T1,2 9 9 p q

Im Fall p? — 4q = 0, also der Gleichung

2

e s (o) -
x+px+4 x+2 0,

ist 71,2 = —% eine zweifache Nullstelle.

Fiir p? — 4¢q < 0 ergeben sich zwei konjugiert komplexe Losungen
Pt p i
x1 2—5—1—5 4q — p? undx2:—§—§ 4q — p2.
Analoge Formeln gelten auch im Falle einer Gleichung 22 4+ px + ¢ = 0 mit kom-

plexen Koeflizienten p, ¢. Man braucht sich nur zu iiberlegen, daf jede komplexe Zahl
¢ = a+ib # 0 genau zwei Quadratwurzeln ++/c in C besitzt.
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Das sieht man am schnellsten, wenn man die Polardarstellung von ¢ betrachtet
und die Formel von de Moivre verwendet, wie das im Beweis von I. (1.8) gemacht
wurde.

Die elementarste Art, eine Wurzel von ¢ explizit zu berechnen, besteht darin, einen
Ansatz der Form /c = x + iy zu machen.
Dann ist (x + iy)? = ¢ = a + ib und somit

z? —y? = a,2zy = b und iiberdies 22 + y* = Va2 + b2 = c].

Daraus ergibt sich
227 = |c| 4+ a,2y* = |c| —a

: el +a . [le—a
THy = TJrzs Ty

wobei € = +1 so gewahlt werden muf}, dafl 2zy = b ist, d.h. e = 1 fiir b > 0 und
e=—-1furb<O0.
Setzt man sgnb =1 fiir b > 0 und sgnb = —1 fiir b < 0, so ist also fiir b # 0

[ VaZ L b2 [a2 7 b2 —
va-+ib= %-ﬁ-isgnb %.

Es gibt also immer eine Wurzel v/a + tb = x + iy mit x > 0.
Z. B. ergibt die obige Formel /3 + 4i = % +i\/5—§3 =24 iund Vi = % +

i J1=0 14

2 NoR

und somit

Als néchstes wollen wir zeigen, dal jede komplexe Zahl ¢ # 0 fir jedes
n=1,2,3,... mindestens eine n-te Wurzel {/c in C besitzt.

Dazu betrachten wir wieder die Polardarstellung ¢ = 7e?”. Nach (1.3) gibt es eine
positive reelle Zahl {/r und nach dem Satz von de Moivre ist (cos % + i sin %)n = e,
Also ist

¥ 9
Ur <cos — +isin )
n n
eine n—te Wurzel von ¢ = r(cosd 4 i¢sind) in C.

Hier erhebt sich sofort die Frage, ob man das auch ohne Verwendung trigonometrischerfj
Funktionen beweisen kann.
Es geniigt dabei, den Fall |¢| = 1 zu betrachten.
AuBlerdem kann man sich auf ungerades n beschrénken, da die Existenz von Quadratwurzelnfj
ja bereits gezeigt ist. Schliefilich kann man auch die trivialen Félle ¢ = +1 auss-
chlieflen.
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Wir wollen also die Existenz einer komplexen Zahl z zeigen, welche z2"*!

erfiillt.

= C

Dazu beachten wir, daf sich jede Zahl d # —1 auf dem Einheitskreis in der Form

14X
(2.1) d= TN
mit einer eindeutig bestimmten reellen Zahl A darstellen 1&8t. Denn sei ¢\ der
Schnittpunkt der Geraden durch die Punkte —1 und d mit der imaginéren Achse.
Dann gilt d = —1 + ¢(iX\ + 1) und wegen |d|> = dd = 1 ist also
(t—14iXt) (t—1—ixt) = (t—1)2+ X2 =1, dh. (N> + 1)t =2t = 0 oder t = 157
Daher ist d = —1 + ~—20tA) - —14ide2  1+id

AN (I—ix) —  1—ix T—ix-

Aus 2?1 = ¢ ergibt sich speziell |z[*"T! = |¢| = 1, d.h. |z| = 1. Wegen ¢ # —1
ist auch z # —1.

Schreibt man z = 1£i

1—iX?

so lautet also unsere Gleichung

1T+ix) >
=c.
(%)
Nun wissen wir bereits, dafl ein d mit d? = ¢ exisitiert.

—1; _ 2 _d _d
Wegen |d| = 1ist c=d* = &= = 2.

2n+1
1+¢,\) nt

Wir suchen also ein reelles A mit (171. 5

d(1 402" = d(1 — i)+
Dieses A ist Losung der Gleichung

p(z) = id(1 + iz)*" T —id(1 —iz)** T = 0.
Da p(x) = p() ist, sind alle Koeffizienten von p(z) reell.
Nun ist degp(z) = 2n + 1, weil der hochste Koeffizient
idi?" 1 —id(—i)? 1 = (—=1)"*1(d + d) # 0 ist (wegen ¢ # —1). Daher existiert eine
reelle Losung A dieser Gleichung.
Damit ist also die Existenz von beliebigen n—ten Wurzeln gezeigt.

Diese Ableitung ist insofern interessant, als sie zeigt, dafl man nur die Existenz von
Quadratwurzeln und den Zwischenwertsatz fiir reelle Polynomfunktionen bendtigt.
Die trigonometrische Losung gibt uns dagegen eine explizite Darstellung der n-ten
Wurzel.

Als néchstes wollen wir die Gleichung 2™ — 1 = 0 studieren.
Schreibt man 1 = €™, so sieht man sofort aus der Formel von de Moivre, da8

2mi 27T L. 271'
(n=€en =cos— +isin —
n n
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eine Losung ist. Wegen (¢F)" = (¢?)* = 1¥ = 1 sind auch alle Zahlen ¢*,
k=0,1,...,n— 1, Losungen der Gleichung z" — 1 = 0.
Da das n verschiedene Zahlen auf dem Einheitskreis sind, gilt also

1= (z=1)(z=C)(z =) (=),

Man nennt die komplexen Zahlen (¥ n-te Einheitswurzeln.
Wir wollen ein paar Beispiele explizit berechnen:

Die zweiten Einheitswurzeln sind 1 und —1.

Die dritten Einheitswurzeln erfiillen 23 — 1= (2 — 1)(22 + 2+ 1) = 0.
Es ergibt sich 1, p, p? mit p = (3 = =L4iv3 pP=( = 71%“/3

2 k)
Die vierten Einheitswurzeln sind 1,4, —1, —i.
Die fiinften Einheitswurzeln sind Losungen der Gleichung

P —l=(-DE+2+22+24+1)=0.

Dividiert man z*+ 23422+ 2z+1 durch 22 und setzt fiir z+% =y, soisty? = 22+2+Z%
und daher

11 1 1
22+z+1++2=<z2+2)+<z+>+1:
z z z z
=W -2 +y+l=y"+y-1

Das ergibt 3, = _1%\/5 und yp = =155,

2
Wir suchen (5 = cos %’T + 2 sin 2?”

Hier gilt (5 + é =(5+ (5 =2cos 2% > 0. Daher ist (5 eine Losung der Gleichung

1 —-14++5
z+-—=y1= ——(—
z 2

oderz2f_1%‘/gz+1:0.

Wir erhalten daher (5 = ‘/54’1 +44y/2(5 + V5).

Beachtet man, da8 mit a = {/c auch (¥a eine Lésung der Gleichung 2" — ¢ = 0
ist und daB diese n Losungen fiir alle a # 0 alle verschieden sind, so ergibt sich
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(2.2) Satz. Fiir jedes ¢ # 0 besitzt die Gleichung z™ — ¢ = 0 n verschiedene
Lésungen a, (ra, . .. ,Cﬁ_la. Ist ¢ = re', so sind diese Losungen von der Gestalt
CFa= fr e 55 k=0,1,....n—1.
Es gilt dann

Tl
k=0
Bevor wir weitergehen sei noch bemerkt, daf (1.1), (1.2), (1.5), (1.6), (1.7), (1.8),

(1.9) sinngemaf iibertragen natiirlich auch im Komplexen gelten.
So besagt etwa die Lagrange’sche Interpolationsformel im Komplexen, daf3

S
k=1 j#k
das eindeutig bestimmte Polynom p mit degp < n ist, welches p(a;) = b; fiir beliebig

gewahlte komplexe Zahlen a;, b; erfiillt. Es hat natiirlich i.a. komplexe Koeffizienten.

k_aj

Nun kommen wir zum wichtigsten Hilfsmittel aus der Analysis.

(2.3) Fundamentalsatz der Algebra. Jede nicht—konstante Polynomfunktion
p(z) = ap + a1z + - - - + a, 2" mit komplexen Koeffizienten a; besitzt mindestens eine
komplexe Nullstelle.

BEWEIS. Wir verwenden aus der reellen Analysis, daf eine stetige reelle Funktion
f(z,y) auf einer beschrankten abgeschlossenen Menge ein Minimum besitzt.
Schreibt man z = = 4 iy, dann ist

f(@,y) = |p(z +iy)]
eine stetige reellwertige Funktion auf R2. Sie nimmt daher auf jeder kompakten, d.h.
beschrinkten und abgeschlossenen, Menge ein Minimum an. Insbesondere also auf
jeder Kreisscheibe {z € C: |z| < r}.
Wir wihlen r so gro8, daf fiir |z| > r sicher |p(z)| > |p(0)| = |ao| erfiillt ist. Das geht,
weil | llim Ip(2)| = oo ist.

Denn [p(2)] = [ag + a1z + -+ anz"] = fanllo"[1+ 2221 + o+ 2 L), Fii
geniigend grofies |z| ist also

p(2)] > 2l

Dann ist das Minimum von |p(z)| auf ganz C dasselbe wie das Minimum auf der
Kreisscheibe |z| < r.

Sei nun z = a ein Punkt, wo das Minimum angenommen wird. Ist p(a) = 0, so
ist unser Satz gezeigt. Wire p(a) # 0, so ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen
ein Widerspruch.

Wir betrachten in diesem Fall die Polynomfunktion h — %. Es gilt dann

pla+h)

=1+ bh* + Terme hoheren Grades in h,
p(a)
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wobei h* die kleinste Potenz von h ist, deren Koeffizient b # 0 ist. Da in C k-te

Wurzeln existieren, kénnen wir ¢ so wihlen, da beF = —1 ist.
Dann gilt
h
plateh) _y pey pitign
p(a)
mit einem passenden Polynom q.
Daher ist
h
P < )
p(a)

Ist A > 0 und geniigend klein, so folgt |1 — h*| = 1 — h¥ und

pla+ch)
pla

‘glhk+m“mm>—1hwlm«m><L

Daher nimmt die Funktion |p(z)| im Punkt z = a + ch einen kleineren Wert an
als im Punkt z = a, wo sie den Wert |p(a)| annimmt. Das ist ein Widerspruch zur
Tatsache, dafl |p(a)| das Minimum von |p(z)] ist.

(2.4) Korollar. Jede Polynomfunktion n—ten Grades p(z) = ap+a12+- - -+anz",
a; € C, hat genau n komplexe Nullstellen oder , Wurzeln“ a1, . .., a,, wenn man die
Vielfachheit der Nullstellen beriicksichtigt. Ist a, = 1 (das Polynom heifit dann
normiert), so gilt iiberdies

p(z)=aptaz+--+2"=(Cz—a)(z—a2) (2 — ap).

Der Beweis ergibt sich sofort aus der komplexen Version von (1.1) mit Induktion.

BEMERKUNG. Der erste Beweis des Fundamentalsatzes stammt von C.F. Gaufl
(1799). Der Satz wurde jedoch schon 1629 von A. Girard vermutet. Die schonsten
und klarsten Beweise verwenden Hilfsmittel aus der komplexen Funktionentheorie.
Bisher hat man keinen rein algebraischen Beweis dieses Satzes finden kénnen. Es ist
auch sehr unwahrscheinlich, dafl es einen solchen tiberhaupt geben kann, denn schon
bei der Einfiihrung von R oder C lassen sich Grenzprozesse nicht vermeiden.

Wie wir gesehen haben, ist die Existenz einer Nullstelle a einer Polynomfunktion
p(2) gleichbedeutend mit der Faktorisierung p(z) = (z —a)q(z). Man kann daher z —«
als eine Art Primfaktor von p(z) interpretieren, da sich z — « nicht weiter zerlegen
1a8t. Jede Polynomfunktion p(z) hat dann eine eindeutige ,, Primfaktorzerlegung “ der
Gestalt

p(z)=alz—c1)"(z—c2)™ (2 —¢)",

wobei a € C und c¢q,...,c, verschiedene komplexe Zahlen sind. Auflerdem ist die
Summe n = ny + ns + -+ - + n, der Vielfachheiten der ¢; genau der Grad der Poly-
nomfunktion.
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Durch diese Betrachtungsweise erhalt das Problem der Auflosung algebraischer
Gleichungen einen neuen Aspekt. FEs geht jetzt um die Zerlegung eines Polynoms
in unzerlegbare Faktoren, also um ein Analogon zur Primfaktorzerlegung natiirlicher
Zahlen. Im komplexen Fall erweisen sich dabei die unzerlegbaren Faktoren als die
linearen Polynome = — c.

Nun kehren wir noch einmal zum Fall reeller Polynomfunktionen
p(x) = ag + a1z + -+ - + a,z™ mit reellen Koeffizienten a; zuriick. Wir kénnen jede
solche Funktion ins Komplexe erweitern, indem wir

p(z)=ag+arz+---+az" firzeC

bilden.
Dann gilt p(z) = Y. apz* = p(z), weil a5 = ay, ist. Aus p(a) = 0 folgt also auch
p(@) = p(a) = 0 = 0. Daher ist mit jeder komplexen Zahl o auch die konjugiert—
komplexe Zahl @ eine Nullstelle von p(z).

Wegen (z —a)(z—a) = 22 — (a+a)z+aa ist (z—a)(z — @) eine Polynomfunktion
mit reellen Koeffizienten.

(2.5) Korollar. Jede Polynomfunktion mit reellen Koeffizienten 18t sich als
Produkt von Linearfaktoren und quadratischen Faktoren mit reellen Koeffizienten
darstellen.

Wir sehen also, dafl der Begriff der Unzerlegbarkeit von Polynomen vom zugrun-
degelegten Korper abhdngt. Im Fall des Korpers R der reellen Zahlen sind die unzer-
legbaren Polynome von der Gestalt x —r, r € R, und (z — a)(z — @) mit o ¢ R.

Im Beweis von (2.5) spielen die komplexen Zahlen eine wesentliche Hilfsrolle. In
der Formulierung des Satzes kommen sie dagegen tiberhaupt nicht vor.

Als Beispiel betrachten wir das Polynom z* + 1. Die Nullstellen sind wegen
(22)? = —1 die Zahlen /i, ++v/—i. Das ergibt

o= () ) a) )

als ,Primfaktorzerlegung“ im Komplexen.
Fafit man jeweils zwei konjugiert—komplexe Faktoren zusammen, so ergibt sich wegen

(=) (- 3) = (= 3a) ri=r - vars
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. , 2
(a&— *\1/%2> (m— *\1/;) = (x—|— %) + % =22 4+ 2z + 1 die Zerlegung

1= (22 = V2 +1)(2? + V22 +1)

im Reellen.

Uber dem Korper Q der rationalen Zahlen ist dagegen 2? + 1 unzerlegbar, weil
V2 keine rationale Zahl ist.

Wahrend also die Zerlegbarkeit iiber C oder R sehr einfach ist, ergeben sich im
Fall des Korpers Q der rationalen Zahlen neue Probleme, die uns noch ausfiihrlich
beschéftigen werden.

3. Explizit 1osbare Gleichungen.

Der Fundamentalsatz der Algebra hat uns gezeigt, dafl jede Gleichung
ap + a1x + - - - + a,x™ = 0 mit rationalen Koeffizienten 16sbar wird, wenn man zum
Erweiterungskorper C der komplexen Zahlen iibergeht. Wir haben jedoch nur in
wenigen Fallen gesehen, wie man solche Losungen explizit finden kann.

Am einfachsten ist die Situation bei quadratischen Gleichungen 2 + pz + ¢ = 0
mit p,q € Q.

Hier weifl man aus dem Fundamentalsatz, dafl es komplexe Zahlen z gibt mit
22 + pz+q = 0. Man kann diese aber auch explizit finden, indem man ,auf ein

Quadrat erginzt“:
2

13)2:&_
(Z+2 1 q.

Man fiihrt also die Lésung von 22 + pz + ¢ = 0 auf die Losung von 3% — (% — q) =0

zuriick, wobei y = z + § gesetzt wurde. Das ergibt schliefllich die Lésungsformel

p p?
=T 44> —q
21,2 B 4 q

AufBlerdem koénnte man diese Losungen auch geometrisch mit Zirkel und Lineal kon-
struieren.

Im Fall von Gleichungen dritten Grades z® + ax? + bz + ¢ = 0 mit rationalen
Koeffizienten wird die Situation bereits bedeutend schwieriger.

Hier liefert der Fundamentalsatz die Existenz komplexer Zahlen a1, as, as, sodafl
23 +ar® +br +c= (z —a1)(z — ag)(x — az) gilt. Wir wissen bisher aber nur in
Ausnahmefillen, wie die «; explizit aussehen.
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So gilt etwa fiir a € Q
2® —a=(x— Ya)(z— Jap)(z — ap®)

mit einer eindeutig bestimmten reellen dritten Wurzel /a.

Diese 148t sich — wie wir bereits wissen — im allgemeinen nicht mit Zirkel und
Lineal konstruieren. Man kann aber — wie bereits die alten Griechen wufiten —
x = {/a als Schnitt der beiden Parabeln y = 22 und y? = ax oder der Parabel y = 22
und der Hyperbel zy = a exakt konstruieren.

Wenn man also nicht nur Zirkel und Lineal als Hilfsmittel zulafit, sondern auch
beliebige Kegelschnitte als konstruierbar ansieht, so 1afit sich die reelle Losung der
Gleichung 2% —a = 0 fiir a € Q exakt konstruieren. Aus der reellen Losung &/a lassen
sich auch die beiden komplexen Losungen ¢/ap und /ap® (mit Zirkel und Lineal)
konstruieren.

Fiir die Winkeldreiteilungsgleichung 2 — 3z — 1 = 0 kennen wir ebenfalls alle drei

(reellen) Losungen, wenn auch blof in trigonometrischer Form (vgl. (1.4)).
Auch diese Gleichung 148t sich geometrisch 16sen, wie bereits die arabischen Math-
ematiker im 11. Jahrhundert wufiten. So konnen alle drei Wurzeln als Schnitt der
Hyperbel (x —+ %)2 —y? = 3—16 und der Parabel 22 = /3y erhalten werden. Denn die
Schnittpunkte erfiillen

2 2\ 2 4

1 T 1 r x
) - (=) ==, dh. 22+ 2 - =0.
(“6) <\/§> 0 T 3Ty Y

Das ist gleichbedeutend mit z(z® — 3z — 1) = 0.

Auf analoge Weise sieht man, da die Gleichung 2® + 2z — 4 = 0 geometrisch als
Schnitt des Kreises (x — 1)? 4+ y? = 1 mit der Parabel 22 = V2y gelost werden kann.
Sie hat daher genau eine reelle Losung «. Ist diese bekannt, so kann man wegen
22 +22 — 4 = (x — a)(2? + ax + a? + 2) daraus auch die beiden komplexen Lésungen
(mit Zirkel und Lineal) konstruieren.

Eine rein algebraische Losungsmethode fiir die Gleichung dritten Grades fand man
jedoch erst zu Beginn des 16. Jahrhunderts. Sei x® 4+ ax?® + bz + ¢ = 0 eine solche
Gleichung mit rationalen Koeffizienten. FErsetzt man x durch x — g, so fillt der
quadratische Term weg und man erhalt eine Gleichung der Gestalt

z3 4+ px + ¢ =0 mit p,q € Q.
Man versucht nun, auch den linearen Term zu eliminieren. Denn dann ergibe sich
eine Gleichung der Gestalt 3 — A = 0, die man algebraisch 16sen kann.
Historisch gesehen gelang das zum ersten Mal mit einem Trick: Man schreibt x in
der Form = = a + b und erhélt die Gleichung
(a+b)*+pla+b)+q=0.
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Das ist gleichbedeutend mit
a® +b* + (a+b)(3ab+p) +q = 0.

Nun versucht man, a und b so zu wahlen, dafl

3ab+p=20
und daher a® + 0> +¢=0

wird. Wenn das gelingt, dann erfiillt x = a + b die gesuchte Gleichung.
Es ist dann ab = 7% und a® 4+ b3 = —¢. Daraus folgt

(z—a®)(z = b%) =22 — (a® + %)z + (ad)® =
2 »’
=z"+qz— o7

Daher ist a® Losung einer quadratischen Gleichung mit bekannten Koeffizienten
und kann daher explizit berechnet werden:

=5y (5) + ()

a 2 + 9 + 3)
Die andere Losung b3 hiitte eine analoge Gestalt mit dem negativen Vorzeichen der
Wurzel. Es geniigt jedoch a zu berechnen, da wegen ab = fg zu jedem Wert von a

das entsprechende b eindeutig bestimmt werden kann.
Kennt man a?, so erhilt man drei Losungen fiir a, nimlich

a1 = a, as = p’a und az = pa.

Die entsprechenden Ausdriicke fiir b sind

b= =5, = b, bgz—?)%p:bp.
Damit ergeben sich
T =a+b, x3 = p’a+ pb, x5 = pa+ p°b
als Losungen von 2 + px + ¢ = 0. Man rechnet leicht nach, dal dann tatséichlich
2t pr+q=(r—2)(x—22)(x — 23)

ist.
Wir erhalten also
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(3.1) Satz. Cardano’sche Formel:
Die Gleichung 3 + px + ¢ = 0 mit p,q € Q hat die drei Lésungen

x1:a+b; I2:p2(1+pb, xBZPaJFsz,

wobei a eine Losung der Gleichung

ist und b = — 7= ist.

Diese Losung ist nach Geronimo Cardano (1501-1576) benannt, der sie 1545 zum
ersten Mal veroffentlichte. Entdeckt wurde sie jedoch schon frither. (Man vgl. die
historischen Bemerkungen bei G. Kowol [8].)

Als Beispiel wollen wir die Cardano’sche Formel auf die Winkeldreiteilungsgle-
ichung 23 — 3z — 1 = 0 anwenden. Hier ergibt sich

1 1 1+iV3 T T
3—7 - — - = — ) QI —
a —2—1—1/4 1 5 cos3—|—zsm3.

Somit erhalten wir fiir a die drei Losungen

T .. T
alzcosf—l—zsmg

9

as = p®a; = cos T_2n + 7sin T2
S 9 3

T 27 o T 27
as = p a3 = cos §+§ +28In §+? .

Fiir by ergibt sich by, = — 22— = i = ay, die konjugiert—komplexe Zahl.

3ag
Somit sind die Losungen

Ty = ar + by = ap +ar =

(3 )

Wir sehen dabei zu unserem Erstaunen, dafl der Trick £ = a + b zu setzen, nur
mit komplexen Zahlen a,b funktioniert, auch wenn = wie im obigen Fall selbst reell
ist.
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Dieser Trick fithrt also eine beliebige Gleichung dritten Grades auf eine reine Gle-
ichung 2% — A = 0 zuriick. Das bedeutet im Fall einer reellen Zahl A die Bestimmung
der reellen dritten Wurzel, im Fall |A| = 1 die Winkeldreiteilung, und im allgemeinen
Fall eine Kombination der beiden Aufgaben.

Es stellt sich heraus, dal @ und b genau dann nicht reell sind, wenn die Gleichung
drei reelle Nullstellen besitzt (vgl. (5.12)). Diese Tatsache liegt nicht etwa darin
begriindet, dafl die Cardano’sche Formel vielleicht nicht ganz optimal formuliert wére,
sondern liegt in der Natur der Sache. Wir werden spéter sehen (VIIIL. (2.20)), daf sich
im Fall von drei reellen Nullstellen die komplexen Zahlen gar nicht vermeiden lassen,
wenn man eine Darstellung durch Wurzelausdriicke sucht. Das ist der sogenannte
Casus irreducibilis. Hier hat sich — historisch gesehen — zum ersten Mal die wirkliche
Notwendigkeit der komplexen Zahlen gezeigt. Denn im Fall quadratischer Gleichungen
konnte man solche mit komplexen Losungen von vornherein als ,,sinnlos“ ausscheiden,
wéahrend man nun die komplexen Zahlen gerade im Fall von lauter reellen Losungen
benstigt.

Die HilfsgroBen a und b aus der Cardano’schen Formel lassen sich sehr einfach
durch die Wurzeln z; ausdricken:

T + pra + pPrs= (a +b) + (a + p*b) + (a + pb) = 3a,

(3.2) und @1 + p2x2 + prs= (a +b) + (pa + b) + (p%a + b) = 3b,

weil 14 p + p? = 0 ist.

Da a priori keine der Wurzeln z; vor den anderen ausgezeichnet ist, kam J. La-
grange 1770 auf die Idee, fiir jede Reihenfolge 7 der Zahlen 1,2,3 den Ausdruck

tr = tr()n(2)n(3) = Tr(1) + PTr(2) + P Tr(3)

zu betrachten und zu untersuchen, ob diese Zahlen einer einfachen Gleichung gentigen.
Er erhielt dann

tio3= 1 + Top + x3p>

t310= T3 + T1p + X2p* = p t123
tos1= T2 + 23p + x1p° = p* t123
t1s2= x1 + 23p + 22p?

to13= T2 + T1p + $3ﬂz = p t132

t3o1= 23 + T2p + x1p* = p? t132.

Setzt man also t123 = 3a und t133 = 3b, so ist

f(z):= H(z —tr) = (2 — 3a)(z — 3ap)(z — 3ap®)(z — 3b)(z — 3bp)(z — 3bp?) =

= (23 = 27a%) (2% — 271°)
=25 —27(a® + 1*)2® + 27%(ab)?.
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Also ist 5
fB2) 302 3 P

o~ ) e g
Damit ist der Zusammenhang mit der Cardano’schen Formel hergestellt. Der
einzige Unterschied ist der, dafl an Stelle des unmotivierten Tricks, z = a + b zu
setzen, jetzt eine wverallgemeinerungsfihige Methode vorliegt. Es stellt sich jedoch

heraus, daf§ diese Methode nur bis zur Gleichung 4. Grades niitzlich ist.

Nachdem wir wissen, wie sich a und b durch die Wurzeln ausdriicken lassen, wollen
wir uns den Fall von drei reellen Wurzeln x1, x5, x3 etwas ndher ansehen: In diesem

Fall ist
3b = x1 + p2xo + pr3 = x1 + pro + p2x3 = 30

d.h. b=a.
Schreibt man a in der Polarform a = r(cosd + isind), so sind die Losungen
gegeben durch

9 2r(k — 1)

(3.3) X = 21 cos ( 3

), k=1,23.

Die Parameter r und 1 lassen sich dabei — zumindest prinzipiell — aus der Gleichung

1B
“ 2 TV ) T3
berechnen.

Z.B. ergibt sich fiir die Gleichung
2® — 152 -4=0

der Ausdruck
a®=24+/4-53=2++/-121 =2 + 11i.

Man kann also @ = 2 + i und b = 2 — i wihlen, weil (2 + i) = 2 + 113 ist.
Hier ist die trigonometrische Form nicht sehr aufschlufireich, da man die x; direkt
berechnen kann.
= 24+1)+2-1i)=4
To= 242+ 2 —i)p=—2+3
x3= (24+i)p+ (2 —i)p® = -2 — /3.
Die trigonometrische Form ergabe sich daraus, wenn man

a=2+1i=/5 (cos+ isind)

< aroiht g W 2 i
setzt. Es ergibt sich dann "V = NV

ot
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AufBler der Tatsache, daf} reelle Losungen in komplexer Verkleidung auftreten, hat
die Cardano’sche Formel noch weitere Schonheitsfehler, die ihre Niitzlichkeit ein-
schréanken. So lassen sich ganzzahlige Losungen oft nur schwer als solche erkennen:

Z.B. ist x = 3 eine Losung von 23 — 8z — 3 = 0.

; ht 3_3_ ; /1805
Hier ergibt sich a® = 5 + i/ 555

Hier ist es nicht ganz einfach zu sehen, dafl a = %Jr % \/g ist, woraus sich x = a+a = 3

ergibt.
Analog tritt die Wurzel = 2 der Gleichung 23 + 6z — 20 = 0 in der Gestalt

x = 6/10+\/108+ 6/107\/108
auf, was sich schlieBlich auf (1 +v/3) + (1 — v/3) = 2 reduziert.

(3.4) BEMERKUNG. Wir haben bei der Gleichung 3. Grades besonders deutlich
gesehen, dafl der Begriff ,, Lisung einer Gleichung “ auf unterschiedliche Weise inter-
pretiert werden kann.

Da ist zunéchst der geometrische Zugang, der von den alten Griechen initiiert und
von arabischen Mathematikern im 11. Jahrhundert zur Vollendung gebracht wurde.
Diese Methode ist heute eine blofle Kuriositét. Sie scheint eher dort angebracht zu
sein, wo man geometrische Figuren in den Sand zeichnet, also in einen fliichtigen
Hintergrund, der sich stédndig dndert und wo daher nur das gerade Gezeichnete als
yexistierend“ empfunden wird.

Das genaue Gegenteil davon ist der Computer—Zugang, wo vor dem festen Hin-
tergrund der komplexen Zahlen das Auflésen einer Gleichung eine rein numerische
Approximationsaufgabe wird. Auf solche Fragen wird hier nicht ndher eingegangen.

Bei der Cardano’schen Formel liegt wieder ein vollig anderer Sachverhalt vor. Hier
wird die Auflésung einer beliebigen Gleichung dritten Grades auf den einfachsten
Spezialfall einer solchen Gleichung, nimlich eine Gleichung der Gestalt 23 — A = 0
zurlickgefithrt. Die Losung besteht also darin, eine explizite ,,Formel “ fiir die Null-
stellen zu finden.

(3.5). Die Gleichung 4. Grades

Bei jeder Gleichung " + a,_12" "> + -+ -+ ag = 0 kann man durch Ubergang von
T zZuzx — ‘“T* den Koeffizienten von 2"~! zum Verschwinden bringen.
Daher kann eine Gleichung 4. Grades immer auf die Gestalt

4 pt+qr+r=0

gebracht werden. Dann hilft wieder ein Trick weiter: Wir fithren eine Hilfsgrofle a ein
und bilden
(22 + a)?® = 2* + 2a2? + a®.
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Dann schreibt sich die Gleichung in der Form
(3.6) (2% +a)* = (—p+ 2a)2® — gz + (—r + d?).

Nun withle man a so, daf auf der rechten Seite ein vollstéindiges Quadrat A(z+ B)?
entsteht. Dann ist
(? +a)? = A(z + B)?,

woraus x leicht berechnet werden kann.
Eine solche Wahl von « ist moglich: Denn es liegt genau dann ein Quadrat vor,
wenn die quadratische Gleichung (3.6) eine zweifache Nullstelle besitzt, d.h. wenn

T 4(—p+2a)(—r + az) =0

ist. Das ist eine Gleichung dritten Grades fiir a, die mit der Cardano’schen Formel
auflosbar ist.

Ein anderer Trick wurde 1637 von R. Descartes angegeben: Man zerlege
x* + pr? + gz +r iiber R in das Produkt von zwei quadratischen Faktoren (vgl. (2.5))

(3.7 (2% + kx 4+ 1)(2? + ja +m).
Da der Koeffizient von 22 Null ist, muf j + & = 0 sein, d.h. j = —k. Es ist also
vt +pr® + gz +r = (2 + kr + 1) (2% — kx +m).

Wenn wir k, [, m gefunden haben, ergibt sich x aus einer quadratischen Gleichung.
Durch Koeffizientenvergleich erhilt man: p = m — k?> +1, ¢ = km — lk = k(m —
), r=1Im.
Aus den ersten beiden Gleichungen ergibt sich: 2m = k2 4 p + Z,2l= k2 +p— z.
Setzt man das in die dritte Gleichung ein, so folgt

4lm = (k2+p+%) (k2—|—p—%> =dr

oder (k? +p)? — Z—z = 4r, d.h.

(3.8) EC 4+ 2k*p + (p? —4r)k* —¢* = 0.

Das ist eine Gleichung dritten Grades fiir k2, die mittels der Cardano’schen Formel
gelost werden kann.

Auf solche Weise kann man — zumindest rein theoretisch — jede Gleichung
4. Grades mit Hilfe von Wurzelausdriicken, sogenannten Radikalen, auflosen.

Dagegen ist bei Gleichungen 5. und hoheren Grades eine Aufldsung mittels Radikalenfi
i.a. nicht moglich.
Der Beweis dieser Tatsache ist eines der Hauptresultate des vorliegenden Buches.
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4. Auflosung von Gleichungen aus der Sicht des modernen
Algebraikers.

Wir haben schon in (3.4) darauf hingewiesen, dafl man unter der ,,Auflésung* einer
Gleichung ganz verschiedene Dinge verstehen kann. Aber alle dort erwédhnten Inter-
pretationen haben eines gemeinsam: Die Wurzeln konnen — mit welcher Methode
man auch zu ihnen gelangen moége — als komplexe Zahlen aufgefaflt werden.

So hat etwa die Gleichung z2 —2 = 0 die Wurzeln z = +1/2, wobei V2 = 1,414...
einen eindeutig bestimmten numerischen Wert besitzt.

Die Situation wird jedoch ganz anders, wenn man Losungen auflerhalb des Bere-
iches der komplexen Zahlen sucht. So wére es sehr naheliegend, 2 x 2-Matrizen X zu
suchen, welche X2 = 27 erfiillen.

Da die reellen 2 x 2-Matrizen als Erweiterung des Korpers Q interpretiert werden

konnen (indem man jeder rationalen Zahl r die Diagonalmatrix zuordnet),

r
0
geht es auch hier darum, auflerhalb von Q geeignete Elemente zu finden, welche die
Gleichung 22 — 2 = 0, die nun X2 — 21 = 0 lautet, erfiillen.

Man rechnet leicht nach, da§ die Matrix A = <(1) (2)) diese Gleichung erfiillt:

2 0 2 0 2 2 0
2=V 0) (1 0)=(65)=x
Diese Matrix hat aber iiberhaupt nichts mit der Zahl V/2 zu tun. Sie hat bloB dieselbe
formal-algebraische Beziehung zu den Matrizen 71, r € Q, wie sie die reelle Zahl v/2 zu
den rationalen Zahlen r besitzt: Sie ergibt, mit sich selbst multipliziert, ein Element,
welches der Zahl 2 entspricht.

Wiéhrend die formale Situation in beiden Fallen gleich ist, ist die inhaltliche In-
terpretation der Multiplikation total verschieden. Der Algebraiker ist aber vor allem
an der formalen Seite interessiert und mochte auch iiber solche Losungen Bescheid
wissen.

Es wire naheliegend, gleich allgemein alle Losungen der Gleichung X2 = 27 im
Bereich der 2 x 2-Matrizen zu suchen. Das sind aber unendlich viele. Denn fiir jedes

a # 0 ist etwa
0o 2
— a
(1)
eine Losung.
Das ist eine unbefriedigende Situation. Man mochte, dafl eine Gleichung zweiten
Grades hochstens zwei Losungen besitzt.
Als Ausweg aus dieser Situation bietet sich die Mdoglichkeit an, nicht alle 2 x 2—
Matrizen zuzulassen, sondern nur jene, die wirklich etwas mit der speziell gewéahlten
Losung X zu tun haben. Das waren — wie sich im Folgenden zeigen wird — in

unserem Fall alle Matrizen der Gestalt al + bX mit X2 = 21, wobei a und b in Q
liegen.
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Man stellt sofort fest, dafl die Matrizen dieser Gestalt einen Korper bilden. Denn
Summe und Produkt zweier solcher Matrizen haben wieder dieselbe Gestalt:
(a1[ + b1X) + (CLQI + bQX) = (a1 + CLQ)I + (b1 + bQ)X, (a1[ + b1X)(CLQI + bQX) =
(a1a2 + 2[)11)2)[ + (albg + agbl)X.

Auflerdem ist
al —bX

a? — 2b?
Also hat al + bX ein Inverses, das wieder von dieser Gestalt ist, ndmlich

a —b
ol + oo X

Dabei muB natiirlich a? — 2b? # 0 sein. Da /2 ¢ Q ist, ist a® — 2b% = 0 nur fiir
a = b = 0 moglich.

Im Fall X = (

(al 4+ bX) =1.

1 0

a(é ?) +b((1) (2)> = <Z 22) mit a,b € Q.
Dieser Korper besteht nicht mehr aus Zahlen, sondern aus Matrizen. Er sieht jedoch
— abstrakt betrachtet — genauso aus wie der Korper Q(\/i) aller Elemente a + bv/2
mit a,b € Q. Die beiden Korper sind, wie man sagt, isomorph.
Der Algebraiker mochte daher eine Sichtweise entwickeln, in der diese Losungen
der Gleichung 2% —2 = 0 als véllig gleichwertig betrachtet werden kénnen. Eine solche
Sichtweise bestiinde darin, von der speziellen Natur des Elements x abzusehen und

als das Wesentliche die Tatsache anzusehen, dafl die Elemente a + bz einen Korper K
bilden, der den Ausgangskorper Q umfafit.

0 2) besteht dieser Korper aus allen Matrizen der Gestalt

In diesem Sinne versteht man unter der Auflésung einer Gleichung
ap+arx+---+a,z" =0,

deren Koeffizienten in einem Korper k liegen, die Konstruktion eines Oberkorpers K,
in welchem ein Element x € K existiert, welches diese Gleichung erfillt. Die spezielle
Gestalt des Korpers K ist dabei irrelevant.

Man geht dabei in gewisser Weise auf die Urspriinge des Problems zuriick. Man
versetzt sich sozusagen in die Zeit, bevor man die Korper R oder C zur Verfiigung
hatte. Man war damals gezwungen, den jeweiligen Zahlbegriff in geeigneter Weise zu
erweitern. Nun stehen dem modernen Algebraiker viel mehr Auswahlmdéglichkeiten
zur Verfiigung. Er muf} nicht darauf achten, eine moglichst ,natiirliche“ Erweiterung
zu suchen, deren Elemente man wieder als ,Zahlen“ interpretieren konnte, sondern
kann sich darauf beschrinken, daf§ die gesuchte Erweiterung K wieder einen Korper
bildet, damit man mit den hinzukommenden Elementen genauso rechnen kann wie im
zugrundeliegenden Korper k. Zwei solche Erweiterungen werden als ,,gleich “ angese-
hen, wenn sie so bijektiv aufeinander abgebildet werden konnen, dafl die Rechenop-
erationen der Addition und Multiplikation einander entsprechen.
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In einer solchen Theorie ist es dann sinnlos, von numerischen Werten wie
x =+/2=1,414... zu sprechen, da man etwa mit den Symbolen a + b\/2 ,genauso*

rechnet wie mit @ — bv/2 oder mit (Z 22).

Fiir den Algebraiker haben also numerische Werte von Losungen nichts mit dem
algebraischen Begriff der Losung zu tun, sondern sind Eigenschaften des speziellen
Korpers R oder C, in welchem diese Losungen gesucht werden.

Dafiir gestattet der algebraische Losungsbegriff auch die ,Auflésung® von Gle-
ichungen, die keine komplexen Koeffizienten haben.

Sei etwa k der Korper, der nur aus den 2 Elementen 0 und 1 besteht mit 141 = 0.
Das ist der Korper Fy der ganzen Zahlen mod 2.

Betrachten wir etwa das Polynom 2 + = + 1 mit Koeffizienten aus Fy. Dieses hat
keine Nullstelle in Fa, weil 02 + 0+ 1% 0 und 12 + 1+ 1 # 0 ist.

Was bedeutet es nun, eine Losung dieser Gleichung zu finden?

Es bedeutet einfach, einen Koérper K O Fy zu finden, in welchem ein Element x
existiert, welches 22 4+ 2 + 1 = 0 erfiillt.

Wir werden spéter eine einfache Methode kennenlernen, derartige Kérper zu kon-
struieren. Vorlaufig wollen wir einen solchen ad hoc angeben: Wir behaupten, dafl
die 4 Matrizen

(10 (0 1\ , (1 1\ . (00
=@ )= 0) 2= (a) -0 0)

deren Koeffizienten 0,1 Elemente von o sein sollen, so einen Korper bilden.

Man rechnet sofort nach, dafl sie einen Korper bilden, den wir mit F4 bezeichnen
wollen. Er umfafit Fy, wenn man diesen Korper mit {0, I'} identifiziert. Aulerdem ist
I+ A+ A% =0. Also ist A eine Losung der Gleichung 22 +z + 1 = 0.

Die zweite Losung ist A2. Denn wegen A% = T gilt

(A + A2+ T=A+A*+T1=0.

Wir werden iiberdies erwarten, dal man in diesem Kérper das Polynom 22 +x + 1
in das Produkt der Linearfaktoren 2 — A und x — A2 zerlegen kann, d.h. daf}

P +a+1=(z— Az — A?) gilt.

Das wird zwar durch formales Rechnen plausibel, weil A4+ A2 = —T = Tund A-A? =1
ist, es ist jedoch unklar, was das Zeichen x dabei bedeuten soll.

Es wiire naheliegend, unter 22 + = + 1 die Polynomfunktion f, definiert durch
f(x) = 22 + 2 + 1 fiir alle z € Fy zu verstehen. Dann durchliuft z die Ele-
mente 1 = I, A, A%, 0 und f wire durch die folgenden Werte eindeutig festgelegt:
f(0)=1,f(A) =0,f(A%) =0,f(1) = 1. Eine solche Interpretation wire aus mehreren
Grinden unzweckméaflig: Erstens weil man von vornherein ja gar nicht, in welchem
Oberkorper K eine Losung existiert und zweitens konnte ein und dieselbe Polynom-
funktion durch unendlich viele verschiedene Ausdriicke dargestellt werden. Man sieht
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némlich sofort, daB fiir jedes Element = € Fy gilt 2* = 2. Daher ist fiir eine beliebige
Polynomfunktion p(x) stets (z% — x)p(z) die 0-Funktion.

Somit stellen f(z) und f(z) + (z* — x)p(z), dieselbe Funktion dar.

Bei einer Gleichung wie 22 + x 4+ 1 = 0 spielt der ,,formale Ausdruck“z? +x +1
die wesentliche Rolle. Er kann als Symbol fiir die Tétigkeit interpretiert werden, mit
einem beliebigen Element z aus einem noch nicht festgelegten Korper K, der den
Ausgangskorper k = Fy umfafit, die Elemente 22 + 2 + 1 zu berechnen.

Der Algebraiker ist also nicht an Polynomfunktionen und deren Nullstellen inter-
essiert, sondern an formalen Ausdriicken der Gestalt p(X) = ag+a1 X+ -+a,X™, wo
die Koeffizienten in einem festen Korper k liegen und X eine sogenannte Unbestimmte
ist, die andeuten soll, dafy X alle Elemente aller Oberkorper von k ,,durchlaufen “ kann.

Leider hat die Mathematik noch keine brauchbare Sprache gefunden, Tdtigkeiten
addquat auszudriicken. Man behilft sich damit, die Abstraktionsebene zu &ndern:
Statt Zeichen oder Buchstaben als Symbole fiir bestimmte nicht ndher spezifizierte
Elemente bestimmter Bereiche zu interpretieren, tut man so, als wéren sie selbst
mathematische Objekte.

Wir gehen von irgendeinem Zeichen X aus, das in keiner Beziehung zu den Ele-
menten des Korpers k stehen soll. Dieses Element X nennen wir eine Unbestimmte.
Um Potenzen X™ zu definieren, lassen wir uns von der symbolischen Darstellung von
Produkten durch Nebeneinanderstellen der Buchstaben leiten und betrachten einfach
SWorter“ XX ... X, die durch Nebeneinanderstellen der ,,Buchstaben“ X entstehen.
Stehen dabei n Symbole X nebeneinander, so schreiben wir dafiir als Abkiirzung
X", Wir kénnen dann eine ,Multiplikation“ einfithren durch X* . X! = X*+ fiir
k,l € N\{0}. Es erweist sich als niitzlich, auch ein uneigentliches Wort, das leere
Wort X0 einzufiihren, welches X0X™ = X" X0 = X™ erfiillen soll.

Nun kénnen wir mit demselben Trick auch Produkte der Gestalt aX* einfithren,
indem wir einfach die Buchstaben a und X* nebeneinanderstellen. Damit dieses
,Produkt“ kommutativ wird, wollen wir die Worter aX* und X*a identifizieren.
Auflerdem wollen wir unter 1 - X™ einfach X" verstehen und das Einselement 1 € k
mit dem leeren Wort X identifizieren. Schlieflich soll 0 - X™ = 0 gelten.

Wir fassen dann je endlich viele derartige Worter zu ,,Sétzen“ zusammen, indem
wir sie durch ein symbolisches +—Zeichen miteinander verbinden, wobei die Reihen-
folge irrelevant sein soll. Ein derartiger ,Satz“ hat dann die Gestalt

ag+ar1 X +---+a, X"

Nun kann man fiir solche formalen Ausdriicke auf die iibliche Art Addition und Mul-
tiplikation definieren und zeigen, dal man damit genauso rechnen kann, wie man es
von reellen oder komplexen Polynomfunktionen gewohnt ist.

Man kann ein Polynom auch als formal unendliche Summe > azX* schreiben,
k>0
indem man alle a; mit k > n gleich 0 setzt.
Ist a(X) = Y apX* und b(X) = > b, X*, so definiert man a(X) = b(X) genau
dann, wenn alle Koeffizienten iibereinstimmen, d.h. a; = b fiir alle £ > 0 gilt.
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Die Summe a(X) + b(X) und das Produkt a(X)b(X) werden wie fiir Polynom-
funktionen so definiert, daff man formal addiert und multipliziert und dann gleiche
Potenzen von X zusammenfafit. Das ergibt:

a(X) +b(X):= Y (ag + by)X* und

k>0

a(X)b(X) = > < akbn_k) Xm.
k>0 \k=0
Denn (ao+a1X+a2X2—|—...)(b0+b1X+b2X2—|—...) =
= agby + (aghy + a1bo) X + (agbz + ai1by + azby) X2 + ... oder unter Verwendung von

Summenzeichen Y ap X* - S0 X =3 Y apb X =3 3 agh | X7
k,l n k+l=n
Damit das alles hieb— und stichfest wird und allen Anforderungen an ,Exaktheit
geniigt, geht man meistens noch einen Schritt weiter und 148t die etwas mysteriose
,Unbestimmte® X iiberhaupt weg, indem man das Polynom a(X) = 3" a, X* einfach
durch die Folge a = (ag, a1, as, ... ) seiner Koeffizienten beschreibt.
Das fithrt zu der folgenden abstrakten Definition.

(4.1) DEFINITION. Sei k ein Kérper. Unter einem Polynom a iiber k versteht
man eine Folge a = (ag, a1, az,...) von Elementen a; € k, die von einem gewissen
Index an identisch 0 ist. Sind a = (a;) und b = (b;) Polynome iiber k, so sollen a und
b gleich heiflen, a = b, genau dann, wenn a; = b; fiir alle 7 > 0 gilt.

Unter der Summe a + b versteht man das Polynom

a+b:: (ao +b0,a1 +b1,CL2 +b2,)
und unter dem Produkt das Polynom

ab = (aobo, a0b1 + albo, aon + a1b1 + agbo, ‘e )

Man priift nun leicht nach, da alle Kérperaxiome I. (1.1) mit Ausnahme von
Axiom XII (Existenz eines inversen Elements beziiglich der Multiplikation) erfiillt
sind. Dabei ist 0 = (0,0,0,...) und 1 = (1,0,0,...). Man sieht sofort, da} man mit
den Folgen der Gestalt (a,0,0,...) genauso rechnet wie mit den Elementen a € k.
Denn es ist
(a,0,0,...)+(b,0,0,...)= (a+b,0,0,...) und
(a,0,0,...)-(b,0,0,...) = (ab,0,0,...).

Man ,identifiziert “ daher diese Elemente mit den entsprechenden Elementen a € k.
Nennt man weiters die Folge (0,1,0,0,...), die dem Polynom X entspricht, ebenfalls
X, so sieht man, daf3

X2 =1(0,0,1,0,0,...), X% = (0,0,0,1,...),... ist

und da$ (ag, a1, as,...) = (ag,0,0,...)+(a1,0,0,...)(0,1,0,...) +(as,0,0,...)(0,0,1,0,...)+}
co=ag+ar X +asX?+ - ist.
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Man erhélt also eine ,exakte® Definition eines ,formalen Ausdrucks der Gestalt
Y apX*“ Man mufl dafiir allerdings einen gewissen Preis zahlen. Da die ,,Unbe-
stimmte* X mit der ganz konkreten Folge (0,1,0,...) identifiziert wird, geht dabei
gerade das verloren, was der Name ,,Unbestimmte* eigentlich symbolisiert. Das sieht
man am deutlichsten bei der Losung von Gleichungen. Will man etwa die Gleichung
X% +1 = 0 iiber R l6sen, so geht man zum Oberkoérper C der komplexen Zahlen
iber und findet dort die Elemente +i, welche die Gleichung erfiillen. Man kann also
in der Gleichung die Unbestimmte X durch die bestimmten Werte +i ersetzen und
sieht, dal die Gleichung erfiillt ist. Allgemein kann man in jedes Polynom a(X) =
ag+ a1 X +---+a, X" einen Wert a aus einem Oberkorper K von k einsetzen und
erhélt dann ein Element
ala) = ap + aya+ -+ -+ a,a™ von K. Der Wert a(a) entsteht also aus a durch jene
Operation, die durch das Symbol a(X) symbolisiert wird. Geht man dagegen von der
abstrakten Definition (4.1) aus, so wird die Operation des , Einsetzens “ ein Problem.
Es liegt ja gar keine Leerstelle X vor, in die man etwas einsetzen konnte, sondern eine
feste Folge (0,1,0,0,...). In diesem Fall mufl man die Tétigkeit des Einsetzens durch
eine Zuordnung, einen sogenannten Homomorphismus beschreiben. Man ordnet dann
der Folge a = (ag,a1,as,...) das Element a(a) = ag + a1 + aza? + ... zu und
nennt diese Zuordnung , Finsetzhomomorphismus“. Man muf} sich dann gesondert
iiberlegen, daf fiir diese Zuordnung (a + b)(«) = a(a) + b(«) und
(ab)(a) = a(a) - b(e) gilt, d.h. dal Summen und Produkte wieder in Summen und
Produkte tibergehen. Ordnet man der Folge (0,1,0,0,...) das Symbol X zu, so ergibt
sich a = a(X).

(4.2) DEFINITION. Unter einem kommutativen Ring mit Einselement (K RE) ver-
steht man eine Menge von Elementen, welche die Axiome I — X von I. (1.1) erfiillen.

(4.3) Satz. Die Menge k[X] aller Polynome iiber einem Koérper k bildet einen
kommutativen Ring mit Einselement.

(4.4) BEMERKUNG. Das einfachste Beispiel eines K RFE ist die Menge Z aller
ganzen Zahlen beztiglich der iiblichen Addition und Multiplikation. Wir werden im
néchsten Kapitel sehen, daf§ die Ringe Z und k[X] viele gemeinsame Eigenschaften
besitzen.

In der Definition eines K RE ist nicht gefordert, daf§ 0 # 1 ist. Es gibt allerdings
nur einen K RE, der 0 = 1 erfiillt, ndmlich den sogenannten Nullring, der nur aus
einem Element 0 besteht.

(4.5) DEFINITION. Sei R ein K RE. Dann versteht man unter dem Polynomring
R[X] tiber R die Menge aller Polynome der Gestalt ag+a1 X +---+a, X™ mit a; € R.

Es ist klar, dal R[X] wieder ein KRFE ist. Das zeigt man am einfachsten, in-
dem man ein Polynom wieder durch eine Folge (ag, a1, as,...) von Elementen aus R
beschreibt.
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Wegen
(a,0,0,...)(0,1,0,...) = (0,a,0,0,...) = (0,1,0,...) - (a,0,0,...)
gilt immer a X = Xa fiir alle a € R.
Ist insbesondere R = k[X] und Y eine weitere Unbestimmte, so bezeichnet man
R[Y] = (K[X])[Y]

als Polynomring tiber k in zwei kommutierenden Unbestimmten X und Y und schreibt
dafiir auch k[X,Y].

Die Kommutativitdt Y X = XY ergibt sich daraus, dafl nach Definition von R[Y]
jedes Element von R mit der Unbestimmten Y vertauschbar ist, also speziell das
Element X € R.

Allgemein definiert man induktiv

kX1, X o= (k[X1, ., X)) [ X0

und bezeichnet diesen KRE als Polynomring in n kommutierenden Unbestimmten
Xi,...,X, iber k.

(4.6) DEFINITION. Sei R ein KRE und a(X) = ap+a1 X +---+a, X" ein Element
von R[X] mit a, # 0. Dann heifit n = deg a(X) der Grad von a(X). Ist a, = 1, so
heifle a(X) normiert.

Dem Nullpolynom wird kein Grad zugeordnet.

(4.7) Satz. Ist k ein Kérper und sind f, g € k[X] zwei Polynome # 0, dann gilt
deg(fg) = deg [+ deg g.

BEWEIS. Sei f(X)=ag+ a1 X + -+ ap X", a, #0, und
g(X)=bog+ 0 X+ -+ b, X™, by, #0. Dann ist
F(X)g(X) = anbm X + (anbm_1 + Gn_1bm) X1 4 mit a,by, # 0.

BEMERKUNG. Damit dieser Satz auch im Fall f = 0 oder g = 0 richtig bleibt,
miilte man deg 0 = —oo setzen.

(4.8) Korollar. Der KRE k[X] ist kein Kérper. Ein Polynom a(X) besitzt
genau dann ein Inverses beziiglich der Multiplikation, wenn a(X) = ag # 0 ein Poly-
nom O—ten Grades ist.

BEWEIS. Gilt a(X)b(X) =1, so ist speziell
0=deg 1 =deg a+degbd
und daher deg a = deg b = 0. Die Umkehrung ist klar, da k ein Korper ist und daher

jedes ag # 0 ein Inverses besitzt.

Von grundlegender Bedeutung fiir alles weitere ist nun:
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(4.9) Satz. Sei R ein KRE, f(X) € R[X] und o € R. Dann existiert ein
eindeutig bestimmtes Polynom g(X) € R[X], so daf3

gilt.

BEWEIS.

Sei f(X)=ap,X" + -+ + ap. Dann ist
f(X) = fla) =an(X" —a™) +ap ("' —a" ) 4 (X —a) =
—A)an (X" +aX" Pt a" ) e fa]

G.r‘iibe es noch ein weiteres Polynom h(X) # g(X) mit f(X)— f(a) = (X —a)h(X),
S0 wére
0= (X —a)(g(X) = h(X)) = (X —a) (X + - +co)

mit einem ¢ # 0. Daher wére der hochste Koeffizient der rechten Seite ¢, # 0, ein
Widerspruch.

(4.10) Korollar. Ein Element o € R ist genau dann ,, Nullstelle “ oder ,, Wurzel
von f(X) € R[X], d.h. f(a) =0, wenn es eine Zerlegung f(X) = (X — a)g(X) gibt.
Es ist dann deg g = deg f — 1.

(4.11) BEMERKUNG. Wenn wir uns noch einmal die Gleichung X% + X +1 =0
iiber Fy ansehen, welche die zwei Nullstellen A und A2 aus F4 besitzt, so bemerken
wir folgendes: Wegen Fy C Fy ist F[X] C F4[X] und man kann daher das Polynom
X2+ X + 1 auch als Polynom mit Koeffizienten in F, auffassen. Man schreibt dann
besser I - X2 +1-X + I. Da in F4 zwei Nullstellen existieren, mufl daher

I X241 - X+I=(-X-A)I X- A%

gelten.

Allgemein sehen wir, dafy das Problem der Auflésung von Gleichungen iiber einem
Korper k dquivalent ist mit der Frage nach der Existenz von Oberkorpern K O k,
in welchem das Gleichungspolynom einen Linearfaktor besitzt. Insbesondere méchte
man den ,kleinsten“ Erweiterungskorper finden, iiber welchem das Polynom in Lin-
earfaktoren zerfallt.

Das Problem der Auflosung von Gleichungen 1afit sich somit unter das viel allge-
meinere Problem der Faktorisierung von Polynomen subsumieren.
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(4.12) Korollar. Ist k ein Korper, so hat ein Polynom f(X) vom Grad n hochstensf}
n Nullstellen in k. Es la8t sich dann in der Form

fX) = (X =)™ - (X —ay)"g(X)

schreiben, wobei alle «; verschieden sind und ¢g(X) in k keine Nullstelle besitzt.

BEWEIS. Ist oy Nullstelle, so gilt f(X) = (X —aq)g1(X). Ist auch g1 (a1) =0, so
gilt f(X) = (X — a1)?g2(X). Tteriert man diese Uberlegung, so erhiilt man

fFX) = (X =)™ g(X)

mit g(a) # 0.

Ist ap # ay eine weitere Nullstelle von f(X), so ist sie wegen
0= f(ag) = (ag — 1) g(ae) und der Tatsache, dafl k ein Korper ist, auch Nullstelle
von g(X). Denn g(az) = [(az — a1)™] 1 f(az) = 0. Der Satz ergibt sich nun mit
Induktion.

Im Fall reeller Polynome hatten wir ein einfaches Kriterium fiir die Einfachheit
einer Nullstelle ((1.5)) mit Hilfe der Ableitung. Es stellt sich heraus, daf} sich das auf
beliebige Polynome iiber einem Korper verallgemeinern 1483t.

Wir wollen zu diesem Zweck einen formalen Begriff der Ableitung fiir Polynome
definieren.

(4.13) DEFINITION. Sei R ein KRE und f(X) € R[X] ein Polynom der Gestalt
f(X) =Y ar X"
Dann versteht man unter der Ableitung f/(X) das Polynom

F(X) =) kapX*1

(4.14) Lemma. Die Ableitung f’ erfiillt

(af +B9) = af +pg" firae,B € R,
(fg) =fg+fd
Uﬂd (fk)/ _ kfk_lf/-

BEWEIS. Die erste Aussage ist klar.
Die zweite braucht nur fir f(X) = X™ und g(X) = X™ verifiziert zu werden.
Dort ist sie aber klar wegen

(Xm+n)/ — (m 4 n)Xernfl
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und (X™)' X" + X™(X") = mX™minol ppxmin-l
Die letzte Aussage folgt wieder mit Induktion.

Im allgemeinen gilt nicht, dafl deg f/(X) = deg f(X) — 1 ist, wie das fir k = R
der Fall ist.

Z.B. ist fiir das Polynom f(X) = X?" € Fo[X] die Ableitung f/(X) = 2nX?"~1 =
0, weil in Fy gilt 2 = 0.

Wahrend im Fall £ = R, wo Polynome und Polynomfunktionen formal zusammen-
fallen, die Ableitung eine Eigenschaft der Funktion war, ist das im allgemeinen nicht
der Fall. Z.B. stellen die Polynome f(X) = X + 1 und g(X) = X? + 1 aus Fy[X]
dieselbe Polynomfunktion auf Fy dar, weil f(0) = g(0) =1 und f(1) = ¢g(1) = 0 ist.

Fiir ihre Ableitungen gilt jedoch f* = 1 und ¢’ = 0. Es wird also nicht die
inhaltliche Bedeutung der Ableitung, sondern nur ihre formale Gestalt auf den allge-
meinen Fall iibertragen.

(4.15) Satz. Sei k ein Kérper. Dann hat f(X) genau dann das Element o € k
als mindestens zweifache Nullstelle, wenn aufler f(a) =0 auch f'(a) = 0 gilt.

BEWEIS. Sei f(a) = 0. Nach (4.10) gilt

fF(X) = (X —a)g(X).

Daraus folgt f/(X) = ¢g(X) + (X — a@)¢'(X) und somit f/'(«) = g(a).
Es ist also wegen g(X) — g(a) = (X — a)h(X)

Daraus folgt alles.

Abschlieflend seien noch ein paar Bemerkungen iiber den Polynomring
R[X1,...,X,] angebracht.
Jedes f(X1,...,X,) ist eine endliche Summe von Ausdriicken der Gestalt
aX' X% --- Xin die wir Monome nennen wollen. Es gilt dann

(aX{l ~-~XjL")(bX{1 c Xy = ab)q'lﬂ‘l oo Xintin
und deg(aXfl---Xfl”) =iy +ig+ - +i, fira#0.

Unter dem Grad eines Polynoms f(X1, ..., X,) versteht man den maximalen Grad
eines Monoms von f.

Ein Polynom f(Xy, ..., X,) heifit homogen vom Grad k, wenn f(X,Y,..., X,,)Y) =
YEF(X, ... X)) gilt.
Z.B. ist 3X$ X X3 — 5X; X$ 4+ X3 X3 homogen vom Grad 7.
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Jedes Polynom kann eindeutig in der Form f = fo 4+ f1 + -+ 4+ f geschrieben
werden, wobei f; homogen vom Grad ¢ ist. (Man beachte, dafl nach dieser Definition
das Nullpolynom homogen von jedem beliebigen Grad ist.)

(4.16) Als Beispiel eines homogenen Polynoms wollen wir die Vandermonde—Deter-
minante A(X7, ..., X,) in den Unbestimmten X7, Xo, ..., X,, iber Z betrachten. Sie
ist definiert durch

1 1 1
X, X, ... X,

A(Xl,...,Xn):det .
xp-toxptoo xpt

Nach Definition einer Determinante gilt

A(Xy,. Xn) = Y senm XDy Xr o) - Xo0 ),
€6,

wobei 7 alle Permutationen von {1,2,...,n} durchlauft.

Daraus folgt, dafl A(X;,...,X,) ein homogenes Polynom vom Grad
041424+ (n—1) = (3) ist.

Interpretieren wir A(X1, ..., X,) als Element von (Z[Xo, ..., X,])[X1], dann hat
A(Xq,...,X,) die Nullstellen X5, ..., X,, weil dann 2 Spalten der Determinante gle-
ich sind.

Daher sind nach (4.10) die Terme X; — X5, X7 — X3, ..., X7 — X,, Linearfaktoren
von A(Xq,...,Xp).

Als Polynom in X5, d.h. als Element von (Z[X7, X3, ..., X,])[X2] hat es die Null-

stellen X1, X3,...,X,,. Es kommen also die zusétzlichen Linearfaktoren Xs — X3, ...,
X5 — X, dazu.
Daher mufl A(Xj,...,X,) jedenfalls den Faktor ] (X; — X;) besitzen.
i<j

Nun hat dieses letzte Polynom genau (n — 1) + (n — 2) 4 --- + 1 = (%) Faktoren.

Somit ist
n
d X, -X)=(_).
][0 - x0 = (3)
1<J
Setzt man A(Xq,...,X,) =¢g(X1,...,Xp) [[(X; — X;),s0ist deg g =0, d.h. g
i<j
ist ein Element von Z. Daraus folgt

A(Xy,. . X)) = c[J(X; - X).

1<J

Betrachtet man nun den Koeffizienten von 1- X1 - X2 ... X"~1 5o ist dieser auf
beiden Seiten = 1. Also muB} ¢ = 1 sein.
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(4.17) Satz. Fiir die Vandermonde—Determinante A\(Xy, ..., X,) in den Unbes-
timmten Xq,..., X, gilt

AXy,. LX) = [](X; - Xo).

1<j

5. Symmetrische Polynome.

(5.1) DEFINITION. Sei R ein KRE und f(Xi,...,X,) € R[Xi,...X,]. Das
Polynom f(Xjy,...,X,) heilit symmetrisch, wenn es bei jeder Permutation der Unbes-
timmten in sich tibergeht.

So sind etwa f(X1,...,X,) = X? + X5+ -+ X5 oder

9(X1, X0, X3) = X7 X0+ X7X3+ X5 X1 + X5 X3+ X3X, + X2 X

symmetrisch.
Sind X1, X5, ..., X, und Y Unbestimmte iiber dem KRE R, dann gilt:

5.2). Y +X)Y +Xo) (Y +X,)=Y"+s5Y" 1 +... 45, wobei jedes
si(X1,...,X,) symmetrisch in Xy, ..., X, ist. Dabei ist

Sl(Xl,...,Xn):Xl -|—X2_|_+Xn7
SQ(Xl,...,Xn) = ZX7XJ’

1<J
s3(X1,..., Xp) = Z X, X, Xk,

i<j<k

Sn(Xl,...,Xn) = X1X2Xn

(5.3) DEFINITION. Die Polynome si(Xi,...,X,) = > Xiy Xy - Xiy s
11 <ig <. <i
k=1,2,...,n, heiflen die elementarsymmetrischen Funktionen (oder Polynome) in
den Unbestimmten X1,...,X,. Fir k > n setzt man s; = 0.
Ist X" —c; X" 4 X2 — 4+ 4 (=1)"c, ein Polynom aus k[X], welches in
einem Oberkorper K die Wurzeln ag, . .., a, besitzt, so gilt

X"~ X" ()" = (X —a) (X —ag) - (X —ap)

47



und daher s;(aq,...,a,) = ¢ fur i = 1,2,...,n. Die elementarsymmetrischen Funk-
tionen der Wurzeln liegen also im Grundkoérper k. Man wird daher erwarten, dafl man
iiber die elementarsymmetrischen Funktionen einen Zugang zu den Wurzeln selbst
finden oder zumindest wichtige Aussagen iiber diese Wurzeln machen kann. Dieses
Problem wollen wir im Folgenden untersuchen.

Es stellt sich heraus, daf jedes symmetrische Polynom als Polynom in den elemen-
tarsymmetrischen Funktionen dargestellt werden kann.
Z.B. gilt fiir die Potenzsummen

pe(X1,. ., Xp) =) XF
i=1

die Formel
$1 1 0 ... 0
282 S1 1 ce 0
pr = det
ksp Sp—1 Sk—2 ... S
Also z.B.
pP1 =351
s1 1 2
po = det (232 S1> =57 — 259
S1 1 0
pg=det | 250 s1 1 | = s:{’ — 35189 + 3s3.

Diese Darstellung gewinnt man am schnellsten aus den sogenannten Newton’schen
Formeln.

(5.4) Newton’sche Formeln.
Fiir 1 < k gilt
Pk = Dh—181 + Pr—282 — -+ (1) pisp 1 + (=1)"ksy, = 0.

Es ist klar, dafl man daraus der Reihe nach p1, ps, ps3,... berechnen kann:

pr—81=0=p =31

P2 —p181+ 282 = 0= pp = 57 — 285

p3 — p2S1 +p1s2 — 353 =0 =

p3 = (57 — 285)81 — 51850 + 353 = 55 — 35150 + 383, ..
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Die obige Determinantendarstellung gewinnt man auch sofort aus den Newton’schenfj
Formeln, wenn man die Cramer’sche Regel fir die Auflosung linearer Gleichungssys-
teme verwendet. Ich will das blof fiir £ = 3 deutlich machen:

b1 = S1
s1p1 — D2 = 28
Sep1 — s1p2 + p3 = 3s3
ergibt
1 0 0 1 0 $1
psdet | s —1 0| =det | s1 —1 2s9
S22  —81 1 So2  —81 383

Multipliziert man die negativen Spalten jeweils mit (—1), so erhélt man schliefllich

1 0 S1 S1 1 0
ps=det | s1 1 255 | =det | 259 s1 1
So 81 383 383 So 81

Um die Newton’schen Formeln abzuleiten, hat man eine grofie Anzahl von Tricks
erfunden. Am naheliegendsten ist es wahrscheinlich, Hilfsmittel aus der Analysis zu
verwenden. Rein formal kann man dabei so vorgehen:

Setzt man so = 1, so gilt nach (5.2)

n

H(1 + X;t) = Zn: spt".
k=0

i=1

Durch Logarithmieren folgt daraus

n
log (Z sktk> =log(1l 4+ X1t) + -+ +log(1l + X,t).
k=0

Betrachtet man nun die Reihenentwicklung

2 3

1og(1+x):x—%+%—+...,
so folgt sofort
n i 2 43
(5:5) log <;5kt > :Plt_]bg +P3§—+...

Durch Differenzieren ergibt sich daraus

S1 4 289t + -+ - + ngt" !
14+ st +--- 4 spt™

=p1 —pat +pst® —+ ...
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und somit

$1+ 289t + -+ + ns,t" ! :(1+slt—|—~~—|—snt”)(p1—p2t+p3t2—+... .

Durch Vergleich der Koeffizienten von t*~! folgt schlieflich

ks = Sg—1p1 — Sk—op2 + -+ -+ (—1)k*1pk,

Das sind die gesuchten Formeln.
Beachtet man, daf3

gilt, so folgt aus (5.5) durch Koeffizientenvergleich

o= Z (—1)‘z'+kk Z s st

7
=1 t1+2to+-+nt,=k
tit+tet+-+tn=1

Das ist die sogenannte Waring’sche Formel.

Allerdings sind diese Ableitungen nicht ganz exakt, da wir uns weder um Konver-
genzfragen gekiimmert haben noch beachtet haben, dafl die X; ja gar keine Zahlen
sondern Unbestimmte sein sollen. Man erhélt daraus jedoch ein Gefiihl dafiir, was
hinter den Formeln eigentlich steckt und welche explizite Gestalt sie besitzen miissen.

Weifl man einmal, was man iiberhaupt beweisen muf}, dann sind exakte Beweise

sehr leicht zu finden. Ich mochte zunachst zwei derartige Beweise angeben.
Aus der Gleichung

Y = X)(Y = Xa)- (Y = Xp) =Y" =51V oo (=1)"sy,
ergibt sich fir Y = X;
0=X"— 51 X" ' 4 (=1)"s,.
Summiert man iiber alle i, so ergibt sich
Dn — $1Pn—1 + -+ + (=1)"ns, = 0.

50



Das sind die Newton’schen Formeln fiir k = n.
Wir wissen daher, dafl

Pk — 8$1Pk—1 + - + (—1)kksk =0

ist, wenn die Polynome von k£ Unbestimmten X7, ..., X; abhangen.

Bilden wir nun denselben formalen Ausdruck, jedoch fiir & + 1 Unbestimmte
Xq,...,
Xkt1, so ist er ein symmetrisches Polynom und wird = 0, wenn man X1 = 0
setzt. Daher mufl er durch Xy ; teilbar sein (da der konstante Term des Ausdrucks,
wenn man ihn als Polynom in X1 betrachtet, gleich 0 ist). Aus der Tatsache, daf ein
symmetrisches Polynom vorliegt, folgt aber sofort, dafl er sogar durch X3 X5 -+ Xj41
teilbar sein muf.

Also gilt:

Pk — S1Pk—1+ -+ (=) ksp = (X1 X)) 9( X1, -y Xprn)-

Da der Grad der linken Seite < k ist, geht das nur, wenn g das Nullpolynom ist.
Somit gilt die Newton’sche Formel bei festem & fiir n = k und n =k + 1.
Nun kann man diese Uberlegungen iterieren und erhélt die entsprechenden Aus-
sagen firn =k + 2,k +3,.... Der Fall n < k ergibt sich aus dem Fall n > k, indem
man einige X; = 0 setzt.

Als Beispiel betrachten wir den Fall £k = 2. Hier ist fir n = 2 die Newton’sche
Formel
X7+ X5 — (X1 + X0) (X1 + X2) +2X, X, = 0

unmittelbar klar. Man bildet nun wie angegeben:
p(X3) = X7+ X5+ X5 — (X1 + X2+ X3) (X1 4+ Xo+ X3) +2(X1 X2 + X1 X3 + X2 X5)

mit p(0) = 0.

Nach obigem Argument mufl der gesamte Ausdruck durch X; X5 X3 teilbar sein
und weil er blo§ ein Polynom 2-ten Grads ist, daher identisch 0 sein.
Nun kann man die Vorgangsweise iterieren.

Als néchstes wollen wir einen rein rechnerischen Beweis angeben. Es gilt:

pr— sk +— o+ (=D sy =
k—1 n
k—
ST SR ARETH
r=0 1<i1 < <p<n j=1
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0

wobei im Falle r = 0 das leere Produkt sg = Xi; = 1 zu setzen ist.
j=1

Diese Summe kann auch in der Form

Z Z(_l)a1+-~+anX1a1 . XSW,X]/'C*Z a;

QA1y..Qn ]

geschrieben werden.

Dabei wird iiber alle n—tupel (aq,...,a,) von Zahlen «; € {0,1} mit > a; < k-1
und alle j € {1,...,n} summiert.

Dabei heben sich alle Terme gegenseitig auf, bis auf jene mit > > a; = k—1und o;; = 0.

Denn zu jedem davon verschiedenen (n + 1)-tupel (a1, ..., a,,j) bilde man
(517...,67“]') mit ﬁ] =1 — Q5 und ﬁz = fllI‘Z?é]
Dann gilt

(71)a1+..~+anXiX1 . XS”XJk—Z ai+
+(_1)ﬁ1+~~+ﬁnX1ﬁl . Xﬁ"XJk_Z Bi _ 0.

Daher reduziert sich die Summe auf

S DRIX XX = (D) ks

Fiir k£ = 2 bedeutet das, daf§ sich in der Summe
pr—s1p1 = (XP4+ -+ X2) — (X1 + -+ X,,)?

die Quadrate X]2 autheben und — Y~ X, X, — > X;X; = -2 > X, X; tbrigbleibt.

1<j 1>] 1<J

Im Fall k¥ = 3 handelt es sich um den Ausdruck

(XP 4+ + X)) = (X + -+ X)) (X 4+ X))+

+O-xix0) (Y X)).

i<k
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Hier heben sich die Terme X ]3 aus dem ersten Term und X; - X 32 aus dem zweiten
weg. Ebenso die Terme XiXJ2 aus dem zweiten und X;X; - X; aus dem dritten (fiir
1 # j). Folglich bleiben im dritten Term die Ausdriicke

NOXiXeX;+ Y XiXpX;+ Y XiXp X
i<k<j i<j<k j<i<k

iibrig, die zusammen 3s3 ergeben.

Nach diesen Beispielen wollen wir nun den angekiindigten Satz iiber die Darstel-
lung symmetrischer Polynome durch elementarsymmetrische Funktionen beweisen.

(5.6) Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen.

Fiir jedes symmetrische Polynom f € R[X;,...,X,] tiber einem KRE R existiert
ein eindeutig bestimmtes Polynom h(Y1,...,Y,) € R[Y1,...,Y,], so daB

f(Xl,...7Xn) = h(Sl(Xl,...7Xn),...78n(X17...,Xn))

gilt. Dabei enthilt h(Y1,...,Y,) nur Terme Y{" ---Y;i» mit einem ,Gewicht“
i1+ 2is + - -+ ni, < deg f. Ist f homogen, so hat h nur Terme vom Gewicht deg f.

BeEweEis. Da f = fo+ f1+-- -+ fn mit m = deg f ist, wobei jedes f; symmetrisch
und homogen von Grad 7 ist, geniigt es, den Fall homogener Polynome zu behandeln.
Wir zeigen zuerst, daf jedes homogene Polynom f(Xj,...,X,) vom Grad m eine
Darstellung der Form h(si,...,s,) besitzt, in welcher nur Terme vom Gewicht m
auftreten, so wie das etwa bei p3 = si’ — 35189 + 3s3 der Fall ist, wo
h(Y1,Y2,Y3) = Y33 — 3Y Y, + 3Y3 ist.

Wir fithren den Beweis mit Induktion nach der Anzahl n der Unbestimmten und
bei festem n nach dem Grad m des Polynoms.
Im Fall n =1 ist nichts zu zeigen, weil hier s;(X) = X ist.

Wir kénnen daher annehmen, dafl der Satz fiir weniger als n Unbestimmte und
beliebige Grade m bereits bewiesen ist.

Sei nun f(Xi,...,X,) ein homogenes Polynom vom Grad m. Ist m = 0, so ist
der Satz richtig.

Wir kénnen also annehmen, dafl er fiir einen Grad < m — 1 schon richtig ist.
Fiir jedes Monom X{l -+ Xn existiert ein maximales k, so daf es durch s¥ = XF ... X
teilbar ist. Das ist einfach das kleinste i;. Daher kann man f(Xy,...,X,) in der
Gestalt

F(X1, . 0, X)) =70+ 718, + 1282 + ...

schreiben, wobei kein Monom in 7;(Xj, ..., X,) durch s, teilbar ist.
Da deg r; < m fiir i > 1 gilt, ist der Satz fiir diese r; bereits bewiesen. Insbeson-
dere enthalt r;s], nur Terme vom Gewicht m.
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Wir brauchen daher blofi noch das Polynom (X1, ..., X,) zu betrachten. Es ist
symmetrisch und homogen vom Grad m. Da es nicht durch s, teilbar ist, sind die
Monome, die X,, nicht enthalten, ebenfalls vom Grad m. Daher ist 79(X1, ..., X,—1,0)
homogen vom Grad m und symmetrisch in X7, Xs,..., X,,—1.

Nach Induktionsannahme besitzt ro(X1, ..., X,—1,0) eine Darstellung der Gestalt
g(ti, ..., th_1), wobei t; = s;(X1,...,X,,_1,0) die elementarsymmetrischen Funktio-
nen in n — 1 Unbestimmten sind und nur Terme vom Gewicht m auftreten.

Wir bilden nun den Ausdruck

ro(X1,. s Xn) — g(81,- -y Sn—1)-

Dieser reduziert sich auf 0, wenn man X,, = 0 setzt. Er ist daher durch X,, und
— weil er symmetrisch ist — sogar durch s, = X; --- X, teilbar.
Daher ist

ro(X1, ..., Xn) = 9(51,. ., 8n-1) + 8091( X1, ..., Xp).

Da der Satz fiir g1 nach Induktionsvoraussetzung bereits gilt, gilt er auch fiir ¢
und damit ist die Existenz einer Darstellung von f durch elementarsymmetrische
Funktionen gezeigt.

Nun bleibt noch zu zeigen, dal h(Y3,...,Y;,) eindeutig bestimmt ist. Das ist
offenbar gleichbedeutend damit, daf§ das einzige Polynom ¢(Y7,...,Y,) mit
g(s1,...,8,) = 0 das Nullpolynom ist. Sei also

9(81(X1,~~,Xn)7~~,8n(X1,~«~7Xn)) =0.

Dann bleibt das auch 0, wenn man X,, = 0 setzt. Nach Induktionsvoraussetzung folgt
daraus, dafl
9(Y1,...,Y,—1,0) =0 ist.

Daher ist g(Y1,...,Y,) durch Y, teilbar und somit ¢g(Y1,...,Y,) = Yup(Yr, ..., Ys),
d.h. 0 = g(s1,--.,8,) = Sn P(S1,...,8,) mit einem geeigneten Polynom p. Es muf}
also auch p(s1,...,s,) = 0 sein. Nach Induktion ergibt sich daraus p(Y1,...,Y,) =0
und daher auch g(Y7,...,Y,) =0.

(5.7) BEMERKUNG. Der Hauptsatz tiber symmetrische Funktionen kann auch fol-
gendermaflen formuliert werden:

Jedes homogene symmetrische Polynom f(X1,...,X,) vom Grad m hat eine ein-
deutige Darstellung der Gestalt

f= E Xy e SA1SAaSAs

wobei Ay > Ao > A3 > ... und Y \; =m gilt. Die Koeffizienten ay, »,,... liegen dabei
im zugrundeliegenden Ring R.
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Denn man kann offenbar jedes Monom si'ss? - - - si» eindeutig in der Form

Sx, Shy Sxs ... Mit A; > Xy > A3 > ... schreiben. So ist etwa s3s953 = $35352515151.
Dabei ist iiberdies i1 + 2i9 + -+ -+ nip = A1+ Ao+ A3+ ....

Ist A = (A1, A2, Ag,...) mit Ay > Ay > A3 > ... und > A\; = m, so nennt man A
eine Partition von m.

Z.B. sind alle Partitionen von 4 gegeben durch
(1,1,1,1),(2,1,1),(2,2), (3,1), (4).

Man kann eine Partition von m immer als geordnetes m—tupel (A1, Az, ..., Ay, ) schreiben |
indem man die fehlenden Terme durch 0 ersetzt. Im obigen Beispiel ergibt das

(17 17 1’ 1)7 (27 1’ 1’ 0)7 (27 2’ 07 0)7 (3’ 1’ 0) 0)7 (4’ 07 07 O)'

Diese m—tupel kann man — wie hier bereits geschehen — lexikographisch anordnen
und erhalt somit eine kanonische Reihenfolge, die man fiir Induktionsbeweise verwen-
den kann.

Wir ordnen nun jeder Partition A von m die symmetrische Funktion

SA = S(A1,.0Am) = SA1SXe TS,

zu. Diese ist wegen sg = 1 unabhéngig von den angefiigten Termen \; = 0.
In dieser Notation lautet der Hauptsatz folgendermafen:

(5.8). Jedes homogene symmetrische Polynom f vom Grad m hat eine eindeutige
Darstellung der Gestalt
F=Y axs

mit ay € R, wobei X alle Partitionen von m = deg f durchlauft.

Als Beispiel betrachten wir

Py = s‘ll — 4323% + 25% + 48381 — 484 =
=51,1,1,1) — 452,1,1,0) T 28(2,2,0,0) T 45(3,1,0,0) — 45(4,0,0,0) -

Da fiir i« > n die elementarsymmetrische Funktion s; = 0 ist, kann man sich bei
fester Anzahl n von Unbestimmten auf Partitionen A = (A1, A2, A3, ... ) beschrénken,
fiir die alle A\; < n sind. Ist dann

i

_ ol
$A13A2"'$)\7n _Sl ”'Snn7
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so kann man der Partition A die Partition

N:(N/h-"?ﬂn)

zuordnen, fiir die p; = ;5 4+ 4j41 + -+ - + @y ist.
Diese erfiillt

prt sty =01+ 2+ iy = A+ Ay =y,

ist also wieder eine Partition von m.

Ist umgekehrt p gegeben, so ist A jene Partition von m, welche das Element j
genau (p; — pjy1)-mal enthélt.

Ist zB. n = 3 und m = 13, so entspricht der Partition A = (3,3,3,2,1,1) die
Partition p = (6,4, 3).

Graphisch 148t sich dieser Zusammenhang besonders einfach darstellen. Man re-
prasentiert A durch ein Schema von Punkten, wo in der Zeile j genau A; Punkte
stehen. Der obigen Partition entspricht dann das Schema

Die Partition u = (6,4, 3) erhélt man durch Vertauschung der Zeilen und Spalten.

Nun wollen wir einen weiteren Beweis des Hauptsatzes iiber symmetrische Funk-
tionen geben. Dazu betrachten wir die symmetrischen Polynome

— 1y b2 oy Hn
my, =Y XXX

wobei die Summe tber alle verschiedenen Monome geht, die sich durch Vertauschen
der Indizes ergeben.
Beispielsweise ist ms5,1,1,0)(X1, X2, X3, X4)=
ZX?X2X3+X15X2X4+X?X3X4+
+ X3 X1 X3+ X5 X1 Xy + X5 X5 X+
+X3 X1 Xo+ X3 X1 Xy + X35 X0 Xy +
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+X§X1X2+X§X1X3+X2X2X3

Dann ist klar, daf} jedes homogene symmetrische Polynom f vom Grad m in den
Unbestimmten X;,...,X,, in der Form

f= Z cumy

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ¢, € R zu schreiben ist, wobei i alle Parti-
tionen g = (1, ..., tn) von m durchlauft, die aus hochstens n Teilen p; bestehen.

In dieser Notation ist etwa

§1=MM(1,0,...0)0 = M(1)

§2=1(1,1,0,...0)= M(1,1)>

Prx= M(k,0,...00 = M(k)-
Weiters gilt z.B.

Dk—151= M(—1)M(1) = M(k) + M(k—1,1),

Dk—252= Myf—2)M(1,1) = M(k—1,1) T M(k—2,1,1)>

Dk—383= My(—3)M(1,1,1) = M(k—2,1,1) T M(k—3,1,1,1), USW.
Beachtet man tiberdies, dafl

P1Sk—1 = Mmy2.1,..1) T ksk

ist, so ergeben sich wieder die Newton’schen Identitéten:

Dk — S1Pk—1 + S2Pk—2 — (=) sy =
= mg) — (M) + M- 11))+( (k—1,1) +m(k 2,1,1)) —+...
—i—(—l)k_l(m( Lt ksk) + (— 1) ks = 0.

Bei gegebenen p = (1, ..., tin) ist
S = 4 Y cama,

wobei jedes « in der lexikographischen Anordnung kleiner als p ist. Denn der hochste
Term ist offenbar

X1 (X Xp)P2mhe (X X )R = X XE L X

Daraus folgt sofort mit Induktion nach der lexikographischen Ordnung, daf} jedes m,,
eine Darstellung als Linearkombination der sy’s besitzt und dafl diese Darstellung
auch eindeutig ist und somit wieder der Hauptsatz tiber symmetrische Funktionen.

o7



Im folgenden spielt das symmetrische Polynom [] (X; — X;)? eine grofe Rolle.
i<j

Firn =2 ergibt sich (X2 - X1)2 = X12 + X22 — 2X1X2 = S% — 482.
Fir n = 3 handelt es sich um den Ausdruck
(Xo — X1)%(X35 — X1)*(X3 — X2)%

Die Darstellung durch elementarsymmetrische Funktionen ist schon in diesem Fall
nicht sehr einfach.

Wir wollen daher eine andere Darstellung geben, die darauf beruht, dafl es sich
bei diesem Polynom um das Quadrat der Vandermonde—Determinante handelt.

Sei A,, die Matrix

1 1 1
X1 X Xn
A, = . . .
xr=toxpmto 0 xnot
Dann gilt
1 1 1 X Xt
At X, X, 1 X, Xt B
xpt xp-t 1 X, X1
n P1 b2 ce- DPn-1
_ D1 b2 b3 cee DPn
Pn—1 Pn  DPn+1 e DPan—2
Somitist
noopr ... Pnoi
H (Xj - XZ)Q = det(AnAZ) = det (59)
i<j
’ Pn—1 DPn cee P2n—2
Speziell ist
3 p1 ope
(X1 - X2)?(Xo— X3)2(Xs— X1)? =det | p1 p2 p3
P2 P3 P4

Daraus kann man tiber die Newton’schen Formeln eine Darstellung

[1(xi = X;)% = D(s1,...,50)

1<J
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durch die elementarsymmetrischen Funktionen ableiten.

Ist f(X)=T](X —a;) = X" —a; X" ! + a2 X" ? — ... &+ a, ein Polynom n-ten
Grades, so ergibt sich

(5.10) [[(ei = ;)* = D(ay, ..., an).

1<j

Man nennt diesen Ausdruck die Diskriminante von f(X).

Als Beispiel berechnen wir die Diskriminante D(0, p, —q) von f(X) = X?+pX +¢
mit p,q € R. Hier ist
p1= 51 =0,
pa= 0% — 255 = —2p,
p3=0%—3-0-59+ 3s3 = —3¢
pa= 255 — 4sy = 2p°.
Daher ergibt sich

3 0 —-2p
D(0,p,—q)=det | 0 —2p =3¢ | =—12p® +8p® — 274,
-2p =3¢ 2p*
d.h.

Mit Hilfe der Diskriminante 148t sich leicht feststellen, ob die Gleichung
f(X) = X3+ pX + g = 0 drei reelle Nullstellen oder eine reelle und 2 konjugiert
komplexe Nullstellen besitzt.

(5.12) Satz. Die Gleichung X3 + pX + ¢ = 0 mit p,q € R hat genau dann 3
reelle Nullstellen, wenn D(0,p, —q) = —4p® — 27¢® > 0 ist.

BEWEIS. Sind 1, 29, x3 reell, so ist klarerweise [[(x; — xj)2 > 0. Ist 2y = 7,
To = s+ it, x3 = s — it, so ist im Fall £ £ 0

[ —2)% = (r— s —it)*(r — s+ it)*(2it)* =
=—4t*((r—s)* +t*)* <0.
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Setzt man d := D(0, p, —q), so ergibt sich in der Cardano’schen Formel

Somit ist a genau dann nicht reell, wenn die Gleichung drei reelle Nullstellen besitzt.
Bei der Auflésung mit dieser Formel lassen sich daher die komplexen Zahlen nicht
vermeiden.

Als letztes Beispiel wollen wir die Diskriminante des Polynoms X™ — 1 berechnen.

(n—1)(n—2)
2

(5.13). Die Diskriminante des Polynoms X™ — 1 ist (—1)

n

BEWwEIS. Hier ist s; = 0 fiir i < n und s,, = (—1)"~!. Daher ist p; = 0 fiir i <n
und p,, + (=1)"ns, = p, + (—=1)"n(=1)""1 =0, d.h. p, = n. Wegen p,; = p; ist

n 0 0
0 0 0 n
D(0,...0,(=1)""1) = =n =
0 n 0 K 0
0 1
—nn _ (71)(n,2)+...+1nn ( )wnn
1

Z.B. ergibt sich fiir n = 3 mit den Wurzeln 1, p, p?

L =p?(1=p")2p—p")* = = 27

O O W
w o O
S W o

oder fiir n = 4 mit den Wurzeln 1,4, —1, —1:

(1—d)?(1+4)%-22(i + 1)%(20)%(—1 + i) = —4* = —256.

(5.14) BEMERKUNG. Nun verstehen wir auch besser, welche Ideen Lagrange hin-
ter dem Cardano’schen Trick gesehen hat: Es ist manchmal leichter, zuerst gewisse
Funktionen der Wurzeln x;, sogenannte Resolventen, zu berechnen, und erst im Nach-
hinein aus diesen die Wurzeln z; selbst zu bestimmen.

Aus der Cardano’schen Formel schlofl er, dafl sich der Ausdruck

t=zi+ (oot + (",
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mit einer primitiven n—ten Einheitswurzel ¢ dafiir eignen kénnte. Man nennt diesen
Ausdruck daher auch Lagrange’sche Resolvente.

Man mufl blof3 eine Gleichung finden, der t geniigt, die sogenannte Resolven-
tengleichung. Hierbei erweist sich der Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen als
geeignetes Hilfsmittel: Bildet man fiir jede Permutation 7 der Wurzeln die Zahlen

tr = Zp1) +CTrie) + -+ s

9(¥V)=11Y — tz)

™

ein Polynom, dessen Koeffizienten offenbar symmetrische Funktionen in den x; s sind
und daher als Polynome in den elementarsymmetrischen Funktionen der z;’s, d.h.
der Koeffizienten der Ausgangsgleichung, darstellbar sind.

Die Resolventengleichung kann also — zumindest theoretisch — explizit angegeben
werden.

Aus der speziellen Form der Resolvente folgt tiberdies, dafl man alle z;’s aus den
t.'s berechnen kann.

Leider funktioniert auch diese Methode nur fiir n = 2, 3, 4.

so ist
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III. Ganze Zahlen und Polynome

Hier leiten wir die Grundtatsachen der elementaren Zahlentheorie, wie etwa die
eindeutige Primfaktorzerlegung, ab und ibertragen diese Resultate auf den Polynom-
ring k[ X] und allgemeiner auf Euklidische Ringe und Hauptidealringe. Eine wesentlichél]
Rolle spielt dabei der Idealbegriff. Dieser erweist sich auch als unentbehrlich beim
Problem, den Gleichheitsbegriff zu relativieren und Restklassenringe einzufiihren. Es
zeigt sich, dafl diese genau dann Koérperstruktur haben, wenn das Ideal mazimal ist.
Das fihrt einerseits zu den Primkérpern F, und andererseits zum Wurzelexistenzsatz
von L. Kronecker, der an die Stelle des Fundamentalsatzes der Algebra tritt. Nach
einigen allgemeinen Sdtzen iber Homomorphismen und Isomorphismen von Ringen
werden die Figenschaften algebraischer und transzendenter Elemente studiert, weitere
Beispiele von Korpern gegeben, die maximalen Ideale in C[X,. .., X,] bestimmt und
der Hilbert’sche Nullstellensatz bewiesen.

1. Eindeutige Primfaktorzerlegung in Z und k[X].

Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, dal die Ringe Z und k[X] viele analoge
Eigenschaften aufweisen.

Da weder Z noch k[X] Korper sind, ist die Division nicht unbeschréankt ausfithrbar.
In beiden Fallen gibt es jedoch eine Division mit Rest. Diese Tatsache erweist sich
als sehr wichtig.

(1.1) Satz. Fiir je zwei Zahlen a,b € Z mit b # 0 gibt es Zahlen q,r € Z, so daf§
a=qgb+r

und entweder r = 0 oder 0 < r < |b| gilt.

Der Beweis ist klar. Ist » = 0, so nennt man a ein Vielfaches von b und b einen
Teiler von a, in Zeichen b | a.

(1.2) Satz. Fiir je zwei Polynome a(X), b(X) € k[X], wobei k ein Korper ist
und b(X) # 0, gibt es Polynome ¢(X), r(X) € k[X] mit a(X) = ¢(X)b(X) + r(X).
Dabei ist entweder r(X) = 0. Dann nennt man b(X) einen Teiler von a(X), in Zeichen
b(X) | a(X), oder es gilt

0 < deg r(X) < deg b(X).
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BEWEIS. Ist deg b > deg a, so sei ¢(X) = 0 und 7(X) = a(X). Ist dagegen
deg a > degh, a(X) = a, X"+ -+ ag, b(X) = b X™ + -+ + by, so ist

a(X) — Z—;X"‘mb(X)

ein Polynom, dessen Grad kleiner als n = deg a ist. Mit Induktion erhalten wir daher
eine gewiinschte Zerlegung.

(1.3) BEMERKUNG. Diese Darstellung ist sogar wie im Fall von Z eindeutig bes-
timmt. Dann ware
a=gb+r=aqbtr,

so ware (¢ — q1)b =11 —r. Fir q # ¢ ergébe sich
deg(r1 —r) = deg(q — q1) + deg b > deg b,

ein Widerspruch.

(1.4) BEMERKUNG. Dieser Divisionsalgorithmus 148t sich nicht ohne weiteres auf
den Fall von Polynomen iiber einem K RE R tbertragen. Ist jedoch b(X) normiert,
d.h. by, =1, dann geht alles analog, weil ;= definiert ist.

Ist R ein beliebiger K RE und (a) = {ra : r € R} die Menge aller Vielfachen eines
festen Elementes ¢ € R, dann ist mit 41, 42 € (a) auch i1 £ i3 € (@) und mit 7 € (a)
und r € R auch i € (a). Im Fall von Z und k[X] lassen sich diejenigen Teilmengen,
die als Menge aller Vielfachen eines Elementes darstellbar sind, sogar durch diese
Eigenschaften charakterisieren. Um das exakt zu formulieren, benétigen wir ein paar
Definitionen.

(1.5) DEFINITION. Sei R ein KRE. Eine Teilmenge I C R heifit Ideal, wenn mit
i1, 19 € I auch i1 + i3 € [ und mit ¢ € [ und r € R auch ri € I ist.

Ein Ideal hat also die Eigenschaft, dafl es mit 41, is,...,4, auch alle Linearkom-
binationen rqii1 + roig + - - - + r,4, mit Elementen r, € R enthalt.

Spezielle Beispiele von Idealen sind die Mengen aller Vielfachen eines festen Ele-
mentes a € R.

(1.6) DEFINITION. Fiir a € R heifle das Ideal
(a) = Ra={ra:r € R}
das von a erzeugte Hauptideal.

Fiir a = 0 ergibt sich (0) und fir ¢ = 1 der ganze Ring R = (1). Das sind die
trivialen Ideale, die in jedem Ring existieren.
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(1.7) Satz. Ein Ring R ist genau dann ein Korper, wenn er genau zwei ver-
schiedene Ideale besitzt.

BEWEIS. Ist R =k ein Koérper, so ist (0) # (1) = k, weil 0 # 1 ist. Ist I ein Ideal
in k, welches ein Element a # 0 enthilt, so enthilt es auch 1 = ¢ 'a und stimmt
daher mit (1) = k tiberein.

Sei umgekehrt R ein Ring, der genau zwei Ideale besitzt. Dann ist 0 # 1, weil
sonst R der Nullring wére. Dieser besitzt nur ein Ideal (0) = (1).

Wir miissen zeigen, daf} jedes Element a # 0 invertierbar ist. Wir betrachten dazu
das Hauptideal (a). Wegen (a) # (0) muB} (a) = (1) sein, d.h. es muf} ein Element
r € R existieren mit ra = 1. Damit ist alles gezeigt.

(1.8) Satz. In Z ist jedes Ideal ein Hauptideal (m).

BEWEIS. Sei I # (0) ein Ideal in Z. Mit a € I ist auch —a = (—1)a € I und daher
ist die Menge M aller positiven Elemente von I eine nichtleere Teilmenge von N\{0}.
Diese enthalt ein kleinstes Element m. Dann gilt mZ C I.

Sei nun ¢ € I. Dann gibt es eine Darstellung

i=gm+rmitr,g € Zund 0 <r <m.

Wegen r =i — gm € I mul r = 0 sein. Somit ist jedes Element ¢ € I ein Vielfaches
von m und daher I = mZ = (m).

(1.9) BEMERKUNG. Wegen (a) = (Ja|) konnen wir jedes Ideal in Z in der Form
(m) mit m € N schreiben. Mit dieser zusétzlich Bedingung ist m eindeutig bestimmt.

(1.10) Satz. Ist k ein Korper, dann ist im Ring k[X] jedes Ideal ein Hauptideal
(m(X)).

BewEIs. Sei I # (0) ein Ideal. Dann ist die Menge M aller Grade von Polynomen
f(X) € I mit f # 0 eine nichtleere Teilmenge von N und hat daher ein kleinstes
Element d. Es gibt also ein m(X) € I mit deg m(X) = d.

Fiir beliebiges f(X) € I gibt es ¢(X) und r(X) mit f(X) = ¢(X)m(X) + r(X),
wobei entweder r(X) = 0 ist oder 7(X) # 0 und deg r < d ist.

Der zweite Fall kann jedoch nicht eintreten, weil sonst

r(X) = f(X) —q(X)m(X) € I
wére und 0 < deg r < d = min deg f. Somit ist I = (m(X)).
ferl

(1.11) BEMERKUNG. Ist I # (0) ein Ideal in k[X], dann gilt I = (m(X)) mit
einem eindeutig bestimmten normierten Polynom m(X).

BEWEIS. Wegen (Aa(X)) = (a(X)) fiir A # 0 ist klar, dafl man m(X) normiert
wahlen kann.

Gébe es zwei verschiedene normierte Polynome m(X) und m4(X), die dasselbe
Ideal erzeugen, so wiren ihre Grade gleich. Sie hétten also beide denselben Term
X™ hochsten Grades. Daher wire ihre Differenz m(X) — m;(X) ein nichttriviales
Polynom kleineren Grades als m(X), das ebenfalls in I 14ge. Das widerspricht jedoch
der Wahl von m(X) als Polynom minimalen Grades in I.
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Um keine falschen Hoffnungen aufkommen zu lassen, zeigen wir schon jetzt, daf3
in Z[X] nicht jedes Ideal ein Hauptideal ist.

(1.12) Das Ideal I aller Polynome a(X) € Z[X], deren konstanter Term ag = a(0)
gerade ist, ist kein Hauptideal.

BEwEIS. Es ist klar, dafl das konstante Polynom 2 und das Polynom
X = X+0in I liegen. Wére I ein Hauptideal, I = (m(X)), so gibe es Polynome a(X),
b(X) € Z[X] mit 2 = a(X)m(X) und X = b(X)m(X). Aus der ersten Gleichung folgt
m(X) = £2. Aus der zweiten Gleichung sieht man, daf§ das nicht moglich ist.

Wie nach unseren motivierenden Uberlegungen nicht anders zu erwarten ist, ste-
hen die Ideale in Z und k[X] in enger Beziehung zur Teilbarkeit.

(1.13) Satz. In Z und k[X] gilt a | b genau dann, wenn (b) C (a) ist.

BEWEIS. a | b bedeutet, dafl b = ac ist. Das ist gleichbedeutend damit, daf
b € (a) ist. Und das ist wieder gleichbedeutend damit, daf (b) C (a) gilt.

Beispielsweise ist 2 | 6 gleichbedeutend damit, dafl
(6) ={0,£6,+12,...} C (2) ={0,42,+4,4+6,+8,...}
gilt.

Mit Hilfe dieser Charakterisierung der Teilbarkeit ist es sehr einfach, die Existenz
des grafsten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen und die eindeutige Primfaktorzer-
legung zu beweisen.

(1.14) DErFINITION. Unter der Summe I; + Iy zweier Ideale I; und I von R
versteht man die Menge aller Elemente i1 + 45 mit i1 € I, io € I5.

Es ist dabei klar, dafl I; + I wieder ein Ideal ist.

Fir a,b € Z ist daher die Summe (a) + (b) wieder ein Ideal. Da in Z jedes Ideal
ein Hauptideal ist, gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl d > 0, so daf} (a)+ (b) = (d)
ist.

Wegen (a)+ (b) 2 (a) (fir 0 € (b)) und (a)+ (b) 2 (b) gilt (d) 2 (a) und (d) 2 (b).
Das bedeutet d | ¢ und d | b.

Die Zahl d ist also ein gemeinsamer Teiler von a und b. Nach Definition von (a) + (b)
existieren ganze Zahlen mg, ng mit d = amg + bnyg.

Sei nun ¢ > 0 ein gemeinsamer Teiler von a und b, d.h. a = ca’, b = cb'.

Dann ist d = ca’mg + cb'ng = c¢(a’mg + b'ng). Es ist also ¢ | d. Das bedeutet, dafl d
der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist.
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(1.15) Satz. Fiir je zwei Zahlen a,b € Z mit (a,b) # (0, 0) existiert eine eindeutig
bestimmte Zahl d € N, die grofite natiirliche Zahl, die a und b teilt. Man nennt d
den gréBten gemeinsamen Teiler von a und b und schreibt d = ggT(a,b). Er ist durch
(a)+ (b) = (d) eindeutig festgelegt und lafit sich als Linearkombination d = amg+ bng
von a und b darstellen.

(1.16) BEMERKUNG. Ist d = 1, so heiflen a und b relativ prim, in Zeichen a L b.
Es gibt dann m,n € Z mit am + bn = 1.

Der obige Satz ist ein reiner Existenzsatz. Wir konnen daraus jedoch sofort eine
explizite Konstruktionsmethode fiir den groiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen a
und b ableiten, den Fuklidischen Algorithmus.

Wir konnen uns auf a > 0 und b > 0 beschranken.
Ist a =bg+r mit 0 <r < b, so gilt

(a) + (b) = (a —bg) + (b) = (b) + (r).

Daher ist ggT(a,b) = ggT(b,r). AuBerdem ist ggT(a,0) = a. Definiert man also
ganze Zahlen ¢; und r; sukzessive durch

To =0

a =qro+r, 0<r; <rg
ro =qri+rz, 0<ra<r;
r1 =qara+13, 0<r3 <re

Tm—1= gmTm + 0,

so ist
d=ggT(a,b) =ggT(ro,r1) = = gegT(rm,0) = 4.

Z.B. ist ggT(14,6) = 2. Denn
14=2-6+2
6 =3-2+0.

Die Zahlen 8 und 5 sind offenbar teilerfremd. Wie findet man m und n mit
8m + b5n =17
Man wendet wieder den Euklidischen Algorithmus an:

8=5-1+3
5=3-1+4+2
3=2-1+1
2=1-14+0

Es ergibt sich
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(1.17) DEFINITION. Ein Element u € R heift invertierbar oder eine Finheit, wenn
es ein v € R gibt mit uv = 1.

(1.18) BEISPIEL. In Z sind nur die Zahlen +1 invertierbar.

In k[X] sind genau die konstanten Polynome p(X) = A # 0 invertierbar.
Denn diese Polynome sind invertierbar. Ist andererseits a(X)b(X) = 1, so ist wegen
a,b # 0 und deg a + deg b = deg 1 = 0 auch deg a = deg b = 0, d.h. ¢ und b sind
konstant und ungleich 0.

(1.19) DEFINITION. Die Elemente a und b eines K RE R heiflen assoziiert, wenn
a|bund b | a gilt; wenn also jedes das andere teilt. Wir schreiben dann a ~ b.

In Z sind nur a und —a assoziiert. In jeder Klasse assoziierter Elemente gibt es
also genau ein Element aus N.

In k[X] sind alle Polynome Ap(X), A # 0, assoziiert. Ist also p(X) # 0, so gibt es
genau ein normiertes Polynom, welches zu p(X) assoziiert ist.

(1.20) DEFINITION. Ein Element p # 0 eines K RE R, das keine Einheit ist, heifit
unzerlegbar oder ein Atom, wenn in jeder Darstellung p = ab mit a,b € R, ein Faktor
eine Einheit ist.

Eine nattirliche Zahl p, welche ein Atom in Z ist, heif3t Primzahl.

(1.21) Satz. Ist p € N eine Primzahl und a ¢ (p), dann existieren m,n € Z mit
am +pn = 1.

BeEwEIs. Da a ¢ (p) ist, ist a L p.

(1.22) Satz. Wenn eine Primzahl p ein Produkt ab € Z teilt, dann teilt sie
mindestens einen Faktor.

BEWwEIS. Wenn p | a, ist alles gezeigt. Sei also a ¢ (p). Dann existieren m,n mit
am + pn = 1. Daher ist b = abm + pbn. Da p die rechte Seite teilt, gilt auch p | b.

(1.23) Fundamentalsatz der Arithmetik. Jede ganze Zahl a # 0 hat eine
Darstellung als Produkt
a=cpip2--prsk 20,

wobei ¢ = +1 und die p; Primzahlen sind. Die Darstellung ist eindeutig bis auf die
Reihenfolge der Primfaktoren p;.

BEwWEIS. Wir konnen uns auf den Fall @ > 0 beschranken. Fira=1ist 1=1-1
eine solche Darstellung mit k = 0. (Ein leeres Produkt bedeute immer die Zahl 1.)
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Die Existenz einer Primfaktorzerlegung fiir a € N ergibt sich nun mit Induktion aus
der Tatsache, daf} bei gegebenem a entweder a = p eine Primzahl ist (und damit eine
solche Darstellung hat, namlich a = 1-p) oder a = bc ist, wobei beide Teiler positiv und
< a sind und daher nach Induktionsvoraussetzung eine Primfaktorzerlegung besitzen.
Also hat auch a eine.

Nun zur Eindeutigkeit. Angenommen

tprpr=a==%q - q.

Dann miissen zunéchst einmal die Vorzeichen iibereinstimmen.

Fir a =1 mufl £k = = 0 sein, weil eine Primzahl keine Einheit ist.
Nun kénnen wir (1.22) mit p = pr anwenden. Da p; die linke Seite teilt, ist p
entweder ein Teiler von ¢; oder von (gs---¢;). Nach endlich vielen Schritten ergibt
sich also, dafl py ein g, teilt.
Da g, prim ist, mufl px = ¢,, sein. Man kann also beide Seiten durch pj dividieren.
Nach endlich vielen Schritten ergibt sich £ = [ und die Behauptung.

Bereits Euklid wufite, dafl es unendlich viele Primzahlen 2,3,5,7,... gibt. Denn
sind p1,p2,...,p, Primzahlen, so bilde man N = p1ps---p, + 1. Nach dem Funda-
mentalsatz mufl NV einen Primteiler p besitzen, der aber mit keinem p; iibereinstimmen
kann. Es gibt also keine endliche Menge, die alle Primzahlen enthalt.

Rein formal 148t sich jede natiirliche Zahl n > 1 in der Form

n:Hpnp7np >0,

schreiben, wobei das Produkt iiber alle Primzahlen zu erstrecken ist und jeweils nur
endlich viele n,’s von 0 verschieden sind.
Ist d = ggT(a,b), so ist d, = min(a,, b,) fir jedes p.

Wir kénnen nun die analogen Resultate fiir den Ring k[X], k& Korper, beweisen.

(1.24) Satz. Fiir je zwei Polynome a(X), b(X) € k[X], die nicht beide 0 sind,
existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom d(X), der grofite gemeinsame
Teiler von a(X) und b(X). Dieser erfiillt (a(X)) + (b(X)) = (d(X)) und laBt sich
daher als Linearkombination

darstellen.

Sind k& und K Korper mit & C K, dann liegen die Polynome a(X) und (X)) nicht
nur in k[X], sondern auch in K[X].

Es wére a priori denkbar, dafl der grofite gemeinsame Teiler vom zugrundegelegten
Korper abhangig ist. Das ist aber gliicklicherweise nicht der Fall.
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(1.25) Satz. Seien k C K Koérper und a(X), b(X) € k[X]. Sei d(X) der ggT von
a(X) und b(X) in k[X] und D(X) der ggT von a(X) und b(X) in K[X]. Dann gilt
D(X) =d(X) € k[X].

BEWEIS. D(X) und d(X) sind beide in K[X]. Da d(X) ein gemeinsamer Teiler
von a(X) und b(X) aus K[X] ist, ist es auch ein Teiler des grofiten gemeinsamen
Teilers D(X).

Es gibt also g(X) € K[X] mit D(X) = g(X)d(X).

Da d(X) = a(X)mo(X) + b(X)ng(X) € K[X] und D(X) ein gemeinsamer Teiler
von a(X) und b(X) ist, gilt auch D(X) | d(X) in K[X].

Also ist d(X) = h(X)D(X).

Somit ergibt sich

Es muf also g(X)h(X) =1 sein.
Wegen der Normiertheit muf also g(X) = h(X) = 1 sein und somit D(X) = d(X).

Zur expliziten Berechnung des ggT dient wieder der Euklidische Algorithmus. We-
gen geT(A\a(X),b(X)) = ggT(a(X),b(X)) kann man sich dabei immer auf normierte
Polynome beschranken.

Wir wollen z. B. den ggT der Polynome a(X) = X® —3X*+4X? —4X + 1 und
b(X) = X3 —8X + 3 in Q[X] berechnen.

Der iibliche Divisionsalgorithmus liefert

X% —3X*4+4X? —4X +1=(X?-8X +3)(X? - 3X +8) + (—23X% + 69X — 23).

Hier ist r; = —23X2 +69X — 23. Das assoziierte normierte Polynom ist X2 —3X + 1.
Aus

X3 -8X +3=(X?-3X +1)(X +3)
ergibt sich schliellich
geT(a(X),b(X)) = X? —3X +1.

Ist ggT(a(X),b(X)) =1, so heiflen a(X) und b(X) relativ prim, in Zeichen
a(X) L bv(X).
Die Atome in k[X] heiflen irreduzible Polynome.

Dieser Begriff ist, wie wir bereits wissen, vom Korper k£ abhingig. So ist z.B.
X? 4+ 1 € R[X] irreduzibel. In C[X] gilt jedoch X% +1 = (X +i)(X —i).
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(1.26) Satz. Ist f(X) irreduzibel in k[X] und haben f(X) und ¢(X) € k[X] in
einem Erweiterungskorper K D k eine gemeinsame Nullstelle f(¢) = g(¢) = 0, dann
gilt f(X) | 9(X).

BEWEIS. Sei D(X) = ggT(f(X),g(X)) in K[X]. Dann ist D(X) # 1, weil
D(¢) =0 ist.

Daher ist auch d(X), der ggT von f(X) und ¢g(X) in k[X], nach (1.25) nicht konstant.
Da f(X) irreduzibel ist, gilt Ad(X) = f(X), A # 0.
Somit ist f(X) = Ad(X) | g(X).

(1.27) Satz. Wenn ein irreduzibles Polynom p(X) ein Produkt a(X)b(X) aus
k[X] teilt, dann teilt es mindestens einen Faktor.

Der Beweis ist derselbe wie in (1.22).

(1.28) Primfaktorzerlegung in k[X]:
Jedes Polynom f(X) # 0 in k[X] kann als Produkt

f(X)=cpr(X) - pu(X), 1 >0,

geschrieben werden, wobei ¢ € k und die p; normierte irreduzible Polynome aus k[ X|
sind. Die Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der p;(X).

Der Beweis verlduft genauso wie in (1.23).

Der Euklidische Beweis zeigt, daf} es fiir jeden Korper k in k[X] unendlich viele
normierte irreduzible Polynome gibt.
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2. Restklassenringe.

Sei R ein K RE. Der iibliche Gleichheitsbegriff auf R hat ein paar evidente Eigen-
schaften:

1) a = a (Reflexivitdit)

2) a =b=b=a (Symmetrie)

a =b,b=c= a=c (Transitivitdt)

a1= b1, a2 = ba = a1 + az = by + by (Vertraglichkeit mit der Addition)
a1= by, as = by = ajas = biby (Vertraglichkeit mit der Multiplikation).

U W
- D=

Wir wollen nun alle Relationen a = b auf R bestimmen, welche die Eigenschaften
1)-5) besitzen.
Dazu betrachten wir die Menge

I={icR:i=0}.

Aus 4) und 5) folgt, daB mit i1,49 € I auch iy + 4o € [ und mit ¢ € I und r € R auch
ri € I ist.

Denn esist z.B. re =7r-0=0.

Die Menge [ ist also ein Ideal.

Es gilt a = b genau dann, wenn b — a € [ ist.

Dennist a=b,soistb—a=a—a=0,dh.b—a€l.

Ist umgekehrt b—a €I, dh. b—a=0,s0ist b=b—-0=b— (b—a) = a.

Ist umgekehrt I ein beliebiges Ideal in R und setzt man a = b, wenn b —a € [ ist,
so sind 1)-5) erfiillt. Wir zeigen z.B. 5): Ist a; = by und ag = be, so ist by —ag € T
und b — as € I. Daher ist bibs — ajas = (by — a1)ba + a1(ba — a2) € I und somit
aras = b1bs.

Wir nennen eine Relation a = b auf R, die die Eigenschaften 1)-5) erfiillt, eine
verallgemeinerte Gleichheitsrelation oder Kongruenzrelation.

Sei nun [ ein Ideal in R und @ = b (mod I) die zugehorige Kongruenzrelation.
Diese Kongruenzrelation ,identifiziert “ alle Elemente der Gestalt a4 mit ¢ € I. Wir
bezeichnen die Menge @ = a+ 1 = {a +i : i € I} aller zu einem festen Element a
kongruenten Elemente als die Restklasse von a modulo I und nennen jedes Element
a + 1 € a einen Reprasentanten von a.

Aus 4) und 5) folgt, daB fiir a;,as € @ und by, by € b gilt
(a1 + b1)” = (az + b2)” und (a1b1)” = (azbs)”. Es liegt daher nahe, auch fiir
Restklassen eine Addition und Multiplikation zu definieren durch
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= (a+b)” und

a+
ab:=(ab)”,

[l

wobei a € @ und b € b beliebige Reprisentanten sind.

(2.1) Satz. Sei I ein Ideal im KRE R. Dann bildet die Menge R/I aller Restk-
lassen @ = a + I modulo I wieder einen K RE, den Restklassenring von R modulo
I.

BEMERKUNG. Der Ubergang von R zu R/I besteht genau darin, dafl kongru-
ente Elemente zu einer Restklasse zusammengefafit werden. Die Eigenschaften 1)-5)
sind dann notwendig und hinreichend dafiir, dal diese Restklassen wieder einen Ring
bilden.

Es ist oft vorteilhaft, den Ubergang zu den Restklassen nicht explizit durchzu-
fihren, sondern ihn implizit durch die Kongruenzrelation zu charakterisieren. In
diesem Sinne 1a8t sich der Restklassenring R/I auch folgendermafien beschreiben:

(2.2) ALTERNATIVDEFINITION VON R/I. Die Elemente von R/I stimmen mit
den Elementen von R iiberein. Es ist jedoch ein anderer Gleichheitsbegriff gegeben:
Zwei Elemente a,b € R definieren genau dann das gleiche Element von R/I, wenn
a=0b (mod I) in R erfiillt ist.

BEMERKUNG. Die Alternativdefinition ist vor allem in der konstruktivistischen
Mathematik iiblich (man vgl. [13]).

Wir wissen bereits, dafl im Ring Z der ganzen Zahlen jedes Ideal ein Hauptideal
(m) mit m € N ist.

Wir wollen nun die entsprechenden Restklassenringe Z/(m) explizit bestimmen.

Fir m =01ist ¢ =b (mod (0)) gleichbedeutend mit a = b. Somit ist Z/(0) = Z.

Fiir m = 1 ist (1) = Z. Es sind also alle Elemente zueinander kongruent. Daher
besteht Z/Z aus genau einem Element und ist daher der Nullring,.

Sei nun m > 2.

Nach der Alternativdefinition sind die Elemente von Z/(m) die ganzen Zahlen,
wobel zwei Zahlen a und b genau dann gleich sein sollen, wenn b — a € (m) ist, d.h.
wenn b — a durch m teilbar ist. Wir schreiben dann kiirzer a = b (mod m).

Die entsprechenden Restklassen @ sind dann die Mengen

a={a,a+tm,at2m,a+3m,...}.
Man kann jeder Restklasse @ das eindeutig bestimmte Element r = a — km mit

0 < r < m als kanonischen Reprdsentanten zuordnen. Wir schreiben auch kurz
r = a mod m.
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(2.3) Satz. Der Restklassenring Z/(m) kann fiir m > 1 mit der Menge
{0,1,...,m — 1} ,identifiziert“ werden. Die Rechenoperationen sind dabei durch
a+b:=(a+b) mod m und ab := (ab) mod m gegeben.

Sind a,b € Z, so bedeutet ,a = b in Z/(m)*, dasselbe wie ,a = b (mod m)“. So
ist etwa —1 =2 in Z/(3) und 2° = 32 =2 in Z/(5).

Anders als in Z oder k[X] kann es in Z/(m) Nullteiler geben, also Elemente a # 0,
b # 0 mit ab = 0.

In Z/(6) ist etwa 2 ein Nullteiler, weil 2 -3 = 0 ist.

Ist m = ab, a,b # 1, also m keine Primzahl, dann ist @ ein Nullteiler in Z/(m).

Ein Nullteiler kann kein inverses Element besitzen. Denn sonst ware
0=a'-0=a"'(ab)=(ata)b=1-b=b#0.
Speziell kann Z/(m) fir zusammengesetztes m kein Korper sein.

(2.4) Satz. Der Restklassenring Z/(p) ist genau dann ein Korper, wenn p eine
Primzahl ist.

BEWEIS. Sei p eine Primzahl und @ # 0 in Z/(p). Dann ist a L p in Z. Es
existieren also k,! € Z mit ka+Ip = 1. Daher ist auch ka = ka+1Ip =1 (mod p) und
daher k@ =1 in Z/(p). Jedes Element @ # 0 in Z/(p) hat also ein inverses Element.

Als Beispiel betrachten wir den Kérper Z/(7):

Hierist -1 = 1,271 =4,3"1=54"1=25"1=3, 6" =6. In Z/(p) sind also
alle Elemente # 0 invertierbar. Im allgemeinen Fall gilt

(2.5) Satz. Ein Element i € Z/(n) ist genau dann invertierbar, wenn i L n gilt.

BEWEIS. i € Z/(n) ist genau dann invertierbar, wenn ein a € Z existiert, so daf
ai =1in Z/(n) ist. Das ist genau dann der Fall, wenn ai =1 (mod n) ist, d.h. wenn
es ein b € Z gibt mit ai + bn = 1. Das ist jedoch genau dann der Fall, wenn ¢ L n
gilt.

Z.B. sind in Z/(8) genau die Elemente 1, 3,5, 7 invertierbar.

Wir interessieren uns nun dafiir, wie die Ideale im Restklassenring R/I aussehen.

(2.6) Satz. Es existiert eine bijektive Zuordnung zwischen allen Idealen J von
R/I und allen Idealen J von R, welche I umfassen. J := J/I besteht dann aus allen
Restklassen j mod I mit j € J. Weiters gilt R/J = (R/I)/(J/I).

BEWEIS. Der Beweis ergibt sich sofort aus der Alternativdefinition des Rest-
klassenringes.
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Denn ist @ = b eine Kongruenzrelation auf R/I, so induziert diese eine Kongruen-
zrelation auf R mit der Eigenschaft, dal J := {j € R: j =0} 2 0 = I. Ein Ideal
in R/I besteht also aus denselben Elementen von R wie ein Ideal in R, welches [
umfaft.

Die Gleichheit

R/J = (R/1)/(J/I)

ist nun evident. Denn die Elemente sind links und rechts die Elemente von R. Und
Gleichheit bedeutet auf beiden Seiten a = b (mod .J).

(2.7) Korollar. Die Ideale von Z/(n) sind die Hauptideale dZ/(n) mit d | n. Es
gilt dann
(Z/(n))/(dZ/(n)) = Z/(d).

BEWEIS. Nach (2.6) ist jedes Ideal des Restklassenrings Z/(n) das Bild eines Ideals
(d) = dZ von Z mit (d) 2 (n), d.h. mit d | n. Die Gleichheit

(Z/(n))/(dZ/(n)) = Z/dZ

ist evident, da in beiden Féllen die d-fachen jedes Elementes in 0 iibergehen.

(2.8) BEISPIELE.

1) In Z/(6) gibt es die folgenden Ideale:
(0) =0Z/(6), (1) =1.Z/(6) = {0,1,2,3,4,5}, (2) = 2Z/(6) = {0,2,4} und
(3) = 32/(6) = {0, 3}.

2) Sei p eine Primzahl. Dann sind alle Ideale von Z/(p™) gegeben durch

Z)(p") > pZ/(p") D p°Z/(p") D -+ D p"Z/(p") = 0.

(2.9) Korollar. Sei a € Z/(n). Dann gilt aZ/(n) = dZ/(n) mit d = ggT (a,n),
d.h. aZ/(n) besteht aus allen Vielfachen von d (mod n).

BEWEIS. aZ/(n) ist das Bild der Elemente ak + In € Z. Diese bestehen aber
gerade aus den Vielfachen von d = ggT (a,n).

(2.10) BEeIspIEL. In Z/(30) gilt 21Z/(30) = 3Z/(30), weil ggT (21, 30) = 3 ist.
Das sieht man auch aus der Tatsache, dafl die Vielfachen von 21 mod 30 die Elemente
21,42=12,63 =3,... sind.

(2.11) Korollar. Sei p eine Primzahl. Dann gilt

@/ e/ e) = { 5 el

(0) sonst.
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Bewels. Folgt aus (2.7) und (2.9).

Als néchstes wollen wir die Restklassenringe von k[X] bestimmen.

Sei m(X) =mo+m1X + -+ mp_1 X" 1 + X" ein normiertes Polynom. Dann
besteht der Restklassenring k[X]/(m(X)) aus allen Elementen f(X) € k[X] mit der
Gleichheitsrelation f(X) = g(X) (mod m(X)).

Um uns ein anschauliches Bild davon zu machen, kénnen wir jeder Restklasse
F(X) = f(X) + (m(X)) als kanonischen Reprisentanten den Rest mod m(X) zuord-
nen, der durch

F(X) = g(X)m(X) + r(X)

mit deg r < deg m(X) = n oder r = 0 gegeben ist.
Z.B. konnen die Elemente von (Z/(3))[X]/(X? + X + 1) durch die Elemente

0, 1, 2,
X, X+1, X+2
2X, 2X+1, 2X +2

reprasentiert werden.
Hier folgt aus X2+ X +1=0,daB X? = —-X —1=2X +2 und
X3 =X -X?2=X(2X+2) =2X24+2X =2(2X +2)+2X =4X+4+2X =6X+4=1
gilt.
Dieser Ring enthilt Nullteiler, weil (X +2)? = X2 +4X +4= X2+ X +1 =0 ist.

(2.12) Satz. Der Restklassenring k[X]/(p(X)) ist genau dann ein Kérper, wenn
p(X) irreduzibel tiber k ist.

BEWEIS. Sei f(X) # 0 in k[X]/(p(X)) und p(X) irreduzibel. Dann ist
f(X) ¢ (p(X)) und daher f(X) L p(X) in k[X]. Daher existieren Polynome
a(X), b(X) € k[X] mit

a(X)£(X) + b(X)p(X) = 1.

Das bedeutet, daf a(X) f(X) =1 in k[X]/(p(X)) gilt.

Dabher ist fiir irreduzibles p(X) der Restklassenring ein Kérper.

Ist p(X) = a(X) - b(X), und sind a, b keine Einheiten, so ist a(X) ein Nullteiler
im Restklassenring. Dieser kann daher kein Korper sein.

(2.13) BEISPIELE.

1) In(Z/(2))[X]ist X3+ X +1 irreduzibel. Denn in jeder Zerlegung miifite ein

lineares Polynom X — a vorkommen, d.h. X3 4+ X + 1 miiite die Nullstelle

a € Z/(2) besitzen. Es ist jedoch 0+0+1 # 0 und 1+1+1 # 0. Daher ist
(Z/(2))X]/(X° + X +1)
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ein Korper. Er besteht aus den Elementen
0,1, X, X+1,X2X2+1,X>+ X, X2+ X +1.

Das ist ein Koérper von 8 Elementen.
Es ist sehr niitzlich, sich eine Multiplikationstabelle fiir diesen Korper
aufzustellen. Es ergibt sich u.a.

X1 =X+, X+D)'=X2+ X, X ?=X’+X+1,(X?*+1) ' =X,
(X?2+X)'=X4+1und (X2 +X +1)7! = X2

2) In Q[X]ist X2 +1 irreduzibel. Jedes Element des Korpers Q[X]/(X? +1)
hat einen eindeutig bestimmten Représentanten der Gestalt a + bX, a,b €
Q, mit X? = —1.

Jetzt sind wir in der Lage, das algebraische Analogon zum Fundamentalsatz der
Algebra zu beweisen.

(2.14) Wurzelexistenzsatz von L. Kronecker. Ist f(X) € k[X] ein nichtkon-
stantes Polynom, dann existiert ein Oberkérper K D k, in welchem f(X) eine Null-
stelle besitzt.

BEWEIS. Wenn f(X) schon in k selbst eine Nullstelle besitzt, ist nichts zu zeigen.

Wenn das nicht der Fall ist, hat jeder irreduzible Faktor p(X) von f(X) einen
Grad > 1.

Dann ist K = k[X]/(p(X)) ein Korper, der die Menge k aller konstanten Polynome
umfaft.

In K gilt p(X) = 0 und daher auch f(X) = 0. Das Element X € k[X]/(p(X)) = K
ist also eine Wurzel von f(X).

Besitzt f(X) auch in K[X] noch irreduzible Faktoren, die nicht linear sind, so
kann man das Verfahren wiederholen. Nach endlich vielen Schritten erhélt man einen
Erweiterungskorper L D k, in welchem f(X) vollstdndig in Linearfaktoren zerfallt.

(2.15) BEISPIEL. Das Polynom X3 + X + 1 ist irreduzibel in (Z/(2))[X]. Daher
ist K = (Z/(2))[X]/(X3+ X + 1) ein Kérper, in welchem X3 + X + 1 eine Nullstelle
a besitzt. Man kann fiir o die Restklasse a = Xmod (X3 + X + 1) wihlen.

Nunist (X2 +X+1): (X —a)=X?2+aX +(a®?+1) und (X —a?)(X —a? —a) =
X2 (@2 4+ +a)X+at+a? =X’ +aX+aP+a’+a=X>+aX +a?+ 1.
Daher zerfillt X3 + X + 1 iiber K und es gilt

X34 X4+1=(X—-a)(X —a?)(X —a?—a).
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(2.16) BEMERKUNG. Wie schon erwéhnt, ist dieser Satz im Unterschied zum
Fundamentalsatz der Algebra fast trivial: Ist p(X) = X" + a,, 1 X" 1 + -+ + ag, s0
besteht der Restklassenkérper K aus allen Ausdriicken der Gestalt c¢g + ¢1€ + -+ +
cn_16"71 wobei ¢; € k und ¢ die Restklasse X mod p(X) bezeichnet.

Es gilt dann nach Konstruktion p(§) = 0. Man sieht also, daB sich alle Potenzen
€ fiir i > n durch sukzessive Anwendung der Gleichung

" =—ag—am€—- - —an 1"

durch 1,¢,...,€" ! ausdriicken lassen.

Es kommt also im wesentlichen darauf hinaus, dafl man die Existenz einer Losung
¢ dadurch erreicht, dafl man ein neues Element ¢ zum Korper k adjungiert, welches
alle Eigenschaften der gesuchten Losung besitzt. Das einzig Nichttriviale daran ist,
daf} der so erhaltene Ring K wieder ein Korper ist.

Die Situation kommt noch klarer zum Ausdruck, wenn man den Korper K als
Vektorraum iiber k interpretiert. Dieser besitzt dann {1,£,&2,...,6" 71} als Basis
und der Multiplikationsoperator mit &, der also € - €% = £+ fiir i <n — 1 und

€6 =€ = —ag— € — e — £

erfillt, hat bezliglich dieser Basis die Matrixdarstellung

o 0 ... 0 —ag

1 0 0 —ai
(2.17) R 0 —a

0 0 e 1 —0np—1

Wegen A"l = €' ist p(A)1 = 0 und damit auch p(A)¢" = 0 fiir alle 4, d.h. es gilt
p(A) =agl + A+ +a, A"+ A" = 0.

Um p(A) zu bilden, ersetzt man im Polynom p(X) die Unbestimmte X durch A und
den konstanten Term ag durch agl.

Der Kronecker’sche Wurzelexistenzsatz konnte also auch folgendermaflien formuliertl]
werden:

(2.18) Satz. Ist f(X) € k[X] nicht konstant und p(X) = X" + --- + ag ein
irreduzibler Faktor von f(X), dann bildet die Menge aller n x n—Matrizen iiber k der
Gestalt

C()I —+ ClA + -4 CnflAnil

einen Korper K, in welchem f(A) = 0 erfiillt ist. Dabei ist A durch (2.17) gegeben.
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Ist z.B. f(X) = X% +1¢€ Q[X], soist f(X) irreduzibel und A = (? _(1))

Daher hat f(X) im Korper aller 2 x 2-Matrizen der Gestalt al + bA = (Cbl _2)
die Nullstelle X = A. Es gilt dann

2 _ (0 -1 0 -1
X +1= (X (1 0 X + 1 0 .
Wir haben natiirlich den Eindruck, daf dieser Korper mit dem Korper
Q[X]/(X?+1) oder dem quadratischen Erweiterungskérper Q(i) C C im wesentlichen
»identisch“ ist.

Um diesen Eindruck exakt zu fassen, benotigen wir den Begriff des K RE-Homo-
morphismus.
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3. Homomorphismen.

(3.1) DEFINITION. Seien R und S kommutative Ringe mit Einselement. Eine
Abbildung ¢ : R — S heifit (K RE-) Homomorphismus von R in S, wenn gilt:
1) pla+0b)=¢(a)+ b) fur a,b € R
2) p(ab) = p(a)p(b) fir a,b € R
3) ¢(1g) = 1g, wenn 1g das Einselement von R und 1g das Einselement von
S bezeichnet.
Ein Homomorphismus ¢ fiihrt also Summen wieder in Summen, Produkte wieder
in Produkte und das Einselement von R in das von S iiber. Wir schreiben statt 3)
meistens ¢(1) = 1, um unnotige Indizes zu sparen.
Ein Homomorphismus ist also eine ,strukturbewahrende “ Abbildung.
Die Eigenschaft 3) ist wesentlich. So erfillt etwa die Nullabbildung ¢(n) = 0 fir
alle n € Z die ersten 2 Bedingungen, nicht jedoch die dritte, wenn ¢ als Abbildung
von Z nach Z interpretiert wird. Sie ist also kein K RE-Homomorphismus.

Der einzige K RE-Homomorphismus ¢ : Z — Z ist die identische Abbildung.
Denn ¢(1) = 1 nach 3). Nach 2) ist daher

(14 4+1)=p()+- -+ ¢(1), dh. p(n) =n fir n € N\{0}.
Wegen (0 +0) = ¢(0) 4+ ¢(0) ist ¢(0) = 0.

Aus 0 = ¢(0) = p(n+ (—n)) = p(n) + ¢(—n) = n + p(—n) folgt schlieflich
p(—n) = —n.

(3.2) Sei R ein KRE, R[X] der Polynomring iiber R und S ein Oberring von R,
S 2 R. Dann ist fiir jedes a € S die Abbildung o : R[X] — S, definiert durch

J(Z aka) = Zakak ,

ein Homomorphismus, der sogenannte Einsetzungs— oder Auswertungshomomorphis-
mus in a.
Man vergleiche dazu die Bemerkungen von II. (4.1).

Ist speziell S = R[X]und o = X+a € R[X], so sieht man, daf} auch die Abbildung,
welche p(X) = 3" i, X* in p(X +a) = ap(X +a)* iiberfiihrt, ein Homomorphismus
ist. Das lat sich natiirlich auch direkt verifizieren, weil

(f+9) (X +a) = f(X+a)+g(X +a) und (fg)(X +a) = f(X +a)g(X +a)

gilt und aus p(X) = 1 auch p(X + a) = 1 folgt.
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(3.3) Jeder Ringhomomorphismus ¢ : R — S 148t sich zu einem Homomorphismus
von R[X] in S[X] fortsetzen, den wir wieder mit ¢ bezeichnen wollen und der durch

(Y arX®) = p(ar) X"
gegeben ist.

Es ist klar, daf die Eigenschaften 1)-3) erfiillt sind. Wir wollen z.B. 2) iiberpriifen:

%) ((Z aka) (Z lel)) = ;aklekH

s

= _elarb) XM =3 " olar)p(b) X =
k, k,l

(o) (o0
_ (Z akX’“) o (Z lel) :

Wir bezeichnen ¢ : R[X]| — S[X] als die Frweiterung von ¢ : R — S auf R[X]. Sie
ist eindeutig bestimmt durch die Eigenschaft, dafl sie auf den konstanten Polynomen
mit ¢ iibereinstimmt und X festlafit.

(3.4) Die Abbildung 7 : R — R/I, die jedem Element z € R die Restklasse
T € R/I zuordnet, ist wegen T + 7 = z + y und Ty = Ty ein Homomorphismus.

Wir nennen 7 die kanonische Projektion von R auf R/I. In der Alternativdefi-
nition ist 7w einfach die ,identische“ Abbildung, die jedem x € R dasselbe Element
m(r) = r zuordnet, jetzt aber interpretiert als Element von R/, d.h. mit einer anderen
Gleichheitsrelation fiir diese Elemente.

(3.5) Besonders wichtig ist im Folgenden die Erweiterung der kanonischen Projek-
tion 7 : Z — Z/(p) auf den Polynomring Z[X].
Sie ordnet also jedem Polynom Y a,X* € Z[X] das Polynom > @z X* € (Z/(p))[X]

zu.

(3.6) Durch Kombination von (3.2) und (3.3) erhélt man allgemein das sogenannte
Substitutionsprinzip: Sei ¢ : R — S ein K RE-Homomorphismus. Dann existiert zu
jedem s € S ein eindeutig festgelegter Homomorphismus ¢, : R[X] — S, der auf den
konstanten Polynomen mit ¢ {ibereinstimmt und X in s iiberfithrt. Er ist gegeben

durch
Vs (Z aiXi> = Z go(ai)si.
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Ist ¢ : R — S ein (K RE)-Homomorphismus, so gilt natiirlich
©0(0) =0, ¢(—a) = —p(a) und p(a—b) = p(a) — ¢(b). Wenn a~! in R existiert, dann
existiert auch ¢(a)~! in S und es gilt

p(a™) = p(a)™h
Das folgt aus
1=¢(1) = p(a™"a) = p(a™")p(a).
Sind ¢ : R — S und ¢ : S — T Homomorphismen, dann ist auch die zusammenge-

setzte Abbildung v o ¢ : R — T einer.

(3.7) Ist ¢ : R — S ein bijektiver K RE-Homomorphismus, dann ist ¢o=!: S — R
ebenfalls ein K RE-Homomorphismus. ¢ heifit dann ein K RE-Isomorphismus. Wir
nennen die Ringe R und S isomorph, wenn ein K RE-Isomorphismus ¢ : R — §
existiert.

Vom abstrakten Standpunkt aus sind dann R und .S ,,identisch“. Man schreibt R = S.

(3.8) BEISPIEL. Der Ring Z[v2] := {a + bv/2,a,b € Z} ist isomorph zum Ring
a 2b

aller ganzzahligen Matrizen der Gestalt b

Ein Isomorphismus ¢ ist gegeben durch

ola+bV2) = (Z 22) .

BEWEIS. ¢ ist klarerweise bijektiv und erfiillt

o= 1) wdpla+5) = ple) + p(0).

Es bleibt zu zeigen, dafl auch ¢(af) = p(a)p(B) gilt. Das ergibt sich aus

<p((a1 + blﬁ)(@ + bg\/i)) = ga(alag + 2b1b2 + (b1a2 + albg)\/i) =

[ a1as + 2b1ba, 2bias + 2a1bs B a;  2b; as 2bsy
~\ biag +arbe, araz + 2b1be N by @ by az )’

(3.9) BEisPIEL. Der Ring C[X] aller Polynome iiber C ist isomorph zum Ring
aller Polynomfunktionen auf R mit komplexen Koeffizienten.

BEWEIS. Sei p(X) € C[X] ein Polynom und x — p(x) die entsprechende Poly-
nomfunktion p.
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Dann ist die Abbildung ¢ : p(X) — p klarerweise eine surjektiver Homomorphismus.
Die Injektivitdt folgt wie in II. (1.6).

Fiir den Ring (Z/(p))[X], p eine Primzahl, gilt die analoge Behauptung nicht.
Denn dort gilt z.B. a? — 2 = 0 fiir alle z € Z/(p). Ist also f(X) = XP — X, so ist die
entsprechende Polynomfunktion f auf Z/(p) identisch 0. Die Abbildung ¢ : f(X) — f
von (Z/(p))[X] auf die Menge aller Polynomfunktionen auf Z/(p) ist ein surjektiver
Homomorphismus, der jedoch nicht injektiv ist.

Wir haben dabei den folgenden Satz verwendet.

(3.10) Kleiner Fermat’scher Satz. Sei p eine Primzahl. Fiir alle x € Z/(p)
gilt P = z. Ist x # 0, so gilt auch zP~! = 1.

BeEweIs. Fiir a,b € Z/(p) gilt (a + b)? = aP 4+ bP. Denn es ist

(a+b)P =d? + <p>ap1b+~-~+ ( P >abp1 + 0P
1 p—1
Nun ist (ﬁ) = ﬁlk), und fir 1 < k < p—1 kiirzt sich die Primzahl p im Zahler nicht
weg. Da in Z/(p) gilt p = 0 sind also alle diese (}) = 0 in Z/(p).
Aus (a+b)P = aP + bP in Z/(p) folgt mit Induktion sofort
(a1 +as+--+ap)P =al +---+a} inZ/(p). Sind alle a; = 1, so ergibt sich daraus

KP=04---4+1)P=1P+-.-+1P =k in Z/(p),

wie behauptet.
Nach (2.4) ist jedes z # 0 in Z/(p) invertierbar. Daher ist zP~! = z7taP =z~ L.z =1

in Z/(p).

(3.11) DEFINITION. Ein Homomorphismus ¢ : R — S heifit Monomorphismus,
wenn ¢ injektiv ist.

(3.12) Sei R ein Teilring von S, d.h. eine Teilmenge R C S, die mit den in S
definierten Operationen selbst einen K RE bildet, wobei auch das Einselement von R
mit dem von S iibereinstimmt.

Dann ist die ,identische“ Abbildung ¢ : R — S, die jedem r € R dasselbe Element
t(r) = r, jetzt aber interpretiert als Element von S, zuordnet, ein Monomorphismus.
Man nennt ¢ die kanonische Finbettung von R in S.

Z.B. ist die Abbildung R — R[X], die jedem Element r € R das konstante Poly-
nom r € R[X] zuordnet, eine kanonische Einbettung.
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(3.13) DEFINITION. Unter dem Kern eines Homomorphismus ¢ : R — S versteht
man die Menge
Kerp = 1(0) = {r € R: ¢(r) =0}.

(3.14) Satz. Der Kern eines Homomorphismus ¢ : R — S ist ein Ideal in R.

BEWEIS.
1) Sind 41,142 in Ker ¢, so ist ¢(i1) = ¢(iz) = 0. Daher ist auch
(i1 +12) = @(i1) + @(iz) = 0. Also ist i1 + iz € Ker .
2) Firie Kergundr € Rist (ri) = ¢(r)p(i) = ¢(r)-0 =0, d.h. ri € Ker .

(3.15) Satz. Der Homomorphismus ¢ : R — S ist genau dann injektiv, wenn
Ker ¢y = (0) ist.

BEWEIS. ¢(a) = ¢(b) © ¢(a—b) =0< a—b € Kero.

(3.16) Satz. Sei k ein Koérper und S # (0) ein KRE. Dann ist jeder Homomor-
phismus ¢ : kK — S monomorph.

BEwEIS. Da Ker ¢ ein Ideal in k ist und es in & nur die beiden Ideale (0) und &
gibt, gilt entweder Ker ¢ = k oder Ker ¢ = (0).
Im ersten Fall wére 1 € Ker ¢ und daher 1 = (1) = 0, ein Widerspruch. Daher muf}
Ker ¢ = (0) sein und daher ¢ ein Monomorphismus.

(3.17) DEFINITION. Unter dem Bild Im ¢ eines Homomorphismus ¢ : R — S
versteht man die Menge aller Elemente s € S, die sich in der Form s = ¢(r) fiir ein
r € R darstellen lassen.

(3.18) Satz. Im ist ein Teilring von S.

BEWEIS. Wegen (1) = 1ist 1 € Im. Sind s1 = ¢(r1) und sz = ¢(r2) Elemente
von Im ¢, dann sind auch s1 + s2 = ¢(r1) + ©(r2) = @(r1 + r2) und
s152 = @(r1)p(r2) = @(rirz) € Im .

(3.19) DEFINITION. Ein Homomorphismus ¢ : R — S heifit Epimorphismus,
wenn Im ¢ = S ist, d.h. wenn ¢ surjektiv ist.

Es zeigt sich nun, daf} sich jeder Homomorphismus ¢ in der Gestalt ¢ = tpm
darstellen 148t, wobei ¢ ein Isomorphismus und ¢, 7 kanonische Einbettungen bzw.
Projektionen sind.
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(3.20) Kanonische Zerlegung eines Homomorphismus.
Ein Homomorphismus ¢ : R — S ldBt sich in folgender Weise kanonisch zerlegen:

R _¥®

ﬂ T

R/Ker¢p ——— Imop
%)

Hier ist m : R — R/ Ker ¢ die kanonische Projektion, ¢ : Im ¢ — S die kanonische
Einbettung und ¢ ein Isomorphismus.
Insbesondere sind R/ Ker ¢ und Im ¢ isomorph:

R/Kerp =2 Im .

BEWEIS. Definiert man auf R eine Kongruenzrelation a = b durch ¢(a) = ¢(b),
d.h. durch a — b € Ker ¢, so induziert ¢ eine Abbildung ¢ von R/ Ker ¢ auf Im ¢, die
sowohl injektiv als auch surjektiv ist. Es ist dann offenbar ¢ = vpm, wie behauptet.

Z.B. 18t sich der Homomorphismus p(X) — p(v/2) von Z[X] in die reellen Zahlen
folgendermaflen zerlegen: 7 ist die kanonische Projektion von Z[X] auf Z[X]/(X?-2),
¢ der Tsomorphismus von Z[X]/(X? — 2) mit Z[v/2], der jeder Restklasse a +bX das
Element a + bv/2 zuordnet und ¢ die kanonische Einbettung von Z[\/i] in die reellen
Zahlen.

Wahrend die kanonische Zerlegung eines Homomorphismus von der abstrakten
Theorie aus gesehen sehr einfach ist, kann die explizite Berechnung oft sehr kompliziert
werden.

(3.21) Satz. Fiir jeden KRE R gibt es einen eindeutig bestimmten Homomor-
phismus p : Z — R, den sogenannten kanonischen Homomorphismus von Z in R.

BEWEIS. Wegen p(1) = 1z muB p(n) = n - 1 fir alle n € Z gelten. Es ist klar,
daf} die so definierte Abbildung wirklich ein Homomorphismus ist.
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Der Unterring Im p C R heifit der Primring von R. Der Kern Ker p ist ein Ideal
in Z und daher von der Form Ker p = (n) mit n € N. Nach (3.20) gilt

Imp =7Z/(n).

Ist p injektiv, so ist n = 0 und Im p = Z. Andernfalls ist n die kleinste positive ganze
Zahl mit n -1z = 0.

(3.22) DEFINITION. Sei R ein KRE und p : Z — R der kanonische Homomor-
phismus. Dann nennt man die Zahl n € N mit Ker p = (n) die Charakteristik char R
von R.

(3.23) Satz. Die Charakteristik eines Korpers K ist entweder 0 oder eine Primzahlj
.

BeEwEIs. Wire char K =n =ab mit 1 < a,b < n, so wiare ab=n = 0 in K und
sowohl a # 0 als auch b # 0. Das ist unmdoglich, weil K keine Nullteiler besitzt.

Fiir char K = 0 gilt Z C K und daher auch Q C K. Man nennt Q den Primkdérper
von K.

Fiir char K = pist Im p = Z/(p) selbst ein Korper, der wieder als Primkérper von
K bezeichnet wird.

(3.24) Als Beispiel wollen wir die kanonische Zerlegung des kanonischen Homo-
morphismus p fiir den Ring Z[i]/(1 + 2¢) betrachten.

Z[i] besteht aus allen komplexen Zahlen a + bi mit a,b € Z. In R = Z[i]/(1 + 27)
ist 14 2¢ = 0 und daher auch 0 = (1 —2¢)(1 +2i) =1+4=5.
Da 5 eine Primzahl ist, ist entweder char R = 5 oder p(1) = 0. Im zweiten Fall gébe
es a,b € Zmit (a+1ib)(1+2¢) =1, d.h. a—2b+1i(b+2a) = 1. Es miifite also a —2b =1
und b+ 2a = 0 sein, d.h. a = %, b= %2 Das sind aber keine ganzen Zahlen.
Dabher ist char R =5 und
Imp = 7Z/(5).

In R gilt 14 2¢ = 0. Multipliziert man mit ¢, so ergibt sich ¢ —2 =0 oder ¢ = 2 in R.
Das sieht man auch aus ¢ = 2+ (1 4+ 2i) = 2 mod (1 + 21).

Nun ist jedes Element von R eine Restklasse der Gestalt @ +bi=a-+b-2 = a + 2b.
Das heifit, dafl jedes Element von R auch als Bild eines Elementes von Z darstellbar
ist, d.h. in Im p liegt. Somit ist p surjektiv und die kanonische Zerlegung gegeben
durch

7)(5) —— Z[i]/(1 + 2i)
wobei id die identische Abbildung bedeutet.

85



Insbesondere ist also Z[i]/(1 + 2i) 2 Z/(5).
Um dieses Ergebnis besser zu verstehen, beachte man, dafl das Ideal (1 4 2i) aus
allen Elementen

(m+ni)(1+20) =m(l+2i) +n(—2+14),mneZ,

besteht. Da die Vektoren 1+ 2i und —2+14 = (14 2¢) aufeinander normal stehen und
die gleiche Linge v/5 besitzen, bilden die Vielfachen der Vektoren ein quadratisches
Gitter in Z[i]. Jedes a + bi € Z[i] ist somit zu einem Element kongruent, welches in
einem ,Fundamentalquadrat “ liegt, z.B. in dem mit den Eckpunkten 0,14 2i, —2 +1
und —143¢ = (142¢) + (—2+1). Das sind die Elemente 0, 7, 2i, —1+4 und —1+2i, die
natiirlich alle im Restklassenring R voneinander verschieden sind. Fafit man diese 5
Elemente als kanonische Représentanten des Restklassenringes R auf, so ist p gegeben
durch
p(0)=0,p(1) = —-1+14,p(2) =4,p(3) = =1+ 2i und p(4) = 2i.

(3.25) Satz. Sei p eine Primzahl und K ein Korper mit p Elementen. Dann gilt
K =Z/(p).

Wir wollen den bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Korper mit p Elementen
mit F,, bezeichnen.

BEWEIS. Sei Z/(q) isomorph zum Primkérper von K. Dann kann K als Vektor-
raum iber Z/(q) aufgefafit werden. Es gibt also eine Basis {e1,...,e,} von K iiber

Z/(q)-

Jedes Element von K hat dann eine eindeutige Darstellung x = aje1 + - - - + anen
mit a; € Z/(q). Somit hat K genau ¢™ Elemente.
Da |K| = p eine Primzahl ist, ist das nur moglich, wenn n = 1 und p = ¢ ist.

Derselbe Beweis liefert uns sogar

3.26 Satz. Sei K ein endlicher Kérper und p = char K. Dann ist die Anzahl | K|
der Elemente von K eine Potenz p™.

Wir werden spéter sehen, dafl es zu jeder Primzahlpotenz p™ auch wirklich einen
Korper K mit |K| = p™ Elementen gibt und dafi dieser bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist.
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(3.27) Satz. Das kartesische Produkt R = Ry X Ry X --- X R, von KRE’s R;,
d.h. die Menge aller geordneten n—tupel r = (r1,...,r,) von Elementen r; € R; wird
ein KRE, wenn man

r4s:=(r1+ 51,72+ 82, .., T+ Sn)
rs = (r181,7252, ..., nSn)
1:= (1R1a1R27"'7an)

setzt.

Der Beweis ist unmittelbar klar.

Ist n = ab, so ist durch
»(4) = (¢ mod a,i mod b)
fir alle ¢ € Z/(ab) ein Homomorphismus von Z/(ab) in das kartesische Produkt
Z/(a) x Z/(b) gegeben.
Denn (i) ist wohldefiniert. Ist ndmlich ¢ = j (mod ab), so heifit das ab | (i — j)
und daher gilt auch a | (¢ — j) und b | (i — j), d.h. i mod a = j mod a und
i mod b= j mod b.

AuBerdem gilt offenbar (i 4 j) = ¢ (i) + ¢(j) und ¢(ij) = ¢(i)¢(j), weil i mod a
und ¢ mod b diese Eigenschaft haben.

Z.B. ist fiir n =4 = 2-2 die Abbildung ¢ : Z/(4) — Z/(2) x Z/(2) gegeben durch

Fiir n =6 = 2 - 3 ist die Abbildung ¢ : Z/(6) — Z/(2) x Z/(3) gegeben durch:
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Im zweiten Fall erhalten wir sogar einen Isomorphismus von Z/(6) mit Z/(2) x
Z/(3). Das beruht auf der Tatsache, dafl 2 L 3 ist.

Allgemein gilt: Die Abbildung ¢ : Z/(ab) — Z/(a) x Z/(b) ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn a L b ist.

Wenn a und b nicht teilerfremd sind, sei d = ggT(a,b). Dann ist

ab b a

Die Abbildung ¢ ist also nicht injektiv.

Sind umgekehrt a und b teilerfremd, dann ist Ker ¢ = (0), d.h. ¢ injektiv.
Denn ¢ mod a = 0 bedeutet a | 4, ¢ mod b = 0 bedeutet b | i. Da a L b ist, mufl nach
der eindeutigen Primfaktorzerlegung auch ab | ¢ gelten. Es ist also ¢ = 0 (mod ab),
d.h. i =0 in Z/(ab). Da ¢ injektiv ist und |Z/(ab)| = |Z/(a) x Z/(b)| = ab gilt, mufl
die Abbildung sogar bijektiv sein.

Dieselbe Uberlegung liefert allgemeiner das folgende Resultat:

(3.28) Chinesischer Restsatz. Seien mi,ma,...,ms paarweise teilerfremde
natiirliche Zahlen und ¢ : Z/(myms ---mg) — Z/(mq) X - - - x Z/(my) definiert durch

(1) = (¢ mod my,i mod ma,...,i mod my).

Dann ist ¢ ein Isomorphismus von Z/(mq ---myg) auf das kartesische Produkt

13 Z/(m).

BEWEIS. Da ¢ offenbar wohldefiniert und ein Homomorphismus ist und auflerdem
Z/(my - --mys) und das kartesische Produkt dieselbe Anzahl von Elementen, némlich
my - - - mg, besitzen, geniigt es wieder zu zeigen, dafl ¢ injektiv ist.

Nun ist (i) = (0,...,0) gleichbedeutend mit my, | 4 fir alle k. Da die my
paarweise teilerfremd sind, gilt auch mq ---mg |4, d.h. i =0in Z/(my - - - my), womit
die Injektivitat bereits gezeigt ist.

Der chinesische Restsatz kann auch folgendermafien formuliert werden:
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Sind myq, ..., ms paarweise relativ prim und ci1,...,cs € Z, dann ist das System
der Kongruenzen

z = ¢ (mod m)
x = ¢ (mod mg)
x = ¢ (modmy)

inZ/(mq---myg) eindeutig lésbar.

Die bisherigen Uberlegungen liefern einen reinen Existenzsatz. Man kann jedoch
die Losung x sogar explizit angeben:
Setzt man M; = % so ist m; L M;.

Daher gibt es nach (2.5) ein y; mit M;y; =1 (mod m;) fir jedes 7.

Dann ist x = Z ¢iM;y; (mod myq ---ms) die gesuchte Losung.
Denn fiir j ;é i 1st M; =0 (mod m;). Daher ist

=My, =c¢i-1=c¢; (mod my).

Ist z.B. m; =3, mgy =5, mg =7, s0ist My =35, My =21, M3 =15und y; = —1,

y2=1y3=1
Daher ist 2 = —35¢; + 21ca + 15¢3 (mod 105).
Ist also z.B. ¢y =1, co =2, c3 = —1, so ist

r=-354+42—-15=-8=97 (mod 105).

Eine andere dquivalente Formulierung ist die sogenannte Partialbruchzerlegung fir
ganze Zahlen:
Sind m; L m; paarweise relativ prime Zahlen, so lafit sich jeder Bruch mit Nenner
my - - - mg folgendermaflen darstellen:

=—+—+:-+—mita; €Z
mi Mg mi meo mg
7.B. ist
97 105-8 15 -1 2 1
= et N ) R
105 105 105 105 105 3 5 7
2,2 1 -l,2 6 1.7 1
3 5 7 3 5 7 3 5 7

(3.29) Korollar. Sei n = p1 p2 -.-pks die Primfaktorzerlegung von n. Dann
gilt
Z/(n) = Z/(py") X Z/(052) % -+~ X Z/ (p§)-

Man kann also jeden Restklassenring Z/(n) abstrakt gesprochen als kartesisches
Produkt von Restklassenringen modulo Primzahlpotenzen darstellen.
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4. Algebraische und transzendente Korpererweiterungen.

Da die Auflésung von Gleichungen sehr eng mit dem Begriff der Korpererweiterung
verkniipft ist, wollen wir diesen systematischer studieren.

Sei also k ein Korper und K O k ein Oberkoérper. Wir nennen dann K einen
Erweiterungskorper von k oder sagen, dafl eine Kdrpererweiterung K /k vorliegt.

Man kann dann K als Vektorraum iiber k interpretieren.

Sei nun a € K. Dann sind zwei Félle denkbar.

1) Die Menge {1,a,a?,...} der Potenzen von « ist linear unabhingig (l.u.a.)
iber k. Dann ist K als Vektorraum iiber k& unendlich-dimensional. Man
nennt dann « transzendent tiber k.

2) Die Menge der Potenzen von « ist linear abhéngig (l.a.) iiber k. Es gibt
also Elemente ¢; € k, so dafl

cotaa+---+c,a”=0

ist, wobei ¢, # 0 ist.
Anders ausgedriickt: Es gibt ein Polynom f(X) = Y ¢;X® € k[X] mit f # 0,
i=0
welches « als Nullstelle besitzt.
Das Element « heif3t dann algebraisch iber k.

Um diese Félle genauer zu studieren, betrachten wir den Einsetzungshomomor-
phismus o : k[X] — K, der durch

o (Z ciXi> = Zciai

definiert ist.
Das Bild Im o dieses Homomorphismus besteht aus dem Teilring k[a] aller Ele-

mente der Gestalt _
Zcio/,ci €k, von K.

(4.1) Das Element o € K ist genau dann transzendent iiber k, wenn Kero = (0)
ist.

In diesem Fall ist k[a] = Imo = k[X]/(0) = k[X].

Ein transzendentes Element « verhélt sich also vom algebraischen Standpunkt aus

wie eine Unbestimmte X. Die Bezeichnung transzendent rithrt von den transzenden-
ten Zahlen her, die transzendent iiber Q sind.

Sei nun « algebraisch iiber k. Dann ist
kla] =Imo = k[X]/Kero = k[X]/(p(X))
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fiir ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom p(X) € k[X], weil Ker o als Haup-
tideal von dieser Gestalt ist ((1.11)). Da k[a] als Teilmenge des Korpers K keine
Nullteiler haben kann, mufl p(X) irreduzibel iiber k sein. Dann ist aber k[X]/(p(X))
sogar ein Korper ((2.12)).

Dabher ist k[a] ein Kérper und stimmt daher mit dem kleinsten Teilkorper k(o)
von K, der k und «a enthalt, tiberein.

Das Polynom p(X) ist irreduzibel und erfiillt p(a) = 0. Ist f(X) € k[X] irgendein
Polynom mit f(«) = 0, so gilt nach (1.26) p(X) | f(X). Insbesondere ist also
degp < deg f, falls f # 0 ist.
Man nennt daher p(X) das Minimalpolynom von « dber k.

Die Elemente 1,,a?,...,a" ! sind fiir n = degp(X) lLu.a. iiber k. Denn sonst
giibe es ein Polynom f(X) = > ¢; X® mit deg f < n und f(a) = 0, was unmdoglich ist.
Jedes Element § von k(a) = k[a] hat also eine eindeutige Darstellung

B=co+cra+--+cy1a"!

mit ¢; € k. Denn wegen der linearen Unabhiingigkeit der of, 0 < i < n, sind die ¢;
eindeutig bestimmt. Andererseits 148t sich wegen p(«) = 0 das Element a™ in dieser
Form darstellen und daher mit Induktion auch a™*!, a"*2, .. ..

Insgesamt gilt also

(4.2) Satz. Sei K/k eine Korpererweiterung und o € K algebraisch iiber k.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom p(X) minimalen Grades
n tiber k mit p(a) = 0. Dieses Polynom ist irreduzibel iiber k und fiir jedes andere
f(X) € E[X] mit f(a) =0 gilt p(X) | f(X). Jedes Element 8 € k() = k[a] hat eine
eindeutige Darstellung der Gestalt 8 = co+cia+ -+ +cp_1a™ ! mit ¢; € k. Der von
« erzeugte Kérper k() iiber k ist also ein n—dimensionaler Vektorraum iiber k, der
die Elemente 1,«,...,a" ! als Basis besitzt. Die Zahl n heifit auch der Grad [o : k]
von « iber k. Es gilt iiberdies k(o) = k[a] = k[X]/(p(X)).

(4.3) DEFINITION. Sei K/k eine Korpererweiterung, die als Vektorraum iiber k
endlich—dimensional ist. Dann wird die Dimension [K : k] des Vektorraumes K iiber k
als Grad der Kérpererweiterung K/k bezeichnet. Eine Korpererweiterung K/k heifit
endlich, wenn [K : k] < oo ist.

(4.4) DEFINITION. Eine Korpererweiterung K/k heifit algebraisch, wenn jedes
Element a € K algebraisch iiber k ist.

(4.5) Satz. Jede endliche Korpererweiterung K/k ist algebraisch.

BEWEIS. Sei o € K. Dann sind die Elemente 1, «, ..., a" fir n = [K : k| La. iiber
k, gentigen also einer Gleichung f(a) = 0 mit f(X) € k[X].
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(4.6) Satz. Sei K eine endliche Erweiterung von k und L ein Zwischenkorper,
d.h. k C L C K. Dann ist auch L/k endlich und es gilt

[K:k]=[K:L]-[L:Ek].

BeEweEIs. Da K ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber k ist, ist auch der
Teilraum L endlich—-dimensional iiber k.
Sei [K : L] =m, [L: k] = p.
Sei {a1, ..., a;} eine Basis von K iiber L und {31, ..., [5,} eine Basis von L iiber k.
Dann bilden die mp Elemente «;3;, 1 <7 <m, 1 < j < p, eine Basis von K iiber &.
Denn ist o € K, so gibt es p; € L mit o = Yy, weil {a, ..., ay,} eine Basis von
K iber L ist.
Jedes pi; hat andererseits eine Darstellung p; = > b;;/3; mit b;; € k, weil {51,...,5,}
eine Basis von L iiber k ist. Daher ist

a= Zui@i = Z sz’jﬂj = Zbij(aiﬁj)-
i J ,J

i
Mit einer analogen Uberlegung ergibt sich auch die Eindeutigkeit der Darstellung.

Als Verscharfung von (4.5) ergibt sich nun

(4.7) Korollar. Sei K/k endlich mit [K : k] = n. Ist « € K, dann ist o
algebraisch iiber k und [« : k] = [k(«) : k] ein Teiler von n.

BEWEIS.
[K : k] =[K : k(a)] - [k(a) : k]

(4.8) Satz. Sei L/k eine Kérpererweiterung. Sind o, ...,c, € L algebraisch
iiber k und ist K := k(ay,...,q,) der kleinste Teilkorper von L, der aq,...,ay
enthélt, so ist K/k eine endliche Korpererweiterung.

BEWEIS.
[k;(al, L. ,O(i) : k‘(oq, ce ,Oéi—l)] =m; < oQ.

Daher ist [k(aq,...,ap) : k] =mq -ma---m, < oo.

(4.9) Satz. Sei K/k eine Korpererweiterung. Die Elemente von K, die alge-
braisch tiber k sind, bilden einen Teilkérper von K, den algebraischen AbschluB3 k von
kin K.

BEWEIS. Seien «,  algebraisch iiber k. Nach (4.8) ist k(«, 3)/k endlich und
daher wieder algebraisch. Also sind speziell o+ 3, a8, —a und é algebraisch iiber k.

Fir k = Q und K = C ergibt sich die Menge Q der algebraischen Zahlen. Es ist
klar, dafl Q/Q algebraisch, jedoch nicht endlich ist.
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(4.10) Satz. Seien k C L C K Korper. Ist K algebraisch iiber L und L alge-
braisch tiber k, dann ist auch K algebraisch iiber k.

BEWEIS. Sei a € K. Da K/L algebraisch ist, geniigt « einer Gleichung
Q"4 ap 0"t ag =0

mit ag,aq,...,a,—1 € L.

Daher ist «v algebraisch iiber k(ag, ..., an—1). Nach (4.8) ist [k(ao, ..., an—1) : k] < c0.
Dabher ist auch [k(ao,...,an—1,a) : k] < co nach (4.6).

Schlielich ist nach (4.7) auch [ : k] < 0.

Da das fiir jedes o € K gilt, ist K algebraisch tiber k.

(4.11) Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes f(X) € K[X]
mit deg f > 1 eine Nullstelle in K hat.

Es ist dann jede Nullstelle von f(X) in K.

(4.12) Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

BEWEIS. Das ist die Aussage des Fundamentalsatzes der Algebra.

BEMERKUNG. Sei A der Korper aller algebraischen Zahlen in C. Dann ist A
ebenfalls algebraisch abgeschlossen und iiberdies algebraisch iiber Q. Man nennt A
die algebraische Abschliefung von Q.

Man kann nun zeigen, dafl es zu jedem Korper k eine algebraische Abschliefung mit
derselben Eigenschaft wie A gibt. Dazu bendtigt man jedoch das Zorn’sche Lemma,
das wir in diesem Buch nicht verwenden wollen.

Diese Satze werfen auch neues Licht auf das Problem der Konstruierbarkeit mit
Zirkel und Lineal.

(4.13) Satz. Ist « eine mit Zirkel und Lineal konstruierbare Zahl, dann ist «
algebraisch tiber Q und ihr Grad [« : Q] eine Potenz von 2.

BEWEIS. Nach I. (1.11) gibt es eine Kette
Q=LoyCL C-CLy

von Teilkérpern von C mit o € Ly, so daf3 jedes L; 11 eine quadratische Erweiterung
von L; ist, d.h. [Liyq : L;] = 2 erfiillt. Daher ist [Ly : Q] = 2V und somit

2V = Ly : Q] = [Ly : Q(a)] - [Qe) : Q.

Also ist auch [Q(a) : Q] = 2" eine Potenz von 2. Die Zahl « geniigt also einer
irreduziblen Gleichung tiber Q, deren Grad eine Potenz von 2 ist.
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(4.14) Korollar. Geniigt die Zahl « einer irreduziblen Gleichung dritten Grades
tiber QQ, so ist « sicher nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Insbesondere sind
die Probleme der Wiirfelverdoppelung und der Winkeldreiteilung nicht mit Zirkel und
Lineal I6sbar.

BEWEIS. [Q(«) : Q] = 3 und daher keine Potenz von 2.

BEMERKUNG. Dieser Beweis ist wesentlich einfacher als die elementaren Beweise
von I. (2.1) oder I. (2.4). Er zeigt, dal die einfache Idee, einer algebraischen Zahl
ihren Grad iber Q zuzuordnen, verbunden mit der wichtigen Beziehung (4.6), starke
Konsequenzen besitzt.

Ein einfaches Gegenbeispiel zeigt, dafi (4.13) nur notwendig, jedoch nicht hin-
reichend fir die Konstruierbarkeit einer Zahl o € C ist. Denn betrachten wir die
Gleichung X* + X + 1 = 0 iiber Q[X]. Diese hat keine reellen Wurzeln. Denn fiir die
Polynomfunktion f(z) = z* + 2 + 1 auf R gilt f/(x) = 423 + 1. Sie hat an der Stelle

Ty = — i/g ein Minimum f(xo) > 0. Sei o = a + @b eine der 4 komplexen Nullstellen
von f(X). Dann ist (X —a —ib)(X —a+ib) = X? —2aX + a® + b? ein reeller Faktor
von X%+ X + 1.

Nach II.(3.8) geniigt k = —2a der Gleichung

ES — 4k —1=0.

Somit erfiillt Y = 4a? die Gleichung Y — 4Y — 1 = 0. Diese ist irreduzibel iiber Q.
Dabher ist y = 4a® nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Daher kann auch weder
a, noch o = a + ib mit Zirkel und Lineal konstruierbar sein.

An dieser Stelle sei auch erwihnt, dafl das Problem der Quadratur des Kreises, d.h.
der Konstruktion eines flachengleichen Quadrates mit Zirkel und Lineal unlosbar ist.
Denn dazu miifite man die Zahl /7 konstruieren. Man kann jedoch mit Hilfsmitteln
aus der Analysis zeigen, da§ = und daher auch /7 transzendent ist und daher nicht
einmal algebraisch. Der erste Beweis stammt von F. Lindemann 1882.

Wir wollen uns nun fiir beliebige Korper k die Erweiterungen K/k vom Grad
[K : k] = 2 anschauen.

(4.15) Satz. Ist char k # 2, dann ist jede Erweiterung K /k vom Grad [K : k] = 2
eine quadratische Erweiterung K = k() mit einem Element § € K, fiir das §°> € k
ist.

BEWEIS. Sei o € K\k. Da [K : k] = 2 ist, sind die Elemente 1, o, a? La. iiber k.

Wegen « ¢ k sind 1, a Lu.a. tiber k.
Daher ist a? = —ba — ¢ mit b,¢ € k oder a Nullstelle der quadratischen Gleichung
f(IX)=X24+bX+c=0. Da2=1+1# 0 ist, folgt aus a® + ba + ¢ = 0, daB
(a+2)2+c— % =0 oder v+ & = 2/b? — 4c ist. Etwas priziser ausgedriickt heiBt
das:

Sei § = 2a+ b € K. Dann gilt

6% = 4a? + 4ab + 1% = —4ab — 4c + 4ab + 1% = 1% — 4c.
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Die Gleichung X2 —(b?—4c) = 0 hat daher in K eine Losung 6 (die wir der Einfachheit
halber mit v/b2 — 4c bezeichnen) und wegen o = 252 gilt k() = k(6).

Da k C k(o) € K und

2=[K:kl=[K : k()] [kla): k] =[K: k()] 2

gilt, ist [K : k()] =1, d.h. K = k(o) = k(0).

BEMERKUNG. Im Fall der Charakteristik 2 versagt nicht nur der Beweis, sondern
auch der Satz selbst. Denn sei k = Fy und K = Fo[X]/(X? + X +1).
Da X2+ X +1 weder 0 noch 1 als Nullstelle hat, ist es irreduzibel in F3[X] und daher
K ein Kérper. Sei @ = X mod (X2 + X +1). Dann ist a? = o+ 1 und die Elemente
von K sind 0,1,a,0? = a + 1. Wegen (a?)? = (a +1)? = o + 1 = « liegen die
Quadrate der beiden Elemente o, a? € K\k nicht in k. Es gibt also gar kein 6 € K\k,
fiir das 02 € k ist.

Nun wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, wann zwei Kérpererweiterungen
isomorph sind.

Von grundlegender Bedeutung ist dabei der folgende einfache Satz, der fast selb-
stverstandlich ist, wenn man bedenkt, daf} ein Isomorphismus im Grunde nur eine
Anderung der Bezeichnungsweise ist.

(4.16) Satz. Sei o : k — k% ein Isomorphismus der Korper k und k°.
Sei f(X) € k[X] irreduzibel und f°(X) = o(f(X)) € k°[X] das Bildpolynom von
f(X) unter der Erweiterung von o auf k[X] (vgl. (3.3)). Dann existiert ein eindeutig
bestimmter Isomorphismus der Kérper

k[X]/(f(X)) und k7[X]/(f7 (X)) ,
der auf k mit o iibereinstimmt und die Restklasse X + (f(X)) in die Restklasse
X + (f°(X)) iiberfiihrt.

BEWEIS. Wenn so ein Isomorphismus existiert, so mufl er
i . i
ZQ‘X in ZO’(CZ')X

iiberfithren und ist daher eindeutig bestimmt. Um die Existenz zu zeigen, betrachten
wir zunéchst die Erweiterung von o auf k[X]. Diese ist ein Isomorphismus von k[X]
auf k7[X]. Wendet man darauf den kanonischen Epimorphismus

™ k7 [X] = k7 [X]/(f7(X))
an, so erhédlt man einen Epimorphismus
kIX] 5 k7[X] 5 71X/ (f7(X)

dessen Kern das Ideal (f(X)) ist.
Nach (3.20) wird dadurch ein Isomorphismus

& k[X]/(f(X)) = K7[X]/(f7(X))

definiert, welcher die geforderten Eigenschaften besitzt.
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(4.17) Satz. Seien k und L zwei Korper und o : k — L ein Monomorphis-
mus. Sei ferner K = k[a] eine algebraische Erweiterung von k mit Minimalpolynom
f(X)=>¢; X! € k[X]. Das Bildpolynom f°(X) € L[X] habe genau m verschiedene
Nullstellen in L. Dann Ia8t sich o auf genau m verschiedene Arten zu einem Monomor-
phismus 6 : K — L fortsetzen.

BEWEIS. Jede Fortsetzung & von o auf k[a] ist durch die Angabe von 6(«) ein-
deutig festgelegt. Das Element 6(«) kann jedoch nicht willkiirlich gewéahlt werden,
sondern muf} zu den Elementen von o(k) in derselben Bezichung stehen, wie « zu
den Elementen von k: Aus f(a) = 0 folgt f7(6(a)) = 6(f(a)) = 6(0) = 0. Da-
her mufl 6(«) eine der m Nullstellen von f° in L sein. Daher gibt es hochstens m
Fortsetzungen von o auf K.

Sei nun 3 eine beliebige Nullstelle von f¢ in L. Dann bilden wir analog wie oben
den Homomorphismus

o k[X] S LIX] S LB =L

wobei 7(X) = (3 ist.
Dann ist (f(X)) = f7(7(X)) = f7(8) = 0

Daher induziert ¢ einen Homomorphismus von
k[X]/(f(X)) in L[B] = L.

Da K = ko] isomorph zu k[X]/(f(X)) ist, induziert ¢ auch einen Homomorphismus
von K in L, der auf k mit o iibereinstimmt und « in 5 iberfithrt. Nach (3.16) ist das
sogar ein Monomorphismus.

Wir hétten bei gegebenem 3 den Homomorphismus & auch direkt angeben kénnen:
Sei deg f = n. Dann 148t sich jedes = € k[a] = K eindeutig in der Form

r=ap+aa+--+a, 10" =a(a) mit dega(X) <n
darstellen. Wir definieren dann & durch
(x) = o(ao) + o(ar)B + -+ o(ap—1)8""" = a”(B).
Wir wollen zeigen, dafl 6 : k[a] — L ein Homomorphismus ist. Trivialerweise gilt
6(x +y) = 6(x)+ 6(y). Wir miissen blofl zeigen, dafl auch 5(zy) = 6(z)6(y) gilt.
Dazu stellen wir = a(«), y = b(a) und 2y = ¢(«@) in der obigen Form dar.
Dann ist a(a)b(a) — ¢(a) = 0. Das bedeutet, dafl
a(X)b(X) — ¢(X)
ein Vielfaches des Minimalpolynoms f(X) von « ist. Es existiert also d(X) mit

a(X)b(X) — e(X) = d(X) f(X)-

Da degec < n ist, ist ¢(X) der Rest, der bei der Division von a(X)b(X) durch f(X)
entsteht.
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Wendet man darauf o an, so ergibt sich, daf ¢ (X) der Rest von a? (X )b (X) bei der
Division durch f7(X) ist.
Daher ist a?(£)b° () — ¢?(8) = 0 und das bedeutet gerade

o(zy) = o (x)o(y)-

(4.18) BEISPIEL. Sei 0 : Q — C die Einbettung von Q in C. Sei K = Q(i) die
quadratische Erweiterung von Q mit Minimalpolynom X?2+1. Dann hat das Bildpoly-
nom X2+ 1 in C die zwei Wurzeln +i. Es existieren also genau 2 Homomorphismen
von Q(7) in C, ndmlich

a+bi —a+bi
und a + bi —a — bi.
Man hitte statt Q(i) natiirlich auch Q[X]/(X2+1) oder die Menge aller Matrizen

der Gestalt (Z

_2> nehmen konnen.

Aus dem Kronecker’schen Wurzelexistenzsatz (2.14) wissen wir, daf§ es fiir jedes
normierte Polynom f(X) € k[X] einen Erweiterungskorper K gibt, wo f(X) in Lin-
earfaktoren zerfallt. Ist deg f(X) = n, so gilt also in K[X]

f(X) = (X —a)(X —ag) - (X —an).

Dann ist L = k(a,...,a,) der kleinste Teilkérper von K, in welchem f(X) in Lin-
earfaktoren zerfallt.

Wir nennen L einen Zerfallungskorper von f(X) iiber k. Wir erhalten also die
folgende

(4.19) DEFINITION. Ein Korper L heifit Zerfdllungskéorper des Polynoms
f(X) € E[X], wenn k C L ist und

1) f(X) in L[X] in Linearfaktoren zerfallt und weiters gilt:

2) Wenn k C L' C L ein Zwischenkorper ist, so daf§ f(X) in L'[X] in Linear-
faktoren zerfallt, dann ist L' = L. Oder anders ausgedriickt:
L=k(o,...,a,), wobei ay,...,q, die Nullstellen von f(X) in L sind.

Wir werden erwarten, dafl je zwei Zerfallungskérper vom abstrakten Standpunkt
aus identisch sind. Das ist tatsachlich der Fall.
Um das zu beweisen, benotigen wir ein Lemma.

(4.20) Lemma. Sei o : k — k° ein Isomorphismus der Kérper k und k°. Sei
f(X) € k[X] und L ein Zerfdllungskérper von f(X) iiber k. Sei L' irgendein Er-
weiterungskorper von k%, in welchem f°(X) in Linearfaktoren zerfillt. Dann existiert
ein Monomorphismus 6 : L — L', der auf k mit o iibereinstimmt.

BEWEIS. Wenn f(X) bereits in k[X] in Linearfaktoren zerfallt, dann zerfallt
f2(X) in k°[X] in Linearfaktoren und es gilt L = k und L' O k% und & ist ein-
fach o, aufgefafit als Abbildung von k in L'.
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Wenn das nicht der Fall ist, gibt es einen irreduziblen Faktor p(X) von f(X) mit
degp > 1. Dann ist p?(X) ein irreduzibler Faktor desselben Grades von f7(X).

Sei oy eine Wurzel von p(X) in L und f; eine von p?(X) in L'.

Da nach (4.2) ko] & k[X]/(p(X)) und k°[31] = k°[X]/(p° (X)) gilt, folgt aus
(4.16) die Existenz eines Isomorphismus oy : k[ag] — k7[B1], der o fortsetzt.

Dann ist L Zerfallungskorper von f(X) € (k[aq])[X] und L’ ein Erweiterungskorperf]
von k?[31], in welchem f9'(X) in Linearfaktoren zerfallt.

Ist L = k[ay], so sind wir fertig, weil o1 wie oben einen Monomorphismus von L
in L’ definiert. Ist L # k[a1], so wiederholen wir das Verfahren. Nach endlich vielen
Schritten stimmt L mit k[aq, as, ..., a,] liberein und der Satz ist bewiesen.

Nun koénnen wir die Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers beweisen.

(4.21) Satz. Seio : k — k° ein Isomorphismus der Korper k und k°.
Sei f(X) € k[X] und L ein Zerfillungskérper von f(X) iiber k, L' ein Zerfdllungs-
kérper von f7(X) iiber k°.

Dann existiert ein Isomorphismus 6 : L — L', der auf k mit o iibereinstimmt.

Ist insbesondere k = k? und o die Identitét, so ergibt sich, daf3 je zwei Zerféallungs-
kérper eines Polynoms f(X) € k[X] isomorph sind.

BEWEIS. Nach (4.20) existiert ein Monomorphismus 6 : L — L', der auf k& mit
o iibereinstimmt. Nun ist Im & ein Zerfallungskorper von f(X) mit Imé C L'. Da
L’ ebenfalls Zerfallungskorper von f7(X) iiber k7 ist, mul Imé = L’ sein, d.h. & ist
surjektiv und somit ein Isomorphismus.

BEMERKUNG. Da je zwei Zerfallungskorper eines Polynoms f(X) € k[X] iso-
morph sind, ist also vom abstrakten Standpunkt aus der Zerfallungskorper eines Poly-
noms eindeutig bestimmt. Damit sind wir auf dem Weg zur Losung algebraischer Gle-
ichungen iiber einem Kérper k einen wichtigen Schritt vorwérts gelangt. Gleichgiiltig,
mit welchen Tricks man zu Losungen gelangt, sie haben immer dieselbe , Struktur“.

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt in diesem Zusammenhang, dafl der Zer-
fallungskorper eines Polynoms f(X) € k[X] mit &k C C wieder als Teilkérper von C
realisiert werden kann.

Fiir rein algebraische Aussagen, die sich nur auf die allgemeine Struktur und die
gegenseitigen Beziehungen der Losungen beschréanken, ist er jedoch entbehrlich. Da-
her sprechen die meisten Algebraiker nur vom ,sogenannten Fundamentalsatz der
Algebra“.

(4.22) BEISPIEL. Als Beispiel zu den vorangegangenen Uberlegungen wollen wir
den Zerféllungskorper von X3 — 2 € Q[X] bestimmen.
Wegen X3 —2 = (X — ¥/2)(X — p¥/2)(X — p2¥/2) mit p = =LE3 it der Zerfillungs-
korper K = Q(V/2,pV/2, p?V/2) = Q(p, V/2).
Er ist vom Grad 6 iiber Q.

Denn [Q(p, ¥2) : Q] = [Qp, ¥3) : QYD) [Q(Y2) : Q] =23 =6.

Denn p geniigt der irreduziblen Gleichung X2 + X + 1 = 0 iiber Q und diese
ist auch irreduzibel iiber Q(+/2), weil Q(¥/2) nur aus reellen Zahlen besteht und p
komplex, aber nicht reell ist.
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Eine Basis von Q(p, v/2) iiber Q(v/2) ist {1, p}.
Wegen

Q(V2) = Q[V2] = Q[X]/(X® ~2)

ist jedes Element von Q(+/2) von der Gestalt
a+bV2+cV4mit a,b,ceQ .

Eine Basis von Q(+/2) iiber Q ist {1, /2, V/4}.
Nach (4.6) ist eine Basis von Q(/2,p) iiber Q gegeben durch die Menge der
Produkte

{1,V/2,V/4,p,V2p, V4p}.

Der Zerféllungskorper K war hier sehr einfach zu bestimmen, weil wir die explizite
Gestalt der Wurzeln von X2 — 2 = 0 in C kennen. Wir hiitten aber auch ganz
abstrakt argumentieren kénnen: Da X3 — 2 irreduzibel iiber Q ist, brauchen wir
nur die Polynome iiber Q modulo (X — 2) reduzieren, d.h. den Restklassenkérper
Q[X]/(X3—2) zu bilden. Dann erfiillt die Restklasse ¥ := X die Gleichung 9> —2 = 0.
Jedes Element von Q(¢) = Q[¢] 1iit sich eindeutig in der Gestalt a + b + c9? mit
a,b,c € Q schreiben. Dafl es in Q[] keine weitere Losung 97 von X3 — 2 = 0 gibt,
sieht man folgendermafien ein: Gébe es so ein ¥, so ware p := % ein Element von
QW) mit 0=p>—-1=(p—1)(p*> +p+1). Da p # 1 ist, miifite also p> + p+1 =0
sein. Dann wire aber [Q(p) : Q] = 2 und gleichzeitig ein Teiler von [Q(¥) : Q] = 3
nach (4.7), was unmoglich ist. Daher ist das Polynom X2 + X + 1 irreduzibel iiber
Q(¥9). Bezeichnet man mit p die Restklasse von X in Q(9)[X]/(X% + X + 1), dann
ist offenbar Q[1J, p] ein Zerfillungskorper von X3 — 2 € Q[X].

Man sieht hier deutlich, daf dieser abstrakte Korper Q(99) wesentlich weniger In-
formation enthilt als etwa der konkrete Kérper Q(4/2) € C. Denn ¥ ist bloB ein
Symbol, welches 93 = 2 erfiillt. Es kénnte in C genausogut durch pv/2 oder p?+/2
realisiert werden. Genau das wird auch durch den Satz (4.17) ausgedriickt. Dieser
besagt hier, dal es genau drei konkrete Interpretationen von Q(9) in C gibt. Die
drei Kérper Q(3/2), Q(p+v/2) und Q(p?+/2) sind abstrakt betrachtet identisch, weil sie
némlich isomorph zu Q(+9) sind, als Teilkérper von C jedoch deutlich verschieden. Alle
drei sind aber im Zerfallungskorper Q(3/2,p) enthalten. Vom algebraischen Stand-
punkt aus ist keine der Wurzeln \3/5, p\‘g/ﬁ oder pgw vor den anderen ausgezeichnet:
Alle drei erfiillen ¥3 = 2 und haben die Eigenschaft, dafl Q(«}) ein Korper ist, der als
Vektorraum dreidimensional iiber Q ist. Alles andere héngt mit der Einbettung in C
Zusaminen.

Wir werden im Folgenden oft stillschweigend in C rechnen, wenn wir Wurzeln
oder Zerfallungskorper von Gleichungen f(X) = 0 mit f(X) € C[X] untersuchen.
Man mufl dabei aber immer beachten, dal durch die Einbettung in die komplexen
Zahlen manchmal Sachverhalte suggeriert werden, die die rein algebraische Theorie
nicht liefern kann.
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Als weiteres Beispiel betrachten wir die Gleichung iiber C

XM 1= (X = 1)(X = QX ~ ) (X =)
wobei ( = e’ ist.

Das ist eine Identitdt im Bereich der komplexen Zahlen.

Vom rein algebraischen Standpunkt aus wissen wir nur, daf es einen Korper
K = Q(¢,) gibt, in welchem ein Element ¢, existiert mit ¢* = 1 und ¢* # 1 fiir
1<k<n-1.

Mehr 148t sich algebraisch nicht sagen.

Wir bezeichnen ein solches ¢, als eine primitive n—te Einheitswurzel.

Ist zB. n = 8 und ¢ = e = i= %, so sind ¢,¢3,¢%,¢7 primitive 8-te Ein-
heitswurzeln, withrend (2 = 4, ¢* = —1, ¢(® = —i und ¢(® = 1 zwar ebenfalls 8-te
Einheitswurzeln sind, die jedoch nicht primitiv sind, da sie z.B. X* = 1 erfiillen.

Die algebraische Theorie liefert uns also nur Aussagen, die fiir alle Korper Q(¢), Q(¢?),
Q(¢®) und Q(¢7) gelten, was ihnen allen also gemeinsam ist.

Alles andere sind spezielle Eigenschaften des konkreten Modells fiir den abstrakten
Koérper Q((s).

So gilt z.B. in C, dal Re( = @ ist. Eine solche Aussage ist in Q((g) sinnlos, da
(s ja keine komplexe Zahl ist und der Begriff Realteil von (g daher sinnlos. Auflerdem
ist auch (3 eine primitive 8-te Einheitswurzel und erfiillt Re (3 = —%.

Dagegen hat der Ausdruck (g + (g ! einen wohlbestimmten Sinn als Element von
Q(¢s). Im konkreten Modell ergibt sich daftr entweder V2 oder —v/2, jedenfalls aber
(s + C8_1)2 = 2. Das kann aber auch abstrakt bewiesen werden. Denn (3 = (4 ist
eine primitive 4-te Einheitswurzel.

Wegen X4 —1 = (X — 1)(X +1)(X2 + 1) gilt also ( = —1 und die beiden Wurzeln
unterscheiden sich nur im Vorzeichen. Somit ist ({s + (8_1)2 =@ +2+ (8_2 =2.

Was den Zerfillungskorper von X3 — 2 betrifft, so wollen wir zeigen, da8 Q(4, p)
auch in der Gestalt Q(«) fiir ein geeignetes o geschrieben werden kann.
Um uns besser ausdriicken zu kénnen, geben wir folgende Definition.

(4.23) DEFINITION. Eine Kérpererweiterung K/k heif$t einfach, wenn sie durch
Adjunktion eines Elementes a aus K entsteht, wenn also K = k(«) ist fiir ein
geeignetes o € K. Jedes solche a heifit primitives Element von K/k.

(4.24) BEISPIEL. Q(p, V/2) kann als einfache Erweiterung von Q dargestellt wer-
den. Ein primitives Element ist z.B. o = 2 v=3.
Denn a = ¥/2v/=3 = ¥/2(1 + 2p) € Q(V/2, p) und daher ist Q(a) C Q(V/2, p).
Andererseits ist wegen a® = —6v/—3 und a? = %@2 auch p = _1%‘/_73 € Q(«) und

V2 € Q(a), dh. Q(V2,p) € Q).

Das Minimalpolynom von « ist X% — a% = X + 108.
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Es ist klar, dafl die Existenz eines primitiven Elements eine algebraische Aussage
ist, die bei jedem Isomorphismus, der k festldfit, erhalten bleibt. Wir haben also
in unserem Beispiel gezeigt, dafl Q(p,d) als einfache Erweiterung von Q dargestellt
werden kann. Als primitives Element kann eine Wurzel o von X° + 108 = 0 gewiihlt
werden.

Bisher kennen wir nur relativ wenige Beispiele von Koérpern. Um weitere Beispiele
zu finden, wollen wir die Methode, wie man von den ganzen Zahlen zum Korper der
rationalen Zahlen kommt, verallgemeinern.

Ist K ein Korper und R C K ein Teilring, so kann R keine Nullteiler besitzen,
d.h. keine Elemente a # 0, fiir die es ein b € R gibt mit b # 0 und ab = 0.

Denn sonst wére auch ab =0 in K und es ergébe sich
0=a1-0=a"1(ab) = (a"ta)b =1 b= b im Widerspruch zu b # 0.

(4.25) DEFINITION. Ein nullteilerfreier KRE R # (0) heifit Integritdtsbereich
(oder Integrititsring).

(4.26) In einem Integritéatsbereich gilt die Kirzungsregel:
Aus ax = ay und a # 0 folgt = = y.

BEWEIS. azr = ay < a(z —y) = 0. Da R keine Nullteiler besitzt, mufl x —y = 0,
d.h. z = y sein.

Von fundamentaler Bedeutung ist

(4.27) Satz. Jeder Integritdtsbereich R 148t sich zu einem Kérper K, dem Quo-
tientenkorper von R, erweitern.

BEWEIS. Es ist naheliegend, einfach alle formalen Ausdriicke der Gestalt 7 mit
a,b € R und b # 0 zu betrachten und so vorzugehen wie bei der Erweiterung des In-
tegritatsbereiches Z zum Korper Q. D.h. man nennt zwei formale Ausdriicke ¢ und §
gleich, wenn sie durch Erweitern bzw. Kiirzen von Zahler und Nenner auseinander her-
vorgehen. Das ist gleichbedeutend mit der in R sinnvollen Gleichung ad = bc. Man
muf} sich natiirlich tiberlegen, dafl diese Gleichheitsrelation eine Aquivalenzrelation
ist, d.h. reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Die Transitivitat ergibt sich folgen-
dermafien: Sei § = 5 und § = ? Das bedeutet ad — bc = 0 und c¢f — de = 0. Daher
ist auch (fa —be)d = f(ad — be) + b(cf — de) = 0. Da R ein Integrititsbereich ist, ist
auch fa —be =0, dh. § = ?

Weiters definiert man Summe und Produkt durch
ad + be

= und

Lc ac.
d’ bd b d~ bd

@
b

identifiziert die Elemente ¢ € K mit den Elementen a € R.
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Damit man durch die starke Analogie zum iiblichen Bruchrechnen nicht zu voreili-
gen Schliissen gelangt, ersetzt man fiir die logische Herleitung der Rechenregeln die
formalen Briiche § durch (weitaus weniger suggestive) geordnete Zahlenpaare (a,b)
mit a € R und b € R\{0} und definiert
(a,b)= (¢, d) genau dann, wenn ad = bc,

(a,b)+(c,d) = (ad + be, bd)
(a,b)-(c,d) = (ac, bd).

Man verifiziert anschliefend, dafl diese Operationen von der speziellen Wahl des

jeweiligen Repréasentanten unabhingig sind und dafl damit ein K RE definiert ist,
dessen Nullelement (0,1) und dessen Einselement (1,1) # (0, 1) ist.
Ist (a,b) # (0,1),d.h. @ = a-1 # b-0 = 0, so ist auch (b,a) € K und (a,b)(b,a) = (1,1).
Ist umgekehrt (a,b)(c,d) = (1,1), so ist ac = bd # 0 und daher a # 0, also (b,a) € K.
Daher ist K ein Kérper mit (b, a)~! = (a,b) fiir alle (a,b) # (0,1).

Die Abbildung a — (a,1) ist klarerweise ein injektiver Homomorphismus von R

in K. Wir kénnen daher a mit (a,1) = ¢ identifizieren und allgemeiner ¢ an Stelle

von (a,b) = (a,1)(1,b) = % - 1 schreiben.

(4.28) BEISPIEL. Fiir jeden Korper k ist k[X] ein Integritdtsbereich, weil aus
f#0und g # 0 folgt deg fg = deg f +degg > 0, d.h. fg # 0. Der Quotientenkdrper
k(X) besteht aus allen Ausdriicken der Gestalt % mit p(X) und ¢(X) # 0 aus
k[ X].

Wir nennen ihn den Kérper der rationalen Ausdriicke (oder Funktionen) iber k.

Analog ist k(X1,...,X,) als Quotientenkorper von k[X1, ..., X,] definiert.

(4.29) Satz. Jeder endliche Integrititsbereich ist bereits ein Kérper.

BEWEIS. Sind 1 = aq, as,...,a, die von 0 verschiedenen Elemente von R und ist
a # 0, dann sind wegen der Kiirzungsregel alle Elemente aa; # 0 und voneinander
verschieden. Es muf} also speziell ein 7 geben mit aa; = 1. Das heiflt aber, dafl jedes
a # 0 in R ein inverses Element besitzt.

Der Quotientenkorper K eines Integritatsbereiches R besitzt die folgende ,,uni-
verselle “ Eigenschaft:

(4.30) Satz. Sei R ein Integritdtsbereich mit Quotientenkorper K und ¢ : R — L
ein injektiver Homomorphismus von R in einen Kérper L (sodafi also ¢(b) # 0 fiir
b # 0 gilt). Dann besitzt ¢ eine eindeutig bestimmte Erweiterung zu einem Homo-
morphismus ® : K — L.

Diese ist durch ® (%) = ¢(a)p(b)~" gegeben.

BEWEIS. Es ist blofl zu zeigen, dafl & wohldefiniert ist, d.h. von der Wahl des

Représentanten { unabhéngig ist. Alles andere ist klar.

Ist aber § = § = ad = be = p(a)p(d) = p(b)p(c) = p(a)p(b)~ = p(c)p(d)~".
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Von grofliem Interesse sind auch die Teilringe A des Quotientenkorpers K, welche
R umfassen, d.h. R C A C K erfiillen.
Sind ¢ und ¢ aus einem solchen Teilring, dann auch 2 und st
Die Menge N der Nenner muf} also mit je zwei Elementen s und ¢ auch deren Produkt

st enthalten. Da auch jedes Element r = 7 € A ist, mufl auch 1 € N gelten.

(4.31) DEFINITION. Eine Teilmenge N eines Integritdtsbereiches R heifit multip-
likativ abgeschlossen, wenn gilt:
1) 1eN,0¢ N
2) s € N und t € N impliziert st € N.

(4.32) Beispiele multiplikativ abgeschlossener Teilmengen von R sind

a) die Menge aller invertierbaren Elemente

b) die Menge R\{0}

die Menge der Potenzen s™(n € N) eines Elementes s € R

fir R = Z die Menge aller n € Z, die nicht durch eine feste Primzahl p
teilbar sind.

c
d

~— N —

(4.33) DEFINITION. Sei N eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge des In-
tegritatsbereiches R. Unter dem Quotientenring Ry von R zur Nennermenge N ver-
steht man den Teilring des Quotientenkorpers K, der aus allen Elementen ¢ mit a € R
und s € N besteht.

Fir R=7Z,p=3und N = {b € Z : 3 teilt nicht b} besteht Zy aus allen Briichen
7€Qmita Lbundb L 3.

Fiir R = Z und N = {2*3' : k,1 € N} besteht Zy aus allen Briichen der Gestalt
skar mit a € Z.

(4.34) Satz. Sei R ein Integritdtsbereich und N eine multiplikativ abgeschlossene
Teilmenge. Sei ¢ : R — S ein Homomorphismus von R in einen KRE S mit der
Eigenschaft, dal o(r) in S invertierbar ist fiir jedes r € N. Dann laft sich ¢ zu einem
eindeutig bestimmten Homomorphismus ® : Ry — S erweitern.

Der Beweis ist wieder klar, weil @ (2) = ¢(a)p(r) ™! sein muB und dieser Ausdruck
wohldefiniert ist.
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(4.35) BEISPIEL. Sei
R:=Q[X,Y]/(X*+Y?—1) = (QX][Y])/(Y* + X* - 1).

Dann besteht R aus allen Elementen der Gestalt a(X) + b(X)Y, mit a(X),
b(X) € Q[X], wobei Y ein Element ist mit Y2 = 1 — X2. Wir wollen zeigen, dafl R
ein Integritétsbereich ist, d.h. da3 R keine Nullteiler besitzt.

Wiére (a(X) + b(X)Y)(e(X) +d(X)Y) = 0, so wére
a(X)e(X) +b(X)d(X)(1 — X2) =0 und b(X)c(X) + a(X)d(X) = 0.

Multipliziert man die erste Gleichung mit a(X) und beachtet, daf§ aus der zweiten
Gleichung a(X)d(X) = —b(X)c(X) ist, so folgt

a®(X)e(X) = b*(X)e(X)(1 — X?) = 0.

Wire a(X) = 0, so wire entweder b(X) = 0 und daher ein Faktor 0, oder b(X) # 0
und dann wire ¢(X) = d(X) = 0, d.h. der andere Faktor = 0.

Wir kénnen daher annehmen, dafi a(X) # 0 ist. Dann ist entweder ¢(X) = 0 und
damit auch d(X) oder ¢(X) # 0. Dann folgt aber

a*(X) - b*(X)(1 - X?)=0; d.h.
a*(X) =b*(X)(1 - X)(1 + X).

Da Q[X] eine eindeutige Primfaktorzerlegung besitzt, kdme 1+ X links in gerader
Vielfachheit und rechts in ungerader Vielfachheit vor, was nicht geht.

Der Integritétsbereich R ist isomorph mit der Menge aller Polynomfunktionen
flzyy)=> ci’kxiyk mit ¢; € Q auf dem Einheitskreis
C={(z,y) e R? : 2% + y* = 1}.
Denn sei ¢ die Abbildung, die jedem f(X,Y) € Q[X,Y] die Abbildung

o(f(X,Y)): (2, y) — fl=,y)

von C' in die reellen Zahlen zuordnet.

Wir wollen ¢ als den Auswertungshomomorphismus der Kurve C bezeichnen.

Dann miissen wir zeigen, daf nur die Vielfachen von X2 4 Y? — 1 auf die Null-
funktion abgebildet werden.

Das ist gleichbedeutend damit, dafl fiir jedes Element a(X) + b(X)Y € R, das
ungleich 0 ist, auch die Funktion a(x) + b(x)y # 0 ist.

Wiire das nicht der Fall, so wire a(z) = —b(z)y oder a(x)? = b(x)?(1 — 2?), was
wie oben unmoglich ist.
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Sei nun K der Quotientenkorper des Integritéatsbereichs aller Polynomfunktionen
auf dem Kreis C. Er besteht aus allen Ausdriicken der Gestalt

a(z,y)
b(z,y)’

wobei b(X,Y) nicht im Ideal (X2 + Y2 — 1) liegt. Denn genau die Elemente dieses
Ideals werden auf 0 abgebildet.

Wir bezeichnen K als den Korper der rationalen Funktionen auf C.

Bezeichnet man mit N die Menge aller Polynome b(X,Y") aus Q[X, Y], die nicht
im Ideal (X2 + Y2 — 1) liegen, so ist N multiplikativ abgeschlossen, weil R ein In-
tegritatsbereich ist.

Daher hat der Integritdtsbereich Q[X, Y]y die Eigenschaft, dal er beim Auswer-
tungshomomorphismus auf die Kurve C surjektiv auf den Koérper K abgebildet wird.

Wir wissen aus IL. (2.1), dafl fur jeden Punkt (z,y) # (—1,0) aus C eine eindeutig
bestimmte reelle Zahl A existiert mit

T+iX  1—A2+2)

TEWE T TN T TN
Daher gilt
1-X2  2) )
((E,y): W,m mlt_OO<A<OO

Da x und y rationale Funktionen in A sind und umgekehrt A = ILH eine rationale
Funktion von x und y ist, 148t sich jedes Element von K als rationale Funktion in A
schreiben und umgekehrt.

Somit ist K isomorph zum Korper der rationalen Funktionen auf Q, d.h.
K=Q(T)

mit einer Unbestimmten 7.

5. Maximale Ideale und Primideale.

Wir wollen nun die bisherigen Ergebnisse in einen etwas grofleren Rahmen stellen.
Dazu untersuchen wir zunéchst, welche Eigenschaft ein Ideal I besitzen muf}, damit
der Restklassenring R/I ein Korper ist.

Nehmen wir an, dafi M ein Ideal ist, so dafl der Restklassenring R/M ein Korper
ist. Da es in einem Koérper nur die trivialen Ideale (0) und (1) gibt, kann es zwischen
M und R kein weiteres Ideal geben, da ein solches bei der kanonischen Projektion
m: R — R/M auf ein Ideal zwischen (0) und (1) abgebildet wiirde.

Daher ist M ein maximales Ideal im Sinne der folgenden Definition.

(5.1) DEFINITION. Ein Ideal M in einem KRE R heit mazimal, wenn jedes
Ideal J mit M C J C R entweder mit M oder mit R zusammenfallt.
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Es gilt dann

(5.2) Satz. Ein Ideal M in einem KRE R ist genau dann maximal, wenn R/M
ein Korper ist.

BEWEIS. Wir brauchen nur mehr nachzuweisen, daf3 fiir maximales M der Restk-
lassenring R/M ein Korper ist.
Wir miissen zeigen, daf fiir jedes T # 0 aus R/M ein Element 3 mit § T = 1 existiert.
Sei x € T ein beliebiger Repriasentant. Dann ist x ¢ M, weil sonst T = 0 wire. Die
Menge der Elemente m+7rx mit m € M und r € R bildet ein Ideal, das M umfafit und
x ¢ M enthalt. Es mufl daher mit R zusammenfallen und insbesondere das Element
1 enthalten. Es gibt also y € R und m € M, so dal m + yx = 1 ist. Dann ist aber

T = 1 und unsere Behauptung bewiesen.

(5.3) Ein Ring R ist genau dann ein Korper, wenn das Nullideal (0) maximal ist.

(5.4) In Z sind die maximalen Ideale die von einer Primzahl (p) erzeugten Haup-
tideale (p) = pZ. Denn Z/(p) ist genau dann ein Kérper, wenn p eine Primzahl
ist.

Das sieht man aber auch direkt: Sei (
p prim ist, ist a entweder +p oder +1, d
maximal.

Ist p nicht prim, dann gilt p = ab mit 1 < a, b < p. Dann ist aber (p) C (a) CZ
und (a) fallt weder mit (p) noch mit Z zusammen.

p) C (a) C Z. Dann heifit das a | p. Wenn
.h. (a) = (p) oder (a) = Z. Daher ist (p)

(5.5) Sei k ein Korper. In k[X] sind die maximalen Ideale genau jene von der
Form (f(X)), wobei f(X) ein nichtkonstantes irreduzibles Polynom ist (vgl. (2.12)).

(5.6) Da in C[X] die irreduziblen Polynome genau die linearen Polynome X — ¢
sind, ist ein Ideal M in C[X] genau dann maximal, wenn es die Gestalt

M =M. = (X —¢) = {p(X) € C[X] : p(c) = 0}

besitzt.

Diese Aussage ist iibrigens , dquivalent “ zum Fundamentalsatz der Algebra, welcher]j
besagt, dafl fiir jedes nichtkonstante p(X) € C[X] ein ¢ € C existiert mit p(c) = 0.

Denn man kann folgendermaflen argumentieren:

Sei M ein maximales Ideal in C[X]. Dann ist nach (1.10) M = (p(X)) fiir ein
Polynom p(X). Wére p(X) = a # 0 konstant, so wire M = (a) = C[X], also nicht
maximal. Daher hat p(X) nach dem Fundamentalsatz eine Nullstelle c. Somit gilt
M C M.. Da M maximal ist, mufl M = M, sein.

Sei umgekehrt jedes maximale Ideal M von der Gestalt M = M, und p(X) ein
nichtkonstantes Polynom. Dieses besitzt nach (1.28) eine eindeutige Zerlegung in
irreduzible Polynome. Sei p;(X) ein irreduzibler Faktor. Dann ist (p;(X)) maximal
und (p(X)) C (p1(X)). Nach Voraussetzung ist (p1(X)) = M.. Also gilt speziell
p(c) = 0 und p(X) hat eine Nullstelle in C.
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Wir wollen nun zeigen, dafl sich der Fundamentalsatz der Algebra in dieser Form
auf den Ring C[X1,..., X,] verallgemeinern 1a8t.

(5.7) Hilbert’scher Nullstellensatz fiir maximale Ideale.
Jedes maximale Ideal M in C[X;,...,X,] hat die Gestalt

Me,....cn ={p(X1,...,X,) € C[X1,..., X,] : p(e1,...,cn) =0}

mit einem eindeutig bestimmten Element (c1,...,c,) € C™.

BEWEIS. Zunéchst ist jedes M., ... ., wirklich ein maximales Ideal. Denn es ist der
Kern des Auswertungshomomorphismus ¢, der jedes p(Xi,...,X,) in das Element
p(e1, ..., ¢,) € C tiberfithrt. Da ¢ surjektiv ist, ist

Cl[X1,...,Xn]|/M,,.. ., = C, ein Korper.

Nach (5.2) ist daher M., . ., maximal.

Sei umgekehrt M ein maximales Ideal in C[X7,...,X,]. Wir zeigen zuerst, daf
es ein ¢ € C gibt, sodafl X1 — ¢y € M ist.

Angenommen, das wére nicht der Fall. Dann wéare X; — ¢ fir kein ¢ in M. Das
von M und X; — ¢ erzeugte Ideal, wire also ganz C[Xy,...,X,]. Es gibe also fiir
jedes ¢ € C ein Element m, € M und ein Polynom g.(Xi,...,X,), so daf§

L=me+ ge(X1,..., Xn)(X1 —¢)

ware.
Da C nicht abzéhlbar ist, muf} es eine natiirliche Zahl d geben, so daf

Ag:={ceC:degg.=d}

unendlich ist. Denn sonst wéire C = Ay als abzéhlbare Vereinigung endlicher
d=0
Mengen abzéhlbar.

Da es nur endlich viele Monome mit einem Grad < d gibt, ist die Menge aller
Polynome g, mit deg g. = d linear abhéangig. Es gibt also endlich viele verschiedene
komplexe Zahlen ¢y, ..., ¢, fiir welche deg g., = d ist, und Ay, ..., A\, € C\{0}, so dafl

T
Z)\jgcj = 0 ist.
j=1

Wir bilden nun das Polynom

g(Xl) = ZXl)\ic H(Xl—Ck) EC[Xﬂ
j=1 I ] k=1
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Wir behaupten, dal g(X7) in M liegt.
Dazu schreiben wir A; in der Form

/\j = /\j 1= /\j(mcj +gcj(X17~ .. ,Xn)(Xl - Cj)).

Dann ist

T )\-mcj+ngX,...7X (X1 —¢j)
g(Xl):Z i (X}l—c J) H X1 —c) =
j=1 7 k=1

Ajme, 1
—ZXl“j; Hle—cch 2;&»9@ Hxl—ck
k= = Ee1
:Z/\jH(Xl_Ck)'ijeM-

j=1  k#j

Weil alle ¢; verschieden sind, folgt aus der Definition von g, dafl
gler) = A1 I1 (c1 — ex) # 0 ist.
E>1

>
Daher ist g nicht das Nullpolynom.
Nun hat jedes Element von C[X;] eine eindeutige Zerlegung in ein Produkt von Lin-
earfaktoren. Es ist also

g(X1)=a(X1—a1) - (X1 —as) mit a0 und a; € C .

Da g(X3) € M ist und (X7 — a;) ¢ M fur jedes j, ginge die linke Seite beim Homo-
morphismus auf den Kérper C[X7,..., X,,]/M in 0 iiber und die rechte Seite wegen
des Fehlens von Nullteilern in ein Element # 0. Das ist offenbar ein Widerspruch.
Es gibt also ¢; € C mit X7 —c¢; € M. Derselbe Schlufl zeigt, daf es fiir jedes j ein
¢; gibt mit X; —¢; € M. Dabei ist (¢1, ¢, .., c,) eindeutig festgelegt.
Denn gébe es X; —c¢; € M und X; — d; € M mit ¢; # d;, so ware auch
Cj —dj = (Xj —dj) - (Xj —Cj) €M und M = (C[Xl,...,Xn].
Nun 148t sich jedes Polynom p(Xj,...,X,) in der Form

p(Xl, e ,Xn) :p(Ch' .o 7Cn) + (X1 - Cl)pl(X17~ .. 7Xn)+
(XQ — Cg)pg(Xl, .. ,Xn) 4+ 4 (Xn — Cn)pn(Xla N ,Xn)

schreiben. Denn fafit man p(Xy,...,X,) als Polynom in X; auf, so gilt
p(Xl, ey Xn) = p(Cth, e ,Xn) + (Xl — Cl)pl(Xh e 7Xn)

Fafit man p(cy, Xa,...,X,) als Polynom in X5 auf, so erhdlt man
p(Cl,Xg, .o ,Xn) = p(01702,X3, ‘e ,Xn) + (Xg — Cg)pg(Xh PN ,Xn), Usw.
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Also liegt p(X1,...,X,) —p(e1, ..., ¢n) in M. Ist also p(Xa,...,X,) € Me,.. e,
d.h. ist p(eq,...,cn) =0, so liegt es auch in M.

Das heifit M, . ., € M.
Da M., ..., maximal ist, gilt sogar M = M., . ...

(5.8) BEMERKUNG. Wie der Beweis zeigt, wird M., . .. von den Elementen
X1 —c, Xo—c2,..., X, — ¢y in dem Sinne erzeugt, daf} jedes Element von M,, . ..
die Gestalt

(Xl — Cl)pl(Xla e ,Xn) + -+ (Xn — Cn)pn(Xla e ,Xn)

hat.
Es gilt also

Mcl,“.,cn = (Xl - cl) + (X2 - CQ) + -+ (Xn - Cn),
was wir kurz in der Form

M, e, = (X1 —c1,Xa—ca,..., X — )

'7CTL

schreiben.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dal M., .. ., fir n > 1 kein Hauptideal

mehr ist, d.h. sich nicht von einem Element f(X7,...,X,) erzeugen lat. Denn dann
mifte jedes X; —¢; ein Vielfaches von f(X7,...,X,,) sein, was offenbar nicht mdglich
ist.

Die Tatsache, daf§ M, .. ., von endlich vielen Elementen erzeugt wird, vereinfacht
viele Uberlegungen.

Wir wollen daher Ringe, wo jedes Ideal ein Hauptideal ist, d.h. von einem Element
erzeugt wird und solche, wo jedes Ideal von endlich vielen Elementen erzeugt wird,
besonders hervorheben.

(5.9) DEFINITION. Ein KRE R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal von einem
Element erzeugt wird. R heif3t noetherscher Ring, wenn jedes Ideal von endlich vielen
Elementen erzeugt wird.

Wir wissen bereits, dafl Z und k[X] fiir einen Korper & Hauptidealringe sind.
Dagegen sind weder Z[X] noch k[X,Y] Hauptidealringe. Sie sind jedoch noether-
sch, wie der folgende grundlegende Satz zeigt.

(5.10) Hilbert’scher Basissatz. Ist R ein noether’scher Ring, dann auch der
Polynomring R[X].

BEWEIS. Wir nehmen an, R[X] wére nicht noethersch und zeigen, dafl dann auch
R selbst nicht noethersch sein kann.

Da R[X] nicht noethersch ist, gibt es ein Ideal I in R[X], das nicht von endlich
vielen Elementen erzeugt werden kann. Wir wahlen ein Polynom kleinsten Grades in
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I und nennen es f;. Dann wihlen wir aus I\ (f1) wieder ein Polynom kleinsten Grades

und nennen es fo. Sind fi,..., fr schon gewahlt, so sei fr+1 ein Polynom minimalen
Grades in I\(f1,..., fx). Da I nicht endlich erzeugt werden kann, existiert so ein fj
fir jedes k.

Sei ny := deg fr und ar € R der hochste Koeffizient von f. Dann ist
fe(X) = apX™ + ... und auBerdem nq < ng <ng < ....
Klarerweise gilt (a1) C (a1, a2) C (a1,a2,a3) C

o0
Wiére R noethersch, so wire die Vereinigung J = |J (a1,...,ay) aller dieser
n=1
Ideale wieder ein Ideal, das endlich erzeugt ware. Sei {bi,...,b,} ein Erzeugen-
densystem von J. Dann miifite jedes b; in einem der Ideale (ay,...,a,,) liegen. Ist
r =max(ry,..., nm), so liegen alle b; in (ay,...,a,).

Somit wire J = (J(a1,...,an) = (a1,...,a,). Das heifit, die Folge (a1,...,an)n>1
n
wird ab n = r stationér:
(a1,...,an) = (a1,...,a,) fir n >r.

Wir zeigen nun, dafl das in unserem Fall nicht mdéglich ist. Denn wire

.

(a1,...,ar41) = (a1,...,a,), so konnte man a,41 in der Form a,y1 = Y ¢;a; mit
i=1

¢; € R darstellen. Dann wére aber

g = f’l"+1 - ZCanrJrl_nifi S I\(fh sy fT)7
i=1
hétte aber einen kleineren Grad als f,.41, in Widerspruch zur Wahl von f,;1.

(5.11) Korollar. Die Polynomringe Z| X, ..., X,] und fiir einen Kérper k auch
k[X1,...,Xn] sind noethersch.

(5.12) In einem noether’schen Ring R 148t sich jedes Ideal I # R zu einem maxi-
malen Ideal erweitern.

BEWEIS. Wire das nicht der Fall, so konnte man zu jedem Ideal J D I ein grofleres
Ideal J' O J finden, das von J verschieden ist. Es gabe also insbesondere eine
unendliche Kette

I=/ychLcCclcC...

von lauter verschiedenen Idealen. Wie im vorigen Beweis wére dann | I,, wieder ein
Ideal und wiirde, weil R noethersch ist, von endlich vielen Elementen erzeugt. Dann
gidbe es aber ein kleinstes I,,, wo alle diese Elemente enthalten sind. Es ware dann
In+1 = I, im Widerspruch zur Annahme.

BEMERKUNG. (5.12) gilt sogar fiir beliebige Ringe R # (0). Die Beweisidee ist
genau dieselbe. Man benétigt jedoch das Zorn’sche Lemma, um den Beweis zu Ende
zu fithren. Daher wollen wir hier nicht darauf eingehen.
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Als néchstes wollen wir jene Ideale P untersuchen, fiir welche der Restklassenring
R/ P ein Integritiatsbereich ist.

R/P ist genau dann ein Integritatsbereich, wenn R/P # (0), d.h. P # R ist und
R/ P keine Nullteiler enthilt, wenn also aus Ty = 0 folgt, dafl entweder T = 0 oder

7 = 0 ist.

Das bedeutet: Aus xy € P folgt entweder x € P oder y € P.

(5.13) DEFINITION. Ein Ideal P in einem K RE R heifit Primideal, wenn P # R
ist und aus xzy € P folgt, dafl x € P oder y € P gilt.

(5.14) Satz. R/P ist genau dann ein Integritdtsbereich, wenn P ein Primideal

ist.

Als Folgerung ergibt sich, dafl jedes maximale Ideal auch prim ist.

(5.15) BEISPIELE.

1)

2)

R ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn das Nullideal (0) ein Prim-
ideal ist.

In Z und k[X] fallen die Primideale P # (0) mit den maximalen Idealen
zusammen.

In Z bedeutet zy € (p), daBl p ein Teiler von xy ist. Die Eigenschaft,
Primideal zu sein, bedeutet also:

Aus p | zy folgt p | x oder p | y.

Das ist eine charakteristische Eigenschaft der Primzahlen.
Daher riihrt auch die Bezeichnung Primideal.

Analog verlauft der Beweis fiir k[X].

In Z[X] ist das Hauptideal P = (2) = 2 Z[X] prim, weil

ZIX]/2ZIX] = (Z/2L)[X] = Fy[X]

ein Integrititsbereich ist. Da Fo[X] kein Korper ist, ist P nicht maximal.
Ist M = {f(X) € Z[X] : f(0) ist gerade }, so ist

Z[X])/M = Fs.
Daher ist M prim und sogar maximal.
Insbesondere ist (0) G P G M.
Das Ideal P ist also ein nichttriviales Primideal, das nicht maximal ist.

In C[Xy,...,X,] ist (X1,..., X)) fir jedes k mit 1 < k < n, ein Primideal.
Denn

ClX1,.. s Xnl/ (X1, Xk) 2 ClXkt1, .-+, Xi]

111



ist ein Integritatsbereich.
Hier gibt es also eine Kette von n+1 Primidealen, die alle verschieden sind:

(0) C (X1) C (X1, X2) C -+ C(Xu,..0, Xin).

(5.16) BEMERKUNG. Ein Ideal P ist genau dann ein Primideal in einem In-
tegritatsbereich R, wenn das Komplement S = R\ P multiplikativ abgeschlossen ist.
Man kann daher den Quotientenring Rg zur Nennermenge S bilden. Dieser besitzt ein
einziges maximales Ideal, namlich die Menge aller Elemente £ mit p € P und s € S.
Diese Menge ist klarerweise ein Ideal und jedes Element auflerhalb dieser Menge ist
invertierbar, kann daher in keinem Ideal liegen.

Diese Situation liegt dem Beispiel (4.35) zugrunde.

In Z und k[X] spielen die Division mit Rest und der damit verbundene Euklidische
Algorithmus eine grofie Rolle. Um diese Situation zu verallgemeinern, betrachten wir
Ringe, wo es ein verniinftiges Maf} 6(a) fiir die ,,GroBe* eines Elements a gibt.

(5.17) DEFINITION. Ein Integritétsbereich R heifit Euklidischer Ring, wenn man
jedem a # 0 aus R eine natiirliche Zahl 6(a) so zuordnen kann, daf gilt:
Fiir jedes a und b # 0 aus R gibt es ¢, € R mit a = bq + r, wobei entweder r = 0
oder 6(r) < 0(b) erfullt ist.

(5.18) BEISPIELE.

1) Fir R = Z kann d(a) = |a| gewadhlt werden. Denn sind a und b # 0
gegeben, so gibt es stets ein Vielfaches ¢b mit

b
o <2 <y

(Division mit absolut kleinstem Rest.)
2) Fir R = k[X] erfiillt 6(f) = deg f die Rolle einer solchen GréBenfunktion.

3) Sei Z[i] die Menge aller sogenannten Gauf’schen ganzen Zahlen, d.h. aller
Zahlen a + bi mit a,b € Z. Sie bilden einen Teilring des Korpers Q(¢) und
sind daher ein Integrititsbereich. Wegen Z[i] & Z[X]/(X? + 1) ist daher
(X? +1) ein Primideal in Z[X].

Fiir a = a + bi € Q[i] sei §(a) = aa = |a|? = a® + b?. Dann gilt §(af) =
6(a) - 0(B). Sind o und B # 0 gegeben, so ist F € Q(i) von der Gestalt
A+ ip mit A\, p € Q.

Wir wihlen m,n € Z mit |A —m| <1/2 und | —n| < 1/2. Dann ist
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Ist also K = m + in € Z][i], so gilt

(o — KpB) =6 (ﬁ (g - m)) = 5(B)5 (g - m> < 3(B).

4) Analog kénnen wir ganze Zahlen in Q(iv/2) einfiihren. Das seien die Zahlen
der Gestalt a + ibv/2 und a,b € Z. Sie bilden einen Integrititsbereich
Z[i/2] und man zeigt genauso wie oben, daf §(a + ibv/2) = a? 4 2b? eine
GréBenfunktion ist, mit der Z[iv/2] ein Euklidischer Ring wird.

(5.19) Satz. Jeder Euklidischer Ring ist ein Hauptidealring.

BEWEIS. Sei I # (0) ein Ideal in R.
Sei M :={é(a) :a€1,a#0} CN.
Dann ist M eine nichtleere Teilmenge von N und hat daher ein minimales Element d.
Zu diesem gibt es b € I mit 6(b) = d.
Fiir beliebige a € I existieren ¢, € R mit a = bg + r und (r) < §(b), falls r # 0
ist.
Wegen r = a — bq € I und der Definition von b kann daher r # 0 gar nicht auftreten.
Daher ist @ = bg und somit (b) C I C (b), d.h. I = (b) ein Hauptideal.

Nun kann man ganz analog wie im Fall Z oder k[X] zeigen, daf} jeder nullteilerfreie
Hauptidealring und daher speziell jeder Euklidische Ring eine eindeutige Primfaktorz-
erlegung besitzt. Die Rolle der Primelemente spielen dabei die Atome.

(5.20) In einem nullteilerfreien Hauptidealring R hat jedes Element a # 0, das
nicht invertierbar ist, eine Darstellung der Gestalt a = pips - - - pr als Produkt von
Atomen. Fir jede andere Darstellung a = ¢ ---¢q gilt k¥ = [ und man kann die
Reihenfolge so abéndern, dafl p; mit ¢; assoziiert ist.

BEMERKUNG. Fir beliebige Hauptidealringe ist diese Aussage falsch. Z.B. gibt es
in Z/(6) keine Atome. Denn 1 und 5 = —1 sind invertierbar und 2=2-2-2,3=3-3
und 4 = 2 - 2 haben eine nichttriviale Zerlegung.

Eine Verscharfung des Begriffs Nullteiler ist der Begriff nilpotent.

(5.21) DEFINITION. Ein Element x aus einem KRE R heifit nilpotent, wenn
™ = 0 ist fiir ein n > 0.
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Z.B. sind in Z/(24) die Elemente 6 und 12 nilpotent, weil 63 = 2% -3 .32 = 0 und
123 =2%.3.2%.3% = 0 ist.

Ist x nilpotent, dann liegt = in jedem Primideal P von R.

Denn z" = x - 2"~ ! = 0 impliziert = - "~ ! € P und daher z € P oder 2"~ ! € P.
Nach endlich vielen Schnitten folgt dann jedenfalls z € P.

Man kann sogar zeigen, dafl auch die Umkehrung gilt: Ein Element z ist genau
dann nilpotent, wenn es in jedem Primideal von R liegt. Wir wollen das hier nicht
beweisen, weil man dafiir wieder das Zorn’sche Lemma benotigt.

Wir begniigen uns mit

(5.22) Satz. Die Menge r(0) aller nilpotenten Elemente eines KRE R ist ein
Ideal und R/r(0) besitzt keine nilpotenten Elemente # 0.

BeEwEIs. Ist x € r(0), dann auch az fiir a € R, weil (az)” = a"z" =a™-0=0
ist.
Es ist blofl noch zu zeigen, dafl mit 2 und y auch z + y in 7(0) liegt.
Sei £ = 0 und y™ = 0. Dann ist nach dem binomischen Lehrsatz

m+n—1 _ m+n—1 _ _
+< )xmyn 1+( )xm lyn++ym+n 1:07
n—1 n

xm+n72y+.”+

weil jeder Term ein Vielfaches von 2™ oder y™ ist.

Ist nun Z € R/r(0) nilpotent, d.h. Z* = 0, so folgt fiir jeden Reprisentanten x € T,
daB 2™ € r(0) ist und somit (z™)¥ = 0 fiir ein k¥ > 0. Dann ist aber auch = € 7(0)
und somit Z = 0.

(5.23) BEISPIEL. Sei R = Z/(n) und n = p¥ ... pF+ die Primfaktorzerlegung von
n. Dann ist r(0) = (p1p2 -+ ps) und R/r(0) 2 Z/(p1 - ps)-

BEWEIS. Sei a € R. Dann ist a*¥ = 0 nur dann méglich, wenn jedes p; ein Teiler
von a ist.

(5.24) DEFINITION. Unter dem Radikal r(I) eines Ideals I eines K RE R versteht
man die Menge aller z € R, fiir welche eine geeignete Potenz x™, n > 0, in I liegt.
Speziell nennt man r(0) das Nilradikal von R.

(5.25) Satz. Das Radikal r(I) ist ein Ideal, welches I umfaft.

BEWEIS. Sei m : R — R/I der kanonische Epimorphismus. Dann ist = (r(I)) die
Menge aller nilpotenten Elemente von R/I und daher ein Ideal. Daher ist das Urbild
r(I) ein Ideal in R, welches I umfaflt.
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(5.26) DEFINITION. Sei I # (1) ein Ideal in C[X7, ..., X,]. Dann nennt man die
Menge V(I) aller Elemente ¢ = (c1,...,¢,) € C" mit f(c¢) = 0 fiir alle f € I, die
Nullstellenmenge des Ideals 1.

(5.27) Hilbert’scher Nullstellensatz fiir Ideale. Fiir jedes Ideal I # (1) von
C[Xy, ..., X,] ist die Nullstellenmenge V (I) # 0.

BEWEIS. Jedes Ideal I # (1) liegt in mindestens einem maximalen Ideal M.. Nach
(5.7) ist V.(M,.) = {c} # 0. Daher ist ¢ € V.(I) und V.(I) # 0.

(5.28) DEFINITION. Sei S eine Teilmenge von C". Dann heifit die Menge I1(S)
aller F € C[Xy,...,X,] mit F(z1,...,z,) = 0 fir alle z = (z1,...,2,) € S das
Verschwindungsideal von S.

(5.29) Satz. Fiir jedes echte Ideal I in C[X7, ..., X, ] ist das Radikal r(I) gegeben
durch

BEWEIS. Sei f € r(I). Dann ist f™ € I fiir ein n > 0 und daher f* =0 auf V.(1).
Dann ist aber auch f = 0 auf V.(I) und somit f € I(V.(I)). Also gilt r(I) C I(V.(I)).

Sei umgekehrt F' € I(V(I)) und F' # 0. Wir wollen zeigen, da§ F' € r(I) ist. Das
geschieht mit einem Trick:

Wir betrachten den Polynomring C[X1, ..., X,,T] mit einer zusétzlichen Unbes-
timmten T

Sei J das von I und FT — 1 erzeugte Ideal. Wire (x1,...,x,,t) € C"*! Nullstelle
von J, so wére (z1,...,2,) € V.(I) und daher

F(z1,...,zp)t—1=0—-1=—1.

Da (z1,...,2n,t) auch Nullstelle von F'T — 1 ist, wére das ein Widerspruch.

Das Ideal J kann also keine Nullstellen in C"*! haben. Nach dem Hilbert’schen
Nullstellensatz (5.27) ist das nur moéglich, wenn J = C[Xy,...,X,,T] ist. Da I
endlich erzeugt ist, gibt es eine Darstellung

1= RiF;+S(FT - 1)

=1

mit R;, S € C[X4,...,X,,T) und F; € I.
Sei nun ¢ : C[Xy,...,X,,T] — C(Xy,...,X,) der Homomorphismus, der alle X;
und alle Elemente von C festlafit und T in % iiberfiihrt.

Dann ist s
1=p(1)=> o(Ri)F.
i=1
Nun ist ¢(R;) = ij‘ji mit 4; € C[Xy,...,X,] und p; € N, wenn man auf gemeinsamen

Nenner bringt.
Sei p = max p;.

115



Dann ist F? = S (p(R)FP)F; = S A;FP=PiF, € (Fi,...,F,) C I und das
i=1 i=1
bedeutet F' € r(I).

(5.30) Klassische Version des Hilbert’schen Nullstellensatzes.
Seien fi,..., fr und g Polynome in C[Xy,...,X,]. Sei V die gemeinsame Nullstel-
lenmenge von f1,..., f, und sei I = (f1,..., f.) das von diesen Polynomen erzeugte
Ideal.

Ist g =0 auf V, dann liegt eine geeignete Potenz von g im Ideal I.

BeEwEes. Esist V. = V(I) und g € I(V(I)) = r(I). Daher existiert n > 0 mit
gt el.

(5.31) Ein triviales Beispiel bilden f(X,Y) = (X?+Y? —1)% und
g(X,Y)=X2+Y?—1aus C[X,Y].

Dann ist V = V((f)) der Einheitskreis 2% + y*> = 1 in C? und g(z,y) = 0 auf V.
Es liegt z.B. g% € I = (f).

Als weiteres Beispiel sei f1(X,Y) = X3, fo(X,Y) = Y3, f3(X,Y) = X?Y? und
9(X,Y) =X +2Y aus C[X,Y].
Dann ist V' = {0} und ¢(0,0) = 0. Es gibt also eine Potenz
g" eI = (X3 Y3 X2Y?).
Man kann hier n = 4 wéahlen. Denn

(X +2Y) = X* +4X3(2Y) + 6X2(2Y)? +4X(2Y)% + (2Y)*
=X -X34+8Y - X?+24X%Y? +32X - Y3 +16Y - YV?

(5.32) BEISPIEL. Zum Abschlufl wollen wir ein Beispiel eines Rings angeben, der
nicht noethersch ist.

Sei R die Menge aller Folgen x = (xg,x1,22,...) von Elementen z; € Q, die
ab einem gewissen (von x abhéngigen) Index konstant sind, d.h. z,+; = x,, fir alle
n > ng erfiillen.

R wird ein K RE mit koordinatenweiser Addition und Multiplikation.

Sei M, die Menge der Folgen x, die schliellich 0 sind. Dann ist M, klarerweise ein
Ideal. Ist y ¢ M, dann ist y, = a # 0 fiir alle n > ny. Sei m = (1,1,...,1,0,0,...)
mit m; = 1 fiir i < nq und m; = 0 fiir 4 > ny. Dann ist m € M., und
m (1 — %) + £ = 1. Daher ist (Mw,y) = R. Da das fiir jedes y ¢ My gilt, ist M
maximal.

M ist nicht endlich erzeugt. Denn ware M., = (x(l), . ,96(’“))7 so gabe es ng mit
xsf) =0 fiir n > np und j = 1,2,... k. Dann wire etwa e,, mit e,,; = 1 fiir i = ng
und 0 sonst, nicht in M., ein Widerspruch.

Alle anderen maximalen Ideale sind gegeben durch M;, i = 0,1,2,... bestehend
aus allen z = (z,) € R mit 2; = 0.
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IV. Endlich erzeugte abelsche Gruppen und Moduln

Nun machen wir einen Abstecher in die Gruppentheorie und studieren endliche
und etwas allgemeiner endlich erzeugte abelsche Gruppen. Wir lassen uns dabei von
der Analogie zu endlich-dimensionalen Vektorrdumen leiten. Wir zeigen, daf$ jede
solche Gruppe als direktes Produkt zyklischer Gruppen darstellbar ist und iberlegen
uns, unter welchen Bedingungen eine solche Darstellung eindeutig bestimmdt ist. Dann
studieren wir als gemeinsame Verallgemeinerung von Vektorraumen und abelschen
Gruppen den Begriff des Moduls tiber einem KRE R. Dies gestattet uns auch, den
Ring aller ganzen Elemente eines Oberrings S O R zu charakterisieren und einige
wichtige Figenschaften abzuleiten.

1. Endlich erzeugte abelsche Gruppen.

Wir haben uns bis jetzt mit Ringen und Korpern beschéftigt, wo die Operationen
der Addition und Multiplikation auf mehr oder weniger ,natiirliche“ Weise definiert
waren. Nun wollen wir den zugrunde liegenden Sachverhalt etwas abstrakter fassen.
Wir koénnen die Zuordnung, die je zwei Elementen x und y aus X die Summe z + y
oder das Produkt zy zuordnet, als eine Abbildung vom kartesischen Produkt X x X in
X auffassen. Wir wollen nun solche Abbildungen studieren, die analoge FEigenschaften
wie die {ibliche Addition und Multiplikation besitzen. Wir schreiben dabei vorlaufig
das Bild von (x,y) € X x X unter dieser Abbildung als x o y und bezeichnen es als
Verkniipfung von z und y.

(1.1) DeFINITION. Unter einer Gruppe G versteht man eine nicht leere Menge,
auf welcher eine Verkniipfung x oy fir alle x,y € G definiert ist, welche assoziativ ist,
d.h.

(xoy)oz==zo(yoz) firalle x,y,z € G

erfiillt, ein neutrales Element e besitzt mit
eox=xo0e=z firallez € G
und fiir jedes € G ein zu z inverses Element £~! besitzt mit
zlox=zxzoz l=e.

Die Gruppe G heif3t abelsch oder kommutativ, wenn iiberdies

xoy=youz fir alle z,y € G
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erfillt ist.

Das neutrale Element e ist dabei eindeutig bestimmt.
Denn ist € ein beliebiges neutrales Element, d.h. €ox = z oe = z fiir alle z € G, so
gilt das speziell fiir x = e und liefert €0 e = e 0 @ = e. Die linke Seite ist aber, weil e
neutral ist, gleich €. Somit ist € = e.

AuBerdem ist 27! eindeutig bestimmt. Denn ist Z ebenfalls inverses Element von
z,d.h. Tox =x 07T = e, so folgt

-1 = 1 -1

T=coT=(r tox)oT=a 'o(zoT)=a loe=ux

Beispiele fiir abelsche Gruppen sind die Menge aller Elemente x # 0 eines Korpers
beziiglich der Multiplikation als Verkniipfung oder die Menge aller Elemente eines
Ringes beziiglich der Addition als Verkniipfung.

Wir wollen in diesem Kapitel ausschlielich abelsche Gruppen untersuchen. Wah-

rend man bei beliebigen Gruppen die Verkniipfung iiblicherweise als Multiplikation
bezeichnet und die oben eingefiihrte multiplikative Schreibweise wahlt, ist es fiir un-
sere Zwecke vorteilhafter, die Verkniipfung x oy als Addition zu schreiben, d.h. zoy =
x4y zu setzen, das neutrale Element als 0 und das inverse Element als (—x) zu beze-
ichnen. Das dndert natiirlich nichts am abstrakten Charakter der Verkniipfung, sug-
geriert jedoch eine Analogie zum Begriff des Vektorraumes, die sich als sehr niitzlich
erweist.
Ist ndmlich = ein Element einer abelschen Gruppe G, wo die Verkniipfung als Addi-
tion geschrieben wird, so liegen auch die Elemente x + z,2 + 2z + ,... in G. Es ist
zweckmafBig, diese Elemente als 2z,3x,... zu bezeichnen. Setzt man 1-x = z und
0- 2z = 0, so liegen also alle Elemente nz in G mit n € N. Wegen z + (—z) = 0 ist
auch x + x4 (—z) 4+ (—z) = 22 + 2(—x) =0, d.h. 2(—z) = =2z, 3(—z) = —3x, usw.
Wir definieren daher (—n)x = —(nz) und haben somit fiir jedes n € Z und « € G ein
yProdukt® nx € G definiert.

Wir kénnen dann abelsche Gruppen auch folgendermafien beschreiben:

(1.2) ALTERNATIVDEFINITION FUR ABELSCHE GRUPPEN. Unter einer abelschen
Gruppe G (in additiver Schreibweise) versteht man eine Menge G mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) Fir je zwei Elemente z,y € G ist eine Verkniipfung z + y definiert.
(2) z4+y=y+x fiir alle ,y.

(3) 2+ (y+2) = (z+y)+ 2 fir alle z,y, 2.

(4) Es existiert ein Element 0 mit z + 0 = z fiir alle x.

(5) Zu jedem z existiert (—z) mit x + (—z) = 0.

(6) Fir alle n € Z und « € G ist ein Element nx € G definiert.

(7) ni(n2z) = (ning)x.

(8) (n1+n2)r = niz + nax.

(9) n(x1 + x2) = nxy + nas.
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(10) 1-z=u=.

Ersetzt man in 6) — 10) den Ring Z durch einen Korper K, so sind das genau die
Vektorraum—Axiome.

Wir werden daher vermuten, daf3 die Theorie der abelschen Gruppen viele Analo-
gien zur Theorie der Vektorrdume aufweisen wird. Wir wollen nun diese Analogien
genauer studieren.

Zunachst aber einige Beispiele:

Wir wissen, daf jeder Ring eine abelsche Gruppe bildet, wenn man nur die Addi-
tion betrachtet und die Multiplikation sozusagen vergifit.

Daher sind insbesondere Z, (0) und Z/nZ fir n > 2 abelsche Gruppen.

Weitere Beispiele ergeben sich aus

(1.3) Satz. Seien Gy,...,Gs abelsche Gruppen. Dann bildet auch das kartesische
Produkt G1 x --- x Gy eine abelsche Gruppe, wenn man fir v = (r1,...,2s) und
y=(y1,-...,ys) die Addition durch

z+y=(r1+y1,...,Ts +Ys),

also koordinatenweise definiert.

BEWEIS. Das ist klar. Es ist dann 0 = (0,...,0) und —z = (—z1,..., —Zs).

Somit ist jedes kartesische Produkt G = G1 X - -+ x G, wobei G; = Z oder Z/nZ
ist, eine abelsche Gruppe.

Es wird sich zeigen, dafl alle endlich—erzeugten abelschen Gruppen, die das Anal-
ogon der endlich-dimensionalen Vektorraume bilden, von dieser Gestalt sind.

Besonders wichtig sind die Gruppen der Gestalt Z™ = Z x - - - X Z, also das n—fache
kartesische Produkt von Z mit sich selbst. Es ist dann Z' = Z und unter Z° verstehen
wir die Gruppe (0), die nur aus dem neutralen Element besteht.

Bei Vektorraumen spielt der Begriff der linearen Abbildung eine groBe Rolle. Eine
Abbildung ¢ : V- — W heiBt linear, wenn ¢(z +y) = ¢(z) + ¢(y) und p(Az) = Ap(x)
fiir alle z,y € V und A € K erfiillt ist.

Fiir abelsche Gruppen hat man stattdessen den Begriff des (Gruppen—) Homo-
morphismus.

(1.4) DEFINITION. Seien G; und Gg abelsche Gruppen. Eine Abbildung
¢ : G1 — G4 heiit Homomorphismus, wenn p(x +y) = ¢(z) + p(y) fir alle z,y € Gy
erfillt ist.

Das Analogon zur zweiten Bedingung bei Vektorraumhomomorphismen, namlich
p(nz) = np(z) fiir n € Z, braucht dabei nicht extra gefordert zu werden, weil es von
selbst erfiillt ist.

Es ist ndmlich ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) + ¢(0).

Addiert man rechts und links —p(0), so folgt 0 = ¢(0).
Daher ist ¢(0-z) = p(0) =0=0- ¢(x).
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Fir n > 0 ist

pnz) =gz + - +x) =p(@)+ -+ p(z) = np(r).
SchlieBllich folgt aus

p(=2) + p(z) = (= + 1) = ¢(0) =0,
da p(—z) = —p(z) ist.

(1.5) BEMERKUNG. Wir sprechen kurz von Homomorphismus, Isomorphismus
und dgl., wenn es genauer Ringhomomorphismus, Gruppenhomomorphismus etc.
heiflen sollte.

Ist allgemeiner irgendeine algebraische ,Struktur“ gegeben, so nennt man die
ystrukturbewahrenden “ Abbildungen Homomorphismen beziiglich dieser Struktur.

Aus dem Zusammenhang ist immer klar, welche Art von Homomorphismus jeweils
gemeint wird.

(1.6) BEISPIEL. Jeder Homomorphismus ¢ : Z — Z der abelschen Gruppe Z hat
die Gestalt p(n) = an, wobei a = ¢(1) € Z ist.

Der Beweis ist klar, weil p(n) = ¢(14---+1) = np(1) gilt.

(1.7) BEMERKUNG. Wegen ¢(1) = 1 ist die identische Abbildung der einzige
Ring—Homomorphismus von Z in sich. Es gibt daher, wegen der einfacheren Struktur,
wesentlich mehr Gruppenhomomorphismen von Z in sich als Ringhomomorphismen.

(1.8) BEISPIEL. Jeder Homomorphismus ¢ : Z™ — Z" der Gruppe Z™ in die
Gruppe Z" hat die Gestalt p(x) = Az, wobei A = (a;;) eine ganzzahlige (n x m)-
Matrix ist. Umgekehrt definiert jede solche Matrix einen Gruppenhomomorphismus.

BeEwEIs. Wir schreiben jedes Element « € Z™ als (m x 1)-Matrix, d.h. als Spal-

L1
tenvektor x = : mit z; € Z.
Tm
1 0
. 0 . Lo
Damnist z =21 | . |+ 4+ xm | - | = x161 + - + xpenm, weil die Addition in
0 1

7™ koordinatenweise definiert ist. Daher ist

p(x) = z1 pler) + -+ zm plem).

a1y
Setzt man ¢(e;) = € Z"™, so ist p(x) = Azx mit A = (a;;).

Qpj
Die Umkehrung ist klar.
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Eine nicht leere Teilmenge M eines Vektorraumes V' heifit linearer Teilraum, wenn
sie mit den algebraischen Operationen von V selbst einen Vektorraum bildet, wenn
also mit my, mo € M auch my +mo € M und mit m € M und A € K auch A\m € M
ist. Analog dazu definieren wir:

(1.9) DEFINITION. Eine nicht leere Teilmenge H einer abelschen Gruppe G heifit
Untergruppe von G, in Zeichen H < GG, wenn sie mit den Operationen von G selbst
eine (abelsche) Gruppe bildet.

Das bedeutet, dal mit a,b € H auch a +b € H und mit ¢ € H und n € Z auch
na € H ist.

Die zweite Eigenschaft ist bereits erfiillt, wenn sie fir n = —1 gilt. Beide Eigen-
schaften zusammen koénnen kurz durch “a,b € H impliziert a — b € H” beschrieben
werden.

Denn ist diese Bedingung erfiillt, so ist 0 = a —a € H und mit jedem b € H auch
—b=0-—b € H. Somit ist auch a + b=a — (—=b) € H und na € H fiir alle n € Z.

(1.10) Satz. FEine nicht leere Teilmenge H C G ist genau dann eine Untergruppe
der abelschen Gruppe G, wenn mit a,b € H auch a —b € H ist.

(1.11) BEeispIEL. Die Untergruppen von Z sind die Mengen

H=aZ={an:n € Z} mit a € N.

BEWwEIs. Da mit jedem a € H auch na € H ist, ist jede Untergruppe H sogar ein
Ideal im Ring Z und die Ideale haben die obige Gestalt.

Mit einem analogen Beweis folgt

(1.12) Satz. Die Untergruppen von Z/nZ sind die Mengen dZ/nZ mit d | n.
Jede abelsche Gruppe hat die trivialen Untergruppen (0) und G selbst.
Ist p eine Primzahl, dann hat Z/pZ nur die trivialen Untergruppen.

(1.13) Satz. Ist H < G, so ist die Abbildung ¢« : H — G, die jedem h € H
dasselbe Element t(h) = h zuordnet, jedoch aufgefafst als Element von G, ein Homo-
morphismus, der klarerweise injektiv ist. Er heifit die kanonische FEinbettung von H
in G.

Als néchstes wollen wir die Kongruenzrelationen a = b auf G untersuchen, d.h.
diejenigen Aquivalenzrelationen auf G, die mit den Gruppenoperationen vertriiglich
sind, d.h. mit a; = b; und as = by auch a; + as = by + by und —a; = —b; erfiillen.

Ist so eine Kongruenzrelation gegeben, so kénnen wir sie (wie im Fall von Rin-
gen) als neuen Gleichheitsbegriff auf G interpretieren, beziiglich dessen G wieder eine
Gruppe bildet. Wir kénnen dann die ,gleichen“ Elemente jeweils zu Klassen zusam-
menfassen, die wir auch als Restklassen oder Nebenklassen bezeichnen wollen.
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Ist a = b eine Kongruenzrelation auf G und H die Menge aller Elemente h € G
mit h = 0, dann ist mit hy, ho € H auch h; —he € H. Daher ist H eine Untergruppe.

Ist umgekehrt H eine Untergruppe und setzt man a = b, wenn b—a € H ist, so ist
das eine Kongruenzrelation. Die Nebenklasse aller Elemente x, die zu einem festen
Element a kongruent sind, hat die Gestalt a =a+ H = {a+h: h € H}.

Es ist klar, dafl zwei Nebenklassen entweder identisch oder disjunkt sind. Denn
ist x € (a+ H)N(b+ H), dann ist © = a + hy = b+ hy und somit

a+h=a+h;+(h—h1)=b+ho+ (h—hy),

d.h. a4+ H C b+ H. Vertauscht man die Rollen von a und b, so folgt a + H = b+ H.

Es ist klar, daB8 fira caund b€ b gilt a +b € a + b.

Es gilt aber sogar (a + H) + (b+ H) = (a + b+ H), wenn man unter A + B fir
zwei Teilmengen A, B C G die Menge A+ B={a+b:a € A,b € B} versteht.
Denn jedes Element a + b+ h kann als Summe dargestellt werden, z. B. als (a 4+ 0) +
(b+h).

Genauso gilt —(a+ H) ={—-a—h,h € H} = (—a+ H).

(1.14) Satz. Ist a = b eine Kongruenzrelation auf der abelschen Gruppe G, so
gibt es eine eindeutig bestimmte Untergruppe H, so dafl a = b gleichbedeutend mit
b—a € H ist. Umgekehrt definiert jede Untergruppe H auf diese Weise eine Kon-
gruenzrelation auf G. Die Menge der Nebenklassen x + H bildet selbst eine Gruppe,
die Faktorgruppe G/H.

Die Abbildung 7 : G — G/H, die jedem Element x € G die Nebenklasse v + H
zuordnet, ist ein surjektiver Homomorphismus, die kanonische Projektion von G auf
G/H. Sie kann auch interpretiert werden als ,,identische “ Abbildung 7(g) = g, wobei
das Bildelement mit der Gleichheitsrelation von G/H versehen ist.

(1.15) BEispiEL. Fir G = Z,H = mZ erhalten wir als Faktorgruppe wieder
Z/mZ, aufgefaBt als abelsche Gruppe beziiglich der Addition.

(1.16) DEFINITION. Sei ¢ : G; — G3 ein Homomorphismus. Unter dem Kern
von ¢ versteht man die Untergruppe Ker ¢ = ¢~1(0) von G;. Unter dem Bild von ¢
versteht man die Untergruppe Im ¢ von G5, die aus allen Elementen y € G5 besteht,
fiir die ein x € Gy existiert mit y = p(x).

Dabei ist klar, dal Im ¢ eine Untergruppe ist. Denn ist y1 = @(x1), y2 = ¢(z2),
s0 ist Y1 — Y2 = p(x1 — x2).

(1.17) DEFINITION. Ist ¢ : G; — G2 ein bijektiver Homomorphismus, d.h. ist
Kerp = (0) und Im¢ = Gaq, so ist ¢~ : Gy — G wieder ein Homomorphismus.
Wir nennen ¢ dann einen (Gruppen-)Isomorphismus und sagen, dal G; und G (als
abelsche Gruppen) isomorph sind, in Zeichen Gy &£ G.

Vom abstrakten Standpunkt aus sind G; und G4 als abelsche Gruppen ,identisch “.
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(1.18) Satz. Jeder Homomorphismus ¢ : G1 — G besitzt eine kanonische Zer-
legung der Gestalt
G4 _% . Gs

ﬂl T
Gi/Kerp —— Imgp
@
Dabei ist m die kanonische Projektion, v die kanonische Einbettung und ¢ ein Isomor-
phismus. Insbesondere gilt
G1/ Ker ¢ 2 Im .

BEWEIS. Wir kénnen ¢ als surjektive Abbildung von G auf Im ¢ interpretieren.
Durch ¢(z1) = ¢(z2) wird dann eine Kongruenzrelation z1 = x5 auf G; definiert, die
mit der Nebenklassenbildung modulo Ker ¢ iibereinstimmt. Sie induziert daher eine
Bijektion von G/ Ker ¢ mit Im .

(1.19) BEISPIEL. Sei ¢ : Z2 — Z definiert durch ¢(z,y) = .
Dann ist Kerp = H = {(0,y) : y € Z}.
Jede Nebenklasse hat die Gestalt (z,0) + H.
Die Zuordnung (x,0) + H — z ist ein Isomorphismus von Z?/H mit Z.

(1.20) DEFINITION. Ist G eine endliche Gruppe, so nennt man die Anzahl |G| der
Elemente von G die Ordnung (G : 1) von G. Ist H eine Untergruppe der abelschen
Gruppe G, so bezeichnet man die Ordnung der Faktorgruppe G/H mit |G/H| =
(G: H).

(1.21) Satz. Fir jede endliche abelsche Gruppe G und jede Untergruppe H von
Gygilt (G:1)=(G:H)(H:1).

BEWEIS. Jede Nebenklasse © + H besitzt genau |H| = (H : 1) Elemente. Da es
(G : H) Nebenklassen gibt und alle disjunkt sind, ist (G : H)(H : 1) = (G : 1), wie
behauptet.

Eine unmittelbare Folgerung ist

(1.22) Satz von Lagrange. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist die
Ordnung jeder Untergruppe H von G ein Teiler der Gruppenordnung.

(1.23) Satz. Sei ¢ : Z" — Z"™ ein Homomorphismus, der durch die (n x n)-
Matrixz A gegeben ist. Er ist genau dann ein Isomorphismus, wenn det A = +1 ist.

BEWEIS. Sei ¢ ein Isomorphismus und ¢(x) = Ax und ¢~ !(y) = By. Wegen
op !t =ty =idist BA= AB = I, die Einheitsmatrix in Z".

Daher gilt det A - det B = det(AB) = det I,, = 1.

Da det A € Z und det B € Z, ist das nur fiir det A = £1 moglich.
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Ist umgekehrt det A = 41, dann ist A~! eine ganzzahlige Matrix.
Denn ist A;; die Matrix, die aus A durch Streichung der é-ten Zeile und j-ten Spalte
entsteht und adj A die Adjungierte von A, deren (i, j)-tes Element (—1)"7 det A, ist,
so ist bekanntlich 1
-1 .
= ——(adjA).
det A (adjA)
Da adjA ganzzahlige Elemente hat und det A = +1 ist, hat A~! ganze Zahlen als
Elemente und definiert daher einen Automorphismus von Z".

(1.24) Satz. Die abelschen Gruppen Z™ und Z™ sind genau dann isomorph, wenn
m = n ist.

BEWEIS. Sei ¢ : Z™ — Z" ein Isomorphismus und sei o. B. d. A. m > n. Dann
gibt es eine (n x m)-Matrix A und eine (m x n)-Matrix B mit ganzzahligen Elementen,
so daB p(x) = Az und p~1(y) = By gilt.

Dabei ist BA=1,, und AB = 1I,.
Wir ergénzen A zu einer (m x m)-Matrix A’ durch Anfligen von m —n Nullzeilen und
ebenso B zu B’ durch Einfiigen von m — n Nullspalten. Dann ist

air . Aim
b11...b1, 0---0
B'A = - Ap1 0 Qpm | = Im.
b1 bmn 00 o - 0
0 0

Wegen det A’ = det B’ = 0 wiirde daraus folgen
0 =det(B'A") =det I, = 1.

Dieser Widerspruch zeigt, dal m = n sein mu8.

(1.25) BEMERKUNG. Man hitte dieses Resultat auch folgendermafien erhalten
konnen:

Sei ¢ : Z"™ — Z" ein Isomorphismus.

Sei H = 27Z™ die Untergruppe von Z™, die aus allen Vektoren mit geradzahligen
Elementen besteht. Dann ist (H) = 2Z"™.

Denn ¢(2x) = p(x + x) = @(x) + p(x) = 2p(x) € 2Z™. Ist y € 2Z™ beliebig, so
ist y = 2y; mit y; € Z". Da ¢ surjektiv ist, ist y; = p(x1) fir ein zy € Z™. Daher
gilt y = y1 +y1 = (1) + o(x1) = p(x1 + 1) = ©(221) € p(H).

Nun ist Z™/2Z" = (Z/2Z)", da jede Restklasse mod 2Z" einen Représentanten
enthélt, dessen Elemente 0 und 1 sind.

Der Kern der Abbildung Z™ > 7" — 7727 ist 272

Somit gibt es einen Isomorphismus
QL") — 7" 27",

Die beiden Gruppen miissen daher insbesondere gleich viele Elemente besitzen. Es
muf also 2™ = 2" sein und daher auch m = n.
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(1.26) DEFINITION. Die abelsche Gruppe Z"™ (und natiirlich auch jede dazu iso-
morphe Gruppe G) heift freie abelsche Gruppe vom Rang n.

Nach diesen Uberlegungen wollen wir uns nun der Frage zuwenden, wie abelsche
Gruppen ezplizit aussehen konnen.

Im Fall von Vektorrdumen wissen wir folgendes:

Ist V ein Vektorraum tiber dem Korper K und X C V eine beliebige Teilmenge,
so gibt es einen kleinsten Vektorraum (X) C V, der X umfafit. Er besteht aus allen
endlichen Linearkombinationen > A\;x; mit A; € K und z; € X. Fir X = () reduziert
sich diese Menge auf das Nullelement 0.

Ist (X) =V, so heiit X ein Erzeugendensystem fiir V. Ist | X| < oo, so heiit V'
endlichdimensional. Es gilt dann V' = K™ fiir ein eindeutig bestimmtes n € N. Die
Dimension n von V fallt mit der Anzahl der Elemente einer Basis von V' zusammen.
FEine Basis ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

(1.27) Satz. Fiir jede Teilmenge X einer abelschen Gruppe G gibt es eine kleinste
Untergruppe (X) von G, welche alle Elemente x € X enthdlt. Man nennt sie die von
X erzeugte Untergruppe.

BEWEIS. Ein reiner Existenzbeweis kann folgendermaflen gefiithrt werden: Man
betrachte die Menge S aller Untergruppen H von G, die X enthalten. Diese Menge
ist nicht leer, weil jedenfalls G € S ist. Nun ist der Durchschnitt beliebig vieler
Untergruppen wieder eine Untergruppe.

Daher ist (1 eq H eine Untergruppe und offenbar die kleinste Untergruppe, die
X umfafit. Sie ist also unsere gesuchte Untergruppe (X).

Das ist die sogenannte Bildhauermethode. Aus ihr ist nicht unmittelbar ersichtlich,
wie (X) konkret aussieht.

(1.28) Satz. Die von X erzeugte Untergruppe (X) besteht aus allen endlichen
Linearkombinationen

ZTLZ‘ZL'Z', n;, € Z, x;€X.
Sie reduziert sich auf das neutrale Element 0, falls X = ) ist.

Beweris. Es ist klar, dafl (X) jede solche endliche Linearkombination enthalten
mufl. Andererseits bildet die Menge aller solchen Linearkombinationen aber bereits
eine Gruppe, die also mit (X) iibereinstimmen muf.

(1.29) DEFINITION. Sei X C G. Ist (X) = G, so heifit X ein Erzeugendensystem
fir G. Ist | X |< oo, so heifit G endlich erzeugt.
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(1.30) Satz. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G, die von n Elementen
erzeugt wird, laft sich als homomorphes Bild einer freien abelschen Gruppe Z™ darstellen.

BeEwEIs. Sei X = {ay,...,a,} ein endliches Erzeugendensystem fiir G und
{e1,...,e,} die kanonische Basis von Z". Dann ist die Abbildung ¢ : Z"™ — G durch
o(e;) = a;,i = 1,...,n, eindeutig festgelegt und ein Homomorphismus, der wegen

(X)) = G surjektiv ist. Daher gilt

G=7Z"/Kerep.

Dieser Satz ist der Ausgangspunkt fiir eine konkrete Darstellung der endlich—
erzeugten Gruppen.

Zunachst wollen wir jedoch eine Charakterisierung der freien Gruppen geben.

(1.31) DEFINITION. Eine Menge X = {ay,...,as} C G heifit unabhdngig, wenn
es keine nichttriviale Linearkombination Zle n;a; mit n; € Z gibt, die 0 ist.

Anders ausgedriickt: X ist unabhéngig, wenn aus >, n;a; = 0 folgt n; = 0,
i=1,2...,5.

Die Menge X heifit Basis von G, wenn sie G erzeugt und unabhéngig ist.

(1.32) Satz. Fine abelsche Gruppe G ist genau dann frei und isomorph zu Z™,
wenn sie eine Basis {ay,...,a,} besitzt.

BEWEIS. Z" besitzt {ei,...,e,} als Basis. Ist ¢ : Z" — G ein Isomorphismus,
dann ist auch {¢(e1),...,p(e,)} eine Basis, weil

Yn;p(e;) = 0 gleichbedeutend mit Xn;e; = 0,

d.h. mit n; = 0 ist.

Ist umgekehrt {aq,...,a,} eine Basis, so ist der in (1.30) definierte Homomorphis-
mus injektiv und daher ein Isomorphismus. Denn ist ¥n;e; € Ker ¢, so ist ¥n;a; =0
und daher alle n; =0, d.h. ¥n;e; = 0.

(1.33) Satz. Jede Untergruppe H einer freien Gruppe Z° ist wieder frei und ihr
Rang ist hochstens gleich s.

BEWEIS. Fiir s = 1 ist das trivialerweise richtig, weil jede Untergruppe H von Z
die Gestalt H = aZ hat.
Ist a = 0, so ist H = Z° und daher frei.
Ist a # 0, so ist an = 0 nur fiir n = 0 moglich und daher ist aZ frei.

Wir kénnen annehmen, dafl der Satz bereits fiir Z°~! bewiesen ist. Sei nun H eine
Untergruppe von Z*. Jedes Element h € H hat die Gestalt

ho= (Rt hoiohs) = (B, b1, 0) 4+ (0, hy) = B+ 1.
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Dabei bilden die Elemente k eine Untergruppe von Z*~1x(0) = Z*~! und die Elemente
[ eine Untergruppe von (0)*~! x Z = Z.

Nach Voraussetzung gibt es unabhéngige Elemente aq,...,a;—1 mit 1 < ¢ < s,
die die erste Untergruppe erzeugen und ein Element a;, welches die zweite Unter-
gruppe erzeugt, falls diese # (0) ist. Ist sie (0), so kann man die leere Menge als
Erzeugendensystem wahlen.

Es ist klar, dafl im ersten Fall {aq,...,a:—1,a:} und im zweiten Fall {a1,...,a:—1}
unabhéngig sind.

Damit ist der Satz bewiesen.

Dieser Satz ist ein Analogon zur Tatsache, daf} jeder lineare Teilraum eines n-
dimensionalen Vektorraumes ein m-dimensionaler Teilraum mit m < n ist.

Nachdem wir einen Uberblick iiber die freien endlich-erzeugten abelschen Gruppen
gewonnen haben, wollen wir einen anderen Extremfall untersuchen, namlich die von
einem Element z erzeugten abelschen Gruppen (x).

(1.34) DEFINITION. Eine von einem Element erzeugte Gruppe (z) heifit zyklische
Gruppe.

(1.35) Satz. Die einzigen zyklischen Gruppen sind bis auf Isomorphie (0), Z und
Z/nZ firn > 2.

BEWEIS. Wir betrachten die Abbildung ¢ : Z — (z), definiert durch ¢(n) = nx.
Dann ist () =Imp 2 Z/Ker p = Z/mZ fiir ein m > 0.

Sei G eine endliche abelsche Gruppe und x € GG. Dann ist auch die von z erzeugte
zyklische Gruppe (x) endlich. Thre Ordnung bezeichnet man auch als Ordnung von z.
Sie ist die kleinste natiirliche Zahl n > 1 mit nz = 0, da die verschiedenen Elemente
von Z/nZ die Elemente 1,2,...,m = 0 sind.

(1.36) Korollar. Die Ordnung ordx jedes Elements x ist ein Teiler der Grup-
penordnung.

BEWEIS. Das folgt aus dem Satz von Lagrange fiir H = (z).

(1.37) Satz. Die erzeugenden Elemente k € Z/nZ, d.h. die Elemente k mit
1<k <n und (k) =7Z/nZ, sind genau jene, die relativ prim zu n sind.

BEWEIS. k ist genau dann eine Erzeugende, wenn unter den Elementen k, 2k, 3k, . ..
das Element 1 vorkommt. Denn dann kommen auch alle anderen Elemente vor. Das
ist genau dann der Fall, wenn ein 4 existiert mit ¢k = 1 in Z/nZ, d.h. wenn 4 und [
existieren mit ik + In = 1 und das wieder bedeutet & 1 n.
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Wir wollen nun zeigen, dafl jede endlich-erzeugte abelsche Gruppe G als kartesis-
ches Produkt von zyklischen Gruppen darstellbar ist.

Das ist dann das genaue Analogon zum Darstellungssatz fiir endlich-dimensionale
Vektorrdaume V in der Form V =2 K" = K x --- X K. Denn jeder Faktor K kann als
wzyklischer“ Vektorraum interpretiert werden, weil (z) := Ko = K fiir « # 0 ist.

Dazu benétigen wir noch den Begriff der Summe von Untergruppen.

Ist V' ein Vektorraum und sind M; und M5 lineare Teilrdume, so versteht man
unter der Summe My + My den von M; und My erzeugten Teilraum (M; U Ms). Sie
besteht aus allen Elementen my + mo mit m; € M;. Die Darstellung m = mq + ms
ist genau dann eindeutig, wenn M; N My = (0) ist. Man nennt dann M; + M eine
direkte Summe und deutet das durch die Schreibweise M7 @ Mo an.

Analoges gilt fiir abelsche Gruppen.

(1.38) Satz. Seien Hy und Hy Untergruppen von G. Dann ist die Summe H =
Hy + Hy die Untergruppe (Hy U Hy), die von Hy U Hy erzeugt wird. Jedes h € H ist
dann von der Gestalt h = hi + ho mit h; € H;. Diese Darstellung ist genau dann
eindeutig, wenn Hy N Hy = (0) ist. Wir nennen dann Hy + Hy eine direkte Summe
und deuten das durch die Schreibweise Hy @ Ha an.

FEs ist dann Hy & Hy =2 Hy X Hs.

BEWEIS. Jedes h € H hat eine Darstellung h = hi+ho mit hy € Hy und hy € Ho,
weil Linearkombinationen von Elementen aus H; wieder in H; liegen.
Ist hy + ho = A} + hY, so ist hy — h] = hy, — he € Hy N Hs.
Ist Hy N Hy = (0), so folgt hy = A} und he = hj,.
Ist H N Hy 7é (0) und hg 7é 0 aus Hy N Hs, so sind (h1 + ho) +hy = hy + (hz + ho)
zwei verschiedene Darstellungen desselben Elements.

Sei nun Hqy N Hy = (0) und ¢ : H; ® Hy in Hy; x Hy gegeben durch p(h) =
@(h1 + ha) = (h, ha).

Diese Abbildung ist wegen der Eindeutigkeit der Darstellung wohldefiniert und
ein Homomorphismus, der injektiv und surjektiv ist.

(1.39) Beispiele fiir direkte Summen liefert der chinesische Restsatz III. (3.28).

Sei z. B. a L bund n = ab.

Dann ist die Zuordnung ¢ — (¢ mod a,i mod b) ein Ring - und daher umso mehr
ein Gruppenisomorphismus von Z/nZ auf das kartesische Produkt Z/aZ x Z/bZ.
Entspricht y; € Z/nZ dem Paar (1,0) und yo dem Element (0,1), so ist die Un-
tergruppe Hi : (y1) isomorph zu Z/aZ und Hy := (ys) isomorph zu Z/bZ und
Z/nZ = H1 ) HQ.

Es ist klar, dafi die Untergruppen von Z/nZ mit den Idealen des Rings Z/nZ
yidentisch* sind, weil die Multiplikation hier eine iterierte Addition ist. Man beachte
jedoch, daf das Ideal d(Z/nZ) fiir d > 1 kein KRE ist (weil es kein Einselement
besitzt), wohl aber eine Untergruppe von Z/nZ, die iiberdies wieder zyklisch ist.
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(1.40) Satz. Sei d | n. Die Untergruppe d(Z/nZ) von Z/nZ ist isomorph zu
VAEYA

Das ist klar. Denn die Vielfachen d, 2d, ..., (4 —1)d = n—d, 5d = n = 0 spannen
d(Z/nZ) auf und die Zuordnung id — i ist offenbar ein Isomorphismus.

(1.41) Korollar. Sei k € Z/nZ und d = ggT(n, k). Dann gilt

k(Z/nZ) = Z/%Z.

Das folgt sofort aus II1.(2.9).

Wir kénnten (1.41) auch folgendermaflen formulieren:
Die n Elemente
0 mod n, k mod n, 2k mod n, ..., (n— 1)k mod n
bestehen aus d Kopien der Z Elemente
0,d,2d,...,(5 —1)d =n—d aus dZ/n’Z,

die eine zyklische Gruppe der Ordnung % bilden.
(1.42) Korollar. Sei k € Z/nZ und d = ggT(n, k). Dann gilt
(Z/nZ)/k(Z/nZ) = (Z/nZ)/d(Z/nZ) = 7 /dZ.
Ist speziell p eine Primzahl, dann gilt

Z/pZ , wennp|n

(Z/nZ)/p(Z/nT) = {

(0) , wennptn

Um zu dem Darstellungssatz fiir endlich-erzeugte abelsche Gruppen zu kommen,
sehen wir uns noch einmal die Situation bei Vektorraumen an.

Wird V von einer endlichen Menge X erzeugt, dann gibt es auch eine erzeugende
Menge B mit minimaler Anzahl |B| von Elementen. Eine solche Menge B ist l.u.a.
und daher eine Basis.

Denn gébe es eine nichttriviale lineare Relation, etwa X\;b; = 0 mit A\; # 0, so

ware )
b=- b
it 1
und daher bereits die kleinere Menge B \ {b;} ein Erzeugendensystem.

Bei einer Gruppe ist die Situation nicht so einfach, weil man nicht durch A; divi-
dieren kann. So wird etwa die zyklische Gruppe Z/nZ von einem Element 1 erzeugt
und trotzdem gibt es die nichttriviale Relation n-1 = 0. Wir miissen daher ein wenig
anders vorgehen:
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Wir betrachten fiir eine endlich-erzeugte abelsche Gruppe G alle Erzeugenden-
systeme mit der Minimalzahl s von Elementen. Gibt es darunter ein unabhangiges
Erzeugendensystem, also eine Basis {b1,...,bs}, dann ist nach (1.32) G = Z° und wir
haben eine Darstellung.

Wenn dieser Fall nicht eintritt, gibt es fiir jedes Erzeugendensystem F' mit (der
Minimalzahl von) s Elementen eine nichttriviale Relation

nixy + -+ ngxs = 0.

Da dann auch —njxy — - -+ — ngzs = 0 ist und man die Reihenfolge der Elemente
x; € F beliebig abdndern kann, muf} es mindestens ein F' = {z1,...,2,} geben mit
(F) = G, bei welchem ny > 0 die kleinste positive Zahl n; ist, die in irgendeiner
nichttrivialen Relation auftritt.

Wir behaupten, daf§ dann jedes n; ein Vielfaches von n ist.

Es gentigt, das fiir ny zu zeigen.

Sei ng =qny +r mit 0 <r < ny.
Dann ist
(1 + qra, @9, ..., 25) =G
und nq (21 + qra) + regs + -+ nsxs =0
eine nichttriviale Relation.
Wiare 0 < r < nq, so ware das ein Widerspruch zur Definition von ni. Es ist also
r = 0 und ns ein Vielfaches von nq.
Ist mixz1 + - - +msxs = 0 eine andere nichttriviale Relation fiir F', dann ist auch my
ein Vielfaches von nj.
Denn sei m; = gnq +r mit 0 < r < n;y.
Dann ist
(m1 — qni)zy + (mg — qna)ze + - + (ms — qng)zs =
=mix1 + -+ MeTs — q(man + -+ ) = 0.
Wiére 0 < r = m1 — gny < n1, so ergabe sich wieder ein Widerspruch zur Wahl von
ni.
Sei also nyx1 + - -+ + nsxs = 0 die oben gewéhlte Relation mit minimalem n; > 0.
Dann gilt also n; = nyp; fir ¢ > 1.
Sei Yy =21 +p2x2+ -+ Pss.
Dann ist n1y = 0 und (y, z2,...,x5) = G.
Wegen der Minimalitét von s ist y # 0.
AuBlerdem ist
<y> N <IE2, s 7xn> = (0)
Denn wiére t1y = toxg + - - - + tsxs # 0. Dann wére
t1x1 + (tip2 — t2)wa + -+ + (t1ps — ts)xs = 0.
Fiir t; # 0 wére das eine nichttriviale Relation und daher miifite ¢; ein Vielfaches von
ny sein, t1 = qnq.
Dann wiirde aber folgen
t1y = (qn1)y = q¢(n1y) = q0 = 0, ein Widerspruch.

Nun koénnen wir die gesuchte Darstellung ableiten.
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(1.43) Satz. Sei G eine endlich—erzeugte abelsche Gruppe und s die Minimalan-
zahl von Erzeugenden. Dann ist G isomorph zu einem kartesischen Produkt von s
zyklischen Gruppen der Gestalt

(Z)mZ) x (Z)moZ) x -+ x (L/msT),

wobei my | ma | -+ | my gilt.

BEWEIS. Fiir s =1 stimmt das nach (1.35).

Wir kénnen daher annehmen, dafl der Satz fiir ¢ < s bereits gezeigt ist. Nun ist
entweder G = 7Z° oder es existiert eine nichttriviale Relation. Dann ist nach obiger
Uberlegung

G = <y>@<$2,...,$5>,

wobel (y) = Z/n1Z ist, weil ny die kleinste natiirliche Zahl mit nyy = 0 ist.
Nach Induktionsvoraussetzung ist H := (xa,...,2s) = (Z/n2Z) X -+ X (Z/nsZ) mit
nyg | ms |- | ns.
Dabher ist
G (Z/mZ) x (Z/naZ) X -+ x (Z/nsZ),

dh. G = (21) ® (22) ® -+ ® (2,) mit (2;) = Z/n; L.
Somit ist n;z; = 0 fiir jedes 4 und daher auch

n1z1 +noze + -+ +ngzs = 0.

Nach der obigen Uberlegung gilt n4 | n2 und daher auch ny | ng | -« - | ns.

(1.44) BEISPIEL. Sei G = (Z/27Z) x (Z/3Z) x Z2.
Dann ist G endlich erzeugt. Um G in die angegebene Gestalt zu bringen, beachten
wir, dal Z/27Z x 7 /37 = 767 gilt.
Daher ist
G~ 7/6Z x Z)OZ x ZJ0Z

mit 6 | 0| 0.
Man sieht hier, daf§ n; = 6 ist. Wahlt man in G die erzeugenden Elemente
y1 = (1,0,0,0), yo = (0,1,0,0), y3 = (0,0,1,0) und y4 = (0,0,0,1), so ist 2y; = 0
eine nichttriviale Relation mit 0 < 2 < 6 = ny.

Das ist kein Widerspruch, weil hier nicht die Minimalzahl von s = 3 Erzeugenden
verwendet wurde.

Wir wollen nun zeigen, dafi die in (1.43) gegebene Darstellung sogar eindeutig
bestimmt ist. Wir wollen dabei im Folgenden fiir die zyklische Gruppe der Ordnung
n > 0 auch kurz C,, statt Z/nZ schreiben. Unter Cy wollen wir Z/0Z = Z verstehen.
Dazu verwenden wir das folgende Lemma.
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(1.45) Lemma. Sei G = Cpy, X -+ X Cpp, = Cpy X -+ x Cp, mit s < t und
my|me || ms, ny [ na | | Ny
Dann ist ny = 1, d.h. Cy,, = C; = (0).

BEWEIS. Zunéchst ist ny = 0 unmoglich. Denn sonst wéiren wegen ny | ng | -
alle n; = 0 und daher G = Z!.
In Z! gibt es kein Element endlicher Ordnung # (0,0, ...,0), weil aus n(k1,..., k) =
(0,0,...0) folgt nk; = 0. Ist ein k; # 0, so muf} also n = 0 sein.
Somit ist jedes Cp,, = Z und G = Z% = 7.
Nach (1.24) oder (1.25) ist das nur moglich, wenn s = ¢ ist.

Wir zeigen nun, dafl auch n; > 1 unmdglich ist.
Denn dann gébe es eine Primzahl p, die n; teilt. Beachtet man, daf nach (1.42) gilt

C, fallsp|n

Cp/pCr =
/P { 0) falls ptn

und daf} die Menge pG aller Elemente pg mit g € G eine Untergruppe von G ist, so
folgt aus
G=2Cpy XX Cp, 20y, X - X Oy,

daB pG = pCpyy X -+ X pChy, Z pChy X -+ X pCh,
und daher . .
G/pG =P Cn, /pCrn, =P C, = C}
i=1 i=1
gilt.
Andererseits ist .
G/pG = P O, /pCin, = Cyy |
j=1
wobei s’ die Anzahl der m; mit p | m; ist.
Wegen s’ < s < t ist das ein Widerspruch zu

p'=1|Ct = |G/pG| = |C5| =p*.

Als einzige Moglichkeit bleibt daher nur noch der Fall ny = 1, d.h. C,,;, = C; = (0)
iibrig.

Aus dem Lemma ergibt sich, daf fiir my > 1 und ny > 1 je zwei Darstellungen
G=2Cpy X+ xXCp, 2Ch, X xCh,

mit my|ma| -+ und nq|ns|--- dieselbe Anzahl s =t von Faktoren besitzen.
Wir wollen weiter zeigen, dafl sogar m; = n; fiir alle i gilt.
Dazu betrachten wir die Untergruppe n1G.
Wegen n,C,,, = (0) ist
an%’(O) XC% Xoeee XC%
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und andererseits

n1G = CZA X X C% mit dz' = ggT(nl,mi)
1 Ls

nach (1.42). Aus (1.45) folgt C'my = (0), d.h. %+ =1 oder di = ggT(n1,m1) = mi.
1

Es gilt also my | nq.

Analog gilt ny | my und daher ist m; = n;.

Es gilt also

G=Ch X Cpy X xChy, 2CH, X Cpy x - X Oy

mit ny | me und ny | no.

Bildet man nun noG, so fallt der erste Faktor weg und es ergibt sich wie oben my = no,
usw.

Ist ein n; = 0, so kénnen wir wie im ersten Teil von (1.45) vorgehen.

Es ergibt sich G = C),, x --- x Cyp, X 75~k wenn n;, das groBte der n; ist.

(1.46) Hauptsatz iiber endlich—erzeugte abelsche Gruppen. Jede endlich-
erzeugte abelsche Gruppe G ist isomorph zu einem direkten Produkt zyklischer Grup-
pen

G=Cph xCpy x -+ xCy,

mit ni|ng|... und ny # 1. Diese Darstellung ist eindeutig bestimmt. Die Anzahl r
der n; = 0 heifst der Rang von G.

(1.47) Korollar. Jede endliche abelsche Gruppe G ist isomorph zu einem direk-
ten Produkt Cy,, X -+ - X Cp, endlicher zyklischer Gruppen mit my|ms|-- - , wobei alle
m; > 1 sind. Die m; sind eindeutig bestimmt. Es gilt |G| = my -+ - ms.

(1.48) Korollar. Sei G eine endliche abelsche Gruppe in der Darstellung von
(1.47). Nennt man ms; = exp G den Ezponent von G, so ist expG die mazimale
Ordnung eines Elements von G. Die Gruppe G ist genau dann zyklisch, wenn exp G =
|G|. Im allgemeinen Fall ist die Ordnung jedes Elements x € G ein Teiler von exp G.

BEWEIS. G ist genau dann zyklisch, wenn s = 1 ist. Denn ist G = (), zyklisch, so
ist das eine Darstellung der in (1.47) angegebenen Art und wegen der Eindeutigkeit
gibt es keine andere.

Fiir jedes = € G gilt klarerweise msz = 0. Die Ordnung von x ist daher ein Teiler
von mg = expG.

(1.49) BEeispIEL. Wie sehen alle abelschen Gruppen der Ordnung 16 aus?
Hier mufl my - - - ms = 16 sein und jedes m; eine Potenz von 2.

Das gibt die folgenden Moglichkeiten:
016, 02 X Cg, 04 X 04, 02 X 02 X 04, 02 X 02 X 02 X CQ.
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Analog sind alle Gruppen der Ordnung 36 = 22 - 32 gegeben durch:
0367 02 X 018; 03 X 012 und 06 X 06-
Z. B.ist Cy x C3 x C3 = C3 x (13, weil C3 x Cy = (45 ist.

(1.50) Die Gruppen Cro x Cgq und Css X Cigs sind isomorph.
Um das zu zeigen, zerlegen wir jedes C,, nach dem chinesischen Restsatz in ein karte-
sisches Produkt von Cj: mit Primzahlpotenzen p.
Das ergibt
072 = Og X 09, 084 = 04 X 03 X 07, 036 = C4 X Cg, 0168 = Cg X 03 X 07.
Daher ist

Croa X Cgy 2 Cy x Cg x C3 x Cyg x C
undC’36XC1682C4><C8><C3><C9><C7.

Sie sind also isomorph. Um die kanonische Darstellung (1.47) zu finden, nehmen
wir fiir jede Primzahl p den zyklischen Faktor der hochsten Ordnung und fassen das
kartesische Produkt dieser Faktoren nach dem chinesischen Restsatz zu einer zyk-
lischen Gruppe C,,, zusammen. Das iterieren wir solange, bis alle Faktoren aufge-
braucht sind. In unserem Fall erhalten wir
Clro X Cgy = (Cg x Cy X C7) X (C4 X Cg) = (504 X Cho.

Die kanonische Darstellung ist somit C1o X Cjo4 mit 12 | 504.

(1.51) Satz. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es zu jedem Teiler
d der Gruppenordnung |G| eine Untergruppe H der Ordnung |H| = d in G.

BEWEIS. Sei G = Cyp, x Cp, X -+ X Cp,.
Dann ist |G| = ning - - ns. Nun zerlege man d in der Form d = dyds - - - ds mit d; | n;
und wihle in C,, eine Untergruppe H; der Ordnung d;. (Das geht nach (1.40)). Dann
ist H := Hy X --- x Hy eine Untergruppe der gesuchten Ordnung.

AbschlieBend wollen wir die Struktur der multiplikativen abelschen Gruppe (Z/nZ)*
aller invertierbaren Elemente von Z/nZ bestimmen.

Wir wissen bereits, daf i € Z/nZ genau dann invertierbar ist, wenn ai = 1 fiir ein
a € Z/nZ gilt, d.h. wenn ai+In =1 in Z gilt, d.h. wenn ¢ L n ist. Die invertierbaren
Elemente von Z/nZ fallen also mit den erzeugenden Elementen der additiven Gruppe
Z/nZ = C,, zusammen.

Aus dem chinesischen Restsatz folgt, dafl fiir paarweise teilerfremde myq, ..., mg
gilt

(Z)my - -msZ)* = (Z)miZ)* x - X (Z]/mZ)*.

Denn i L my - --ms ist gleichbedeutend mit ¢ L m; fiir alle j.
Ist also n = pi* ... pks so gilt

(Z/nZ)* = (Z/py' L) x --- x (Z/py*Z)".
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Wir bezeichnen die Anzahl |(Z/nZ)*| der invertierbaren Elemente von Z/nZ mit
©(n) und nennen ¢ die Fuler’sche p-Funktion.

Dann gilt also
p(n) = o(Py)p(ph?) - - p(phe).

Fiir eine Primzahlpotenz p* sind alle Elemente von Z/p*Z invertierbar auBer den
Vielfachen 0, p, 2p, ..., (p*~1 — 1)p von p.
Es ist also ¢(p*) = pF —pF~1 = pF(1 - 1).

p
Somit ist
S 1 : 1 1
o) =[]l — =) =n]]JOa-=)=n]J--).
Pl i ST D om P

Auflerdem ist 3, ¢(d) = n.
Denn sei fir d | n

Sq={i:1<i<n,ggl(i,n) = g}
Dann sind die Sy paarweise disjunkt und ihre Vereinigung ist {1,...,n}. Weiters ist
|Sa| = o(d), weil ggT(i,n) = % genau dann gilt, wenn i = %j mit j L d ist.
Insgesamt ergibt sich

(1.52) Satz. Seip(n) die Ordnung der multiplikativen abelschen Gruppe (Z/nZ)* .
Dann ist p(n) die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen i mit 1 <i <n und es gilt:

1
p(n) = n;[(l )

Nun wollen wir noch ein niitzliches Kriterium dafiir ableiten, dafl eine endliche
abelsche Gruppe G zyklisch ist.

(1.53) Satz. Sei G eine endliche abelsche multiplikativ geschriebene Gruppe mit
Einselement 1. Hat die Gleichung x¢ = 1 fiir jeden Teiler d der Gruppenordnung | G |
héchstens d Léosungen in G, dann ist G zyklisch.

BEWEIS. Das folgt sofort aus (1.47). Denn ist s > 1, so hat die Gleichung m,x =
0, dh. multiplikativ geschrieben s = 1, in G mehr als m, Losungen.

Wir wollen aber jetzt einen weiteren Beweis geben, der ohne den Hauptsatz aus-
kommt.

Sei |G| =n. Ist g€ Gund ord g =d, soist d | nund 1,g,¢2,...,¢% ! sind genau
d Losungen von z¢ = 1. Nach Voraussetzung sind das alle Lésungen in G.

Daher gibt es in G entweder 0 oder genau (d) Elemente der Ordnung d. Sei a(d)
diese Anzahl.
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Dann ist

n=|Gl=> a(d) <> ¢(d)=n.

d|n d|n

Das ist nur moglich, wenn a(d) = ¢(d) fur alle Teiler d | n erfiillt ist. Speziell ist
a(n) = ¢(n) > 1. Es gibt also mindestens ein Element der Ordnung n, d.h. G ist
zyklisch.

Es gibt nattirlich sehr viele abzahlbare abelsche Gruppen, die nicht endlich erzeugt
sind.

(1.54) BeispieL. Die Gruppe Q der rationalen Zahlen beziiglich der Addition ist
nicht endlich erzeugt.

BEWEIS. Angenommen es gibe rq,...,7r, € Q, sodaf jede rationale Zahl r eine
Darstellung der Gestalt r = Iy + -+ - + l,,7, mit [; € Z hétte. Dann konnte man auf
gemeinsamen Nenner bringen.

Das ergibe

T =

k
k ks
pll “e ps
mit einem festen Nenner. Das ist aber unméglich. Denn ist p eine Primzahl, die von
p1,...,Ps verschieden ist, so hat z. B. % keine solche Darstellung. Denn sonst wére

kp = p’fl ---pPs. Das widerspriche der eindeutigen Primfaktorzerlegung.

Es sei noch bemerkt, daB jede endlich erzeugte Untergruppe H von Q zyklisch ist.
Denn sei {*%,..., ™} ein Erzeugendensystem, wobei wir die Erzeugenden gleich in
der Form % mit r; € Z und gemeinsamem Nenner s geschrieben haben. Die Elemente
von H sind dann alle Elemente der Gestalt

llrl + - +lnrn
S

mit I; € Z. Nun ist rZ+---+1,7Z ein Ideal in Z und daher ein Hauptideal dZ. Somit
hat jedes Element von H die Gestalt % mit k € Z,d.h. H = (g> ist zyklisch.
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2. Moduln.

Die Analogie zwischen Vektorrdumen und abelschen Gruppen legt es nahe, eine
gemeinsame Verallgemeinerung zu suchen, auf welche sich die meisten Ergebnisse
iibertragen lassen. Eine solche Verallgemeinerung stellt der Begriff des R-Moduls
dar.

(2.1) DEFINITION. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Unter einem
R-Modul versteht man eine additiv geschriebene abelsche Gruppe M, auf welcher der
KRE R linear operiert. Ein R-Modul M kann daher durch die folgenden Axiome
beschrieben werden:

(1) Jedem geordneten Paar (z,y) € M x M ist ein Element x +y € M, die
Summe der Elemente x und y, zugeordnet.

2) z+y=y+uzfirallexz,ye M.

3) v+ (y+2) = (z+y)+zfiralle z,y,z € M.

4) Es existiert 0 € M mit  + 0 = z fiir alle z € M.

5) Zu jedem x € M existiert (—z) € M mit z + (—z) = 0.

6) Fiir jedes r € R und « € M ist ein Produkt rz € M definiert.

7) (rire)x = ri(rex) fiir 1,70 € Rund z € M.

8) (r1+ro)x =rix + rex fiir 1,72 € Rund x € M.

9) r(x+y)=re+ryfirr € Rund z,y € M.

0) 1-z=uzfiralleze M.

=~ o~~~ o~~~ —~

—~

Als Spezialfille ergeben sich fiir R = Z die abelschen Gruppen und fiir einen
Korper R = K die Vektorraume.

Auflerdem kann jeder KRE R und allgemeiner jedes Ideal J von R als R-Modul
interpretiert werden.

(2.2) BEISPIEL. Sei K ein Kérper und V' ein K[X]-Modul. Wir wollen zeigen,
dafl auch dieser Begriff eine ganz konkrete Interpretation besitzt.

Da man die Elemente v € V speziell mit A € K multiplizieren kann, ist V' ins-
besondere ein Vektorraum iiber K.

Sei nun A : V — V definiert durch Av = Xwv.
Dann ist

A1 + pog) = X (Mg + pwg) = AX vy + pXvy = MNAvy + pAvs.
D.h. A ist eine lineare Abbildung von V' in sich, d.h. ein linearer Operator auf V.
Somit gilt schlieflich fiir f(X) € K[X]
f(X)v = (BapXF)v = BapAfv = f(A)w.

Ist umgekehrt A : V' — V ein linearer Operator und setzt man f(X)v := f(A)v,

so wird V zu einem K[X]-Modul.

Lineare Operatoren auf einem Vektorraum iiber einem Korper K und K[X]-
Moduln sind also im wesentlichen dasselbe.
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(2.3) DEFINITION. Sind M und N R-Moduln und ist ¢ : M — N ein Gruppen-
homomorphismus, so nennen wir ¢ einen R-Modul-Homomorphismus, wenn

p(re) = re(z)

fur alle r € R und =z € M erfullt ist.

Die R-Modulhomomorphismen sind also die Gruppenhomomorphismen, die mit
der Multiplikation ,kommutieren “.
Fiir R-Moduln M und N wollen wir einfach von Homomorphismen sprechen, wenn
es sich um R-Modulhomomorphismen handelt.

(2.4) Ist ¢ ein bijektiver Homomorphismus vom R-Modul M auf den R-Modul N,
dann ist auch ¢~ : N — M ein Homomorphismus. Man nennt dann ¢ einen (R-
Modul-) Isomorphismus und sagt, M und N seien als R-Moduln isomorph, in Zeichen
M= N.

(2.5) Eine Untergruppe N des R-Moduls M heiit Teil- oder Untermodul von M,
wenn N abgeschlossen beziiglich der Multiplikation mit Elementen r € R ist. Eine
nicht leere Teilmenge N ist also genau dann ein Teilmodul von M, wenn mit = und y
auch rx + sy fiir beliebige r,s € R in N liegen.

Ist z. B. M = R, so sind die R-Teilmoduln genau die Ideale J von R.

Umgekehrt kann man auch jeden R-Modul M als Ideal eines geeigneten KRE S
darstellen.

Die Idee, die dahinter steckt, ist die, in M eine Multiplikation zu definieren, sodafl
M selbst einen Ring bildet. Hier bietet sich aber nur die triviale Multiplikation an,
namlich my - mo = 0 fiir alle m; € M. Diese besitzt natiirlich kein Einselement.
Auflerdem spielt dabei die Multiplikation mit Elementen aus R keine Rolle.

Man bildet daher alle formalen Summen a+m mit ¢ € R und m € M und definiert
dort

(a1 —+ ml)((lg + ’ITLQ) = aia2 + asmi + aymso + mimeo =

=aia2 + (a2m1 + almg).

Um diese Konstruktion exakt zu machen, ersetzt man wieder a + m durch das
geordnete Paar (a,m).

(2.6) DEFINITION. Sei R ein KRE und M ein R-Modul.
Dann sei R[M] die Menge aller geordneten Paare (a,m) mit a € R und m € M.

(2.7) Satz. R[M] wird ein KRE, wenn man die Summe durch
(a1, m1) + (a2, m2) = (a1 + a2z, m1 + ma) und das Produkt durch
(a1,m1)(az, ma) = (a1a2,aamy + aymy) definiert.

BEWEIS. Man rechnet sofort nach, dafl alle KRE-Axiome erfiillt sind.
Speziell ist das Einselement (1,0).
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Die Menge aller Paare (a,0) bildet einen Teilring, der zu R isomorph ist und die
Menge aller Paare (0,m) ist ein Ideal in R[M], welches als R-Modul isomorph zu M
ist.

Man kann R[M] auch mit der Menge aller Matrizen

(%)

mit der iblichen Matrixmultiplikation identifizieren, weil
ar M az  mg\ _ (aiaz, aymg+azm
0 a1 0 as 0 a1a2

(2.8) Ist N ein Teilmodul von M, so wird auch die Faktorgruppe M /N ein R-
Modul, wenn man

ist.

rle+N)=rz+ N

setzt.

Speziell kann jeder Restklassenring R/J als R—-Modul interpretiert werden.

Die Klasse der R—-Moduln enthalt also auch alle Ideale und Restklassenringe. Das
ist einer der Griinde, warum es zweckmafig ist, Moduln zu betrachten.

(2.9) Satz. Ist o : M — N ein R—Modulhomomorphismus, dann ist
Kery :={x € M : p(z) =0}

ein Teilmodul von M und Im ¢ := (M) ein Teilmodul von N und der Gruppenho-
momorphismus

M/ Kerp = Imep
ist ein R—Modulhomomorphismus.

(2.10) Satz. Ist (M;);cy eine Familie von Teilmoduln von M, dann versteht man
unter der Summe Y M; die Menge aller (endlichen) Summen > x;, wobei x; € M;
fir alle i € J, so daff jeweils nur endlich viele x; # 0 sind. Dann ist Y, M; der
kleinste Teilmodul von M, der alle M; umfafit. Ist speziell X eine Teilmenge von
M, so versteht man unter dem von X aufgespannten Teilmodul von M die Summe
(X):=>,cx Rx.

Analog ist (\ M; wieder ein Teilmodul von M, und zwar der grofste, der in allen
M!s enthalten ist.

(2.11) Satz.

(1) Sind N C M C L R-Moduln, dann gilt
(L/N)/(M/N)= L/M.

(2) Sind My, My Teilmoduln von M, dann gilt
(M7 + M)/ My = My /(M1 N My).
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BEWEIS.

(1) Sei¢:L/N — L/M definiert durch ¢(x + N) =z + M.
Dann ist ¢ ein wohldefinierter R—Modulhomomorphismus von L/N auf
L/M mit Ker ¢ = M/N. Das Resultat folgt daher aus (2.9).

(2) Der zusammengesetzte Homomorphismus

M2 e M1 +M2 e (Ml +M2)/M1

ist surjektiv und sein Kern ist M7 N Ms.

(2.12) Satz. Sind My,...,M, R-Moduln, dann wird das kartesische Produkt
My x -+ x M, wieder ein R—Modul, wenn man die Moduloperationen komponenten-
weise definiert, also speziell r(xy,...,2n) = (ray,...rx,) setzt.

Sind alle M; = M, so schreibt man dafiir auch M™, wobei M° = (0), der Null-
modul, set.

Insbesondere ist also R™ ein R—Modul.

Wir wollen die Elemente von R™ als Spaltenvektoren schreiben. Man zeigt dann
wie in (1.8), daf jeder R—Modulhomomorphismus ¢ : R™ — R™ durch eine n x m—
Matrix A gegeben ist, deren Elemente a;; € R sind.

Fir jede n x n-Matrix A = (a;;) mit a;; € R kann man wie in der linearen
Algebra die Determinante det A definieren und zeigen, dafl det A € R und det AB =
det A-det B gilt.

Genauso kann man die adjungierte Matrix adjA definieren durch

adj A= ((—1)i+j det Aji),

wobei A;; die Matrix ist, die aus A durch Streichen der i—ten Zeile und j—ten Spalte
entsteht.
Man zeigt dann, daf
(adj A)A = (det A)I

gilt. Das ist im wesentlichen die Cramer’sche Regel. Daraus ergibt sich

(2.13) Satz. Eine (n x n)-Matriz A = (a;;) tber einem KRE R ist genau dann
invertierbar, wenn ihre Determinante det A in R invertierbar ist.

Derselbe Beweis wie in (1.24) liefert nun
(2.14) Satz. Die R-Moduln R™ und R™ sind genau dann isomorph, wennn =m

18t.

Sehr niitzlich ist auch das folgende
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(2.15) Lemma. Sei R ein KRE, M ein R-Modul, A = (a;;) eine n x n— Matriz
mit Elementen aus R und v ein Spaltenvektor v € M™ mit Av = 0. Dann gilt auch
det A-v=0.

BEWEIS. Wegen Av = 0 ist auch (adj A)- Av =0, d.h. [(adj A) - A]Jv = 0 und das
bedeutet det A - v = 0.

0 2
Die Gleichung Az = 0 hat eine nichttriviale Lésung v = (3) ,obwohl det A =2 #0
ist.
Es gilt jedoch (det A)v =2(3) = (7).
Da det A = 2 nicht invertierbar ist, ist auch A nicht invertierbar.

(2.16) BEISPIEL. Sei R =7Z/6Z und A = <1 3>.

Wir kénnen nun eine Verallgemeinerung des Satzes von Cayley—Hamilton fiir Ma-
trizen iiber einem K RE R zeigen:

(2.17) Satz von Cayley—Hamilton. Sei R ein KRE und A = (a;;) eine nxn-
Matriz mit a;; € R. Ist f(X) = det(XI — A) € R[X] das charakteristische Polynom
von A, dann gilt f(A) =0.

BEWEIS. Wir machen geméafl Beispiel (2.2) R™ zu einem R[X]- Modul mit der
Multiplikation (ag + a1 X + -+ + aprX*)v = (ag + a1 A + - - ax A*)v fiir a; € R und
v e R"

Dann ist (XI — A)v = Xv — Av = 0 fiir alle v € R™.

Sei {e1,...,en} die kanonische Basis von R™ und w = (e1,...,e,)".

Dann ist Xe; = Ae; = Y a;je; und daher (XI — AY)w = (XI — A)'w = 0.

Aus (2.15) folgt daraus 0 = (det(X T — A))w = f(X)w, d.h. f(A)e; = f(X)e; =0
fiir alle ¢ und somit f(A) = 0.

BEMERKUNG. Im Fall eines Koérpers R = K ist das der tibliche Satz von Cayley—
Hamilton. Sei A eine n x n—Matrix iiber K. Ist ¢ : K[X] — K[A] der Einsetzung-
shomomorphismus, so ist Ker ¢ ein Ideal in K[X] und daher ein Hauptideal (m(X)).
Dann gilt m(A4) = 0 und f(X) € (m(X)), d.h. f(X) ist ein Vielfaches des Mini-
malpolynoms m(X).

Die Polynome m(X) und f(X) fallen i. a. nicht zusammen.

So ist z. B. fiir die n x n-Einheitsmatrix I,, das charakteristische Polynom f(X) =
(X —1)™, wahrend das Minimalpolynom m(X) = X — 1 ist.

Die Polynome m(X) und f(X) haben jedoch dieselben Nullstellen A € K (aber
ohne Beriicksichtigung der Vielfachheit!).

Denn ist f(A\) = 0, so ist det(A] — A) = 0. Daher hat die Gleichung (A\I — A)v =0
eine nichttriviale Losung v # 0 in K. Diese ist ein Eigenvektor von A, d.h. Av = A\wv.
Wegen m(A) = 0 ist auch m(A)v =0, d.h. m(A)v = 0 und somit m(A\) = 0.
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Wir betrachten nun den KRE R = K[A]. In R[X] gilt m(A)I = 0. Nach II. (4.9)
heiBit das, dafl XTI — A ein Linearfaktor von m(X)I ist:

m(X)I = (XI — A)g(X).

Auf beiden Seiten stehen n x n-Matrizen. Geht man zu den Determinanten iiber, so
folgt
m(X)" =det(XI — A)-detq(X) = f(X) - det g(X),

d.h. f(X) ist ein Teiler von m(X)™.
Somit gilt m(X)|f(X)|m(X)™, wenn m(X) das Minimalpolynom und
f(X) =det(XI — A) das charakteristische Polynom der n x n-Matrix A sind.

(2.18) DEFINITION. Der R-Modul M heiit endlich erzeugt, wenn eine endliche
Menge X = {aq,...,a,} existiert, sodafl M = (X) ist, d.h. jedes Element x € M eine
Darstellung der Gestalt z = ryaq + - -+ + rpa, mit r; € R besitzt.

(2.19) Satz. Ein R-Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wenn n € N ex-
istiert, sodafl M mit einem Quotientenmodul von R™ isomorph ist.

Der Beweis ist derselbe wie in (1.30) fir R = Z.

Man kann nun fiir Euklidische oder allgemeiner fiir Hauptidealringe R Verall-
gemeinerungen des Hauptsatzes tiber endlich erzeugte abelsche Gruppen beweisen.
Darauf wollen wir hier jedoch nicht naher eingehen. Es sei nur erwéhnt, dafl die von
einem Element a erzeugten Moduln (a), die man wieder zyklisch nennt, die Gestalt
M = R/J fiir ein Ideal J besitzen.

Seien nun R C S kommutative Ringe mit Einselement. Fiir x € S ist der Ring
R[z] aller Elemente der Gestalt Ya;z* mit a; € R ein R-Modul.

Wir interessieren uns nun dafiir, unter welchen Bedingungen dieser R-Modul R][z]
endlich erzeugt ist.

Nehmen wir an, R[z] werde von der endlichen Menge {c1,...,c,} erzeugt. Dann
ist jedes Element von R|x] eine Linearkombination der ¢;, also speziell gilt auch
xCi = a;1€1 + -+ ainCy, Mit a;; € Rftrallei =1,2,...,n.

Sei nun A die n x n-Matrix A = (a;;).
Dann sind diese Gleichungen dquivalent mit

C1 C1
xl | =A
Cn Cn
C1
oder (A—zI)| @ | =0.

Cn
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C1 0

Aus (2.15) folgt daraus det(A—I)- | + | = * |, dh. det(A —zI)-¢; =0 fiir
Cn 0

alle 7.

Dacy,- - ,c¢, den Ring R[x] erzeugen, gilt speziell 1 = ric; + - - - + ¢, mit gewissen

r; € R und daher auch det(A — zf) =det(A—al)-1=0.
Rechnet man diese Determinante explizit aus, so ergibt sich eine normierte Gle-
ichung der Gestalt
" +ax" M+ ta, =0

mit a; € R.

Wenn umgekehrt x € S einer solchen normierten Gleichung gentiigt, so 1afit sich
2" als Linearkombination von 1,z,--- ,2" ! darstellen. Dasselbe gilt dann auch fiir
2™t 2 +2 . Dabher liegt jedes 2™ in dem von 1,z,...,2" ! erzeugten R-Modul
(1,z,...,2" 1),

Da jedes Element von R[z] eine Linearkombination der Potenzen z? ist, ist
R[z] = (1,z,...,2" ') ein endlich erzeugter R-Modul.

Um die hier vorliegende Situation prézise formulieren zu koénnen, fithren wir die
folgende Definition ein.

(2.20) DEFINITION. Seien R C S kommutative Ringe mit Einselement. Ein Ele-
ment x € S heifit ganz dber R, wenn es einer normierten algebraischen Gleichung

"+ ax" M4 4 a, =0

mit a; € R gentigt.

Dann lassen sich die obigen Uberlegungen folgendermaBen formulieren:

(2.21) Satz. Seien R C S kommutative Ringe mit Einselement. Das Element
x € S ist genau dann ganz tiber R, wenn der Ring R[x] aller Elemente der Gestalt
Ya;x’ mit a; € R ein endlich erzeugter R-Modul ist.

(2.22) Korollar. Sind R C S kommutative Ringe mit Einselement und ist S als
R-Modul endlich erzeugt, so ist jedes Element x € S ganz tiber R.

Denn dann ist S = {¢1,...,c,) und somit z¢; = a;1¢1 + -+ - + aipcy,. Alles weitere
folgt wie oben.

(2.23) BEMERKUNG. Sind R =k und S = K Korper, so ist x € K genau dann
ganz iiber k, wenn es algebraisch iiber k ist.

Es stellt sich heraus, dafl der Begriff , ganz iiber R“ die ,richtige“ Verallgemeinerungfl
des Begriffs ,algebraisch iiber einem Korper k“ auf den Fall von kommutativen Ringen
mit Einselement darstellt.

Etwas mysterios ist vielleicht die Bezeichnung ,ganz“. Diese stammt aus der
Zahlentheorie. Wir haben schon in III.(5.18) gesehen, dafi die ganzen Gaufi’schen
Zahlen Z[i] und die Elemente von Z[iv/2] einen Euklidischen Ring bilden.
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Sie besitzen also insbesondere eine eindeutige Primfaktorzerlegung. Sie stehen also
zu ihren Quotientenkdrpern Q(4) bzw. Q(Z\/E) in dhnlicher Beziehung wie Z zu Q.
Man bezeichnet ihre Elemente als die ganzen Zahlen der entsprechenden Zahlkorper.

Natiirlich stellt sich sofort die Frage, ob man in einem beliebigen algebraischen
Erweiterungskorper Q(«) ebenfalls den Begriff ,,ganze“ Zahlen einfiithren kann.

Die naheliegendste Methode, einfach alle Elemente Yk;a’ mit k; € Z zu nehmen,
funktioniert nicht, da ja das primitive Element einer Korpererweiterung nicht ein-
deutig festgelegt ist. So ist etwa Q(i) = Q(ﬁ) und der damit gebildete Ring hat
nichts mit ganzen Zahlen zu tun.

Betrachtet man die Situation bei Z und Q, so sieht man, dafl jede rationale Zahl
% € Q einer Gleichung bX — a = 0 geniigt. Die Losung einer solchen Gleichung liegt
genau dann in Z, wenn b = 1 ist.

Das legt es nahe, sich auch im allgemeinen Fall auf normierte Gleichungen mit
Koeffizienten in Z zu beschréanken.

Das wird auch durch die folgende Uberlegung nahegelegt. Wir erwarten von einem
verniinftigen Begriff einer ,ganzen algebraischen Zahl“, daf§ diese Zahlen

(1) einen Ring bilden

(2) in Z liegen, falls sie rational sind, und daf}

(3) entweder alle Nullstellen eines irreduziblen Polynoms f(X) € Q[X] ganz
sind oder gar keine, d.h. daf} dieser Begriff nur vom Minimalpolynom abhéngt.ji

Ist also p(X) € Q[X] das normierte Minimalpolynom fiir eine ganze algebraische
Zahl a, dann sind nach 1) und 3) die elementarsymmetrischen Polynome der Wurzeln
wieder ganz algebraisch und nach 2) sogar in Z. Also liegen die Koeffizienten des
Minimalpolynoms p(X) in Z.

Wir wollen als Beispiel die Menge G(i/m) aller ganzen Zahlen im quadratischen
Zahlkorper Q(iy/m) fiir ein quadratfreies m explizit bestimmen und direkt zeigen,
daB sie einen K RE bildet. Quadratfrei bedeutet, daf in der Primfaktorzerlegung von
m jede Primzahl hochstens die Vielfachheit 1 besitzt. Da \/]? = p € Q ist, ist das
keine Einschrankung.

(2.24) Satz. Seim > 1 quadratfrei. Dann gilt

(1) Fiir m # 3 (mod 4) ist G(iv/m) = Z[z\/ﬁ]
(2) Fiir m =3 (mod 4) ist G(iv/m) = Z[M

2 I
BEWEIS. Die Zahl a + iby/m geniigt der Gleichung
X? —2aX 4 a® + mb? = (X — a — ibv/m)(X — a + iby/m) = 0.
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Damit alle Koeffizienten in Z sind, muf a von der Form a = £ mit p € Z sein. Da m
quadratfrei ist, muff auch b von der Form b = ,q € Z, sein.

AuBerdem muB p? + mg? durch 4 teilbar sein.

Da ein Quadrat = 0, 1 (mod 4) ist, muf also entweder p = ¢ = 0 (mod 2) sein oder
p=g¢g=1 (mod 2) und gleichzeitig m = 3 (mod 4) gelten.

Im ersten Fall ergibt sich Z[iy/m] und im zweiten Fall alle Elemente der Form

+b71+;ﬁ.

a

Es ist dann klar, da§ G(iv/m) einen Ring bildet.

BEMERKUNG. Man miifite noch zusatzlich zeigen: Wenn a + tby/m ganz ist, d.h.
einer normierten Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten geniigt, dann hat auch das
Minimalpolynom ganzzahlige Koeffizienten. Das folgt aus VII.(1.34).

Nun wollen wir zeigen, dafl die Menge aller iiber R ganzen Elemente eines Ober-
ringes S ebenfalls einen Ring bildet.

(2.25) Satz. Seien R C S kommutative Ringe mit Einselement. Ist M endlich
erzeugt als S—Modul und S endlich erzeugt als R—Modul, dann ist M auch endlich
erzeugt als R—Modul.

BEWEIS. Seien yi,...,¥ym Erzeugende von M als S—Modul und z1, ..., x, Erzeu-
gende von S iiber R.
Dann hat jedes z € M eine Darstellung

n
ZZZSZ' y; mit s; € S.

i=1

7

Jedes s; hat eine Darstellung s; = > r;; «; mit r;; € R. Somit ist z = > Y"1 x; y;.
J

Die Elemente x; y; sind also Erzeugende von M beziiglich R.

(2.26) Satz. Seien R C S KRE's. Sind x1,...,x, Elemente von S, die ganz
iber R sind, so ist der Ring Rlx1,...,xy] ein endlich erzeugter R—Modul.

BEWwEIs. Fiir n = 1 ist das bereits gezeigt.
Sei R, = R[z1,...,2,]. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung R, _; ein endlich
erzeugter R~Modul. Da z,, ganz iiber R und daher auch ganz iiber R,,_; ist, ist nach
(2.21) R,, = Ry,—1[zy)] ein endlich erzeugter R,,_1—Modul. Daher ist nach (2.25) auch
R,, ein endlich erzeugter R—Modul.

Nun konnen wir das angekiindigte Resultat beweisen.
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(2.27) Korollar. Seien R C S kommutative Ringe mit Einselement. Die Menge
G aller Elemente x € S, die ganz tiber R sind, bildet einen Teilring von S, den ganzen
Abschluf$ von R in S.

Bewels. Sind z,y € G, dann ist R[z,y| ein endlich erzeugter R—Modul.
Dabher sind nach (2.22) auch z+y und zy € Rz, y] ganz iiber R. Die ganzen Elemente
bilden daher einen Ring G mit RC G C S.

(2.28) DEFINITION. Der Ring S O R heiflt ganz tdber R, wenn jedes Element
s € S ganz iiber R ist.

(2.29) Satz. Ist S ganz tber R und T ganz tdber S, dann ist T auch ganz iber
R.

BEWEIS. Jedes z € T geniigt einer Gleichung
2"+ sz 4+ 45, =0 mit s; € 5.

Da s1,...,$, ganz Uber R sind, ist der R—Modul R][s1, ..., s,] endlich erzeugt.
Dabher ist auch RJ[sy,...,s,, 2] ein endlich erzeugter R—-Modul und daher x ganz iiber
R.

(2.30) DEFINITION. Sei R C S. Fallt der ganze Abschluf von R in S mit R
zusammen, so heiit R ganz abgeschlossen in S.

(2.31) Korollar. Seien R C S Ringe. Ist G der ganze Abschlufi von R in S,
dann ist G ganz abgeschlossen in S.

BEWEIS. Sei xz € S ganz {iber G. Dann ist x auch ganz iiber R und liegt daher in
G.

(2.32) BEISPIEL. Ist R ein Hauptidealring, dann ist R ganz abgeschlossen im
Quotientenkorper K.

BEWEIS. Sei © € K ganz {iber R und 7 L s.
Dann gilt
(i)" —|—a1(i)"_1 +---+a, =0mit q; € R.
5 5

Daher ist 7 + a1 ts+ - - + a,s" = 0.
Daher ist s ein Teiler von r". Wegen r L s muf} s invertierbar sein und somit % € R.

Zum Beispiel ist Z ganz abgeschlossen in Q und k[X] ganz abgeschlossen in k(X).

Dagegen ist Z[+/5] nicht ganz abgeschlossen in Q(v/5), weil z. B. 1+T‘/5 der Gle-
ichung X2 — X — 1 = 0 geniigt und daher ganz iiber Z[\/5] ist, aber kein Element
dieses Ringes ist.

Nun sind wir in der Lage, einen sehr niitzlichen Satz iiber algebraische Korpererweiterungenlfj
zu beweisen.

146



(2.33) Satz. Seien k C K = k(z1,...,2,) Korper. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) K ist algebraisch iber k.

(2) x1,...,x, sind algebraisch iber k.

(3) K ist ein endlich—-dimensionaler Vektorraum dber k.
(4) K:k[l‘l,xg,...,xn].

BEWEISs. Fiir n = 1 ist alles klar. Denn ist K = k(x) und x algebraisch, so sind
nach III.(4.2) alle 4 Eigenschaften erfiillt.
Ist x transzendent, dann ist keine erfiillt.

Im allgemeinen Fall gilt klarerweise (1) = (2) = (3),(3) = (1) und (1) = (4).

Es bleibt nur zu zeigen, dafi K = k[x1,...,2,] nur dann ein Korper sein kann,
wenn kein x; transzendent iiber k ist. Da die Aussage fiir n = 1 und beliebige k klar
ist, konnen wir annehmen, daf sie fiir n — 1 und beliebige Korper k bereits gilt.

Da die Aussage nach Induktionsvoraussetzung fiir n—1 schon gelten soll und k(z,,)
ein Korper ist, sind x1, ..., z,_1 algebraisch iiber k(x,,).

Ist x,, algebraisch iiber k, so ist nach (2.29) alles bewiesen.
Es geniigt daher zu zeigen, dafl der Fall, dafl x, transzendent {iber k ist, unmoglich
ist.

Nehmen wir einmal an, x,, wire transzendent iiber k.

Da die z; algebraisch iiber k(z,,) sind, gibt es

cij(xn) € k(zn),

sodaf}
x4 cil(xn)x?“*l + -+ Cim, (2n) =0

ist.
Multipliziert man diese Gleichungen mit den Nennern der ¢;;, so gibt es Polynome
a;j(x,) € k[z,] mit a;o(z,) # 0 und

(2.34)  ao(zn)r™ + an (@) "+ A+ i, (2,) = 0.

Sei p(zn) = a10(2n)azo(wn) -+~ Gn-1,0(Tn). -
Multipliziert man die Gleichungen (2.34) mit 22"

aio(zn)

so ergibt sich dafl
p(xn)x1, ..., p(n)Tn—1 ganz iber k[x,] sind .

Da die ganzen Elemente einen Ring bilden, ist jedes Polynom in diesen Elementen,
dessen Koeffizienten in k[x,] liegen, wieder ganz tiber k[z,,].

Sei nun f(x,) € k(zy) beliebig.
Tyew-

Da k(z,) C k[z ,Ty] ist, ist f(z,) darstellbar als ein Polynom ¢(x1,...,2,) €
k[l‘l, ce ,xn].
Sei d der Grad dieses Polynoms, aufgefafit als Polynom in z1,...,x,_1.
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Dann ist p(z,)? ¢(z1,...,2,) ein Polynom in den Elementen p(x,)z; mit Koef-
fizienten in k[z,]. Es ist daher ganz iiber k[z,].
Nun ist aber

p(xn)d q(z1,.. . x0) = p(xn)d f(zn) € k(xn).

Da nach (2.32) k[z,] ganz abgeschlossen in k(z,,) ist, mu p(z,,)¢ f(x,) schon in
k[z,] liegen.

Somit ist f(z,) = pa(ff:))d mit a(zy,) € k[z,].

Wahlt man f(x,) = ﬁ, wobei b(z,,) ein irreduzibles Polynom ist, das zu p(z,)?

teilerfremd ist, so ergibt sich

p(xn)d = a(zn)b(zy).

Das ist ein Widerspruch zur eindeutigen Primfaktorzerlegung in k[z,].
Unsere Voraussetzung, dafl z, transzendent iiber k wire, ist daher unmoglich.
Somit ist z,, algebraisch iiber k und der Satz vollstandig bewiesen.

Wir haben dabei verwendet, dafl es in k[X] unendlich viele irreduzible Polynome
gibt. Das zeigt man genauso wie die Tatsache, dafl es unendlich viele Primzahlen in Z
gibt: Angenommen p;(X),- - ,ps(X) wéren alle irreduziblen Polynome. Dann hétte

p(X) =14 p1(X) - ps(X)

mindestens einen irreduziblen Faktor. Dieser wére von allen p;(X) verschieden,
Widerspruch.

(2.35) BEMERKUNG. Satz (2.33) kann als eine korpertheoretische Form des Hilbert’schenf]
Nullstellensatzes (I11.(5.7)) aufgefafit werden. Denn sei M ein beliebiges maximales
Ideal in C[X1,...,X,] und

m:C[Xy,...,X,] = C[Xq,..., X,]/M

die kanonische Projektion.
Sei &; := 7(X;).
Dann ist C[¢q,...,&,] = C[Xq, ..., X,]/M ein Korper.
Nach (2.33) ist das nur moglich, wenn alle ; algebraisch tiber C sind.
Da C algebraisch abgeschlossen ist, liegen alle &; € C.
Sei & =¢; € C.
Dann gilt 7(p(X1,...,X,)) =0 fur jedes p(X1,...,Xy) € M, c,, d.h.
Me,...c, © M. Da M, . . maximal ist, ist das nur moglich, wenn M = M., . ..
ist.
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V. Einfiihrung in die Gruppentheorie

In diesem Kapitel stehen allgemeine Eigenschaften des Gruppenbegriffs im Vorder-
grund. Nach einem kurzen Abschnitt iber Monoide werden einige wichtige Begriffe
und Beispiele aus der Gruppentheorie gebracht. Die Hauptrolle spielen dabei die Be-
griffe Normalteiler und Faktorgruppe. Um einen ersten Einblick in die Welt der Grup-
pen zu gewinnen, werden alle Gruppen der Ordnungen 1 bis 11 explizit bestimmt. Fiir
spdtere Anwendungen wird dann die symmetrische Gruppe S, ausfihrlicher studiert.

1. Monoide.

Nachdem wir bereits mit algebraischen Strukturen wie Ringen oder Korpern ver-
traut sind, wollen wir nun einige Aspekte von einem etwas abstrakteren Standpunkt
aus studieren.

Wir wollen binére Operationen auf einer Menge S betrachten, d.h. Abbildungen
vom kartesischen Produkt S x S in S, die jedem geordneten Paar (a,b) € S x S ein
Element p € S zuordnen, welches wir meistens als ,,Produkt“ der Elemente a und b
bezeichnen. Man konnte natiirlich p = f(a,b) schreiben. Dann wére aber beispiel-
sweise das Assoziativgesetz ziemlich undurchschaubar: f(f(a,b),c) = f(a, f(b,c)).
Stattdessen schreibt man ab,a-b,aob,a*b,a+ b u. dgl. Wenn es zu keinen Verwech-
slungen kommen kann, schreiben wir einfach p = ab.

Sind a,b,¢ € S, so sind die beiden Produkte (ab)c und a(bc) i. a. verschieden.
Versteht man etwa unter aob die Potenz a, so ist fiir a, b, c € N, (aob)oc = (a®)¢ = ab®
und ao(boc) = a’). Wenn also be # b¢ ist und a # 0, 1, so sind die beiden Ausdriicke
verschieden. Z. B. ist (22)3 = 26 = 64 und 2(2°) = 28 = 256.

Wenn fiir alle a,b, ¢ € S gilt (ab)c = a(bc), so heifit die Operation assoziativ. Der-
artige Operationen kennen wir gut, z. B. die Addition und Multiplikation in Ringen.

Ein besonders anschauliches Beispiel fiir eine nicht-assoziative Operation ist das
Produkt von Bindrbdumen.

Ein Bindrbaum b ist eine endliche Menge von Punkten, die entweder leer ist, b = (),
oder einen ausgezeichneten Punkt, die sogenannte Wurzel, besitzt, von welcher ein
linker Bindrbaum b; und ein rechter Bindrbaum b, ausgehen. Man sagt dann, dafl b
das Produkt b = b;b,- der Teilbindrbaume b; und b, ist.
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Man stellt einen Binarbaum graphisch dar, indem man ausgehend von der Wurzel
eine linke Kante, an der b; hiangt, und eine rechte Kante, an der b, hangt, zeichnet,
falls die betreffenden Teilbaume b; bzw. b, nicht leer sind:

bl .\/.br

Ausgehend von b = () erhélt man der Reihe nach die folgenden Bindrbaume:

0-
0-0)-
0

n-

0
0

—

Insbesondere ist also z. B. (0-0)-0#0 - (0-0).

Ein Element e mit ex = x = xe fir alle x € S heifit Finselement oder neutrales
Element. Bei Bindrbaumen gibt es kein neutrales Element, weil b1bs immer einen
Punkt mehr enthalt als by U bs.

Ein Einselement ist eindeutig bestimmt. Denn sind e, e’ Einselemente, so gilt
speziell e = ee’ = ee’ = ¢€'.

Wenn keine Verwechslungen moglich sind, schreiben wir statt e einfach 1.

(1.1) DeFINITION. Ein Monoid ist eine Menge M zusammen mit einer bindren
Operation, welche assoziativ ist und ein Einselement enthélt.

(1.2) Ist M ein Monoid und sind z1,...,2, € M, dann ist zyx2 - -z, induktiv
definiert durch z12o -z, := (21 Tp—1)x, und es gilt
(xl'xk:)(xk-‘,—lxn) :xl...xn_

Ein leeres Produkt wird dabei mit e identifiziert.
(1.2) besagt also, dafl in einem Monoid der Wert eines Produktes unabhéngig von
dessen Beklammerung ist.
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BEWEIS. Fiir n = 3 ist 212023 1= (x122)23 = x1(2223).
Es sei schon bekannt, daf3 fiir m < n alle Produkte gleich sind. Dann ist

Ty Ty = (X1 1)t = (X1 2) (Tpgr - Tpe1)) T =
= (z1- - 2p)((Tpg1 - Tn—1)Tn) = (X1 Tk) (Thg1 -+~ Tn)-

Sind alle x; = z, so schreibt man - - -z, = 2", 2° = e. Es gilt dann

(1.3) BEISPIEL. Sei A eine Menge, die wir als ,,Alphabet “ bezeichnen wollen, und
A* die Menge aller (endlichen) Worter mit Buchstaben aus A, d.h. aller endlichen
Folgen von Elementen aus A, zusammen mit dem ,leeren Wort “ . Dann definieren wir
ein Produkt a x 8 fiir @ = (a1 -+ ax), 8 = (by---b;) € A, durch Hintereinandersetzen
von « und (3:

axB:=(ay---ax)* (by---by):=ay--agby---by.
Auflerdem sel e xaa = a x e = a.

Besteht A nur aus einem Element, A = {x}, so ist A* = {1,z,22,...}, wobei
€ = 1 gesetzt wurde.

Ist A ={0,1}, dann ist
A* = {¢,0,1,00,01,10,11,000,. .. }.

A* heif3t das freie Monoid tiber dem Alphabet A.

Die Bezeichnung ,,frei“ soll dabei andeuten, daf} alle Worter verschieden sind, falls
sie reduziert sind, d.h. alle iiberfliissigen leeren Worter ¢ weggelassen werden. Z. B.
ist 01 reduziert, nicht jedoch Ocl oder ec0ceele.

(1.4) BEISPIEL. Sei S eine Menge. Die Menge aller Abbildungen von S in sich
bildet ein Monoid beziiglich der Zusammensetzung (Komposition) g o f, die durch

(go f)(s) == g(f(s))

fiir s € S definiert ist. Das Einselement ist dabei die identische Abbildung e(s) =
Die Assoziativitdt ergibt sich folgendermafien: Fir alle s € S ist (ho (g o f))(s)

h((ge f)(s)) = h(g(f(5))) = (hog)(f(s)) = ((hog) o f)(s) und daher ist

S.

ho(gof)=(hog)of.
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Ist S endlich, S = {1,2,--- ,n}, so stehen fiir jedes i genau n Werte f(i) als
Funktionswerte zur Verfiigung. Es gibt also insgesamt n™ Abbildungen von S in sich.

(1.5) BEISPIEL. Alle (n x n)— Matrizen iiber R bilden beziiglich der Matrixmul-
tiplikation AB ein Monoid mit der Einheitsmatrix I als Einselement.

Ebenso alle (n x n)-Matrizen mit |det A| < 1 oder jene mit det A = 1. Weiters
bilden auch alle (n x n)-Matrizen mit nicht-negativen Elementen a;; > 0 ein Monoid.

(1.6) BEISPIEL. Sei M ein Monoid und seien S,S’ Teilmengen von M. Dann
versteht man unter SS’ die Menge aller Elemente xy mit z € S,y € S’. Speziell gilt
MM = M, weil zy € M fiir z,y € M gilt und wegen ze = ex = = jedes Element
x € M auch in M M vorkommt.

Fiir x € M sei ¢S := {z}S, Sz := S{z}.

(1.7) DEFINITION. Unter einem Submonoid H von M versteht man eine Teil-
menge H C M, welche e enthalt und beziiglich der in M definierten Operationen
selbst ein Monoid bildet.

H ist genau dann ein Submonoid von M, wenn e € H ist und x,y € H impliziert,
daB zy € H ist.

Gleichbedeutend damit ist, daf alle endlichen Produkte x1 ---x,,n = 0,1,2,---
von Elementen aus H wieder in H liegen. Das leere Produkt (n = 0) ist dabei mit e
zu identifizieren.

Ist M ein Monoid und x € M, dann ist {#"},>0 ein Submonoid.

(1.8) DEFINITION. Seien M und M’ Monoide. Ein (Monoid-)Homomorphismus
f: M — M’ ist eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaften:

1) f(zy) = f(z)f(y) fir alle z,y € M
2) f(e) = ¢/, wenn e das Einselement von M und e’ das von M’ bedeutet.

(1.9) DeFINITION. Ein Monoid-Homomorphismus f : M — M’ heiit Isomor-
phismus, wenn f bijektiv ist, d.h. f~! existiert. Dann ist f~! : M’ — M wieder ein
Isomorphismus.

Wir sagen dann, M und M’ sind (als Monoide) isomorph, in Zeichen M = M’.

Sei M = {0,1}* das freie Monoid iiber dem Alphabet {0,1} und M’ die Menge
aller (2 x 2)-Matrizen (¢ 2) mit Elementen a, b, c,d € R.
Wir definieren einen Monoidhomomorphismus f : M — M’ durch f(e) = I,
1 1 1 0
rO =2 (g 1) f0 =R (] ]) wnd £ = FE1G) - £6,)
Die Menge Im f aller Matrizen A, die als Bild eines Elementes von M auftreten,
ist ein Submonoid H C M’.
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Wir wollen nun H explizit bestimmen.
Da L und R nur Eintragungen aus N besitzt und jedes A € Im f als Produkt von

L’s und R’s darstellbar ist, ist
a b
A=
¢ )
mit a,b,c,d € N.

Wegen det L = det R = 1 ist auch det A = 1.

Wir behaupten nun, daf§ H aus allen 2 x 2-Matrizen A = (Z Z) mit a,b,c,d, e N
und det A = ad — bc = 1 besteht.

Wir zeigen zuerst, daf3 f injektiv ist:

Seien a = da’ und B = 4/’ zwei Elemente von M und 6 und v aus {0,1}. Sei
iiberdies f(a) = f(8).

Dann ist f(a) = f(§)f(a/) und f(B) = f(v)f(B). Wir behaupten: Dann ist
d =~ und f(a/) = f(B). Mit Induktion nach der Lange des Wortes « folgt dann die
Behauptung.

Sei f(a) = (¢ 1), f(e/) = (Z 3) und § = 0.

Dann ist
a b\ (1 1 a b\ [(d+ V+d
c d)  \0 1 d d ) c d

dh.a+b>c+d.
Ist § =1, so ist

by (1 0 a b

(e 0)=0 9 %)
dh.a+b<c+d.

Daher mufl § = ~ gelten.

Da L und R invertierbar sind, folgt auch f(a’) = f(&).

Jedes Element von H 1483t sich also eindeutig als Produkt von Matrizen der Gestalt
L und R darstellen. Dem leeren Produkt entspricht dabei die Einheitsmatrix 1.

Wir miissen nur noch zeigen, dafl jede Matrix A = (? 2) mit a,b,c,d € N und
det A =ad —bc=11in H liegt.

Dazu geniigt es zu zeigen:

1) Ist (z Z) eine solche Matrix mit a + b = ¢ + d, dann ist

a by (1 0
c d) \0 1)
2) Ist a +b > ¢+ d, dann ist

-6 )
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mit a’,b',c/,d e Nund a’ < a, b <bodera <a, b' <b.

3) Ist a + b < ¢+ d, dann ist

a b\ (1 0\/fd ¥V
c d) \1 1)\¢ d
mit a’,b,¢/,d e Nund ¢ < ¢, d <doder ¢ <¢, d <d.
Bewels. ad 1): Ist a4+ b= c+d, dann ist a — ¢ = d — b und daher
(a—c)(c+d) = (a—c)e+(a—c)d = (d—b)c+(a—c)d = de—be+ad—ed = ad—be = 1.
Daherista—c=c+d=1,dh.a=c+1,d=b+1,b+c=(c+d)+ (b—d) =
1+4(b—-b—1)=0. Somitistb=c=0und a=d=1.

ad 2): Sei a+b>c+d.
Wire a < ¢, so wire 1 = ad—bc < ¢(d—b),d .h. b < d und somit a+b < c+b < c+d.
Also gilt a — ¢ > 1.

Es gentigt nun noch zu zeigen, dal b — d > 0 ist.

Denn dann ist
a b\ (1 1 a—c b—d
c d) \0 1 c d

mit a —¢,b—d,c,d € N.
Wegen ad —bc = 1 ist sicher d > 1. Ist c=0,s0ist a =d =1 und wegen a+b > c+d
auch b > 0,d.h. b—d > 0.
Ist ¢ > 0, so folgt
l=ad—bc=c(d—-b)+dla—c)>c(d—b)+1
und daher ¢(d —b) <0, d.h. d — b < 0.Es ist also auch in diesem Fall b —d > 0.

Der dritte Fall geht ganz analog.
(1.10) Satz. Das freie Monoid {0,1}* dber dem Alphabet {0, 1} ist isomorph zum

Monoid aller (2 x 2)-Matrizen (Z s) mit a,b,c,d € N und det A = ad — bc = 1. FEin
Isomorphismus f ist eindeutig festgelegt durch f(0) = L und f(1) = R.
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2. Gruppen.

Wir wollen nun den in IV. (1.1) definierten Gruppenbegriff genauer untersuchen.
Dieser Begriff kann auch folgendermaflen beschrieben werden:

(2.1) Eine Gruppe G ist ein Monoid mit der Eigenschaft, daf} fir jedes x € G ein

Element 2! existiert mit zz~! =z~ 1z = e.

Das inverse Element x~! ist dabei fiir jedes © € G eindeutig bestimmt. Fiir jedes
x € G sind daher alle Potenzen ", n = 0, £1, +2, definiert und erfiillen zz" = ™"
fur alle m,n € Z.

Es gilt die Kiirzungsregel
(2.2) Aus zy = x2 folgt y = 2.
Zum Beweis braucht man nur links mit 2~ zu multiplizieren:

y=a Yay) =z Hxz) = 2.

(2.3) Sind Gy, ...,G,, Gruppen, dann wird das kartesische Produkt
G =Gy x -+ x Gy, zu einer Gruppe, wenn die Operation koordinatenweise definiert
wird:

(@1, yn) - (Y1, Un) = (T1Y1, - -+, TnYn)
und e = (eq,...,e,) ist, wobei e; das Einselement von G ist.

Dann ist

ot = (a7t ).

(2.4) Sei S eine nicht-leere Menge. Dann bilden alle bijektiven Abbildungen von
S auf sich beziiglich der Komposition eine Gruppe, weil fiir jedes f : S — S auch
1S — Smit f~lof = fo f7! = e existiert, wobei e(s) = s die identische
Abbildung ist.

Ist speziell S ={1,2,...,n} endlich, so bezeichnen wir eine Bijektion von S auch
als Permutation m und schreiben diese in der Form

7T:(ml) 7r(22) wn(n))

Die Gruppe der Permutationen von {1,2,...,n} wird als symmetrische Gruppe
&, bezeichnet. Sie hat offenbar n! Elemente.
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&1 besteht nur aus der Identitdat e = (})

S5 hat 2 Elemente e = (} g) und (é f)

Wie wir sehen werden, ist G5 die Gruppe kleinster Ordnung, die nicht kommutativ
ist. Thre Elemente sind

1 2 3 1 2 3 9 1 2 3
€ = 5 a = ’ a” = ’
1 2 3 2 31 3 1 2
b— 1 2 3 ab= 1 2 3 @%b 1 2 3 .
1 3 2 2 1 3 3 2 1

Hier ist z. B. ab = ba?.

(2.5) Sei K ein Korper und GL(n, K) die Menge aller (n x n)—Matrizen A iiber
K mit det A # 0. Dann bildet GL(n, K) beziiglich der Matrizenmultiplikation eine
Gruppe, die ,general linear group“ der Ordnung n tiber K.

Hat K unendlich viele Elemente, dann natiirlich auch GL(n, K), weil speziell alle
Diagonalmatrizen Al in GL(n, K) liegen, wobei A\ € K* ist.

Ist K endlich, dann auch GL(n,K). Ist z. B. K = F, = Z/pZ der Restk-
lassenkorper modulo einer Primzahl p, so gilt

(2.6) |GL(n,Fp)| = (" =)™ —p)--- (p" —p" ).

Denn sei {ey,...,e,} eine Basis des Vektorraumes F). Dann kann jede lineare
Abbildung f : F) — F} eindeutig durch eine Matrix A = (a;;) beschrieben werden.
Denn ist x = z1e1 + -+ + xpe, € F, so ist fl@)==x1f(er) + -+ + znf(en). Setzt
man f(ex) = ), ajre;, so gilt also

f(z) = (ay)x = Az.

Die Abbildung f ist genau dann invertierbar, wenn sie eine Basis des Vektorraumes
[ wieder in eine Basis iiberfiihrt. Wé&hlt man speziell die Basis {ei,...,en}, so
miissen also die Spalten a; := Ae; der Matrix A eine Basis bilden.

Die Anzahl aller geordneten Basen ay, ..., a, in [} 1aBit sich aber sehr leicht bes-
timmen:

a; kann ein beliebiges 1. u. a. Element von F} sein, d.h. a; # 0. Fiir a; gibt es
also p” — 1 Moglichkeiten. Ist a; bereits gewahlt, so kann as ein beliebiges Element
sein, das von aj 1. u. a. ist, d.h. nicht im Teilraum (a;) liegt, der von a; aufgespannt
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wird. Da dieser die p Elemente Aa;, A € F,, enthélt, gibt es fiir ay genau p" — p
Moglichkeiten.

Allgemein kann ay, ein beliebiges Element sein, das nicht in dem von ay, ..., a5_1
aufgespannten Teilraum liegt, der aus p*~! Elementen besteht. Es gibt also genau
p" — pF~1 Moglichkeiten fiir ay. Daher gibt es fiir die Wahl einer geordneten Basis
genau (p" — 1)(p"™ —p)--- (p™ — p"~ 1) Moglichkeiten.

Z.B.ist |GL(2,Fy)| = (22 -1)(22 -2)=3-2=6.

Die Gruppe GL(2,F3) hat genau so viele Elemente wie die &3. Es stellt sich heraus,
daB sie sogar mit der &3 iibereinstimmt.

Da es in F3 nur drei Vektoren x # 0 gibt, nimlich ((1)), ((1]) und (1) und je zwei
davon lu.a. sind und daher eine Basis bilden, sind die 6 Matrizen von GL(2,F3)
gegeben durch

o)) G (o) Ga) Gt

Jede dieser Matrizen permutiert die 3 Vektoren x # 0 und zwei verschiedene
Matrizen ergeben verschiedene Permutationen.

(2.7) DEFINITION. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H ist eine Teilmenge
von G, die e enthéalt und abgeschlossen ist gegeniiber Produkt- und Inversenbildung.
H ist also genau dann eine Untergruppe, wenn H # ) ist und

r,y€ H=2yc Hund 2! € H,

d.h. wenn H alle endlichen Produkte von Elementen z,z~! € H enthélt.
Ist H eine Untergruppe von G, so schreiben wir H < G.

Fiir jede Gruppe G gibt es die triviale Untergruppe {e} und G selbst.
Der Durchschnitt von beliebig vielen Untergruppen ist wieder eine.

(2.8) BEISPIEL. Sei SL(n, K) die Menge aller A € GL(n, K) mit det A = 1. Dann
ist SL(n, K) < GL(n, K), weil det(AB) = det A.det B und det A~! = L1 gilt.
SL(n, K) heifit ,special linear group“.
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(2.9) BEISPIEL. Die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen <g Z) mit ad # 0
ist eine Untergruppe H von GL(2,R).

Denn
a b a VN _ [(ad ab +bd
(0 d)<o d’)(() dd’ )GH'

-1
a b 1 (d -b
<O d> ad(() a)eH'
(2.10) DEFINITION. Eine Abbildung f : G — G’ von einer Gruppe G in eine

Gruppe G’ heifit (Gruppen-) Homomorphismus, wenn f ein Monoidhomomorphismus
ist.

und

Es muf} daher gelten f(zy) = f(z)f(y) und f(e) =¢.
Dabei ist die zweite Forderung im Fall von Gruppen iiberfliissig, weil sie automatisch
erfiillt ist:

fle) = fee) = f(e)f(e)

impliziert

impliziert

flo)™ = fl@)7e = fla) 7 (f(@) f@™h) = fa™).

(2.11) Korollar. FEine Abbildung f : G — G’ von einer Gruppe G in eine Gruppe
G’ ist genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn f(xy) = f(x)f(y) fir alle
x,y € G gilt. Sie bewahrt dann automatisch die gesamte Struktur der Gruppe G, d.h.
erfiillt auch f(e) =€ und f(z~') = f(x)~L.

(2.12) Ein Gruppenhomomorphismus f heifit Monomorphismus, wenn f injektiv,
Epimorphismus, wenn f surjektiv ist und Isomorphismus, wenn f bijektiv ist. Ein
Homomorphismus von G in sich heiffit auch Endomorphismus, ein Isomorphismus
von G auf sich auch Automorphismus von G. Sind f : G — G',g : G' — G”
Homomorphismen, dann auch go f : G — G”. Sind beide Isomorphismen, dann auch
go f, sowie auch f~' und ¢g—!.

Nach diesen etwas abstrakten Definitionen wollen wir zeigen, dafl jede endliche
Gruppe als Untergruppe einer geeigneten symmetrischen Gruppe &,, bzw. einer Ma-
trizengruppe GL(n, K) interpretiert werden kann.
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(2.13) Satz. Sei G eine endliche Gruppe mit |G| = n Elementen. Dann kann
G als Untergruppe der &,, dargestellt werden. Anders ausgedriickt: Es existiert ein
Monomorphismus ¢ : G — &,,.

BEWEIS. Sei g1, g2, ..,9n eine beliebige Anordnung der Elemente von G. Fiir
jedes g € G ist die Abbildung
Ly:G—G

die durch Ly(h) = gh definiert ist, bijektiv. Denn gh; = ghy impliziert nach der
Kiirzungsregel h; = hy. Daher ist L, injektiv. Ist andererseits go € G' gegeben, so ist
9(9790) = go , d.h. L,(97g0) = go und somit ist L, auch surjektiv. Die Abbildung
L4 kann also als eine Permutation der Gruppenelemente interpretiert werden:

I (91 g2 - gn>
g = .
991 992 ... 9ggn

In diesem Sinn ist Ly € &,,.

Wir kénnen nun die Gruppe G mit der Gruppe aller Elemente L, € &,, "iden-
tifizieren”. Dazu definieren wir ¢ : G — &,, durch ¢(g) = L,. Dann ist ¢ in-
jektiv, weil fiir g # h die Permutationen L, und L verschieden sind. So ist etwa
Ly(e) = ge =g # h=he= L(e). Weiters ist klar, dafl ¢ ein Homomorphismus ist,
d.h. daBB Lgy = LyLy, gilt. Das folgt namlich aus

Lon(@) = (gh)z = glhe) = Ly(he) = Ly (Ly(2)) = LyLn(a).

(2.14) BEISPIEL. Sei G = (Z/2Z) x (Z/2Z). Dann sind die Elemente von G die
Paare e = (0,0),a = (1,0),b = (0,1),ab = (1,1) mit a®> = b? = e = (0,0).

Somit ist
[ —(¢ a b ab — 1 2 3 4
¢ \e b ab 1 2 3 4

Q

(¢ bab<:)1 3 4
®“\a e ab b 2 1 4 3
Liea ab<:>1234
T \b ab e a 341 2
L_eabab<:)1234
= \ab b a e 4 3 2 1)
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(2.15) Satz. Sei K ein Kérper. Dann kann jede endliche Gruppe G mit | G |=n
Elementen als Untergruppe der Gruppe GL(n, K) interpretiert werden. Es existiert
also auch ein Monomorphismus von G in GL(n, K).

BEWEIs. Nach (2.13) geniigt es zu zeigen, dal es einen Monomorphismus
v :6, — GL(n, K) gibt.

Sei
1 0 0
0 1 0
€1 = : , €2 = : ’ y€n = :
0 0 1

die Standardbasis von K". Fiir jedes m € &,, sei p(7) = U, die Matrix

U7r = (ew(l)v €r(2)y- -+ 7671'(71))7
deren Spalten er(1), ..., ez, sind.
Dann gilt Ure; = ex()-
Dann ist ¢ klarerweise injektiv und o(mp) = @(m)p(p), weil
Urpei = e(mp)(i) = ex(p(i)) = Un€p(i) = UnUpei

gilt.

BEISPIEL. Wie sieht ¢ : 63 — GL(3, K) explizit aus?

1 0
(12 =(010]=u.
0 1
0 0 1
o=(3 2 ) =[100]=u
01 0
01 0
a2:<;?;’>=> 00 1]=U,.
1 00
1 00
=(1 2 =(001])=u,
0 1 0
0 0 1
a2b:123:>010:Ua2b
3 21 . 0
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01 0
o= (323 = (10 o) -0
0 01

Wir nennen die Matrizen U, Permutationsmatrizen.
Beispielsweise ist:

01 0\ /1 00 00 1
UUp=[0 0 1]]0 0 1|=(0 1 0] =0z,
1 00/\o 10 100

Die Matrix U, permutiert die Basiselemente e; im Sinne von .
Dagegen ist

xr1 1‘7‘-71(1)
Uﬂ' = 5
Tn Tr=1(n)
weil
Uﬂ(z zie;) = Zmew(i) = Zﬂfrl(k)ek
ist.
Die Koordinaten werden also im Sinne der inversen Permutation so wie in 7!
permutiert.
7. B. ist
T1 0 0 1 z1 3
Uy 22 ] =11 0 0 o | = | 21
xs3 01 0 xs T2

(2.16) Die Menge Aut(G) aller Automorphismen einer Gruppe G ist wieder eine
Gruppe.
Wir wollen ein paar Beispiele betrachten:

1) Ist ¢ : Z — Z ein Automorphismus, so mufl ¢(
sein. Wegen (¢ o ¢~ 1)(1) = 1 folgt daraus 1 = (¢~ *
Das ist nur moglich, wenn a = %1 ist.

1)=ac€ Zund<p e )—bEZ
(1)) = @(b) = bp(1) =
Die einzigen Automorphismen der Gruppe Z sind also ¢(n) = n und ¢(n) = —n.
Somit ist AutZ = {1,—1}, die multiplikative Gruppe bestehend aus 1 und —1.
Speziell gilt AutZ = Z/2Z.

161



2) Aut Z/nZ = (Z/nZ)*.

Denn sei (1) = a € Z/nZ. Dann ist ¢~ 1(1) = a~! € Z/nZ und daher
a € (Z/nZ)*.

Umgekehrt definiert jedes invertierbare a € Z/nZ einen Automorphismus ¢, durch
©va(n) = an.

Die Abbildung ¢, — a ist ein Isomorphismus von Aut(Z/nZ) auf (Z/nZ)*.
3) Aut Z? ist isomorph zur Gruppe aller (2x2)- Matrizen A iiber Z mit det A = £1.

Denn sei

Dann ist

o) =me(3) +me(]) = (o) = (2 8) (),

-1

1
Da ¢! existiert, ist det ¢ b # 0 und det [ ¢ b = ———— €7,
c d c d (a b)
det
c d
a b\ "
weil alle Elemente von <c d> in Z liegen miissen.
d

Ist umgekehrt det A = +1, so ist durch ¢(z) = Ax ein Automorphismus von Z2
definiert.

Daher ist det (Z b) = +1.

Die Gruppe aller ganzzahligen (2 x 2)-Matrizen mit det A = +1 wird auch mit
GL(2,7Z) bezeichnet.

Die Untergruppe aller 2 x 2-Matrizen A {iber Z mit det A = 1 wird analog mit
SL(2,Z) bezeichnet.

Sie enthélt speziell die Untergruppen

(5 m)=rrnez) wma {(1 ©)=mmez)
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Im Unterschied zum Monoid von (1.10) kénnen hier formal verschiedene Produkte
von L’s und R’s zusammenfallen.

Sei etwa T'= L~ 'RL™! = <(1) _01) Dann ist 7% = 1.
Oder fiir

S = ((1) j) =L 'RL™? gilt $° = 1.

Es ist aber auch hier jedes Element A = (Z Z

und R’s darstellbar.
Denn ist a = 0, so ist wegen ad—bc = 1 die Matrix von der Gestalt + (O -1 ) =

1 d
+R~9T, d.h. R~ oder RT3,
Fiir ¢ = 0 ist A = £L° und fiir b = 0 gilt A = £R°.

.. . a -1 1 a 0 -1 o
Furd—OlstA—j:<1 0>—j:<0 1><1 0>—:|:LT.

Im allgemeinen Fall, wo kein Element 0 ist, kann man stets erreichen, dafl a > 0
ist (durch Multiplikation mit 7% = —1I).
Dann konnen wegen ad — bc = 1 hochstens 2 weitere Elemente negativ sein.

) € SL(2,Z) als Produkt von L’s

Durch
a —b 0 1Y)\ _ b a
—c d -1 0) \—-d -c
und
a =+b 1 n\y _ (a natbd
c +d 0 1/ \c¢ nckd
sowie

1 0 a b\ a b
n 1 +c +d) \naftc nbxtd)/’

kann alles auf den Fall a, b, ¢, d > 0 reduziert werden, wo die Aussage bereits als richtig
erkannt wurde.

Wegen TL~"T~! = R" kann jede Potenz von R auch durch den entsprechenden
Ausdruck in L und T ersetzt werden.

Daher ist jedes Element von SL(2, Z) auch als Produkt von L’s und T”s darstellbar.

Aus AutZ? = GL(2,Z) sehen wir auch, da8 die Automorphismengruppe einer
kommutativen Gruppe nicht mehr kommutativ zu sein braucht.
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4) Ist G nicht kommutativ, dann gibt es auch nichttriviale Automorphismen der
Gestalt ,(7) = ara™' mit a € G.

Denn ¢, (zy) = a(zy)a™ = axa™' - aya=' = 0, (2)pa(y) zeigt, daB ¢, ein Homo-
morphismus ist. Dieser ist wegen ¢, = ¢,-1 bijektiv.

1

Wenn G nicht kommutativ ist, existieren a und = mit ax # za, d.h. ¢,(z) =
axa~! # x. Somit ist ¢, nicht die Identitét auf G.

Man nennt ¢, den von a bewirkten inneren Automorphismus von G.

5) Fir G = 63 gilt Aut 65 = G3. Jeder Automorphismus der &3 ist ein innerer
Automorphismus.

Man sieht leicht, daf} in der &3 nur das Einselement mit jedem z € &3 kommutiert:
ar = xa fir alle x = a = e. Daher sind alle inneren Automorphismen ¢.,c € Gs,
verschieden.

Denn ¢. = g = cxc ! = ded™ = (d7'e)z(d te)™! = z oder (d7lc)z =
x(d~*c). Daher ist d~'c = e oder ¢ = d.

Wegen ¢.opg = peq ist die Gruppe der inneren Automorphismen der &3 isomorph
zu G3.

Wir schreiben &3 = {e, a,a?, b, ab,a?b}, wobei a® = e, b*> = e und ab = ba? ist.

Ist ¢ ein beliebiger Automorphismus, so gilt ¢(a)® = e und p(b)? = e, weil
e =¢(a®) = p(a)? ist.

Somit kann ¢(a) nur a oder a? sein und ¢(b) muf b, ab oder a?b sein. Das gibt 6
verschiedene Moglichkeiten. Aufler den 6 inneren Automorphismen kann es also keine
weiteren geben.

6) Als letztes Beispiel zeigen wir, dal Aut(Z/2Z x Z/27) = &3 gilt.

Da die Gruppe abelsch ist, kann sie aufler der Identitéat keinen inneren Automor-
phismus besitzen.

Bezeichnen wir die Elemente der Gruppe wie in (2.14) mit e, a,b, ab, so gilt fiir
jeden Automorphismus ¢ natiirlich p(e) = e. Aulerdem ist p(a)? = ©(b)? = p(ab)? =
e, weil jedes Element # e die Ordnung 2 hat.

Setzt man a; = a,as = b,as = ab, so induziert jeder Automorphismus ¢ eine
Permutation 7 € &3 durch p(a;) = ar ().

Umgekehrt ist jede solche Abbildung bereits ein Automorphismus. Denn ¢(a?) =
p(e) = e = ar(i\ax(). Ist a; # aj, so ist a;a; = ap mit {i,7,k} = {1,2,3}.

Daher ist

©0(aia;) = ar(iyar(j) = Qnry = ¢(ar).

Dieses Beispiel zeigt noch einmal, dafy die Automorphismengruppe einer kommu-
tativen Gruppe nicht kommutativ zu sein braucht. 5) und 6) zusammen zeigen auch,
daB verschiedene Gruppen dieselbe Automorphismengruppe haben kénnen. Ein an-
deres Beispiel fiir diesen Sachverhalt ist die Tatsache, dafl AutZ = AutZ/3Z ist.
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Automorphismen einer Gruppe oder allgemein einer algebraischen Struktur geben
Aufschlufl iiber Symmetrieeigenschaften dieser Struktur. Das spielt auch in der Ge-
ometrie eine grofle Rolle. Wir wollen das an einem einfachen Beispiel illustrieren.

(2.17). Betrachten wir ein regelméfiiges n-Eck in der Ebene und numerieren die
Ecken im mathematisch positiven Sinn mit 0,1,...,n — 1.

Wir betrachten nun alle Operationen, die dieses n-Eck in sich selbst tiberfiihren.

Eine solche Operation ist die Drehung um den Winkel 27” beziiglich einer durch
den Mittelpunkt gehenden zur Figur orthogonalen Drehachse. Wir bezeichnen diese
Operation mit a. Um a algebraisch in den Griff zu bekommen, betrachten wir die
durch a induzierte Permutation der Ecken.

Wir stellen uns vor, dafl das obige n-Eck in der Ebene fix ist. Die Operation a
fithrt die Ecke i in die Ecke (i + 1) mod n des fixen n—Ecks iiber. Der Drehung a
entspricht daher die Permutation

(0 1 -+ n-1
=11 9 ... 0 :

Die k-malige Iteration von a liefert eine Drehung um den Winkel 22—’“ bzw. die Per-

mutation
k 0 1 R |
a® = .
k k+1 -+ k-1

Beim n-ten Mal kehren wir wieder in die Ausgangslage zuriick. Es gilt also a™ =
a = 1.

Eine weitere Operation, die das n—Eck in sich tiberfiihrt, ist die Drehung um den
Winkel 7 um die Achse, die durch den Mittelpunkt und die Ecke 0 des fixen n— Ecks
geht. Wir nennen diese Operation b. Sie kann natiirlich auch als Spiegelung an der
durch diese Achse gehenden zur Figur orthogonalen Ebene aufgefalt werden. Die
zugehorige Permutation der Ecken ist

b— 0 1 oo on—1 7
0 n—1 --- 1
d.h.i— (n—14) mod n.

Es ist dann b% = 1.

Die Operationen a und b erzeugen durch Hintereinanderausiibung weitere Sym-
metrien.

Z. B. ist ba® die Operation, die das n—Eck zuerst um den Winkel % dreht und
dann an der (festen) horizontalen Achse spiegelt. Man konnte natiirlich auch zuerst
spiegeln und dann um —% drehen.

Es gilt also ba* = a=%b.
Das sieht man aber auch aus der algebraischen Darstellung als Permutation:

(ba®)(i) = b((i + k) mod n) = (n — i — k) mod n.
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(a=*b)(i) = a=*((n — i) mod n) = (n — i — k) mod n.

Es ist klar, da8 alle Operationen a* und ba®,0 < k < n, verschieden sind.
a® fiihrt die Ecken 0,1 in k, k + 1 iiber und a*b = ba™~* fiihrt 0,1 in k, k — 1 iiber.
Da bei jeder Symmetrieoperation des n-Ecks die Ecken 0,1 in benachbarte Ecken
k,k + 1 iibergehen miissen, gibt es also keine weiteren Symmetrien.
Wir erhalten also eine Gruppe D,, der Ordnung 2n, die sogenannte Diedergruppe.

Die obige Uberlegung zeigt auch, dafl D, vollstandig charakterisiert ist durch
die Tatsache, daf} sie zwei erzeugende Elemente a, b besitzt, die die folgenden Eigen-
schaften erfiillen:

(2.18) (1) a"=1,0>=1,a" #1fir0<k<n, b#1
’ (2) ba=a"'b

Wegen ba = a~'b ist klar, daf8 D,, nicht kommutativ ist, auler wenn ¢ = 1, d.h.
n=1oder a =a"!, d.h. n =2 ist. In diesen beiden Fillen liegt gar kein wirkliches
n-Eck vor. Wir kénnen die geometrische Veranschaulichung ,retten“, indem wir fir
n =1 als 1—Eck einen Punkt in der Ebene nehmen, der auf der Oberseite der Ebene
liegt und bei der Drehung b auf die Unterseite der Ebene gelangt.

Somit ist Dy & Z/27Z.

Im Fall n = 2 fassen wir ein 2—Eck als zwei verschiedene Punkte auf, die auf der
Ebene liegen und bei b wieder auf die Unterseite gelangen.

Somit ist Do 2 (Z/27) x (Z./27).

Diese Interpretation, daf3 das n-Eck eine obere und eine untere Seite besitzt, wird
auch durch die Bezeichnung Dieder, d.h. ,Zweiflachiges Objekt*, zum Ausdruck ge-
bracht.

Wir sagen, die Gruppe G wird durch eine Menge S von Elementen erzeugt, wenn
jedes Element von G als Produkt z1x5 - x,, n =0,1,2,--- | dargestellt werden kann,
wobei z; oder xi_l € S ist.

Die Menge aller solcher Produkte ist eine Untergruppe von G (das Einselement 1
wird durch das leere Produkt dargestellt) und ist offenbar die kleinste Untergruppe
von G, die S enthélt. Wir bezeichnen sie mit (S).

S erzeugt also G, wenn (S) = G ist.

Erzeugende Elemente sind natiirlich nicht eindeutig bestimmt.
So wird etwa D,, = {(a,b) auch von ab und b erzeugt, weil a = (ab)b in (ab,b)
enthalten ist und daher

(a,b) C (ab,b) C (a,b)
gilt.
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Ist @ ein Element unendlicher Ordnung und erfiillt b wieder b2 = 1 und ab = a~'b,
so ist {(a, b) eine unendliche Gruppe, die unendliche Diedergruppe Dy.

Wir kénnen sie veranschaulichen als eine Gruppe von Automorphismen der Menge
der ganzzahligen Punkte auf der Zahlengeraden. Dabei ist a die Verschiebung a(i) =
1+ 1 und b die Spiegelung b(:) = —i am Nullpunkt.

Es ist dann (ba)(i) = b(i + 1) = —i — 1 = a~!(—4) = a~'b(i) d.h. ba = a~'b oder
ab = ba~".

Die Beschreibung einer Gruppe durch erzeugende Elemente und Relationen, die
diese erfiillen, scheint die einfachste Methode zu sein, Gruppen abstrakt zu charak-
terisieren. Es stellt sich jedoch heraus, dafl man nur in Ausnahmeféillen daraus hin-
reichend konkrete Informationen iiber die Gruppe ableiten kann.

Im Fall der Diedergruppe D, ist klar, dafl sie durch (2.18) eindeutig festgelegt ist.
Denn jedes Element von (a, b) hat die Gestalt

a1 pF2gkspka L pkn

Wegen ba = a~'b kann jeder solche Ausdruck in der Form ba* oder a* geschrieben
werden. Da wegen 1) alle diese Ausdriicke fiir 0 < k < n verschieden sind, gibt es nur
eine Gruppe D,,, die 1) und 2) erfillt.

Da auch die &3 zwei erzeugende Elemente a und b hat, welche a® = 1,b?> = 1 und
ba = a~1'b und keine weiteren Relationen erfiillen, sind die Diedergruppe D3 und die
symmetrische Gruppe &3 isomorph.

Diese Tatsache ist aber auch geometrisch evident. Denn die Gruppe D3 induziert
6 Permutationen der Ecken des regelméafBigen 3-Dreiecks. Das sind aber alle Permu-
tationen dieser Ecken.

(2.19) Ein Homomorphismus f : G — G’ ist schon eindeutig festgelegt, wenn er
auf einer erzeugenden Menge S bekannt ist.
Denn dann ist jedes « € G von der Gestalt

EENES BES +1
T =X Xy T,

mit z; € S und daher

fla@) = fla)™ fla)™ - flaa)™
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3. Homomorphismen und Normalteiler.

(3.1) DEFINITION. Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Unter dem
Kern von f versteht man die Menge Ker f aller Elemente = € G, die auf das Einsele-
ment 1’ € G’ abgebildet werden, d.h. Ker f = {z € G : f(z) =1’} = f~1(1’). Unter
dem Bild Im f versteht man die Menge aller y € G, die von der Gestalt y = f(x) mit
einem x € G sind.

(3.2) Satz. Der Kern eines Homomorphismus f : G — G’ ist eine Untergruppe
von G,Ker f < G. Das Bild Im f ist eine Untergruppe von G',Im f < G'.

Beweis. Fir z,y € Ker f gilt f(z) = f(y) = 1. (Wir wollen im Folgenden auf
die pedantische Unterscheidung der Einselemente verschiedener Gruppen verzichten
und sie jeweils mit 1 oder e bezeichnen). Es ist daher auch f(zy) = f(z)f(y) =1
und f(z71) = f(z) ! = 1.

Analog ist:

l=f(1)elmf, f(@)f(y)=f(zy) €Imfund f(z)"" = f(z7") € Im f.
Im f enthélt also mit je zwei Elementen auch ihr Produkt und ihre Inversen.

(3.3) f ist genau dann injektiv, wenn Ker f = {1} ist. Die Grofle von Ker f gibt
also an, wie sehr sich f von einer injektiven Abbildung unterscheidet.

BEWELS. f(z) = f(y) & flay™") = f(2)f(y) "' =1 ay™! € Ker f.

(3.4) Ein Homomorphismus f : G — G’ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
Ker f = {1} und Im f = G’ gilt.

Der Kern eines Homomorphismus ist nicht nur eine Untergruppe, sondern enthalt

mit jedem Element n € Ker f auch alle Elemente der Gestalt znz~!. Denn ist

f(n) =1, dann ist auch
flana™) = f(z)-1- f(z)™" = f(a)f(x)" = 1.
Um besser sprechen zu kénnen, fithren wir die folgende Definition ein.

(3.5) DEFINITION. Die Elemente a,b € G heilen konjugiert, wenn ein ¢ € G
existiert mit b = cac™! oder gleichbedeutend, wenn a = ¢~ tbc ist.

In einer abelschen Gruppe sind a und b genau dann konjugiert, wenn sie gleich sind.
In einer nicht-kommutativen Gruppe gibt es mindestens ein Paar a,b mit ba # ab,
d.h. mit a=tba # b.
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(3.6) Die Elemente L =
nicht jedoch in SL(2,7Z).

(a6 )=G )

ist gleichbedeutend mit (Z a+ b) = ( a b )

11
0 1>“ndR:(1 1

L 0) sind in GL(2,Z) konjugiert,

Denn

c+d at+c b+d
0 b

Das ist nur moglich, wenn @ = 0 und b = ¢ ist. Da det <b d

> = —b% = 41 sein

muf}, kann b nur +1 sein.

. . 0 1 0o -1
Fiir jedes d gilt det<1 d)—det(_1 d)——l.

Es gibt also kein A € SL(2,Z) mit A~'RA = L.
In GL(2,Z) ist aber beispielsweise (d = 0)

()G DG -G

d.h. in GL(2,7Z) sind R und L konjugiert.

(3.7) DEFINITION. Eine Untergruppe N von G heiit Normalteiler von G, in Ze-
ichen N < G, wenn mit jedem n € N auch alle konjugierten Elemente znz~! € N
sind.

(3.8) Satz. Die Untergruppe N ist genau dann Normalteiler von G, wenn die
,Linksnebenklassen “c N mit den ,,Rechtsnebenklassen“ Nx iibereinstimmen.

BEWEIS. Sei x € G und n € N. Ist N Normalteiler, so ist znz~! € N, d.h.
xNz~! = N. Das ist gleichbedeutend mit N = Nz.

Ist umgekehrt N = Nz, dann ist tNz~! = N und daher znz~! € N fiir jedes
n € N.

(3.9) BEISPIEL. In D3 = {1,a,a? b,ab,a?b} mit ba = a?b ist wegen (ab)? =
(ab)(ab) = a(ba)b = a(a®b)b = 1 die Menge H = {1,ab} < Ds eine Untergruppe. Die
linken Nebenklassen xH sind

{1,ab} =H = abH
{a,a®b} =aH = a*bH
a?,b} =a’H = bH.
{
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Die rechten Nebenklassen sind dagegen

{1,ab} = H=Hab
{a,b} = Ha = Hb
{a? a%b} = Ha® = Ha?b.

Hier ist z. B. Ha # aH und daher ist H kein Normalteiler.

(3.10) Die zyklische Gruppe (L) ist eine Untergruppe von SL(2,7Z), aber kein
Normalteiler.

Wegen L™ = <(1) Tf) besteht die Linksnebenklasse <? _(1)> (L) aus allen El-
0 -1 N . 0 -1
ementen der Gestalt 1 n) wéhrend die Rechtsnebenklasse (L) 1 o) 2w

allen Elementen (n -1

1 O) besteht. Die beiden Nebenklassen enthalten beide das

Element <(1) B 0), fallen jedoch nicht zusammen.

(3.11) Die Untergruppe N := {1,a,a?} < Dj ist Normalteiler.

Denn aNa= ! =a?Na=2 = N,
bNb~! = {1,bab, ba’b} = {1,a%b?,b?a} = {1,a%,a} = N
und baN(ba)~! = b(aNa=1)b = bNb = N
und ba?N (ba?)~! = b(a?Na=2)b = N.

(3.12) Satz. Sei N ein Normalteiler von G. Dann bildet die Menge aller Neben-
klassen N = Nz eine Gruppe beziiglich der Multiplikation (zN)(yN) (vgl. (1.6.)).
Man nennt diese Gruppe die Faktorgruppe oder Restklassengruppe G/N. Die kanonis-
che Projektion w : G — G/N, die jedem Element x € G die ”Restklasse” w(x) = xN
zuordnet, ist ein Homomorphismus mit Kerm = N.

BEWEIS. Zunéchst ist klar, dafy die Nebenklassen x/V eine Zerlegung der Gruppe
G in disjunkte Teilmengen bilden.

Denn ist y € N, dann ist yN = xN, ist y ¢ N, dann ist also yN Nz N = .

Da N eine Untergruppe ist, ist N> = NN = N und N~! = N.
Das Produkt (im Sinne von (1.6)) von zwei Nebenklassen ist wieder eine. Genauer
gilt (zN)(yN) = (zy)N.

Denn (zN)(yN) = z(Ny)N = 2(yN)N = xyN? = zyN.
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Die Nebenklasse N = 1N spielt dabei die Rolle des Einselements, weil N(zN) =
(Nz)N = (xN)N = xN ist.

Wir fassen nun jede Nebenklasse T = xN als Element einer neuen Menge G/N,
der Menge aller Nebenklassen auf. Dann ist durch 7(z) = N = T eine Surjektion
m: G — G/N definiert, welche iiberdies 7(zy) = 7(z)m(y) erfiillt.

Der Kern dieser Abbildung, d.h. die Menge {z € G : 7(z) = 1} stimmt mit N
iiberein, Kerm = N.

Die Multiplikation in G/N ist assoziativ. Denn (Z%)Z = (zNyN)zN =
(zyN)zN = (zy)zN = z(yz)N = aN(yzN) =N (yNzN) = z(y 2).

AuBlerdem ist jedes Element T € G/N invertierbar. Denn 7 - (=) = 1, weil
(xN)(z7IN) = 227 1N? = N gilt.

3.13. BEISPIEL. Sei G = D3 und N = {1,a,a?} wie in (3.11). Dann besteht
G/N aus den zwei Nebenklassen T = N = {1, a,a?} und b = {b, ab, a’b} = bN = Nb.
Hier ist bb = bNbN = b2N? = N = 1. Somit ist G/N = {1,b} = Z/27Z.

(3.14) Fiir theoretische Uberlegungen ist es wieder giinstiger, so wie bei Ringen
oder abelschen Gruppen, den Ubergang zur Faktorgruppe so lange wie moglich hin-
auszuschieben und statt dessen mit den Elementen der urspriinglichen Gruppe G zu
arbeiten und dort den Gleichheitsbegriff in geeigneter Weise abzuéndern.

Zwei Elemente z,y € G sollen als Elemente von G/N genau dann gleich sein, wenn
ihre Nebenklassen ¥ = x N und iy = yN iibereinstimmen. Das ist gleichbedeutend
mit y~'zN = N oder mit y 'z € N.

Wir nennen daher z und y kongruent modulo N, in Zeichen z = y (mod N) oder
kurz z =y, wenn N fest gegeben ist, falls y~'a € N ist oder 2N = yN ist.

Dann ist z = y (mod N) eine Kongruenzrelation auf G. Es gelten also die folgenden
Aussagen:
(1) z==z
(2) s=y—y=a
(B) r=yy=z=uz=2
(4) z=z,y =y = 2y =511
(5) r=ay =2 =a7"

Z. B. ergibt sich 4) folgendermaflen:
N =x1N,yN = yy N = 2yN = xNyN = 21 Ny1 N = z1y1 N.
Sei nun umgekehrt auf G eine Relation x = y gegeben, welche (1) - (5) erfiillt.
Dannsei N={n € G:n=1}.

Aus (4) und (5) folgt, da N < G eine Untergruppe von G ist.
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Fiirz € Gund n € N ist znz~! = (zn)z~! = (1)~ = 1 und daher znz~! € N.
Die Untergruppe N ist daher sogar ein Normalteiler.

Wegen z = y <= y 'z = y 'y = 1 gilt daher, dal x = y gleichbedeutend mit
y~lz € N, d.h. mit zN = yN ist.

Jeder Normalteiler N von G induziert also auf G eine Kongruenzrelation
2 =y (mod N) und umgekehrt 148t sich jede Kongruenzrelation x = y auf G durch
einen Normalteiler N, ndmlich N = {n € G : n = 1} beschreiben.

Beim Ubergang zur Faktorgruppe G/N werden kongruente Elemente von G ”iden-
tifiziert”.

Somit sind Faktorgruppen G/N und Kongruenzrelationen x = y auf G im wesentlichenlj
dasselbe.

In diesem Sinn kann man die Faktorgruppe G/N auch folgendermaflen beschreiben:|j
Die ”Elemente” von G/N sind die Elemente von G versehen mit der neuen Gleich-
heitsrelation z = y (mod N).

Bei dieser Interpretation ist die kanonische Projektion 7 : G — G/N einfach die
identische Abbildung m(x) = x, wobei auf der rechten Seite der Gleichheitsbegriff von
G/N zu verwenden ist.

(8.15) Satz. Sei N < G und f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, der
jedes Element n € N auf das Einselement f(n) =1 von G’ abbildet. Dann induziert

f einen Homomorphismus f : G/N — G@'. Esgilt dann f = form, wobeim: G — G/N
die kanonische Projektion ist.

BEWEIS. Sei a = b definiert durch b~ 'a € N.

Fir a = bgilt 1= f(b~ta) = f(b)~'f(a) und daher f(a) = f(b).

Daher ist die Abbildung f : G/N — G’ durch f(aN) = f(a) wohldefiniert und ein
Homomorphismus.

(3.16) Kanonische Zerlegung eines Homomorphismus. Jeder Homomor-
phismus f : G — G’ hat eine kanonische Zerlegung f = 1o f om, welche in Diagramm-
form folgendermaflen aussieht:

f

G —_ G

wl T

G/Kerf —— Im f
f

Dabei ist 7 die kanonische Projektion von G auf G/Kerf, f ein Isomorphismus und
¢ die kanonische Einbettung von Im f in G'.
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BEWEIS. Durch f(a) = f(b) wird auf G eine Kongruenzrelation definiert, die dem
Normalteiler Ker f entspricht.  Nach (3.15) gilt daher f = f o m, wobei
m: G — G/ Ker f die kanonische Projektion ist.

Nun 148t sich f eindeutig in der Form f = yo f, schreiben, wenn f ”dieselbe”
Abbildung wie f ist, jedoch mit Wertebereich Im f statt G.

Somit ist f =0 for.

Es ist blo noch zu zeigen, daf8 f ein Isomorphismus von G/ Ker f auf Im f ist.
Das folgt aber aus Ker f = m(Ker f) = 7(1) = T und der Tatsache, dafl f surjektiv
ist.

Als Korollar erhalten wir

(3.17) Erster Isomorphiesatz fiir Gruppen.
Fir jeden Homomorphismus [ : G — G’ gilt

G/Ker f =Im f.

Als néchstes wollen wir untersuchen, in welcher Beziehung die Untergruppen von
G zu jenen von G/N stehen.

Es ist klar, dafl das Bild n(H) jeder Untergruppe H < G eine Untergruppe von
G/N ist und ebenso das Urbild 7#=1(H/N) jeder Untergruppe von G/N eine Unter-
gruppe von G ist. Im zweiten Fall treten nur solche Untergruppen H < G auf, die N
enthalten.

Beschrankt man sich auf die Klasse der Untergruppen H mit H O N, dann ex-
istiert eine bijektive Zuordnung zwischen allen Untergruppen von G/N und allen
Untergruppen H von G, die N umfassen.

Das ist wieder am einfachsten aus der Alternativinterpretation von G/N abzulesen.
Dort fallen namlich die Untergruppen H < G, die N enthalten, mit den Untergruppen
von G/N elementweise zusammen. Denn eine Untergruppe H von G kann genau dann
als Untergruppe von G/N interpretiert werden, wenn sie mit jedem h € H auch die
ganze Klasse hINV enthélt. Fir h = 1 muf} also speziell N = 1- N < H sein. Das
gentigt aber auch.

Fassen wir H mit H O N als Untergruppe von G/N auf, so schreiben wir dafiir
H/N oder n(H).

Fiir solche Untergruppen fallen die Begriffe ” Normalteiler in G” und ” Normalteiler
in G/N” zusammen.

Denn H <1 G bzw. H/N <1 G/N bedeuten jeweils dasselbe, ndmlich dafl fiir alle
r€Gund h € H gilt 2~ he € H.

Wir fassen diese Ergebnisse zusammen in
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(3.18) Satz. Die Abbildung H — w(H) = H/N ist eine Bijektion zwischen
der Menge aller Untergruppen H von G, welche N umfassen, und der Menge aller
Untergruppen von G/N. Die Untergruppe H ist genau dann Normalteiler in G, wenn
H/N Normalteiler in G/N Ist.

(3.19) 2. Isomorphiesatz fiir Gruppen.
Sei N <G und H<1G mit HO N.
Dann gilt

G/H = (G/N)/(H/N).

BEWEIS. Die Elemente auf beiden Seiten konnen als Elemente xz von G inter-
pretiert werden. Gleichheit bedeutet in beiden Fillen "z = y” wenn y~ 'z € H ist.

Schliefllich gilt auch

(3.20) 3.Isomorphiesatz fiir Gruppen. Seien K und N Untergruppen von G,
wobei N ein Normalteiler ist. Dann gilt

(1) KN ist Untergruppe von G.
(2) K N N ist Normalteiler von K.
(3) KN/N=2K/KNN.

Bewers. 1) ist klar, weil (kyN)(koN) = (k1ks)N und (kN)~! = k~LN gilt.

2) Seine KNN und k € K.
Dann ist knk~! € N, weil N < G
und knk~! € K, weil n € K ist.
Also ist k(KN N)k~' C KN N.
Das bedeutet, dafl K NN < K ist.

3) Fir kq, ko € K gilt
ki1 = ko (mod NNK) <= ky'ky € KNN <= ky'k; € N <= kN = ks N.

Oder man betrachtet den Homomorphismus f : K — G/N mit f(k) = kN. Dann
ist Im f = KN/N und Ker f = KN N.
Daher ist K/KNN =K/Ker f 2Im f =2 KN/N.

Dieser Satz kann als gruppentheoretisches Analogon der mengentheoretischen Gle-
ichung
(AUB)\A = B\(ANB)

aufgefafit werden.
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(3.21) BEISPIEL. Sei G = SL(2,Z) und f : SL(2,Z) — SL(2,F5) der Homomor-
phismus, der die Matrix A in A mod 2 uberfiihrt.
Dann ist N = Ker f die Menge aller A =1 (mod 2) ein Normalteiler in G.
n

seiK<L>{<(1) 1>,neZ}~Z.

Dann ist KON:{((l) 21n> ,n €L} = 27.
WEeil derselbe Isomorphismus, der K in Z tberfiihrt, auch K NN in 2Z tberfiihrt,
gilt K/K NN = Z/2Z. Daher ist auch KN/N = 7Z/27.

(3.22) BEISPIEL. Als weiteres Beispiel wollen wir nun alle Normalteiler und Un-
tergruppen der D, bestimmen.

Die Elemente von Dy sind 1, a, a?,a?,b, ab, a®b, a®b mit ba = a~1b.

Aus bab™! = a~! = @® und aba~! = a?b ergibt sich, dafl die Klassen konjugierter
Elemente gegeben sind durch

K, = {1}, Ky = {a,a®}, K3 = {a*}, K4 = {b,a®b} und K5 = {ab, ab}.

Da ein Normalteiler mit jedem Element auch alle dazu konjugierten Elemente
enthilt, ist er als Vereinigung von K/s darstellbar.
Sei [K] der von K erzeugte Normalteiler. Dann ist
Kl] = {1}7
[K3] = {1,(12} =P,
[Kz] = {1,@,@2,(13} = K1 U KQ U K3 = Q7
[K4] = {1, b,aQb, a2} =K UK3UK4 =R,
[K5] = {1,ab,a2,a3b} = Kl U K3 U K5 =S.
Schliefllich ist D4 selbst auch ein Normalteiler.
Daneben gibt es noch die folgenden Untergruppen:

A={1,bj,
B ={1,a?b} = aAa™t,
C = {1, ab},

D = {1,a*} = aCa™ .

Die entsprechenden Faktorgruppen sind
D,/P ={P,aP,bP,abP} = Cy x Cy,
D4/Q ={Q,bQ} = Cs,

D4/R ={R,aR} = (Cy,
D4/S = {S, CLS} = CQ.

Ist H < G eine Untergruppe, aber kein Normalteiler, so sieht man leicht, dafl die
Menge der Linksnebenklassen x H keine Gruppe bildet. Denn dann gibt es a € G und
h € H mit aha™! ¢ H. Dann ist aber die Menge (aH)(a~! H) keine Linksnebenklasse.
Sie enthilt ndmlich a-1-a™'-1=1¢€ H und aha™! -1 ¢ H, also zwei Elemente,
die in verschiedenen Linksnebenklassen liegen. Die Linksnebenklassen bilden jedoch
eine Zerlegung von G in disjunkte Blocke. Denn es ist entweder xH NyH = () oder
zH =yH.
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Denn wenn xH NyH # () ist, gibt es h, k € H mit xh = yk. Dann ist x = ykh™!
mit kh~! € H. Folglich ist xH = yH

Ist G endlich, so sei (G : H) die Anzahl der Linksnebenklassen von H in G. Man
nennt (G : H) den Index von H in G. Speziell ist (G : {1}) =| G | die Ordnung von
G.

(3.23) Satz von Lagrange. Seien K und H Untergruppen von G mit K C H,
dann gilt

(G:K)=(G:H)(H:K).
Speziell fir K = {1} ergibt sich

|G |=(G:{1}) = (G : H)(H :{1}).

BEWEIS. Sei H = Jz,K,G = Jy,;H mit z; € H,y; € G, wobei alle vorkom-
i J

menden Nebenklassen disjunkt seien.
Dann gilt

J J 4,7

Ist yjz; K = yxp K, dann gilt auch y;2, KH = yx,KH, d.h. y;H = y;H und
somit y; =y

= ;K =2, K und daher z; = 2.
(3.24) Korollar. Die Ordnung jedes Gruppenelementes ist ein Teiler der Grup-

penordnung.

BEWEIS. Sei a € G und H = (a) die von a erzeugte Untergruppe. Dann ist die
Ordnung ord a von H identisch mit | H |= (H : {1}) und somit ein Teiler von | G |.

3.25 Korollar. Ist | G |= p eine Primzahl, so ist G abelsch und G = C,,.

BEWEIS. Sei a € G,a # 1. Dann ist H = (a) < G. Dabher ist | H | ein Teiler von
| G |=p. Da p prim ist, muf | H |= p sein und daher H = G.

(3.26) Korollar. Ist f : G — G’ ein Homomorphismus der endlichen Gruppe G

in die Gruppe G’. Dann ist | G |=| Ker f | - | Im f |.
Bewers. Im f = G/ Ker f.
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Im kartesischen Produkt G = A x B der Gruppen A und B sind die Untergruppen
A" = A x {1} und B’ = {1} x B aller Paare (a,1) bzw. (1,b) Normalteiler, wo
jedes Element von A’ mit jedem Element von B’ vertauschbar ist. Auflerdem ist
A'NnB ={1}.

Davon gilt auch die Umkehrung.

(3.27) Satz. Sei G eine Gruppe und seien A und B Normalteiler von G mit
ANB={1} und AB = G. Dann gilt G =2 A x B.

BEWEIS. Wir zeigen, dal ab = ba fiir a € A,b € B gilt.
Denn aba'b~! = (aba=1)b~! € B, weil B < G,

aba= b1 = a(ba=b71) € A, weil A < G.

= aba" bt e ANB={1}
= aba"b"! =1 = ab = ba.

Jedes Element von G hat wegen AB = G eine Darstellung der Gestalt ab. Diese
ist eindeutig.

Denn ab = aby impliziert a;'a =bb~' € ANB=({1}) = a;la=1=bb"' =
a = aq, b= bl.

Die Abbildung ¢ : A x B — G, die durch ¢(a,b) = ab definiert ist, ist ein
Homomorphismus, weil ¢ und b kommutieren:

¢((a1,b1)(a,b)) = p(ara, bib) = (ara)(brb) = (a1b1)(ab) = ((a1,b1))¢((a,b)).

Sie ist surjektiv, weil AB eine Gruppe bildet, die mit G zusammenfillt und injek-
tiv, weil die Darstellung als Produkt eindeutig ist.

Aus dem Hauptsatz tiber abelsche Gruppen wissen wir bereits, dal Cp» nicht als
direktes Produkt von Untergruppen darstellbar ist.
Das folgt aber auch sofort aus (3.27), weil die einzigen Untergruppen die Gruppen

0)< (") < PV < - < (p) < Cpn = (1)

sind.
Ist also AN B = (0), so mufB} eine dieser Gruppen die triviale Gruppe (0) sein.
Daher ist A x B=A x {0} & A.
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4. Die Gruppen der Ordnung 1 bis 11.

Der Gruppenbegriff ist so allgemein, daB es kaum maoglich ist, einen Uberblick iiber
alle Gruppen zu geben. Wir wollen uns daher in diesem Abschnitt damit begniigen,
ein paar spezielle Transformationsgruppen zu studieren und alle Gruppen der Ord-
nungen 1 bis 11 zu bestimmen.

Unter einer Transformation auf einer Menge X versteht man eine bijektive Ab-
bildung von X auf sich. Die Menge aller Transformationen einer Menge X bildet
klarerweise eine Gruppe.

(4.1) DEeFINITION. Ein Homomorphismus ¢ einer Gruppe G in die Gruppe aller
Transformationen einer Menge X heifit eine Operation von G auf X. Statt ¢(g)(x)
schreibt man oft besser g-x oder gz. Es gilt dann 1-2 = z und (g192) -z = g1 (g2 - x).

Fiir jedes « € X heifit die Untergruppe

G,={9€G:gx =2z}

der Stabilisator von x und die Menge

Oy = {9z :9€ G}

die Bahn (orbit) des Elementes x unter der Wirkung von G.

Setzt man x ~ y, wenn y = gz fiir ein g € G ist, so ist das eine Aquivalenzrelation
auf X. Die Bahnen O, sind die Klassen dquivalenter Elemente. Sie bilden eine
Zerlegung von X in disjunkte Teilmengen.

Ein Element g € G permutiert die Elemente jeder Bahn. Gibt es nur eine einzige
Bahn, so sagt man, G operiere transitiv auf X.

Die symmetrische Gruppe &,, operiert transitiv auf der Menge X = {1,2,...,n}.

Satz (2.13) besagt, daB jede endliche Gruppe G als Transformationsgruppe inter-
pretiert werden kann.

In diesem Fall ist X = G und g-2 = Lyx = gz die iibliche Gruppenmultiplikation.
Hier ist der Stabilisator G, = {e} und die einzige Bahn O, = G. Die Gruppe G wirkt
also transitiv auf sich.

Der Homomorphismus ¢ : G — &g ist hier injektiv. Anders ausgedriickt:

Ist gz = z fiir alle x, dann ist ¢ = 1. Man sagt, dal die Wirkung von G auf X
treu ist.
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Eine andere Moglichkeit, G auf sich selbst wirken zu lassen, ist durch

g-r=Ryw = xg~ !,
d.h. durch Rechtsmultiplikation mit g—! gegeben.
Hier ist 1 - = x und

(9192) & = w(g192) " = (g5 ‘g7 ") = (wg5 Ngr ' = g1+ (wgy ") = g1 - (92 - @)
Es liegt also tatsdchlich eine Operation vor.

(4.2) Es gibt noch eine weitere wichtige Operation von G auf sich selbst, ndmlich

g-x= gxg_l.
Hier ist 1-2 =2 und g1g2 - @ = g1920(9192) " = 91(g2295 g1 " = g1 - (92 - @).
Die Bahnen O, sind die Klassen konjugierter Elemente und der Stabilisator G,
besteht aus allen g € G, die mit x vertauschbar sind.

(4.3) Ist H < G, dann bilden die Linksnebenklassen x H eine Zerlegung von G. Wir
bezeichnen die Menge aller Linksnebenklassen mit G/H. Wenn H kein Normalteiler
ist, ist G/H keine Gruppe. Sie ist jedoch eine Menge, auf welcher G operiert:

1-aH = aH,
g-aH = (ga)H .

Es ist klar, da3 G transitiv operiert: Fiir je zwei Nebenklassen aH und bH gibt
es ein Element g = ba~! mit g-aH = bH.

Sei z. B. G = D3 = {1,a,a?,b,ab,a?*b} mit ba = a>b.
Sei H = {1,b}. Dann sind die Nebenklassen

Sy = H,Sy = {a,ab} = aH, S5 = {a*,a*b} = a*H.

G = Dj operiert auf G/H = {51, Ss, S3}.
Z. B. ist

aSl
bS1 = Si, bSy = S3, bS53

S, aSy = S3, aS3 = 5y,
Ss.

(4.4) Satz. Die Gruppe G operiere auf X. Sei x € X, H := G, der Stabilisator
von x und O, die Bahn von x. Dann definiert (aH) = a - x eine Bijektion von G/H
auf O, welche iiberdies

¢(g-aH)=g-p(aH)
erfiillt.
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BEWEIS. H ist die Menge aller h € G mit hx = z. Ist b = ah mit h € H, so ist
b-zx=ah-x=a-hz=a-z.
Daher ist durch
plaH)=a-x

eine wohldefinierte Abbildung von G/H auf O, gegeben.
Diese ist auch injektiv. Denn sei p(aH) = ¢(bH). Dann ist a-2z = b-x und daher
x=a"'b-z. Alsoist a='b € G, = H und somit b € aH, d.h. bH = aH.

Seiz. B.G=X=Dy,g-2=9gzg ! und = = b.
Dann ist
H=Gy={g€Dy:gbg' =b} ={1,b,a*,a’b} = R
in der Bezeichnung von (3.22).
Definiert man also ¢ durch
9(R)=1-b=>bund p(aR) =a-b=aba"' = a?b,

dann liefert ¢ eine Bijektion von Dy/R auf O, = {b, a®b}.
Hier ist z. B. p(abR) = a?b,
weil ab-b=abbba~! = aba~! = a?b ist.

(4.5) Satz. Sind in (4.1) G und X endliche Mengen, so gilt

|G
G |

|Oz |:

Bewmis. Nach (4.4) ist | Oy |=| G/Gq |= 151

(4.6) Korollar. Sei G endlich. Dann ist die Anzahl der zu x € G konjugierten
Elemente ein Teiler der Gruppenordnung | G |.

BEWwEIS. Nach (4.2) ist fiir g - 2 = gzg~! die Bahn O, gleich der Menge aller zu
x konjugierten Elemente.

Z. B. sahen wir in (3.22), dafl die Anzahl der zu einem x € D, konjugierten
Elemente entweder 1 oder 2 war, also ein Teiler von | Dy |= 8.

Sei nun G = D3 mit | G |= 6.
Dann sind die Klassen konjugierter Elemente gegeben durch

0, = {1},0, = {a,a®} und O, = {b, ab, ab}.

Jedes | O, | ist 1,2 oder 3 und daher wieder ein Teiler von | G |= 6.
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Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun eine Ubersicht iiber alle Gruppen mit
kleinen Ordnungen gewinnen.
Dabei ist der folgende Satz recht niitzlich:

(4.7) Satz von Cauchy. Ist G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, die
die Ordnung von G teilt, dann enthdlt G ein Element der Ordnung p.

BEWEIS. Wir betrachten die Menge X aller p—tupel z = (x¢, 21,...,2p—1) mit
x; € G und oz ---xp—1 = 1. Diese Menge ist nicht leer, weil (1,1,...,1) € X ist.
Sind xg, 1, ..., Tp—2 beliebig gegeben, so gibt es ein eindeutig bestimmtes x,_1, so

daB Tlz; = 1 ist. Daher ist | X |=| G [P71, weil es genau | G |P~1 (p — 1)—tupel mit
Elementen aus G gibt.

Insbesondere ist | X | ein Vielfaches von p, weil | G | ein Vielfaches von p ist.

Wir interpretieren nun die Indizes der Elemente xg,--- ,zp—1 als Elemente der
Gruppe C, = Z/pZ.

Dann operiert C, auf X durch

k- (:L‘(), . .,xp,l) = (‘Tkaxlﬂ»l» . .,‘Tk,l).

Denn 0-z=zund (k+1) -z =k-(l-x2).
Nach (4.5) ist

| Cp ‘ p
| O |= = ;
G Gy
d.h.
| Oy |=1oder | Oy |=p.
Enthielte jede Bahn aufler der von (1,...,1) genau p Elemente, so wére

| X |=1+ kp nicht durch p teilbar.

Daher gibt es ein « # (1,...,1), dessen Bahn O, genau 1 Element enthélt, das
also k- & =z fiir alle k € C), erfiillt.

Das bedeutet jedoch zg =21 =--- = 2p_1 = a.

Es gibt also ein Element ¢ € G mit @ # 1 und a? = 1.

Dieses Element a hat die Ordnung p.

Wir wissen schon, daf} jede Gruppe mit Primzahlordnung zyklisch ist (3.25). Daher
kennen wir alle Gruppen der Ordnungen 1,2,3,5,7,11.

Fiir n = 4 kennen wir 2 abelsche Gruppen, Cy und Cy x Cs.
Das sind bereits alle Gruppen der Ordnung 4. Denn ist G # C4, so muf} jedes

Element a # 1 die Ordnung 2 haben. Jede solche Gruppe ist aber nach dem folgenden
Satz kommutativ.
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(4.8) Satz. Hat jedes Element a # 1 einer Gruppe G die Ordnung 2, so ist G
kommutativ.

BEWEIS. ba = (aa)(ba)(bb) = a(ab)(ab)b=a-1-b = ab.

Nun zu den Gruppen der Ordnung 6.
Wir behaupten, dafl jede solche Gruppe entweder isomorph zu Cg oder zu Dj ist.
Wir zeigen gleich allgemeiner

(4.9) Satz. Sei p eine ungerade Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung 2p.
Dann ist G isomorph zu Cs, oder zu D,,.

BEWwWEIS. Nach dem Satz von Cauchy gibt es in G Elemente x der Ordnung p und
y der Ordnung 2. Da y nicht in (x) sein kann, ist ¥y # 2! fiir alle k¥ und ! und somit
sind die Nebenklassen (x) und (z)y disjunkt.

Daher ist

G = (z) U (z)y und genauso G = (x) Uy(x).

Es mufl also (x)y = y(z) sein. Die Untergruppe (z) ist also ein Normalteiler.
(Allgemein gilt, da jede Untergruppe N vom Index (G : N) = 2 ein Normalteiler ist.
Der Beweis ist genau derselbe.)

Wir betrachten nun das Element zy. Seine Ordnung kann als Teiler von | G |= 2p
nur 1,2, p oder 2p sein. ord(zy) = 1 wiirde bedeuten, zy = 1 oder z = y~! = y. Das
ist also unméglich.

Ist ord(zy) = 2p, so ist G = Cyp.

Ist ord(zy) = 2, so gilt (xy)(zy) = 1 oder yz = x~1y.

Da D, durch 2 Erzeugende x und y mit 2? = 1,y? = 1 und yoz = 2~y eindeutig
festgelegt ist, mufl also G = D,, sein.

Jetzt bliebe noch der Fall ord(zy) = p. Das ist jedoch unmdglich. Denn sonst
ware

() = (z)(2y)” = ({z)zy)",

weil (z) Normalteiler ist, d.h.

() = ((2)y)? = (D)y(r)y - - - (2)y = ()3’ = (2)y,

weil p ungerade ist und y? = 1. Es miifite also (z) = (x)y sein, was wir bereits
ausgeschlossen haben.

Speziell gibt es nur 2 Gruppen der Ordnung 6, ndmlich Cg und D3 und 2 Gruppen
der Ordnung 10, ndmlich Cyy und Ds.
Jetzt fehlen uns noch die Gruppen der Ordnungen 8 und 9. Wir untersuchen

zunéchst den einfacheren Fall n = 9. Hier zeigen wir wieder ein allgemeines Resultat.
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(4.10) Satz. Jede Gruppe G, deren Ordnung ein Primzahlquadrat ist, | G |= p?,
ist isomorph zu Cl,2 oder Cp, x C)p.

BEWEIS. Wir brauchen blof zu zeigen, daf jede solche Gruppe abelsch ist.
Nach (4.6) enthilt jede Klasse konjugierter Elemente O, entweder 1,p oder p? Ele-
mente.

Fiir das Einselement 1 gilt natiirlich O; = {1}, d.h. | Oy |= 1.
Wiire fiir jedes andere a stets | O, |# 1, also | O, |= p?,i > 1, so wiire

| G |= 1+ pk, in Widerspruch zu | G |= p*.

Also existiert ein  # 1 mit | O, |= 1, d.h. y~lzy = z fiir alle y € G. Das bedeutet
xy =y fiir alle y € G.

Ist ordz = p?, so ist G = Cp2. Andernfalls ist ordz = p. Es gibt dann y ¢ ().
Dann sind die p? Elemente z'y*,0 < i,k < p, alle Elemente von G und G ist abelsch.

Nun wollen wir noch alle Gruppen der Ordnung 8 bestimmen. Wir kennen bereits
alle abelschen Gruppen der Ordnung 8, nédmlich Cg, Cy x C4 und Cy x Cs x Cs.

Eine nicht abelsche Gruppe der Ordnung 8 ist die Diedergruppe D,4. Es zeigt sich,
daf es noch eine weitere Gruppe der Ordnung 8 gibt, ndmlich die Quaternionengruppe
Hg.

Die Quaternionen sind Ausdriicke der Gestalt a + bi + ¢j + dk mit a,b,c,d € R
und 2 =452 =k*=—1und ij = —ji = k.

Speziell bilden die Elemente 41,44, 44, +k eine Gruppe von 8 Elementen, die
natiirlich nicht kommutativ ist.

Beispielsweise gilt jk = j(ij) = j(—ji) = —j% = i.

Wir wollen nun zeigen, daf§ diese 5 Gruppen bereits alle Gruppen der Ordnung 8
sind.

Sei G also eine nichtkommutative Gruppe der Ordnung 8. Dann enthilt G kein
Element der Ordnung 8, weil G sonst zyklisch wéire. Nach (4.8) konnen auch nicht
alle Elemente # 1 die Ordnung 2 haben. Es gibt daher ein Element y mit ordy = 4.

Ist = ¢ (y), so ist

G = (y) U (y)z = (y) Uz(y)

eine disjunkte Vereinigung und daher ist N := (y) ein Normalteiler von G.
Da G/N die Ordnung 2 hat, gilt (zN)? = N, d.h. 22N = N oder 22 € N.
Wire 22 = y*!, so hitte = die Ordnung 8. Daher ist 22 = 1 oder 22 = y2.
Weiters gilt zyz~! = y~'. Denn wegen a Nz~ = N ist ayz—' = y*.
Um k zu bestimmen, beachten wir, dal wegen 22 € N gilt

1

y=a?ya~? = a(aye e~ = ayta = (aya)E = ()P =0
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Es ist also y’“z_1 = 1. Da y die Ordnung 4 hat, mufl k£ ungerade sein. Ware k = 1,

so wire zyz~! =y, d.h. 2y = yr und G wire kommutativ. Daher ist £k = 3 und

ryrt =y =y L

Es sind daher 2 Falle moglich.

(1) y*=1Layzt =y 1 22=1

Daraus folgt, dafl G = Dy ist.
(2) y'=Layzt =y 2=y
Setzt man x = 4,y = j, dann ist i? = 52,45 = 771 und (j2)? = 1. Bezeich-

nen wir i? = j2 = —1, was wegen (j2)? = 1 sinnvoll ist, so ergibt sich i? =
j2 = —1,4j = —ji. Setzt man noch ij = k, so ist k? = ijij = —i2j2 = —1.

Man erhélt also die Hg.

BEMERKUNG. Die Gruppe Hg enthalt nur ein Element der Ordnung 2, wahrend
D, 5 solche Elemente hat. Daraus folgt Hg 2 Dy.

Insgesamt erhalten wir

(4.11) Satz. Alle Gruppen der Ordnungen 1 bis 11 sind zu einer der folgenden
Gruppen isomorph: Ci,Cs, Cs,Cy,Cy x Co,C5,Cq, D3, C7,Cg,Co X Cy,
Cy x Cy x Cq, Dy, Hg, Cy, C3 x C3,C19, D5, C11.

Es sieht auf den ersten Blick so aus, als wiirde es genau dann nur eine Gruppe der
Ordnung n geben, wenn n = p eine Primzahl ist. Das stimmt jedoch nicht, wie der
folgende Satz zeigt.

(4.12) Satz. Die einzige Gruppe der Ordnung 15 ist die zyklische Gruppe Cis.

BEWEIS. Nach dem Satz von Cauchy (4.7) existiert in G ein Element x der Ord-
nung 5 und ein Element y der Ordnung 3.
Sei H = {1,z,22, 23 2*}.
Wir zeigen zunachst dafl H ein Normalteiler von G ist.
Dazu betrachten wir die Menge G/H aller Linksnebenklassen gH.
Diese besteht aus 3 Elementen.
Die Gruppe H operiert auf G/H durch Linksmultiplikation h(gH) = hgH.
Nach (4.5) ist die Anzahl der Elemente einer Bahn ein Teiler von 5 = |H|. Da
G/H nur 3 Elemente hat, kann dieser Teiler nur 1 sein. Das bedeutet, dafl H jede
Nebenklasse in sich iiberfiihrt: hgH = gH fiir alle h € H.
Anders ausgedriickt: g~ 'hg € H fiir h € H und g € G. Somit ist H Normalteiler in
G.
Als néchstes betrachten wir den Automorphismus ¢ von H, der durch p(h) =
yhy~! definiert ist. Hier ist ©3(h) = y3hy =2 = h, also ©® = id, die Identitit auf H.
Andererseits ist nach (2.16) 2) Aut C5 = C = Cy.
Es muf also auch ¢* = id sein. Daher ist ¢ = p*¢p ™3 = id. Das bedeutet yhy ! = h
fir alle h € H oder yh = hy.
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Sei nun K = (y). Dann besteht HK aus 3.5 = 15 Elementen, die alle verschieden
sind, weil H N K = {1} ist.
Nach (3.27) ist G 2 H x K = C5 x C3 = C15, wie behauptet.

BEMERKUNG. Dieselbe Uberlegung zeigt auch, da jede Gruppe der Ordnung pgq,
wo p > ¢ Primzahlen sind und p — 1 nicht durch g teilbar ist, isomorph zu Cj, ist.

5. Die symmetrische Gruppe &,.

Die Elemente der symmetrischen Gruppe &,, sind alle bijektiven Abbildungen der
Menge {1,2,...,n} auf sich. Sie bilden beziiglich der Komposition 7 o g eine Gruppe.
Um (7 o 9)(¢) zu bilden, mufl man daher zuerst o(i) berechnen und dann = darauf
anwenden. Man muf} also die Gruppenoperation von rechts nach links lesen.

Wir schreiben ein Element m € &,, oft in der Zwei-Zeilen-Notation

— aq a9 . Qp,
m(a1) w(az) ... w(an) )’
wobei aq, ..., a, eine beliebige Anordnung der Zahlen 1,2,...,n ist. Da die Reihen-
folge der Spalten dabei irrelevant ist, schreibt man meistens 7 in der Form

= (ot wty 1 )

Man nennt dann 7 eine Permutation der Menge {1,2,...,n}. Z. B. ist

N N
U oo ow
B0 oy s
= Ot
[\l e
w
~ o0
SN——
Il

Wegen 7 1(m(i)) = i erhilt man 7~ ! in der Zweizeilen-Notation, wenn man die

beiden Zeilen vertauscht:
Ist

Do Ot
(eI

so ist
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Das Einselement ¢ von &,, ist durch () = fiir alle ¢ € {1,2,...,n} gegeben.
Die Ordnung der Gruppen &, ist | &,, |= nl.
Denn jedem Element 7 € &,, entspricht eine Anordnung 7(1)7(2) ...7w(n) der Menge
{1,2,...,n}. Dabei gibt es fiir 7(1) genau n Moglichkeiten, fiir 7(2) wegen 7(2) #
m(1) genau n — 1 Moglichkeiten, usw. Es gibt also insgesamt n(n — 1)---2-1 = n!
Anordnungen.

Sei 7 € &,, und (1) = {e,7,7?%,...} die von 7 erzeugte zyklische Untergruppe.
Dann bilden die Bahnen O; = {i, n(i), 72(i),...} eine Zerlegung von {1,2,...,n} in
disjunkte Teilmengen. Ist z. B.

(123456789
™\7 3165429 8)

so ergibt sich die Zerlegung {1,...,9} = O; UO4 U O5 U Og mit

01 ={e(1) =1,7(1) = 7,7*(1) = 7(7) = 2, 7%(1) = 7(2) = 3},
O, = {e(4) = 4,7(4) = 61,
05 = {5}7
Os = {8,9}.

Die Wirkung von 7 ist bekannt, wenn sie auf jeder Bahn bekannt ist. Ist O,, =
{as = 7(a1),a3 = w(az),...,a; = w(ag)} eine Bahn unter (r), so induziert 7 auf der
Menge O,, die Permutation

ay a2 ... QAp—1 Qg
as as ... ap a1 )’
Z. B. induziert die obige Permutation 7 auf O; die Permutation
1 7 2 3
7T 2 3 1)°
Wir kénnen diese Permutation auf {1,7,2,3} zu einer Permutation (1,7,2,3) auf

{1,2,...,9} fortsetzen, die auBerhalb von Oy wie die identische Abbildung wirkt:

1

(1,7,2,3)=(1 7 2 3)=<7

Wir nennen eine solche Permutation eine zyklische Permutation oder kiirzer einen
Zyklus.
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(5.1) DEFINITION. Eine Permutation 7 € &,, heiit ein Zyklus (der Lange r), wenn
es eine Teilmenge {ay,...,a,} von {1,2,...,n} gibt, so dafl 7(a;) = aq, 7(az) =
as,..., m(a,) = ay ist und w(i) = i fir ¢ ¢ {a1,...,a,} gilt. Wir schreiben dann
m = (a1,a2,...,a;) = (ag,...,ar,a1) =+ = (ar,a1,...,a,_1).

Zyklen der Lénge 2 heiflen Transpositionen und Zyklen der Lange 3 Dreierzyklen.

Zwei Zyklen (aq,...,a), (b1,...,bs) heiflen elementfremd, wenn die entsprechen-
den Teilmengen elementfremd sind.

(5.2) Satz. Je zwei elementfremde Zyklen p,o kommutieren: po = op.

BeEwels. Sei p = (a1,...,a,), 0 = (b1,...,bs). Dann ist p die identische Ab-
bildung auf dem Komplement von {ay,...,a,} und analog fiir o. Ist ¢ = a;, so ist
po(c) = ple) = plai) und ap(c) = apla;) = plas), also polc) = op(c). Analog fiir
¢ =1b;. Ist ¢ in keiner der beiden Mengen, so ist op(c) = o(c) = ¢ = po(c).

(5.3) Satz. Jede Permutation 7 ist eindeutig als Produkt von elementfremden
Zyklen darstellbar. Dabei ist die Reihenfolge der Faktoren irrelevant.

BEWEIS. Das ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, daf die Bahnen unter (r)
eine Zerlegung von {1,...,n} in disjunkte Mengen bilden. Man beginne mit 1 und
bilde den davon erzeugten Zyklus (1,7(1),72(1),...). Dann nehme man das kleinste
Element, das in diesem Zyklus nicht vorkommt und iteriere das Verfahren.

.. 1 2 3 45 6 7 89 o
Furﬂ(7 3165 4 2 9 8> ergibt sich

7=(1723) (46) (5 (89).

Dabei kann ein Einserzyklus, wie hier (5), weggelassen werden, weil (a) = ¢ ist.

(5.4) Satz. Jede Permutation T € &, ist als Produkt von Transpositionen darstell]
bar.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, daf jede zyklische Permutation (z1 - - - z,,) als Pro-
dukt von Transpositionen darstellbar ist. Eine solche Darstellung ist z. B.

(1 2n) = (0120) (P12 1) - - - (2123) (T172).

Um das zu iiberpriifen, mufl man die Wirkung beider Seiten auf ein Element ¢ fest-
stellen, wobei man immer von rechts nach links gehen muf}, weil Permutationen Sym-
bole fiir Abbildungen sind.

Z. B. geht x3 unter (z1x3) in x1 und dieses unter (z1x4) in x4 iber.

Nach (2.10) ist die Abbildung 7 — U, ein Homomorphismus von &,, in GL(n, R).
Die symmetrische Gruppe &,, kann daher mit der Gruppe aller Permutationsmatrizen
Ur = (x(1)s- - - €n(n)) identifiziert werden. Weiters ist die Abbildung A — det A ein
Homomorphismus von GL(n,R) in die multiplikative Gruppe R*. Wegen det U, € Z
und det Uy - det U-1 = 1, muf} det U, = +1 sein.

Daher ist die Abbildung
T —detU, =sgnm
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ein Homomorphismus von &,, in die multiplikative Gruppe {1, —1}.
Man nennt sgn 7 des Signum von 7.

Speziell gilt fiir das Signum einer Transposition (a,b) immer sgn(a,b) = —1. Denn
U(a,p) unterscheidet sich von der Einheitsmatrix I durch Vertauschen zweier Spalten.
Da det I =1 ist, ist also det U, ) = —1.

(5.5) Satz. Nennt man eine Permutation 7 gerade, wenn 7 als Produkt einer
geraden Anzahl von Transpositionen darstellbar ist und ungerade sonst und setzt
man sgnm = 1, wenn w gerade ist und sgnm = —1, wenn 7 ungerade ist, so gilt
sgn(mymy) = sgnmy - Sgn .

BEWEIS. Das ergibt sich sofort aus den obigen [“Iberlegungen. Da aber sehr oft
schon bei der Definition der Determinante von sgn 7w Gebrauch gemacht wird, wollen
wir auch einen Beweis geben, der vom Begriff der Determinante unabhéngig ist.

Es gentigt zu zeigen, daf} eine gerade Permutation keine Darstellung als Produkt
einer ungeraden Anzahl von Transpositionen haben kann. Denn dann ist

Anzahl der Transpositionen einer Darstellung

sgnm = (—1)

und somit sgn(myma) = sgnm - sgn mo.

Sei also m € &,, und z(7) die Anzahl der Bahnen unter (7), d.h. die Anzahl der
elementfremden Zyklen inklusive Einerzyklen (7).

Ist 7 eine Transposition, so ist z(77) = z(7) £ 1.

Denn sei 7 = (ab).

Kommen a und b im gleichen Zyklus vor, etwa a = z; und b = x;, so ist

(J?i xj)(xl .o l‘k) = (Z‘jl‘j+1 N 43 S 1 R xi_l)(xi N xj_l).

7. B. gilt
(25)(3245 1) = (513)(24).

Kommen a und b in verschiedenen Zyklen vor, etwa a = x1,b = y1, so ist
(x1 y1) @y ccap)yr-ou) = (Y1 y1 21 ... Tk).

Z. B. ist
(25)(241)53)=(15324)=(53241).

Im ersten Fall hat 77 einen Zyklus mehr, im zweiten Fall einen Zyklus weniger.

Hétte nun 7 sowohl eine Darstellung m = 7 - - - 7o, mit einer geraden Anzahl von
Transpositionen 7; als auch eine Darstellung m = o1 - 0941 mit einer ungeraden
Anzahl von Transpositionen, so wire wegen Ti_l = 7; auch

T2k """ T1IT = 02]41 " 01T = E.

Dabei wiirde sowohl z(7oy - - 717) = 2(7) 4+ 2k = 2(7) (mod 2) als auch
z(ogpq1 o) =z(m) + 20+ 1=2(m) +1 (mod 2) gelten, was unmoglich ist.
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Noch schneller sieht man das folgendermaflen:

Man 148t die Gruppe &,, auf Z[X;, ..., X, ] operieren durch (7 f)(X1,...,X,) =
f(Xﬂ-—l(l), . ,Xﬂ-—l(n)).

Dabei wird die i-te Unbestimmte in die 7(¢)-te Unbestimmte iibergefithrt. Daher

ist (mo)f = w(of).
Wahlt man speziell f(X1,...,X,) = [[(X; — Xj), so ist
i<j

()X, Xn) =2f(Xq,..., Xn),

d.h.
(rf)(X1,...,Xpn) =e(m)f(X1,...,X,) mit e(7) € {1,—-1}.
Wegen

(mo)f = m(of) ist
e(mo)f = 7m(e(0)f) = e(o)e(m) f, d.h.

e(me) = e(m)e(o)-

€
Fiir jede Transposition (ij) ist e(ij) = —1.
Denn es werden die Vorzeichen der Faktoren

(Xi = Xig1) (Xigr = X5)(Xi = Xiso) (X2 — Xj) - (X — Xj1) (X1 — Xj)

und X; — X; gedndert. Im ersten Produkt hebt sich das auf, so daf bloB X; — X; in
X; — X; ubergefiihrt wird.
Daher ist e(7) = sgn .

(5.6) Korollar. Die Gruppe 2, aller geraden Permutationen ist als Kern des
Homomorphismus sgn : 6,, — {1,—1} ein Normalteiler der &,,. Sie heift die al-
ternierende Gruppe von n Symbolen. Es gilt |2,| = %’ fiirn > 2.

(5.7) Satz. Fiir n > 3 ldft sich jedes Element von 2, als Produkt von Dreier-
zyklen darstellen.

BEWwWEIS. Da jedes Element von 2, das Produkt einer geraden Anzahl von Trans-
positionen ist, geniigt es zu zeigen, dal das Produkt von zwei Transpositionen als
Produkt von Dreierzyklen darstellbar ist.

Seien a, b, ¢, d verschiedene Elemente. Dann gilt:
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(5.8) DEFINITION. Eine Permutation 7 € &,, hat den Typ [k1, k2, . .., ky], wenn
die Untergruppe (r) genau k; Bahnen der Léange ¢ hat, 1 <14 < n.
Dabei gilt nattirlich k; + 2ky 4+ --- +nk, =n

BEISPIEL. Die &3 besteht aus den Elementen ¢ = (1)(2)(3), (1)(23), (12)(3),
(2)(13), (123) und (132).

Sie hat also ein Element vom Typ [3,0,0], 3 Elemente vom Typ [1,1,0] und 2
Elemente vom Typ [0, 0, 1].

(5.9) Satz. Zwei Permutationen g und o sind genau dann konjugiert in &,,, wenn
sie denselben Typ besitzen.

BEWEIS. Fiir jedes m € 6, gilt

w(ar, - ax)m ™t = (m(ar), 7(az), -, W(aw)).
Denn (w(ay,...,ar)m Y)7r(a;) = w(as,...,ax)a; = 7(air1), wenn agx; = a; gesetzt
wird.
Ist a ¢ {n(a1),...,7(ar)} = 7(a1,...,ar)7 1(a) = a.
Daher ist

mlay...ap)(by...b)(..)(.. )t =
= (m(ay...ap)n ) (w(by...b)n ) - = (w(a1) ... w(ap)) (7 (b1) ... 7(B))(...).
Sind umgekehrt

o=(ar...ap)(by...by)... und 7= (@y...ax)(by...by) ...

vom gleichen Typ, so sei 7(a;) = @;, 7(b;) = b, . . ..

Dann ist mor ! = 7.

(5.10) BEISPIEL. In der symmetrischen Gruppe &4 gibt es 5 Klassen konjugierter
Elemente:

) (13), (14), (23
)(34), (13)(24
3), (132), (12

234), (1243), (

), (24), (34)}
), (14)(23)}
4), (142), (134), (143), (234), (243)}
1324), (1342), (1423), (1432)}.

{e}
{(12
{(12
{(12
{1

1
2
3
4
5
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(5.11) BEMERKUNG. Wegen
(z1...21) = (zr2)(@12p_1) - - - (z122) ist sgn(zy...xp) = (—1)F L

Daher ist 2, = C1 UC3 U Cy.

Die Elemente (123) und (132), die in &4 konjugiert sind, sind in der Gruppe 24 nicht
konjugiert.

Denn sei

m(123)7 1 = (132) = (321) = (213).

Dann ist entweder w(1) = 1,7(2) = 3,7(3) = 2, d.h. 7 = (23) oder 7 = (13) oder
m = (12). Keine dieser Transpositionen gehort zur 2.

(5.12) Satz. Fiir n > 5 sind in der Gruppe 2,, alle Dreierzyklen zueinander
konjugiert.
BEWEIS. Sei 0= (alagag), o= (blebg).
Da o und ¢ in &,, konjugiert sind, gibt es 7 € &,, mit o = mor~!.
Ist m € A, so ist alles gezeigt.
Ist das nicht der Fall, wihle man ¢,d ¢ {aj, as,a3}.
Dann ist (¢ d)o = o(c d) und

o=non ' =7(cd)o(c d)r™' =n(c d)o(n(cd))™ .

Dam ¢, ist m(c d) € A,.

(5.13) Satz. Die symmetrische Gruppe &,, wird von 2 Elementen erzeugt, z. B.
von a = (12) und = (12---n).

BEWEIS. BafB71 = (23), 32aB72 = (34),--.
Daher ist
(a, B 2 ((12),(23),...,(n—1,n))

Wegen
(L) =00-1)G-L)ELj-1)

liegen auch
(13) = (12)(23)(12), (14) = (13)(34)(13), ... in («, 8).

Somit gilt (o, 8) 2 {(12), (13),...(1n)}.
Wegen (ij) = (1¢)(15)(1¢) enthélt (o, 8) alle Transpositionen und fallt somit mit der
S,, zusammen.

BEMERKUNG. Wir wissen, daf jede endliche Gruppe als Untergruppe einer geeigneten|j
&, darstellbar ist. In einer Untergruppe kann daher ein minimales Erzeugendensys-
tem mehr Elemente haben als ein solches der Gesamtgruppe.

191



Ist G eine Gruppe und H eine Untergruppe, so ist fiir jedes a € G auch die Menge
aHa~! eine Untergruppe. Sie heiit konjugiert zu H.

H ist genau dann ein Normalteiler, wenn alle zu H konjugierten Untergruppen
zusammenfallen.

BEISPIEL. In &3 ist ((123)) = 3 ein Normalteiler. Die Untergruppen
((12)),{((13)) und ((23)) sind zueinander konjugiert.

(5.14) In der &4 ist N = {e,(12)(34), (13)(24), (14)(23)} = (Z/27Z) x (Z]27)
die sogenannte Vierergruppe, ein Normalteiler, weil sie mit jedem (ab)(cd) auch alle
konjugierten Elemente enthalt.

Dagegen ist K, die Menge aller Permutationen, die das Element 4 festlassen, eine
Untergruppe, die nicht normal ist. Die konjugierten Untergruppen sind die Gruppen
K;,1 <i <4, die das Element ¢ festlassen. Es gilt natiirlich K; & G3.

Es ist klar, dafl K; N N = {e} ist und K;N = &4, weil K;N alle Transpositionen
enthalt.

Nach dem ersten Isomorphiesatz gilt

Da N <2, ist N auch Normalteiler in 24 und es gilt analog
214/N = ([(z ﬂQl4)N/N = K; ﬂQl4/{5} =~ g (Z/?)Z)

(5.15) DEFINITION. Eine Gruppe G heifit einfach, wenn die einzigen Normalteiler
von G die trivialen Normalteiler {e} und G sind.

Hier besteht eine gewisse Analogie zu Korpern, wo (0) und K die einzigen Ideale
sind.

Eine abelsche Gruppe ist genau dann einfach, wenn sie keine nichttriviale Unter-
gruppe hat, also isomorph zu Z/pZ ist, wobei p eine Primzahl ist.

Fiir nicht—kommutative Gruppen ist die Situation wesentlich komplizierter.
Wir zeigen hier nur ein Resultat:

(5.16) Satz. Firn > 5 ist die alternierende Gruppe 2, einfach.

BEWEIS. Sei N # {e} ein Normalteiler von 2, fir n > 5. Es geniigt zu zeigen,
dafl N einen Dreierzyklus enthélt. Da jeder Dreierzyklus zu diesem konjugiert ist und
N Normalteiler ist, enthélt N alle Dreierzyklen und fallt daher mit 2l,, zusammen.

Sei also m # ¢ ein Element von N. Da w € 2,,, kann es keine Transposition sein.

Ist 7 ein Dreierzyklus, ist nichts mehr zu zeigen.

Daher konnen wir annehmen, dafi 7 mindestens 4 Elemente a, b, ¢, d permutiert.
7 muf} also eine der folgenden Formen haben: (abed...), (abc)(de. .. ) oder
(ab)(cd) .. ..
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Im ersten Fall sei o = (abc).
Dann ist mor~! = (bed), 0=t = (ach) und

m(onto™t) = (bed)(ach) = (adb) € N.
Im zweiten Fall sei o = (abd). Dann ist mor ! = (bee), 0~ = (dba) und daher
m(on to™t) = (bee)(dba) = (adceb) € N.

Jetzt sind wir wieder beim ersten Fall angelangt und erhalten einen Dreierzyklus in
N.

Sei nun m = (ab)(cd) --- und e ein weiteres Element. Sei ¢ = (ace). Dann ist
mor~1 = (bdm(e)), 0! = (eca). Ist w(e) = e, also mor 1o~ = (abdec), so kommt
man wieder auf den ersten Fall zuriick.

Ist m(e) # e, dann ist oo™t = (bdr(e))(eca) und wir sind beim zweiten Fall.

Man kennt heute alle endlichen einfachen Gruppen. Thre Bestimmung stellte eines

der aufwendigsten mathematischen Projekte aller Zeiten dar und umfaf3t iiber 10000
Druckseiten.
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V1. Endliche Korper und zyklische Codes

Jetzt sind wir in der Lage, die wichtige Klasse der endlichen Korper, die nach
threm FEntdecker auch Galoisfelder genannt werden, vollstandig zu uberblicken. FEs
existiert genau dann ein Korper Fq mit ¢ Elementen, wenn g = p° eine Primzahlpotenz
ist. Dieser ist tiberdies bis auf Isomorphie eindeutig bestimmit.

Um einen kleinen Einblick in die Anwendungsmdglichkeiten endlicher Kérper zu
geben, skizzieren wir auch einige Grundtatsachen aus der Theorie der zyklischen
Codes.

1. Endliche Korper.

In diesem Kapitel wollen wir einen Uberblick iiber alle endlichen Kérper gewinnen.

Wir wissen bereits (III. (2.4)), dafl der Restklassenring Z/pZ genau dann ein
(endlicher) Korper ist, wenn p eine Primzahl ist. Diesen Korper bezeichnen wir mit
F,.

AuBerdem wissen wir, daf$ der Restklassenring K [X] /(f(X)) genau dann ein Kér-
per ist, wenn f(X) irreduzibel ist (III. (2.12)). Ist K = F,, so ist dieser Korper

ebenfalls endlich.
Es stellt sich heraus, daf3 damit bereits alle endlichen Korper erfaf3t sind.

Um das zu zeigen, wollen wir zuerst einige notwendige Bedingungen, die ein
endlicher Korper erfiillen muf}, ableiten bzw. wieder in Erinnerung rufen.

(1.1) Satz. Die Anzahl |K| der Elemente eines endlichen Kérpers K kann nur
eine Primzahlpotenz p™ sein.

Das wurde in III. (3.26) bewiesen.

Der Beweis beruht darauf, dafl der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus
p:Z — K (vgl. II1. (3.21)) als Bild Imp den Kérper F,, aller Restklassen modulo einer
Primzahl p besitzt. Der Korper K kann daher als Vektorraum iiber dem Primkorper
F, interpretiert werden. Man nennt dann p die Charakteristik char (K) von K. Da
K endlich viele Elemente hat, mufl K als Vektorraum iiber F, endliche Dimension n
besitzen. Dann ist aber |K| = p™.

Von fundamentaler Bedeutung ist die folgende Bemerkung.

(1.2) Satz. Fiir jeden endlichen Kérper K ist die multiplikative Gruppe
K* = K\{0} zyklisch.

BEWEIS. Das folgt sofort aus IV.(1.53), weil die Gleichung X — 1 = 0 in einem
Korper hochstens d Losungen besitzen kann.

Ist ¢ = p™ = | K|, so ist also K* = Cy_;.

(1.3) DEFINITION. Ein erzeugendes Element o der Gruppe K* des endlichen
Korpers K heifit primitives Element von K oder Primitivwurzel von K.
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Z. B. ist 3 Primitivwurzel von F;, weil die Potenzen von 3, d.h. 3! =3,32 =9 =2,
33=2.3=6,3"=6-3=4,3"=4-3=12=5und 35 =5-3 = 15 = 1 alle Elemente
# 0 von F; durchlaufen.

Analog ist 2 eine Primitivwurzel von Fq;.

Das folgt aus 2! = 2,22 =4,23 =8, 2 =16=5,2°=10,20=10-2 =20 = 9,
21=9.2=18=7,22=2.7=14=3,2=2-3=6und 2 =6-2=12=1.

Nach IV.(1.52) ist die Anzahl der erzeugenden Elemente der zyklischen Gruppe
Cy—1 gleich der Anzahl ¢(¢ — 1) der zu ¢ — 1 teilerfremden ganzen Zahlen k mit
0<k<gqg.

Z. B. hat Fr genau ¢(6) = 6(1 — 3)(1 — 3) = 2 Primitivwurzeln, nimlich 3' = 3
und 3° = 5, wihrend F11 genau ¢(10) = 10(1—1)(1—£) = 4 Primitivwurzeln besitzt.

(1-3)
Es sind dies die Potenzen 2" = 2, 23 = 8, 27 = 7 und 2° = 6, deren Exponent zu 10
teilerfremd ist.

Wihrend durch (1.2) die Existenz von Primitivwurzeln gesichert ist, gibt es bis
jetzt keine allgemeine Methode, um Primitivwurzeln explizit zu konstruieren. Man
ist weitgehend auf Probieren angewiesen.

(1.4) Satz. Jeder endliche Kérper K der Charakteristik p ist isomorph zu einem
Restklassenkérper von Iy, [X] modulo einem irreduziblen Polynom f(X):

K =TF,[X]/(f(X)).

Es gibt also genau dann einen Koérper mit p™ Elementen, wenn es ein irreduzibles
Polynom f(X) € F, [X] vom Grad n gibt.

BEWEIS. Da K eine Primitivwurzel « besitzt, sind alle Kérperelemente gegeben
durch 0, a, a2, ..., a9 ! mit |K| =q = p".
Dabher ist die Abbildung ¢ : F, [X] — K, die durch

%) (Z a,'Xi> = Zaio/

definiert ist, ein surjektiver Ringhomomorphismus von F, [X] auf K.

Da jedes Ideal in F,, [X] ein Hauptideal ist, hat Ker ¢ die Gestalt Ker ¢ = (f(X))
mit einem eindeutig bestimmten normierten Polynom f(X) € F,, [X]. Da
K =Imy = F,[X]/ Ker ¢ ein Korper ist, ist Ker ¢ = (f(X)) nach III.(5.2) ein
maximales Ideal und nach II1.(5.5) ist daher f(X) ein (nicht konstantes) irreduzibles
Polynom.

Man koénnte nun direkt zeigen, dafi es fiir jedes n ein irreduzibles Polynom f(X)
vom Grad n in I, [X] gibt und damit die Existenz eines Korpers Fp» mit p™ Elementen
beweisen. Es gibt aber eine wesentlich einfachere Methode, um das abzuleiten.
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(1.5) Satz. Sei K ein endlicher Kérper mit |K| = p™ Elementen. Dann geniigt
jedes der p™ Elemente von K der Gleichung

XP' X =0.

Bewers. Da |[K*| =p™ — 1 ist und K* eine Gruppe ist, folgt aus IV.(1.36), da8
die Ordnung jedes Elementes o € K* ein Teiler von p™ — 1 ist.

Speziell ist also o~ = 1 fiir alle & € K*. Multipliziert man beide Seiten mit
a, so folgt also a?" = a. Ist o = 0, so gilt trivialerweise 0°" = 0. Somit gilt fiir jedes
a € K die Gleichung o?" — o = 0.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des kleinen Fermat’schen Satzes III. (3.10).

Ist also K ein endlicher Korper mit p™ Elementen, dann kann K als Zerfallungs-
kérper des Polynoms X?" — X interpretiert werden.

Es liegt nahe, daf§ davon auch die Umkehrung gilt. Das ist tatséchlich der Fall.

(1.6) Satz. Sei K ein Zerfillungskorper des Polynoms X?" — X € F, [X]. Dann
hat K p™ Elemente und fillt mit der Menge aller Nullstellen von X?" — X in K
zZusammen.

BEWEIS. Im Zerfillungskorper K von X?" — X zerfillt dieses Polynom in Linear-
faktoren:

n

P
XX =[[(X-a).
i=1
Wir behaupten, dafl alle Nullstellen «; einfach sind und mit den Elementen von K
zusammenfallen.
Nach II.(4.15) ist «; einfach genau dann, wenn f'(o;) # 0 ist. Nun ist fir
f(X) = XP" — X die Ableitung

F(X)=p"XP" 7' —1=—1, weil p" =0 in K ist.

Speziell ist also jedes f/(a;) = —1 # 0.
Die Einfachheit der Nullstellen 148t sich in diesem Fall aber auch direkt einsehen.
Wegen
XX =X (x - 1)
ist & = 0 eine einfache Nullstelle.
Sei nun a # 0 und

XZ)/’.L_1 _1 n n n
g(X):X7:XP 2 haXP T4l
-«
Dann ist g(a) = (p" — 1)a?" 2 = —a?" 2 = 7L:71 = %1 £ 0.

Somit ist die Nullstelle a einfach.

Es gibt also im Zerfallungskorper K von X?" — X genau p” verschiedene Nullstellen
«. Wir behaupten, dal die Menge dieser Nullstellen bereits selbst einen Korper bildet,
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der IF, enthélt und daher mit dem Zerféllungskérper K, der ja definitionsgeméaf der
kleinste Korper K ist, der alle Nullstellen enthélt, iibereinstimmen muf.
Seien also a # 0, 3 # 0 Nullstellen von X?" — X. Dann ist o?” = o und 8" = 3.
Wir miissen zeigen, dafl é, af und a + [ ebenfalls dieser Gleichung geniigen.

Fiir L und of3 ist das selbstversténdlich.

Fir a £+ 8 beachten wir, daf} in einem Korper der Charakteristik p die Gleichung
(@ p)’ =a £ 7
gilt (vgl. III. (3.10)). Wendet man diese Formel n-mal an, so erhélt man
(aiﬁ)pn =a £ =a+p.
Damit ist bereits alles gezeigt.

Es gibt also fiir jede Primzahlpotenz p™ tatséchlich einen Korper mit p™ Ele-
menten. Die notwendige Bedingung (1.1) ist also auch hinreichend.

Es zeigt sich, dafl dieser Kérper (bis auf Isomorphie) sogar eindeutig bestimmt ist.

(1.7) Satz. Fiir jede Primzahlpotenz q = p™ gibt es bis auf Isomorphie genau
einen Kérper mit ¢ Elementen, das sogenannte Galoisfeld IFy,. Es fallt mit dem
Zerfallungskorper des Polynoms X? — X € F,[X] zusammen. Insbesondere gibt
es in F, [X] fiir jedes n = 1,2,3,... mindestens ein irreduzibles Polynom vom Grad
n.

BEWwEIS. Aus (1.6) folgt die Existenz eines solchen Kérpers und aus (1.5) und der
Isomorphie je zweier Zerfallungskorper (II1. (4.21)) folgt die Eindeutigkeit.

(1.8) BEMERKUNG. Die Eindeutigkeit 148t sich auch ganz elementar ohne Ken-
ntnisse iiber Zerfallungskorper beweisen.

Zu diesem Zweck nehmen wir an, dafl K und L zwei Korper mit jeweils p™ Ele-
menten seien.

Wir wissen, da§ K eine Primitivwurzel a enthélt. Nach (1.4) existiert ein irreduz-
ibles normiertes Polynom f(X) € F, [X] vom Grad n, welches « als Nullstelle besitzt.
Wir betrachten nun den gréBten gemeinsamen Teiler d(X) von f(X) und X?" — X.
Da «a gemeinsame Nullstelle dieser beiden Polynome ist, ist auch d(«) = 0. Nach
IT1.(1.26) folgt daraus, dafi f(X) ein Teiler von d(X) ist. Da auch d(X) nach Defi-
nition ein Teiler von f(X) ist und beide Polynome normiert sind, gilt d(X) = f(X).
Somit ist f(X) ein Teiler von X?" — X.

Da X?" — X nach (1.5) iiber L in Linearfaktoren zerfillt, gibt es ein Element

4 € L mit f(8) = 0.
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Dann ist die Zuordnung
et - Ya

nach I11.(4.17) der gesuchte Isomorphismus von K mit L.

(1.9) Korollar. Sei K ein Kérper mit p™ Elementen und seien f(X) und g(X)
zwei irreduzible Polynome aus I, [X] vom Grad n. Dann existiert ein Isomorphismus
von Iy [X]/(f(X)) auf Fp [X] /(9(X)) -

Seiz. B. f(X)=X2+ X +2¢cF3[X] und g(X) = X2+ 1 € F5 [X].

Ist K =Fg, so gibt es @« € Fg mit o2 +a+2=0,dh. o> =—-a—-2=2a+1, so
daf3 die Elemente von Fg die Gestalt

Fo={0,1,2,,a+ 1, + 2, 2, 2ac + 1, 2cx + 2}

haben.
Es gibt aber auch ein Element i € Fg mit i24+ 1 =0, d.h. > = —1. Dann kann
man die Elemente von Fg auch in der Form

Fo = {0,1,2,i,i 4+ 1,i+2,2i,2i + 1,2 + 2}

schreiben.

Aus 0 = a? + a+2 = (a+2)% + 1 folgt, daB a + 2 = +i ist. Nehmen wir an, o
und ¢ seien so gewahlt, dal a +2 =14, d.h. a =1+ 7 ist.

Dann ist die Zuordnung

cha’“ — ch(l +i)*

die identische Abbildung auf Fg = F3[a] = F3[i]. Sie induziert daher einen Isomor-
phismus von F3 [X] /(f(X)) auf F3 [X] /(g(X)).

Wir wissen bereits, dal f(X) = X2+ X +2 und g(X) = X?+1 Teiler von X°— X
sein missen.
Betrachten wir nun die Zerlegung von X° — X in normierte irreduzible Faktoren:

X' X=XX-DX+ D)X =) (X +i) (X —i+1)(X+i+1)
(X+i-1)(X—i—1)=
=X(X -D(X+ D)X+ 1D)(X2+2X +2)(X*+ X +2).
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Dann sind die Wurzeln « und o von X2+ X +2 sowie o’ und o® von X2 42X +2
Primitvwurzeln von Fy.

Denn die Potenzen von «a sind

—

a=a=1+1
a? =20+ 1=—i
=2 +a=40+2+a=2a+2=1—i
at=20*+2a=2=-1
’=—a=2a=-1—i
f=-2a-1l=a+2=i
Q' =-2a-2=a+1=—-1+i
a® =1
Dagegen ist i = o + 2 keine Primitivwurzel, weil i2 = —1 und daher i* = 1 gilt.

Fiir die folgenden Polynome f(X) € Fy[X] ist die Restklasse X mod f(X) eine
Primitivwurzel:

I+ X+ X214+ X+ X314+ X+ X1+ X2+ X514 X + X6,
1+ X34+ X714+ X%+ X3+ X4+ X8,

Dagegen ist f(X) = =1 = 14+ X + X2 + X3 + X* € F,[X] irreduzibel, hat
jedoch keine Primitivwurzel von Faa als Nullstelle:

Da weder 0 noch 1 Nullstellen von f(X) sind, enthélt f(X) keinen Linearfaktor in
Fy [X]. Das einzige irreduzible quadratische Polynom iiber Fy ist X2 + X + 1. Dieses

ist kein Teiler von f(X), weil
fX)=X*(X’+X+1)+X+1=X+1#0 mod (X*>+X+1)

ist.
Da f(X) also irreduzibel ist, ist Fy [X] /(f(X)) = Faa = Fy6.

Sei @ = X eine Nullstelle von f(X) in Fig. Dann ist a wegen a # 1 und
a® -1 = (a—1)f(a) = 0 ein Element der Ordnung 5 in Fys = Cj5 und daher
keine Primitivwurzel.

Wir haben in II.4 versucht, die Gleichung X2 + X + 1 iiber Fy zu lésen. Das
bedeutet, einen Oberkdrper von Fy zu finden, in welchem X2+ X +1 in Linearfaktoren

zufallt.

199



Ein solcher Oberkorper ist nach unseren Uberlegungen
Fy=TF2 [X]/(X?+ X +1).

Ist « = X, dann besteht F; aus den Elementen Fy = {0,1,a,a + 1}. Dabei ist
a4+ 1 = a?. Dieser Korper ist auflerdem bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Wie kommt man nun zu der in I1.4 gegebenen ad—hoc-Losung durch Matrizen ?

Das haben wir uns schon allgemein in III.(2.17) iiberlegt:

Wir fassen Fy als (zweidimensionalen) Vektorraum iiber Fy auf. Wahlen wir als
Basis die Menge {1,a}, so kénnen wir jedes Element von Fy eindeutig in der Form
1 + 2o mit x; € Fy darstellen.

Ordnen wir nun jedem Element 8 € F4 den Multiplikationsoperator Mg, der durch
Mpg(z1 + xoar) = (- (x1 + x2a) definiert ist, zu, dann ist Fy offenbar isomorph mit
der Menge dieser Multiplikationsoperatoren.

Die Elemente von F4 konnen also mit den Matrizen
A=My= (1), A2=Mye= (), I=M = (})) und 0= My = (J {) identifiziert
werden.

Denn wegen a(z1 + x20) = axy + axe = axy + (1 + )z = 12 + a(zy + 23) ist
M, = ((1) }) und analog in den anderen Féllen.

Als néchstens wollen wir KRE-Homomorphismen ¢ : K — K eines endlichen
Korpers in sich untersuchen.

Nach III. (3.16) muB} ¢ injektiv sein und daher verschiedene Elemente wieder in
verschiedene Elemente iiberfithren. Es muf3 also Img genau so viele Elemente wie K
selbst enthalten und daher mit K {ibereinstimmen. Jeder solche Homomorphismus ¢
ist also sogar ein Automorphismus des Korpers K.

Ist K = Fp» ein endlicher Kérper der Charakteristik p, so gilt (a £ 8)? = of £ 5P
und (af)? = oP (P, weil alle Binomialkoeffizienten (’;) mit 1 <7 < p—1durch p
teilbar und daher als Elemente von Fj,» gleich 0 sind (vgl. IIL. (3.10)).

Daher definiert ¢,(z) = 2P einen KRE-Homomorphismus von Fy,» in sich, der
nach den obigen Bemerkungen sogar ein Automorphismus von Fp» ist.

Es ist dann ¢} (z) = 2?'. Wir schreiben dafiir auch kurz ©pi ().

(1.10) DEFINITION. Der durch ¢p,(z) = 2P definierte Automorphismus ¢, von
Fp» heifit Frobenius—Automorphismus.
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(1.11) Satz. Ist f(X) € F,[X] und o € Fyn eine Nullstelle von f(X), dann ist
aP ebenfalls Nullstelle von f(X).

BEWEIS. Aus dem kleinen Fermat’schen Satz (III. (3.10)) folgt ¢, (a) = a fir alle a
aus dem Primkorper IFp. Bezeichnen wir die Fortsetzung von ¢, auf den Polynomring
F, [X] ebenfalls mit ¢,, so ist dort ¢, die Identitét, v,(f) = f.

Daher ist wegen f(a) = 0 auch

0= @p(f(a)) = @p(f)(wp(@)) = f(ep(a)) = f(aP)
fiir jede Nullstelle a von f(X).

(1.12) Satz. Ist f(X) € F, [X] ein normiertes irreduzibles Polynom n—ten Grades
und o eine Nullstelle in einem endlichen Oberkérper K von F,, so sind alle Nullstellen

von f(X) gegeben durch die Menge {«, aP, ap2, . ,apn_l} und es gilt in K [X]
JX) = (X —a)(X —ar)- (X —a?"™).
BEwEIS. Nach (1.11) ist mit a auch o eine Nullstelle von f(X). Wir wollen nun
zeigen, dafl unter den gemachten Voraussetzungen die Elemente
aP' = p,i(a) = (pp)'(a), 0 <i < n, alle verschieden sind.
Wire das nicht der Fall, dann gébe es i und k mit 0 < i < k < n mit o =

o, d.h. ei(a) = cp’;(a) und somit @’;’i(a) = a, wenn man auf beide Seiten "
anwendet. )
Es gibe also 1 < j < n mit o = a.
Dann wére
j—1
9(X) = (X —a)(X —af)--- (X —a” ) € Fp [X],
weil

, v
Pp(9(X)) = (X —a")(X —a”) (X — o) = g(X)
wire und somit ¢,(c) = ¢ fir jeden Koeffizienten ¢ von g(X) gelten miifite.

Da die Gleichung X? — X = 0 hochstens p Losungen haben kann und jedes der p
Elemente des Primkérpers F,, eine Losung ist, folgt aus ¢,(c) = ¢, daBl ¢ € F), ist.

Es wére also f(a) = g(«o) = 0 und daher g(X) ein Vielfaches des irreduziblen
Polynoms f(X). Insbesondere miifite also j > n sein. Das ist ein Widerspruch.
Daher ist die kleinste Potenz j mit o? =a gegeben durch j = n.
Das Polynom
(X —a)(X —af) (X —a?" )

liegt in F, [X], ist normiert und vom Grad n und hat mit dem irreduziblen Polynom
f(X) die Nullstelle o gemeinsam. Das ist nur moglich, wenn es mit f(X) zusam-
menfallt.
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(1.13) Satz. Jeder Automorphismus ¢ von Fpn ist eine Potenz ¢ = wlg des
Frobeniusautomorphismus ¢,,.

BEWEIS. Sei « eine Primitivwurzel von F,» und f(X) € F,, [X] das Minimalpoly-
nom von «. Bezeichnen wir die Erweiterung von ¢ auf Fy» [X] wieder mit ¢, so ist
e(f(X)) = f(X), weil ¢(1) = 1 und daher ¢(a) = a fiir alle a € F,, gilt. Da ¢ ein
Automorphismus ist, gilt

d.h. ¢(a) ist ebenfalls Nullstelle von f(X).
Nach (1.12) ist daher o(a) = a?" fiir ein gewisses k. Es ist also ¢(a) = ok (a).

Daher ist auch _ _ ) 4
pla’) = p(a)' = (¢(a)" = ¢p (@)
fiir alle ¢ und da ¢(0) = @’;(0) = 0 ist, ist somit ¢ = @’; auf ganz Fpn.

(1.14) Korollar. Die Gruppe aller Automorphismen von Fp» ist zyklisch von der
Ordnung n und wird vom Frobeniusautomorphismus ,, erzeugt.

(1.15) Satz. F,» enthélt einen zu F,- isomorphen Teilkérper genau dann, wenn
s ein Teiler von n ist. Dieser Teilkorper ist eindeutig bestimmt und besteht aus allen
Elementen o € Fpn, die der Gleichung XP" — X =0 geniigen.

BEWEIS. Wenn ein Teilkoérper mit p® Elementen existiert, so miissen seine Ele-
mente nach (1.5) Nullstellen von X?° — X = 0 sein. Dieses Polynom hat genau p°
Nullstellen. Es kann daher nur einen solchen Teilkorper geben.

Ist Fps € Fpn, dann ist Fpn ein Vektorraum iiber Fps und somit p” = (p*)* = p*;
es gilt also s|n.

Sei umgekehrt s ein Teiler von n, n = ks.

Dann ist

pnilipk:sil
pP-1 p-1

— ps(kfl) +p5(k*2) +o 441,

d.h. p* — 1 ist ein Teiler von p™ — 1.

Also ist auch X?"~! — 1 ein Teiler von X?"~! — 1 und somit X?" — X ein Teiler
von X?" — X. Die Elemente von Fp,n, welche aP” = o erfiillen, bilden daher einen
Teilkorper Fps von Fpn.

(1.16) BEISPIEL. Das Polynom 1+ X + X3 € Fy [X] ist irreduzibel iiber Fa, weil
es keine Nullstelle in Fy besitzt.

Sei « = X die Restklasse von X modulo (1 + X + X3) in Fy [X]. Dann sind die
Elemente von Fg 22 Fy [a] gegeben durch 0, ! = a, o? = o2, a® = 1+, a* = a+a?,
ad=1+a+a?, a=1+a?und o’ =a® = 1.
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Der einzige echte Teilkorper von Fg ist Fs.
Nun wollen wir die obigen Uberlegungen etwas verallgemeinern.

Sei k = Fp- ein beliebiger endlicher Kérper der Charakteristik char(k) = p und
f(X) € k[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad deg f = n. Dann féllt der Zer-
fallungskorper K von f(X) mit dem Restklassenkorper

K = k[X] /(/(X)) & Fyn.

zZusammen.
Denn nach Konstruktion ist o = X sicher eine Nullstelle. Der Frobeniusautomor-
phismus ¢, von K hat die Ordnung ns nach (1.14).
Weiters gilt nach (1.15), da ¢ € k = F,. genau dann gilt, wenn ¢®" = ¢, d.h.

pp(c) = cist.

Ist also § eine Nullstelle von f(X), d.h. f(8) = 0, dann ist ¢,(f(5)) = 0
und auch o5 (f(8)) = 0. Da ¢, alle Koeffizienten von f elementweise festhilt, ist
F(B7) =e3(£(B) =0

Somit ist 37 eine weitere Nullstelle von f(X). Wendet man dieses Resultat sukzes-
sive auf a,a?”, ..., an, so erhélt man wegen a?" = «, daB die Menge der Nullstellen
von f(X) gegeben ist durch

s 2s (n—1)s
{a,ozp,ozp ,o..aP }

Nun sieht man genauso wie oben, dafl
g(X) = (X —a) (X — ¢3(a)) --- (X - @é”_l)s(a)> € k[X)]

ist, deg g(X) = n und g(«) = 0 erfiillt. Es mufl daher mit dem irreduziblen normierten
Polynom f(X) iibereinstimmen.
Somit ist K = k(«) der Zerfallungskorper von f(X).

Eine besondere Rolle spielt dabei die Gruppe G = G(K/k) der von p, erzeugten
Automorphismen von K.

Nach (1.15) besteht G = (5) aus allen jenen Automorphismen von K, welche den
Teilkorper k elementweise festhalten. Sie wird auch als die Galoisgruppe G(K/k) der
Korpererweiterung K/k bezeichnet.

Sie ist in unserem Fall zyklisch von der Ordnung n. Insbesondere gilt
|G(K/k)| = [K : k]. AuBerdem besteht — wie wir gesehen haben — die Menge aller
Nullstellen von f(X) aus der Bahn einer einzigen Wurzel « unter der Galoisgruppe

G.

Die Kenntnis der Gruppe G(K/k) liefert uns auch einen Uberblick iiber alle
Zwischenkorper L mit £k C L C K.
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Denn nach (1.15) ist die Zuordnung, die jeder Untergruppe H < G(K/k) den
sogenannten Fixkérper K = {x € K : p(z) = z fiir alle ¢ € H} zuordnet, eine Bi-
jektion von der Menge aller Untergruppen H < G auf die Menge aller Zwischenkorper
L von K/k.

In der Galoistheorie wird dieser Zusammenhang auf eine allgemeinere Klasse von
Korpererweiterungen verallgemeinert.

Aus den bisherigen Uberlegungen ergibt sich u. a. der folgende wichtige Satz.

(1.17) Satz. Das Polynom X?" — X € F, [X] ist das Produkt aller irreduziblen
normierten Polynome iiber F,,, deren Grad ein Teiler von n ist.

BEWEIS. Sei p(X) # X irreduzibel mit deg p(X) = d, wobei d|n gilt. Dann wissen
wir schon, dal p(X) ein Teiler von X?" — X ist. Da nach (1.15) (p? —1)|(p™ — 1) gilt,
ist auch p(X)|(XP" — X).

Ist umgekehrt p(X) ein Teiler von X?" — X, dann erzeugen die Nullstellen von

p(X) einen Teilkorper von Fp» und daher mufl d = degp(X) ein Teiler von n sein
(vgl. 1.15).

(1.18) BEISPIEL. In Fy [X] gilt

X2 - X=X(X-1

X X=XX-1DX*4+X+1)

XX =X(X-D)(X*+X*+1)(X*+ X +1)
X0 X =X(X-1D)X?+X+D)(X*+ X +1)

X'+ X+ D)X+ X3+ X2+ X +1).

Es ist sehr leicht, sich zu iiberlegen, wie viele irreduzible Polynome eines bes-
timmten Grades dabei auftreten.

Dazu wahlen wir eine Primitivwurzel a von Fp» und ordnen jeder Potenz o die
Menge

2
_ s . ps ,.p°s
C’s—{a,a , o ,}

aller jener Potenzen von o zu, die im Minimalpolynom von o auftreten. Wir nennen
C; eine zyklotomische Menge.
Im Fall von Fg erhalten wir wegen o = 1 die folgenden zyklotomischen Mengen:

Ci = {oz,on,O/l}, C3 = {a37a6,a5}, Co = {1}
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Es gibt also 2 irreduzible normierte Polynome dritten Grades.

Im Fall von Fig ist @' = 1 und wir erhalten die zyklotomischen Mengen

Ci = {oz,ozz,a4,a8}
CS = {a37a67a123a9}

Cs = {a°, '}
C7 — {047,0414,041370111}
Co = {1}.

Es gibt also 3 irreduzible Polynome vierten Grades.

Als Spezialfall ergibt sich, dafl X? — X € F,, [X] das Produkt tiber alle Linearfak-
toren X —a mit a € F, ist.

(1.19) Korollar. In F, [X] gilt
XP-X=XX-1)(X-2)---(X—(p—1)).

Speziell ergibt sich durch Koeffizientenvergleich bei X der Satz von Wilson:
(p—1!'=-1 (mod p).

Vergleicht man in (1.17) die Grade, so ergibt sich

(1.20) Satz. Sei N4 die Anzahl der normierten irreduziblen Polynome vom Grad
d in F, [X]. Dann gilt

Zde :pn.
d|

Ist z. B. p =2 und n = 6, so ergibt sich
26 = Ny + 2N, + 3N3 + 6Ng.
Nun wissen wir bereits, dal Ny =2, Ny =1, N3 = 2 ist.

Daher ist
6Ng =64 —2—-21—-32=254

und daher Ng = 9.
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Die explizite Konstruktion dieser 9 Polynome ist natiirlich viel komplizierter.

Fiir p = 3 und n = 2 ergibt sich Ny + 2N, = 32 = 9.
Da N; = 3 ist, gilt Ny = 3.

Es sind das die Polynome

X2+ X+2, X?’4+2X+2und X2 +1€F3[X].

Niitzliche Beispiele irreduzibler Polynome gibt

(1.21) Satz. Das Artin-Schreier—-Polynom f(X) = X? — X —a € F, [X] ist fiir
a # 0 irreduzibel. Ist & eine Nullstelle, so ist

fX) =X =X -€6-1)- - (X =&—p+1).

BEWEIS. Sei K ein Zerfallungskorper und £ € K eine Nullstelle. Dann ist

0=f(€)=¢—¢—a, dh
& =t+ta.

Dabher ist auch §p2 = (4 a)? =£&P + a =&+ 2a und allgemein fpi = £ +ia eine
Nullstelle.
Wegen (1.12) ist daher f(X) irreduzibel.

2. Zyklische Codes.

Endliche Koérper finden eine wichtige Anwendung in der Codierungstheorie.
Ich mochte nur ganz kurz andeuten, worum es dabei geht:

Eine Nachricht soll von einem Sender A zu einem Empfinger B tibermittelt wer-
den. Bei der Ubermittlung konnen Fehler auftreten. Wie kann der Empfinger die
gesendete Nachricht rekonstruieren ¢

Wir kénnen der Einfachheit halber annehmen, dafl die Nachricht aus k—tupeln
€1€2 . ..€} von Bindrsymbolen ¢; = 0 oder 1 besteht.

Wir wollen vorerst iiberdies annehmen, dafl die Wahrscheinlichkeit von 2 oder
mehr Fehlern so klein ist, dafl sie vernachlassigt werden kann.
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Dann stellt sich folgendes Problem: Ist es mdglich, die Nachricht €1 ...ep durch
r =n—k , Testsymbole “cy11, ...En S0 zu erginzen, dafl beim Auftreten von hochstens
einem Fehler die urspringliche Nachricht rekonstruiert werden kann ?

Wir wollen uns die Situation an einem einfachen Beispiel klar machen:

Wir wéhlen k£ = 4 und als Nachricht 0101.
Um sicher zu gehen, dal die Nachricht richtig ankommt, senden wir sie dreimal
hintereinander, also als 12-tupel 010101010101.

Wenn bei der Ubertragung ein Fehler auftritt, z. B. 0101 0111 0101, so steht an
den entsprechenden Stellen zweimal das richtige und einmal das falsche Symbol. Wir
wissen also, welches Symbol tatséchlich gesendet wurde.

Allgemein ersetzen wir ein k—tupel durch ein n—tupel mit n = 3k.

Es erhebt sich nun die Frage, ob man nicht mit wesentlich kleineren n's dasselbe
erreichen kann.

Wé&hlt man n = k+1 und setzt €51 = €1+ - -+&, (mod 2), so kann man feststellen,
ob ein Fehler aufgetreten ist, weif jedoch nicht, an welcher Stelle er aufgetreten ist.

Ist namlich €] ...e}, das beim Empfénger eingelangte (k 4 1)-tupel, so gibt es
bei einem Fehler ein 7, so daf§ ¢, = ¢; + 1 (mod 2) ist.

Somit gilt €}, | =€} +---+¢}, +1 (mod 2) und zwar gleichgiiltig, an welcher Stelle
i der Fehler aufgetreten ist.

Z. B. wird die Nachricht 0101 durch 01010 ersetzt, weil 0 +1+ 0+ 1 = 0 (mod
2) ist. Wenn ein Fehler auftritt, kommt beim Empfanger eines der folgenden 5-tupel
an:

11010, 00010, 01110, 01000, 01011.

Er weifl somit, dafl tatsdchlich ein Fehler vorliegt, kann aber nicht entscheiden, wie
die gesendete Nachricht lautete.

Man nennt die obige Wahl von €x4; einen Paritatstest. Dieser Paritatstest zeigt
also an, ob ein Fehler vorliegt, kann ihn aber nicht korrigieren.

Es erhebt sich also das Problem, wie grofl » = n — k mindestens sein muf}, damit
bei geeigneter Wahl der r Testsymbole €41, . .., &, ein Fehler korrigiert werden kann.

Da entweder kein Fehler vorliegt oder genau ein Fehler, der an jeder der n Stellen
1,2, ..., n auftreten kann, gibt es insgesamt n + 1 verschiedene Moglichkeiten, welche
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durch die r» Testsymbole voneinander unterschieden werden miissen. Da durch r Test-
symbole genau 2" verschiedene r—tupel gebildet werden koénnen, mufl also
2" >n+1,dh. 2" % > n+ 1 erfiillt sein.

Fiir k = 4 ist das kleinste n mit dieser Eigenschaft n = 7, weil 2774 =23 =8 >
7+ 1und 2674 =4 <6+ 1 gilt.

Es stellt sich heraus, daf} es fiir n = 7 tatsdchlich mdoglich ist, die Testsymbole so
zu wahlen, dafl ein eventuell auftretender Fehler korrigiert werden kann.

Dazu gehen wir folgendermafien vor:
Wir betrachten den Vektorraum F5 aller (7 x 1)-Spaltenvektoren mit Komponen-

ten g; € Fo.
Sei H die Matrix

1001 1 01
H=|[0 1 0 1 0 1 1],
001 0111
deren Spalten alle Vektoren y # 0 aus F3 sind.

Sei C' der Teilraum von F3, der aus allen x € F§ mit Hz = 0 besteht.

Jedes x = (e1,...,e7)" € C erfiillt also drei Lu.a. Paritétstests

€1 +e4+¢e5+e7 =0 (mod 2)
ga+e4+es+e7 =0 (mod 2)
ez +e5+eg+e7 =0 (mod 2).

Die Matrix H heifit daher auch Paritdtstestmatriz.
Da H drei Lu.a. Zeilen hat, bildet C einen 4-dimensionalen Teilraum von F}.

Wir wahlen nun 465667 als unsere Nachricht und e1e5e3 als Testsymbole. Ist die
Nachricht wie oben 0101, so folgt

e1=04+14+1=0, ea=04+0+1=1,
e3=1404+1=0, d.h.
(61752,...757) = (071,0,0,1,071>.
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Man bezeichnet den Teilraum C' als den Hamming—Code oder genauer als (7,4)-
Hamming—Code, um anzudeuten, dafl die Codeworter €165 .. .7 die Lange 7 haben
und daB C ein 4-dimensionaler Teilraum von Fy ist.

Dieser Hamming—Code kann einen Fehler korrigieren.

Denn bezeichnet man die Spalten von H mit hq, ..., hy, d.h. H = (hy,...,hy), so
ist Hx = 0 gleichbedeutend mit

hie1 + -+ hrer = 0.

Tritt also ein Fehler auf, d.h. ist das empfangene Wort &} ...e7 mit &} = ¢; + 1
(mod 2) fiir genau ein i, so ist
hl(‘:/l ++h7€/7 = hl

Damit ist die Stelle i, wo der Fehler aufgetreten ist, lokalisiert und kann daher kor-
rigiert werden.

Wird also in unserem Beispiel statt = 0100101 das Wort y = 0101101 empfangen,
so ist

0
1
10 01 1 0 1\]0 1
Hy=({0 1 0 1 0 1 1 11 =(1]=hs
0 01 0111/ |1 0
0
1

Der Fehler tritt also an der 4. Stelle auf. Dort steht ¢ = 1. Daher ist £4 = 0. Somit
ist die ibermittelte Nachricht e4e5e667 = 0101.

Der Hamming-Code besteht aus 2* = 16 Elementen. Um ihn eindeutig festzule-
gen, geniigt es 4 Basiselemente anzugeben. Wir konnen dabei von 4 Basiselementen
E4E5E6ET € IF% ausgehen, z. B. von 1000, 0100, 0010, und 0001.

Das liefert 4 Basiselemente von C":

1101000, 1010100, 0110010, 1110001.

Um mehr Einsicht in den Hamming—Code C' zu gewinnen, wollen wir unsere Kennt-
nisse liber endliche Korper beniitzen.

Die Matrix H = (hy, ..., hy) besteht aus allen Spaltenvektoren h; # 0 von F3. Nun
gibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper, namlich Fg = Fos, der als Vektorraum
isomorph zu F3 ist.
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DaFg = Fy [X] /(14X +X?) ist und 1+ X + X? eine Primitivwurzel als Nullstelle

hat, ist auch a = X eine Primitivwurzel von Fg.
Die Potenzen von « sind

a =«
a? = a?

3 _
a° =14+«
oz4*oz+a2

5 _ 2
o l+a+ o
ab =1+ a?

0

Co
Identifizieren wir das Element | ¢; | € IE‘% mit co + cra + caa? € Fy, so ergibt
C2
sich hy = a®, ho = o', hg = a?, hy = &, hs = ab, hg = a*, h; = a® und daher statt
der Gleichung hie; + -+ h7e7 =0 in IE‘% die neue Gleichung
a1 + agg + aPes + aley + aBes + ateg + aPer = 0 in Fs.
Setzt man also €1 = ¢y, €2 = ¢1, €3 = Co9, €4 = C3, €5 = Cg, €6 = C4, E7 = C5, SO
besteht C aus allen Elementen cqc;caczcscsc € Fa mit

co+cla+02a2+-~-+cﬁa6:0.

Wir haben dabei blofl die Reihenfolge einiger Koordinaten vertauscht und sie anders
bezeichnet.

Wir erhalten somit einen zu C' isomorphen Vektorraum von 7—tupeln cqc; .. . cg,
den wir wieder mit C' bezeichnen wollen.

Diese Notation hat den Vorteil, dal mit cgc; ...cg € C auch jedes ,verschobene“
Wort cgeq . .. c5, C5¢6C0 - - - Cq, ... in C liegt, weil

cﬁ+coa+--~—|—c5a6:a(co+cla+-~-—|—cﬁa6)zoist, usw.

Wir sagen, der neue Code C sei zyklisch.

Wegen 1+« +a? = 0 enthilt C speziell das Element 1101000 und daher auch alle
zyklischen Verschiebungen 0110100, 0011010, 0001101, 1000110, 0100011, 1010001.
Wegen 1+ a+ -+ af = ©=1 — 0 enthilt C auch das Element 1111111,

Da C ein Vektorraum ist, enthalt C' auch die 7 Elemente, die sich durch zyklische
Verschiebungen von
0010111 = 1101000 4 1111111

ergeben, sowie 0000000 und 1111111. Das sind insgesamt 7 +7 +1+1 = 16 = 24
verschiedene Elemente und daher alle Elemente von C.
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Diese Ergebnisse legen es nahe, das Element aga; ...a¢ € Fg mit dem Element

ap+ X 4 +agX. € Fy[X] /(X7 — 1)

zu identifizieren.
Jedem Element ¢ - - - ¢ € C entspricht dabei ein Element ¢y + ¢ X + - + CGYG.
Wegen cg + coX + -+ + C5Y6 =X (co +aX+-+ CGYG) liegt mit jedem
¢(X) € C auch
f(X)ce(X)ecC.

Das Bild von C' bildet daher ein Ideal in F5 [X]/ (X7 — 1).
Umgekehrt entspricht auch jedem Ideal ein zyklischer Code.

Diese Uberlegungen fithren uns zu der folgenden Definition, wobei wir statt Fo
gleich beliebige endliche Korper zulassen, wie es auch in der Codierungstheorie iiblich
ist.

(2.1) DeFINITION. Unter einem (n, k)—Code C' iiber F, versteht man einen Teil-
raum C' C Fy der Dimension k. Der Code C heifit zyklisch, wenn er mit jedem Element
(co,€1,---,¢n—1) € C auch das zyklisch verschobene Element (¢,_1,co,--.,Cn—2)
enthalt.

(2.2) Satz. Der Teilraum C C Fy ist genau dann ein zyklischer Code, wenn die

Menge J(C) aller Elemente co+c1 X +- -+ nr1 X ER, = F,[X]/(X™—1) mit
(coy---y¢en—1) € C ein Ideal in R, ist.

BEwWEIS. Wegen X" =1in R, ist der Code C genau dann zyklisch, wenn aus
¢(X) € J(C) auch Xe(X) € J(C) folgt.

Ist J(C) ein Ideal, dann ist das natiirlich erfiillt. Ist umgekehrt mit ¢(X) auch
X¢(X) in J(C), dann ist auch X' ¢(X) € J(C) fiir alle i und somit auch f(X)e(X)
fiir jedes f(X) € R,,. Daher ist J(C) ein Ideal.

(2.3) Satz. Jedes Ideal I in R, hat die Gestalt I = (g(X)) mit g(X)|(X™ —1).

BeEweEIs. Nach III. (2.6). sind die Ideale von R,, die Bilder von Idealen (g(X)) in
Fq [X] mit (9(X)) 2 (X™ —1). Das bedeutet aber g(X)|(X"™ —1).
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(2.4) Korollar. Sei I = (g(X)) wie in (2.3). Dann hat der zugehérige zyklische
Code C die Dimension k = dimC' = n — degyg.

BEWEIS. Sei degg = n — k. Dann sind g(X), Xg(X),... ,Ykilg(Y) Lu.a. Denn
sonst gibe es ein Polynom a(X) mit dega(X) < k und a(X)g(X) = 0 in R, d.h.
(X™ = 1)]a(X)g(X). Das geht nicht, weil dega(X)g(X) < n ist.

Andererseits ist jedes Element von (g(X)) von der Form a(X)g(X) mit dega < k.

Daher bilden die k£ Elemente, die den Restklassen Ylg(Y), 0 < ¢ < k—1 entsprechen,
eine Basis von C.

(2.5) BEISPIEL. Der allgemeine (2" — 1,2" — r — 1)-Hamming—Code H,.

Sei f(X) ein Polynom r—ten Grades in Fy [X], welches eine Primitivwurzel als
Nullstelle besitzt. Dann ist f(X) ein Teiler von (X™ — 1) mit n = 2" — 1.

Sei H, der Binircode in F%, der dem Ideal (f(X)) C R, entspricht. Er heifit
allgemeiner Hamming—Code.

H, kann einen Fehler korrigieren. Denn ist (cg,...,¢p—1) € H, und a € Fayr
eine Nullstelle von f(X), so ist ¢g + cra + -+ + cn—1a™ 1 = 0. Unterscheidet sich
(chy---s¢_1) von (co,...,cn—1) an genau einer Stelle ¢, so ist

ch+ cha+ -+, _ja"! = a'. Daher kann der Fehler lokalisiert und korrigiert
werden.

Wir wollen uns hier nicht mit dem Problem des Codierens und Decodierens be-
schéftigen. Vom theoretischen Standpunkt aus ist das alles sehr einfach.

Ist C ein (n, k)—Code, so gibt es k Basiselemente c¢1,...,¢c; € C.

Man nennt dann die Matrix

C10 5--+5 Cl,n—1
G - ’
CkO 5«5 Ckn—1
deren Zeilen cq,...,c, sind, eine Generatormatriz. Diese besitzt k Lu.a. Spalten
) ) )
Gj1»- >G5, WIr nennen ji,...,j; Informationspositionen.

Es existiert dann ein eindeutig bestimmtes Codewort d € C, das an diesen Stellen
beliebig vorgegebene Werte annimmt: d;, = aq,...,d; = ax.

Die Nachricht a ...a; kann daher durch d verschliisselt werden.
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Nehmen wir nun an, da bei der Ubermittlung eines Wortes aus F3 hochstens ¢
Fehler auftreten konnen.

Sei ¢ das gesendete Wort und ¢ + y das empfangene. Dann sind in y hochstens
t Koordinaten von 0 verschieden. Sind nun fiir alle solchen y die Restklassen y + C
ebenfalls verschieden, so kann man y rekonstruieren und daher auch ¢ und damit auch
die gesendete Nachricht.

Wir sagen dann, C' kann t Fehler korrigieren.

Wir wollen uns im Folgenden der Einfachheit halber auf zyklische Bin&rcodes
beschrinken und iiberdies annehmen, dafl die Lange n des Codes ungerade ist. Dann
hat X" — 1 wegen (X" — 1) = nX"~! # 0 lauter einfache Nullstellen und somit auch
paarweise relativ prime irreduzible Faktoren.

Sei X" —1 = (X = 1)f1(X) - fs(X) die Zerlegung von X™ — 1 in irreduzible
Faktoren.
Dann gilt genauso wie beim chinesischen Restsatz

Ry = F5 [X] /(X = 1) x F3 [X] /(f1(X)) x -+ x Fa [X] /(fo(X))
2 Fo X Fory X -+ X Fogg,

wobei k; = deg f;(X) ist.

Der Ring R,, ist also isomorph zu einem kartesischen Produkt von Korpern. Da
es in einem Korper nur die trivialen Ideale gibt, sind die Ideale auf der rechten Seite
sehr einfach zu beschreiben. Sie bestehen aus allen Elementen, fiir die bestimmte
feste Koordinaten 0 sind.

Ist also wie oben R,, das kartesische Produkt von s + 1 Korpern, so gibt es genau
25+1 verschiedene Ideale, also genauso viele, wie es Teiler von X" — 1 gibt.

(2.6) BEISPIEL. Wir wollen alle Ideale von R; = Fy [X] /(X" — 1) finden.

Da (X7—1)= (X +1)(X?+ X +1)(X3+ X2 +1) ist, gibt es 2% Teiler von X7 —1
und daher 8 Ideale.

Sei o eine Wurzel von X3 + X +1 = 0. Dann sind o, o2, o* alle Wurzeln dieser
Gleichung. Ebenso sind o2, a®, a® die Wurzeln von X3 4+ X2 + 1.

Wir wissen ferner, dafl
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Fy [X]/(X? 4+ X +1) 2 Fy[a]
und Fs [X] /(X? 4+ X? +1) 2 F, [o?]

ist.
Daher ist die Zuordnung, die jedem f(X) = co +c1 X +--- + CGYG aus Ry das
Tripel (f(1), f(a), f(e®)) zuordnet, ein Isomorphismus

R; 2 TFy x Fy [a] X Fg[a?’]
2, x Fg x Fg .

Der (7,4)-Hamming—Code besteht aus allen f(X) € R7 mit f(«) = 0. Er ist also
isomorph zu
FQ X (0) X Fg.

Er wird erzeugt von g(X) = X3 + X + 1. Diesem Element entspricht das Tripel

(9(1),0,9(0®)) = (1,0, + 0?).

Dasselbe Ideal kann aber auch durch das Tripel e = (1,0,1) erzeugt werden. Dieses
hat iiberdies den Vorteil, daB es idempotent ist, d.h. e? = e erfiillt.

Es ist klar, dafl es genau 8 Idempotente gibt, ndmlich (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (1,1,1) und daB jedes Idempotent genau ein Ideal
erzeugt.

Wir wollen daher untersuchen, ob man die Idempotente e(X) € R, auch direkt
finden kann.

Y?(n—l) )

Ist e(X) = coter X+ +en 1 X, s0ist e(X)? = e2+e?X --+e2_,
Da X =1 und e = 0,1, enthélt e(f) mit jeder Potenz X' auch die gesamte
zyklotomische Menge C; = {Y‘,Y%YM, e }, d.h. jede dieser Potenzen tritt in

e(X) mit dem Koeffizienten 1 auf. Das ist auch hinreichend.

Fiir n = 7 gilt es drei zyklotomische Mengen

Co=1{1}, O, = {Y,XQ,#} und
Cs {y?’ *‘if’}.
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Es ist klar, daf8 jedes Ideal (g(X)) genau ein Idempotent e(X) enthilt und von
e(X) erzeugt wird, d.h. (e(X)) = (9(X)).

Um e(X) explizit zu finden, sei X" — 1 = g(X)h(X).

Da X™ — 1 lauter verschiedene irreduzible Faktoren hat, gilt g(X) L hA(X). Daher
gibt es a(X) und b(X) mit a(X)g(X) + b(X)h(X) = 1.

Sei nun e(X) = a(X)g(X).
Dann ist e(X) € (g(X)) und erfiillt

e(X)e(X) = a(X)g(X)(1 - bX)h(X))
— a(X)g(X) - a(X)H(X) (X" 1)
=a(X)g(X)=e(X) in R,

Im Fall g(X) = X3 + X + 1 ergibt sich
- (=3 = -1 =2 =
e(X):X(X +X+1)=X +X 4+ X

(2.7) Satz. Fiir jedes m > 2 und t < 2™~! — 1 gibt es einen zyklischen
Code C der Liange n = 2™ — 1 und Dimension k > n — mt, der t Fehler korrigieren
kann.

BEWEIS. Sei a eine Primitivwurzel von Fam.
Sei m;(X) das Minimalpolynom von o, i = 1,2,...,2t — 1.
Sei g(X) das kleinste gemeinsame Vielfache von mq(X), ma(X) ,...,ma—1(X).

- Dann gilt g(X)[(X 2" — X). AuBerdem ist g(X) ein Polynom mit den Nullstellen
a’,1 < i < 2t. Denn fiir i < 2t — 1 ist das klar. Fiir i = 2t folgt es aus m;(a?) = 0.

Sei I = (g(X)) und C der entsprechende zyklische Code.

Da o' und a?® dasselbe Minimalpolynom haben, ist g(X) ein Teiler von
ml(X)mg(X) < ~m2t_1(X).

Da degm;(X) < m ist, ist deg g(X) < mt und daher nach (2.4) dim C > n — mt.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl C' t Fehler korrigieren kann. Dazu beachten wir, dafl

C' aus genau jenen Elementen (cg, ¢, ..., cn—1) besteht, fir welche
1 « a? coat!
1 a2 ot Q2(n=1) Co 0
: o 0
i Q2t—1 g2@2t=1)  ,(2t=1)(n-1) ;
1 o2t ot L q2tn=1) Cn—1 0
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ist.

Je 2t Spalten dieser Matrix sind l.u.a, weil die von ihnen gebildete Determinante
ein Vielfaches der Vandermonde-Determinante und daher # 0 ist.

Jedes Element © = (cg,c¢1,...,¢p—1) € C mit x # 0 hat also mindestens
2t +1 ¢;’'s, die von 0 verschieden sind. 4 4 4

Daher sind fir s < ¢ alle Restklassen X' + X~ + --- + X'° mod g(X)) fiir
i1 < iy < --- < 14 verschieden und somit kénnen die Positionen iq,...7s, wo ein
Fehler aufgetreten ist, rekonstruiert und die Fehler korrigiert werden.

Denn wiiren zwei derartige Restklassen mod (g(X)) gleich, so lige ihre Differenz
in C' und hétte hochstens 2¢ Stellen # 0, ein Widerspruch.

(2.8) BEISPIEL. Sei m =4, dh. n =2%* -1 =15 und ¢t = 2. Wir suchen g(X)
mit g(a) = g(a?) = g(a®) = g(a*) = 0 fiir eine Primitivwurzel a.

Ein irreduzibles Polynom mit Nullstelle v ist f(X) =1+ X2 + X*.

Seine Wurzeln sind o, a2, a?, a®.

Da (a3)% = 1 ist, erfiillt 3 = o® die Gleichung 3° — 1 =0, d.h.
(B-DA+B+2+5°+p5) =0

Somit ist g(X) = (1 + X3+ X*)(1 + X + X% + X3 + X*). Da degg(X) = 8 ist,
ist dimC = 7.

Das Ideal (g(X)) definiert also einen (15,7)-Code, der 2 Fehler korrigieren kann.

(2.9) BEISPIEL. Sei « eine Primitivwurzel von Fou:.

Wegen 2! — 1 = 89 - 23 erfiillt 8 = o8 die Gleichung X?3 — 1 = 0.

Die zyklotomische Menge Cj ist hier C, = {1,2,4,8,16,9,18,13,3,6,12} und hat
11 Elemente. Die zweite ist C'_; mit genauso vielen Elementen. Somit ist

X% _1=(X-1g(X)h(X)
mit deg g(X) = deg h(X) = 11.
Es gilt somit ¢(08) = ¢(6°) = g(8%) = g(8*) = 0.

Daher kann C sicher 2 Fehler korrigieren.

Man kann aber zeigen, daf} dieser sogenannte Golay—Code sogar 3 Fehler korrigiert.
Die explizite Faktorisierung ist

XB1=(X-1) (X" + X0+ X+ X+ X+ X2+ 1) (XM + X+ X+ X+ XP X +1).
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VII. Teilbarkeit in Integritatsbereichen

In diesem Kapitel wird die Teilbarkeit in Integritdtsbereichen von einem abstrakten
Standpunkt aus untersucht. Nennt man einen Integritatsbereich faktoriell, wenn er
eine eindeutige Primfaktorzerleqgung besitzt, so wird als Hauptresultat gezeigt, dafl mit
dem Integrititsbereich R auch der Polynomring R[X] faktoriell ist. Speziell gilt das
fiir Z|X] und k[X4, ..., X,].

Auferdem leiten wir verschiedene Irreduzibilititskriterien her und beweisen, dafs
die Kreisteilungspolynome ®,(X) diber Q irreduzibel sind.

Schlieflich wird die Frage untersucht, unter welchen Bedingungen irreduzible Poly-
nome separabel sind, d.h. lauter einfache Nullstellen besitzen.

1. Faktorielle Ringe.

Wir wollen zunéchst ein paar Begriffsbildungen in Erinnerung rufen:

(1.1) Ein Element a # 0 eines KRE R heifit Nullteiler, wenn ein b # 0 aus R
existiert mit ab = 0.

(1.2) Ein KRE R # (0) heifit Integrititsbereich, wenn R keine Nullteiler besitzt.

(1.3) In einem Integritatsbereich R gilt die Kiirzungsregel: Aus ac = bc und ¢ # 0
folgt a = 0.

Denn ac = be ist gleichbedeutend mit (a — b)c = 0. Da ¢ # 0 ist und R keine
Nullteiler enthalt, mufl a — b =0, d.h. @ = b sein.

(1.4) Ein Element uw € R heiit invertierbar oder eine Einheit in R, wenn ein
Element v € R existiert mit uv = 1.

(1.5) Das Element w ist genau dann eine Einheit, wenn (u) = (1) = R gilt.

(1.6) Ein Element a eines KRE R heifit Teiler von b, a | b, wenn es ein ¢ € R gibt
mit b = ac.

(1.7) Satz. In einem KRE R gilt a | b genau dann, wenn (b) C (a) ist.

BEWEIS. a |b< 3¢, soda b=ac< b€ (a) < (b) C (a).
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(1.8) Die Elemente a und b eines KRE R heiflen assoziiert, wenn a | bund b | a
gilt; wenn also jedes das andere teilt. Wir schreiben dann a ~ b.

(1.9) Satz. In einem Integritdtsbereich R sind a und b genau dann assoziiert,
wenn es eine Einheit v gibt mit a = ub.

BEWEIS. Sind a und b assoziiert, dann ist (a) = (b) nach (1.7). Es gibt also
Elemente u,v € R mit a = ub, b = va.

Dann ist @ = ub = u(va) = (uv)a.

Aus der Kiirzungsregel folgt wegen 1-a = a, dal uv = 1 ist.

Die Elemente u und v sind also Einheiten.

Sei umgekehrt a = ub mit einer Einheit w.

Dann ist b = v~ 'a und es gilt sowohl b | a als auch a | b.

(1.10) BEMERKUNG. In (1.9) ist die Voraussetzung, dal R ein Integritétsbereich
ist, wesentlich. Fiir beliebige KRE R gilt (1.9) nicht.

Denn sei R = Z[Z/pZ], die Menge aller (2 x 2)-Matrizen
k a
0 k
mit k € Z und a € Z/pZ, wobei p > 5 eine Primzahl sei (vgl. IV. (2.6) und IV. (2.7)).
R ist ein K RE mit der tiblichen Matrixmultiplikation
kE a I b\ (Kl kb+la
0 k 0 7)) \o kl ’
weil kb + la wieder in Z/pZ liegt.

Das von (8 8) erzeugte Hauptideal besteht aus allen Elementen 8 8) mit
¢ € Z/pZ, wenn a # 0 ist, weil dann ka alle Elemente von Z/pZ durchliuft.

0

k
. 10 .
Denn ist ( ) ( ) (O 1), dann muf} kl = 1 sein und k = +£1.

Umgekehrt ist
-1 a -1 —a\ (1 0
0 -1 0 -1/ \0 1

Ein Element (k ) ist genau dann eine Einheit in R, wenn k = £1 ist.

(0 1) (s

und daher jedes solche Element invertierbar.
+1 b 0 a 0 =a . 0 a 0 b o
Wegen(o :I:l) <0 0>—<0 0>g11t (0 0>—u(0 O) mit einer
Einheit © genau dann, wenn a = +b ist.
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Ist also p = 5, so sind die Elemente r = (8 é) und s = (8 ?)) assoziiert, weil

r = 3s und s = 2r ist, es gibt aber keine Einheit v mit r = us.

(1.11) Ein Element a eines K RE R heifit echter Teiler von b, in Zeichen al|b, wenn
a weder eine Einheit noch zu b assoziiert ist.

Wir méchten wissen, ob es fiir einen gegebenen Integritdtsbereich R Analoga zur
eindeutigen Primfaktorzerlegung gibt.

(1.12) DEFINITION. Ein Element p # 0 eines Integritétsbereichs, das keine Ein-
heit ist, heiBt Atom (= wunzerlegbar oder irreduzibel), wenn p keinen echten Teiler
besitzt.

Wir sind daran interessiert, festzustellen, wann jedes Element a # 0, das keine
Einheit ist, als Produkt von Atomen darstellbar ist.

(1.13) DEFINITION. Ein Integritdtsbereich R heifit atomar, wenn jedes Element
a # 0, das keine Einheit ist, als Produkt von Atomen darstellbar ist.

Will man eine Zerlegung eines Elements a in ein Produkt von Atomen erhalten, so
konnte man folgendermaflen vorgehen: Entweder ist a selbst ein Atom. Dannist a = a
die gewiinschte Darstellung. Oder es gibt einen echten Teiler a; mit a = a1b;. Sind
beide Faktoren Atome, so ist man fertig. Andernfalls wiederhole man den ProzeS.
Man kommt so zu einer Kette

ap = a,ay,as, ...

mit ay41]|a,. Wenn jede solche Kette von echten Teilern nach endlich vielen Schritten
abbricht, werden wir erwarten, da R atomar ist. Das ist auch tatséchlich der Fall.

(1.14) DEFINITION. Eine Teilerkette in R ist eine Folge (a,)S, von Elementen
ap, € R mit a,y1 | a, fiir alle n € N. Man sagt, in R gilt der Teilerkettensatz fiir
Elemente, wenn jede Teilerkette schliefllich stationér ist, d.h. wenn sie a1 ~ a,, fiir
alle geniigend groflen n erfiillt.

(1.15) Satz. Sei R ein Integritdtsbereich. Gilt in R der Teilerkettensatz, dann
ist R atomar.

BEWEIS. Aus dem Teilerkettensatz folgt, daf es in jeder nichtleeren Teilmenge M
von R ein minimales Element a € M gibt. Dabei soll minimal bedeuten, dafl kein
Element von M echter Teiler von a ist. Denn gébe es kein solches minimales Element,
so konnte man eine Folge a,, mit a,41||a, aus M finden, die nicht abbricht.

Um den Satz zu beweisen, nehmen wir an, R wéare nicht atomar. Dann wére die
Menge M aller Elemente a # 0 aus R, die keine Einheit sind und nicht als Produkt
von Atomen geschrieben werden konnen, nicht leer. Sie enthélt also ein minimales
Element a. Ware a ein Atom, so wére a = a eine Darstellung als Produkt von Atomen
und daher a ¢ M. Es gibt also eine Darstellung a = a; - as, wobei a1, as echte Teiler
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von a sind. Da a minimal war, gehoren a; und as nicht zu M, sind also endliche
Produkte von Atomen. Dann ist aber auch a ein solches. Wir erhalten wieder einen
Widerspruch. Also mufl M = () sein und der Satz ist bewiesen.

(1.16) BEISPIEL. Sei R, = Z[*/2]. Dann ist R, als Teilring von R ein In-
tegritatsbereich. Es gilt
RiCRyCR3C....

Die Vereinigung R = |J R, ist wegen R C R wieder ein Integritétsbereich. In R gilt

n=1

der Teilerkettensatz nicht, denn fiir jedes n gilt =" V2| V2.

(1.17) DEFINITION. Ein Integrititsbereich R heifit faktoriell (oder ZPE-Ring),
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) R ist atomar.

2) Die Primfaktorzerlegung ist eindeutig: Sind a =p;---p, und a =q1 - - g
zwei Zerlegungen eines Elements a # 0, das keine Einheit ist, als Produkt
von Atomen, so ist m = n und man kann die Numerierung so wahlen, dafl
p; ~ q; gilt fir alle 4.

Wenn die Primfaktorzerlegung eindeutig ist und p ein Atom ist, welches ein Pro-
dukt ab teilt, dann mufl p entweder in der Faktorzerlegung von a oder der von b
vorkommen. Es gilt also: p | ab= p| a oder p | b.

Das fiihrt zur Definition

(1.18) DErINITION. Ein Element p # 0, das keine Einheit ist, heifit Primelement,
wenn aus p | ab folgt p | a oder p | b.

(1.19) BEMERKUNG. Ein Element p # 0 ist genau dann prim, wenn das Haup-
tideal (p) ein Primideal ist (vgl. IIL. (5.13)).

Jedes Primelement ist ein Atom: Denn sei p = ab. Da p prim ist, gilt p | a
oder p | b. Angenommen p | a. Dann gilt « = pg und p = ab = pgb. Da R ein
Integritatsbereich ist, folgt 1 = ¢b, d.h. b ist eine Einheit und a ~ p. Daher hat p
keinen echten Teiler, ist also ein Atom.

Die Umkehrung gilt i. a. nicht, wie wir gleich an Beispielen sehen werden. Der
Zusammenhang zwischen Atom und Primelement wird durch den folgenden Satz
beschrieben.

(1.20) Satz. Ein atomarer Integritatsbereich ist genau dann faktoriell, wenn
jedes Atom ein Primelement ist.

BEWEIS. Sei R faktoriell und p ein Atom.

Gilt p | ab, so gibt es ¢ mit ab = pec.

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung mufl p — wie bereits oben er-
wahnt — in der Zerlegung von a oder der von b vorkommen.

Es gilt also p | a oder p | b, d.h. p ist prim.
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Sei umgekehrt R atomar und jedes Atom prim.
Wir wollen zeigen, dafl dann die Primfaktorzerlegung eindeutig ist.
Sei also p1 -+ pp, = q1 - - Gm, Wobei p; und ¢; prim sind und 0.B.d.A. m < n ist.
Da p; ein Teiler von ¢ - - - ¢, ist, muf} es ein ¢; geben mit p; | ¢;. Denn nach Definition
gilt p1 | g1(g2-- - qm), also p1 | g1 oder p1 | g2+ ¢m. Nach endlich vielen Schritten
ergibt sich ein ¢; mit der gesuchten Eigenschaft.

Bei geeigneter Umnumerierung kann man annehmen, daf§ ¢ = 1 ist, dafl also
p1 | ¢1 gilt. Da ¢ ebenfalls ein Atom ist, sind p; und ¢; assoziiert. Dividiert man
auf beiden Seiten durch p; (vgl. (1.3)), so erhélt man eine analoge Darstellung mit
weniger Elementen. Nach endlich vielen Schritten ergibt sich p,4+1 - - - pn = u, wobei
u eine Einheit ist, falls n > m wére. Das geht nicht, da alle p; Atome (und daher
keine Einheiten) sind.

Somit ist m = n und p; ~ ¢; fur alle q.

Wir haben in III. (5.20) gezeigt, dafl jeder nullteilerfreie Hauptidealring faktoriell
ist.

Der entscheidende Schritt ist dabei nach (1.20) die Tatsache, daf} in einem null-
teilerfreien Hauptidealring jedes Atom p prim ist.

Die Tatsache, dafl p ein Atom ist, impliziert in einem Hauptidealring, dafl das
Ideal (p) maximal ist. Daher ist (p) auch prim und das bedeutet wieder, dafl p ein
Primelement ist.

(1.21) Es gibt jedoch Ringe — und das ist die groe Mehrheit — die nicht faktoriell
sind.

Sei etwa R = Q[Xl, X27 Xg, X4]/(X1X2 — X3X4).
In R gllt X1X2 = X3X4 und X1 ist ein Atom.
X1 ist jedoch kein Primelement. Denn X; | X3X4, teilt aber keinen Faktor.

(1.22) Fir die Zahlentheorie ist das folgende Beispiel wichtig:

Sei R = Z[v/—5], die Menge aller Zahlen der Gestalt
a+ bv—5 mit a,b € Z.

Dann ist R C C und daher nullteilerfrei.
AuBlerdem ist R atomar. Denn ordnet man jeder Zahl o = a+b+/—5 die natiirliche
Zahl
N(a) = a@ = (a + bvV/=5)(a — bv/=5) = a® + 5b°

zu, dann gilt

N(aB) = (a@)(88) = N(a)N(5) und N(1) = 1.

Daher ist zunédchst o genau dann invertierbar, wenn N(a) = 1, d.h. a = %1 ist.

Da fiir jedes a die Norm N(«) nur endlich viele Zerlegungen in N besitzt und fiir
jedes m € N nur endlich viele @ mit N(«) = m existieren, ergibt sich nach endlich
vielen Schritten eine Zerlegung in Atome.

221



In R gilt
6=2-3=(1++v-5)(1—-V-5),

wobei 2,3, 1+ /=5, 1 — v/—5 Atome sind.

Die Primfaktorzerlegung ist also nicht eindeutig.

Um zu zeigen, dafl jede der Zahlen o = 2,3, 1 & /=5 ein Atom ist, nehme man
an, dal o = Oy wére. Dann wére auch

Nun ist N(2) = 4, N(3) = 9 und N(1 + v/=5) = 6.

Es miifite also ein Element § € R mit N(5) = 2 oder ein v € R mit N(y) = 3
geben, wenn (3 oder 7 echte Teiler wéren.

Die Gleichungen 2 = N(8) = a? + 5b%> und 3 = N(y) = ¢® + 5d? sind aber
offensichtlich in Z unldsbar.

Aus der obigen Gleichung folgt auch, daf 2 ein Teiler von (1++/=5)(1—+/=5) = 6
ist, aber keinen Faktor teilt. Denn es gibt kein a + by/—5 € R mit

2(a + bv/—5) = 2a + 2bv/—5 = 1 + /=5,

weil dann 2a = 1 und 2b = +1 gelten miflte, was fir a,b € Z unmoglich ist.

Wir wollen nun zeigen, dafl mit R auch der Polynomring R[X] faktoriell ist.

Wir wollen die zugrundeliegende Idee zunéchst im Spezialfall R = Z erlautern.

Wir werden erwarten, daf die Teilbarkeitseigenschaften von Z[X] relativ eng mit
jenen von Q[X] zusammenhéngen. Von Q[X] wissen wir aber bereits, daf} es als
Hauptidealring auch faktoriell ist. Die groBeren Schwierigkeiten bei Z[X] beruhen auf
der Tatsache, daf} hier die Elemente a # 0, a € Z, i. a. keine Einheiten sind.

Zunéchst kann man jedes Polynom f(X) € Q[X] in der Gestalt f(X) = c¢fo(X)
mit ¢ € Q und fo(X) € Z[X] schreiben. Man braucht ja blofl den gemeinsamen Nen-
ner der Koeffizienten herauszuheben. Wenn man zusétzlich fordert, dafl der hochste
Koeffizient von fo(X) nicht negativ ist und der grofite gemeinsame Teiler aller Koef-
fizienten = 1 ist, so ist fo(X) sogar eindeutig festgelegt.

Es zeigt sich nun, daf§ aus der Gleichung f(X) = g(X)h(X) fiir Polynome aus
Q[X] bei geeigneter Wahl der rationalen Zahlen a und b folgt fo(X) = abf(X) =
(ag(X))(BA(X)) = go(X)o(X).

Somit ist f(X) = cfo(X) € Z[X] genau dann ein Atom in Z[X], wenn entweder
fo(X) =1 und ¢ = p eine Primzahl in Z ist oder wenn ¢ = £1 und fo(X) irreduzibel
in Q[X] ist.

Nun braucht man blofl noch zu zeigen, dafi jedes Atom in Z[X] auch prim in
Z[X] ist. Fiir Primzahlen p folgt das aus Teilbarkeitseigenschaften von Z. Wenn nun
fo(X) € Z[X] irreduzibel in Q[X] ist und in Q[X] ein Produkt von zwei Polynomen
aus Z[X] teilt, dann teilt es dort auch einen Faktor. Nach den obigen Uberlegungen
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teilt es diesen Faktor auch in Z[X]. Somit ist fo(X) tatsdchlich prim in Z[X]. Das
heiit aber, daf Z[X] faktoriell ist.

Wir wollen nun diese Ideen exakt formulieren und gleich fiir beliebige faktorielle
Ringe R beweisen.
Dazu benotigen wir einige Hilfsresultate.

(1.23) Satz. Ist R ein faktorieller Integritdtsbereich, dann ist R[X] atomar.

BEWEIS. Es geniigt nach (1.15) zu zeigen, da§ R[X] ein Integritétsbereich ist, in
welchem der Teilerkettensatz gilt. Die Tatsache dafl R[X] ein Integritétsbereich ist, ist
klar. Denn sei f(X) = ap+a1 X+ - -+a, X" und g(X) = bg+b; X+ - -+b,, X™. Dann
ist f(X)g(X) = apbo+ (apby +a1bo) X +- - - +anby, X"t™. Da R ein Integritétsbereich
ist, ist anby, # 0, wenn a,, # 0 und by, # 0 sind. Daher ist f(X)g(X) # 0, falls f(X),
g(X) # 0 sind. Genauer gilt deg(f(X)g(X)) = deg f(X) + deg g(X).

Ist h(X) = f(X)g(X) =co+ 1 X + -+ Cppm X", s0 ist wegen ¢pim = anbp,
der hochste Koeffizient von f(X) ein Teiler des hochsten Koeffizienten von h(X).
AuBlerdem ist deg f < degh.

Ist f(X) ein echter Teiler von h(X), so ist entweder der hochste Koeffizient von
f(X) ein echter Teiler des hichsten Koeffizienten von h(X) oder deg f < degh. Da-
raus ist klar, daf} eine Teilerkette schliellich stationar werden muf.

Jedes Element f(X) € R[X] besitzt also eine Zerlegung in Atome. Ein Atom f(X)
mit deg f > 0 nennen wir irreduzibles Polynom.

(1.24) Satz. In einem faktoriellen Integritatsbereich R besitzen je zwei Elemente
a,b einen groften gemeinsamen Teiler d = ggT(a, b).

BeEwEIs. Ein Element d heifit grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, wenn gilt:
1) d|a, dJb
2) Ausc|a,c]|bfolgt c|d.
Es ist klar, dafl d nur bis auf Assoziierte eindeutig festgelegt ist.
Um die Existenz von d zu zeigen, betrachten wir die Menge {pi,...,ps} aller
Primfaktoren von ab.
Da Primfaktoren nicht eindeutig festgelegt sind, wéahlen wir dabei aus jeder Klasse
assoziierter Elemente einen Reprasentanten.
Dann gilt a = up"f1 o-pPs und b = vpll1 ---pls, wobei u, v geeignete Einheiten sind
und alle k; > 0, I; > 0 sind. Setzt man m; = min(k;,[;), so ist

d:p;nlpgné

ein ggT(a,b). Jeder andere ist dazu assoziiert.
Nun kann man mit Induktion die Existenz eines grofiten gemeinsamen Teilers fiir

endlich viele Elemente ay, ..., a, beweisen.
Denn ist d,,—1 = ggT(a1,...,an—1) bereits gefunden, so ist d,, = ggT(d,—1,a,)
ein ggT von ay,...,a,. Denn wegen d, | d,—1 und d, | a, gilt nach Induktionsvo-

raussetzung, daB d, | a; fir alle i. Umgekehrt teilt jeder gemeinsame Teiler ¢ aller a;
sowohl d,,_1 als auch a,, und daher auch d,.
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(1.25) BEMERKUNG. In Z[y/—5] besitzen die Elemente 2(1 + v/=5) und 6 keinen
grofiten gemeinsamen Teiler.

Denn ein solcher miifite von der Form 2(a + by/=5) mit b # 0 sein, weil 2 ein
gemeinsamer Teiler, aber nicht groSter gemeinsamer Teiler ist. Denn 1 4+ /=5 teilt
beide Zahlen, jedoch nicht die Zahl 2.

Seine Norm N (2(a + by/=5)) = 4(a? + 5b%) miiBite N(2(1 4+ /=5)) = 4(1 +5) = 24
teilen.

Es miifite also a? + 5b ein Teiler von 6 sein, d.h. a? = b%> = 1. Aber 2(1 & /—5)
ist kein Teiler von 6, weil 1 4+ /=5 und 3 Atome sind.

(1.26) Satz. Ist p ein Primelement des Integritdtsbereiches R, dann ist p auch
prim in R[X].

BEWEIS. Ein Primelement p € R kann keine Einheit in R[X] sein. Denn ist
f(X)g(X) =1, soist deg f + degg =0, d.h. f(X) = ag, g(X) = by und agby = 1.

Die Einheiten in R[X] sind also dieselben wie die Einheiten in R.

Weiters gilt p | f(X) genau dann, wenn p | a; fiir alle Koeffizienten a; gilt.

Seien nun f(X) =ag+a1 X+ +a, X" und g(X) = by + - - - + b, X™ Polynome,
die nicht durch das Primelement p € R teilbar sind.
Dann gibt es ¢ < n mit p | ag,...,p | @1 und p { a;, sowie j < m mit p | by,...,
p|bj—1 und ptb;. o

Der Koeffizient von X7 in f(X)g(X) ist dann

aibj + ai_lbj+1 —|— L —|— aobi+j —|— aH_lb]’_l + e —|— aH_jbo.

Da hier alle Terme bis auf den ersten a;b; durch p teilbar sind, ist p kein Teiler der
Summe und es folgt pt f(X)g(X).

Wir hatten dieses Resultat auch folgendermaflen beweisen kénnen:

Nach (1.19) geniigt es zu zeigen, dafi pR[X] ein Primideal in R[X] ist, d.h. da8
R[X]/pR[X] ein Integritdtsbereich ist.

Nun ist aber R[X]/pR[X] = (R/pR)[X], wie sofort aus der Definition der beiden
Restklassenringe folgt.

Da R/pR ein Integritatsbereich ist, weil p nach Voraussetzung prim in R ist, ist
auch (R/pR)[X] ein Integritdtsbereich und daher pR[X] ein Primideal in R[X], d.h.
p selbst ein Primelement in R[X].

(1.27) DEFINITION. Sei R ein faktorieller Integritdtsbereich. Ein Polynom
fX)=ap+ a1 X+ -+ a, X" € R[X] heifit primitiv, wenn ggT(ag,a1,...,a,) =1
ist.

BEMERKUNG. Bei R = Z kann man durch die zuséatzliche Forderung a,, > 0 die
folgenden Resultate einfacher formulieren. Da es im allgemeinen Fall kein Analogon
dazu gibt, kénnen wir dort primitive Polynome nicht eindeutig festlegen.
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(1.28) Satz. Sei R ein faktorieller Integritédtsbereich und K der Quotientenkérper
von R. Dann besitzt jedes f(X) € K[X] eine Darstellung der Form f(X) = cfo(X),
wobei ¢ € K und fy(X) ein primitives Polynom in R[X] ist.

Ist f(X) = ¢ f{(X) eine weitere solche Darstellung, dann sind fy(X) und f{(X)
assoziiert und %/ ist eine Einheit in R. Wir nennen fo(X) einen primitiven Anteil von
f(X).

BEWEIS. Ist f(X)=ao+ a1 X + - +a, X" € R[X] und ¢ = ggT(ag,...,a,), so
ist

JX) = (242X 4o+ 22X = cfo(X)

eine solche Darstellung, weil ggT(%2,..., %») =1 ist.
Fir f(X) =32+ 32X + -+ 2 X" € K[X] ist boby -+ b, f(X) € R[X] und hat
somit eine Darstellung dfy(X). Daher ist

d

&) =

Jo(X) = cfo(X) mit c € K.

Seien f(X) = cfo(X) = ¢ f((X) zwel derartige Darstellungen. Multipliziert man mit
den Nennern von ¢ und ¢, so erhilt man eine Gleichung

df (X) = afo(X) = d f§(X) mit a,a’ € R.

Dann sind sowohl a als auch a’ grofiter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von
df (X) € R[X] und daher assoziiert. Daher ist & = <% = & eine Einheit in R.

Die Aussage von (1.26) wird meistens folgendermafien formuliert:

(1.29) Gaufl’sches Lemma. Sei R ein faktorieller Integritédtsbereich. Sind f(X)
und ¢g(X) primitiv in R[X], dann auch ihr Produkt f(X)g(X).

BEwEIs. Ware f(X)g(X) nicht primitiv, so gibe es ein Primelement p € R,
welches alle Koeffizienten teilt. Nach (1.26) miifite p einen Faktor f(X) oder g(X)
teilen. Das ist aber nicht moglich, weil beide Faktoren primitiv sind.

(1.30) Korollar. Sei R ein faktorieller Integritatsbereich mit Quotientenkérper
K. Seien f(X) und g(X) aus R[X], wobei f(X) primitiv sei. Ist f(X) ein Teiler von
g9(X) in K[X], d. h. ist g(X) = f(X)h(X) mit h(X) € K[X], dann liegt h(X) bereits
in R[X], d. h. f(X) ist auch ein Teiler von g(X) in R[X].
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BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert h(X) € K[X]| mit ¢(X) = f(X)h(X).
Wir schreiben A(X) nach (1.28) in der Form h(X) = cho(X), wobei ¢ € K und
ho(X) € R[X] primitiv ist. Dann gilt also

9(X) = cf(X)ho(X).

Nach dem Gaufi’schen Lemma ist f(X)ho(X) wieder primitiv und ist daher ein prim-
itiver Anteil go(X) von g(X).

Es ist also g(X) = cgo(X).

Da g(X) € R[X] ist, ist g(X) = ¢/g((X), wobei ¢’ der ggT der Koeffizienten von
g(X) ist und g{(X) primitiv ist. Nach (1.28) ist dann ¢ = uc’ mit einer Einheit u € R
und daher ¢ = uc’ € R.

Somit ist h(X) = cho(X) € R[X].

Insgesamt ergibt sich
g9(X) = f(X)h(X) mit h(X) € R[X], d.h. f(X) ist ein Teiler von g(X) in R[X].

(1.31) Korollar. Sei R ein faktorieller Integritatsbereich mit Quotientenkérper
K. Ist f(X) € R[X] irreduzibel in R[X], dann ist es auch irreduzibel in K[X].

BEWEIS. Gébe es einen Teiler h(X) in K[X], so wire auch jeder primitive Anteil
ho(X) € R[X] ein Teiler von f(X) in K[X]. Er miiite also auch Teiler von f(X) in
R[X] sein.

Die Umkehrung gilt nicht. Beispielsweise ist 2X +4 = 2(X +2) in Q[X] irreduzibel,
weil 2 dort invertierbar ist.
In Z[X] ist 2 dagegen ein Atom und 2(X + 2) eine nichttriviale Zerlegung.

Analog ist YX24+Y =Y (X2+1) in (R(Y))[X] irreduzibel, wiihrend es in R[X, Y]
zerlegbar ist.

(1.32) Korollar. Sei R ein faktorieller Integritatsbereich mit Quotientenkérper
K. Besitzt f(X) € R[X] eine Zerlegung f(X) = g(X)h(X) in echte Teiler g(X),
h(X) in K[X], dann gibt es a € K*, so daB f(X) = (ag(X))(1h(X)) eine Zerlegung
in echte Teiler in R[X] ist.

BEWEIS. Sei g(X) = 1go(X), nach (1.28).
Dann ist f(X) = (ag(X))(1h(X)) = go(X) - (2h(X)) in K[X]. Nach (1.30) ist
daher 1h(X) in R[X].

(1.33) BEMERKUNG. Ist R nicht faktoriell, so braucht das nicht zu gelten. Denn
sei R = Z[y/—5] und f(X) = 3X2%+2X + 7. Dann ist

F(X) = (X + 1+§Z\/§> (3X +1 — 2iV5)

zerlegbar in Q(v/—5)[X].
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Es gibt jedoch keine Zerlegung in (Z[v/—5])[X].
Denn ware

(aX +b)(cX +d) =3X?+2X +7,

so wire wegen acX? + (ad + bc)X + bd = 3X? + 2X + 7 speziell ac = 3. Da 3 ein
Atom in Z[y/—5] ist, miiBte ein Faktor, z. B. a eine Einheit, d.h. 41 sein. Es giibe
also einen normierten Faktor X + b.

Wegen bd = 7 miifite b eine der Zahlen 1, —1,7,—7 sein, da auch 7 ein Atom in
Z[\/=5] ist.

D.h. eine dieser Zahlen miifite Nullstelle von 3X2 42X + 7 sein, was nicht der Fall
ist.

Ein anderes Beispiel liefert der Ring R aller Polynome ag + a2 X2 + -+ + a, X",
wo der Koeffizient von X verschwindet. Sind die a; € Q, so ist der Quotientenkdrper
Q(X).

R ist nicht faktoriell, weil X? und X® Atome in R sind und z. B. X% = X2. X2.
X2 = X3 X3 zwei verschiedene Darstellungen als Produkt von Atomen besitzt.

In R[Y]ist Y2 — X2 ein Atom, withrend es in Q(X) [Y] in Linearfaktoren zerfillt.

(1.34) Korollar. Sind f(X) und g(X) normierte Polynome in Q[X], deren Pro-
dukt f(X)g(X) in Z[X] liegt, so liegen f(X) und g(X) selbst in Z[X].

BEWEIS. Sei f(X) = c¢fo(X) und g(X) = dgo(X).

Dann sind die hochsten Koeffizienten von fy bzw. go die Zahlen % bzw. é. Diese
miissen also in Z liegen. Da auch cd als grofiter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten
von f(X)g(X) in Z liegt, mu ¢ = d = 1 sein, d.h. f(X) = fo(X) € Z[X] und
9(X) = go(X) € Z[X].

(1.35) Satz. Sei R ein faktorieller Integritatsbereich mit Quotientenkérper K.
Ein Element f(X) € R[X] ist genau dann ein Atom in R[X], wenn einer der folgenden
Fiélle vorliegt:

1) f =p ist ein Primelement von R.
2) f(X) ist ein nichtkonstantes primitives Polynom, welches in K[X] irreduz-
ibel ist.

BEWEIS. Wenn f konstant ist, muf§ f ein Atom in R, also ein Primelement von
R sein.

Sei also deg f > 0 und f(X) = cfo(X), wobei fy primitiv ist. Da f ein Atom ist,
ist einer der Faktoren invertierbar in R[X]. Wegen deg f; > 0 muf} das ¢ sein.

Also ist f(X) = cfo(X) primitiv und nach (1.31) irreduzibel in K[X].
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(1.36) Satz. Sei R ein faktorieller Integritdtsbereich. Dann ist jedes Atom von
R[X] prim.

BEWEIS. Sei f(X) ein Atom in R[X], welches ein Produkt g(X)h(X) von Ele-
menten g(X), h(X) € R[X] teilt.

Es ist zu zeigen, dafl f(X) mindestens einen Faktor teilt.

Ist f(X) = p ein Primelement von R, so ist das schon in (1.26) gezeigt worden.

Sei also deg f > 0. Dann ist f(X) ein primitives Polynom aus R[X], welches in
K[X] irreduzibel ist.

Da K[X] als Hauptidealring faktoriell ist, ist f(X) prim in K[X]. Also teilt f(X)
einen Faktor g(X) oder h(X) in K[X]. Nach (1.30) teilt f(X) diesen Faktor auch in
R[X]. Und das bedeutet, da§ f(X) prim in R[X] ist.

(1.37) Korollar. Ist der Integritdtsbereich R faktoriell, dann auch der Polynom-
ring R[X].

(1.38) Korollar. Z[X] ist faktoriell.

(1.39) Korollar. Ist R ein faktorieller Integritdtsbereich, dann auch
R[X1,..., X,

Das folgt mit Induktion aus (1.37), weil R[X1,...,X,] = (R[X1,..., Xn-1])[Xx]
ist.

BEMERKUNG. In Z[X] sind die Elemente 2 und X prim. Daher ist ggT(2, X) = 1.
Es gibt jedoch keine Darstellung der Form

2p(X) + Xq(X) = 1.

Denn der konstante Term der linken Seite ist eine gerade Zahl.
Das beruht auf der Tatsache, dafl Z[X] kein Hauptidealring ist.

Man kann jedoch stattdessen das folgende Resultat beweisen.

(1.40) Satz. Sei R ein faktorieller Integritdtsbereich. Sind f(X) und g(X) teil-
erfremd in R[X], dann gibt es Polynome ¢(X), d(X) € R[X] und ein Element r # 0

aus R, so daB gilt
(X)f(X) +d(X)g(X) =r.

BEWEIS. f(X) und g(X) sind auch teilerfremd in K[X], wenn K der Quotien-
tenkorper von R ist. Denn gébe es einen gemeinsamen Teiler A(X) = cho(X) € K[X]
mit degh > 0, so wire ho(X) € R[X] ein Teiler von f(X) und von g(X) in R[X]
nach (1.30).

In K[X] gibt es Polynome a(X) und b(X) mit a(X)f(X) + b(X)g(X) = 1.

Multipliziert man mit dem gemeinsamen Nenner r # 0 der Koeffizienten von «a
und b, so ergibt sich die Aussage des Satzes.
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(1.41) Korollar. Sei K ein Korper. Besitzen f(X,Y) und g(X,Y) aus K[X,Y]
keinen nichtkonstanten gemeinsamen Faktor, dann haben sie hichstens endlich viele
gemeinsame Nullstellen (z,y) € K x K.

BEWEIS. Fafft man K[X,Y] als (K[X])[Y] auf, so gibt es nach (1.40) ¢;(X,Y)
und d; (X,Y) sowie r1(X) € K[X] mit

(X, Y)F(X,Y) + di (X, V)g(X,Y) = 11 (X) £0.
Analog gibt es c2(X,Y), dg(X Y) und 72(Y) mit
(X, Y)F(X,Y) + da(X, Y )g(X,Y) = ra(Y) 0.

Ist (z,y) € K x K eine gemeinsame Nullstelle von f(X,Y") und g(X,Y), so folgt
ri(z) = 0 und ro(y) = 0. Es gibt also genau l; - I solche, wenn [; die Anzahl der
Nullstellen von r; in K ist.

(1.42) BEMERKUNG. Dieser Satz wirft auch neues Licht auf unser Beispiel III.
(4.35).

Wir haben dort gesehen, dafl die Funktionen der Gestalt Zgg; auf dem Kreis
C = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1}, wobei b(X,Y) nicht im Ideal (X2 + Y? — 1) liegt,
einen Funktionenkorper bilden.
Das wird jetzt vollig klar, weil b(X,Y) und X2 + Y2 — 1 keinen nichtkonstanten
gemeinsamen Faktor in R[X,Y] besitzen. Dazu braucht man blof zu zeigen, da8
X? +Y?% — 1 irreduzibel in R[X, Y] ist.
Angenommen es gibe eine Zerlegung in R[X, Y] = (R[Y])[X]. Dann muf} jeder Faktor
den Grad 1 haben. Denn wiére

X2+Y?2—1=(a(Y)+b(Y)X +c(Y)X?)d(Y),

so wére ¢(Y)d(Y) = 1 und daher d(Y) = £1, also keine echte Zerlegung.

Es konnte also hochstens eine Zerlegung der Gestalt

X?4+Y?2-1=(aX +bY +¢)(dX +eY + f)

mit a,b,c,d, e, f € R geben.

Dann wére aber

X2 4+Y?% -1 =adX?+beY? + (af + cd)X + (bf + ce)Y + (ae + bd) XY + cf,
d.h. ad = 1, be = 1 und daher d = %, e = %. Aus 0 = ae + bd = %—&—g folgt dann

a? = —b?, was im Reellen unméglich ist.

Somit ist X? + Y2 — 1 ein Atom in R[X,Y] und daher prim in R[X,Y].
Daraus folgt auch sofort, dafl
RIX,Y]/(X?+Y? 1)

ein Integritatsbereich ist.

Da b(z,y) und 22 + y? — 1 nur endlich viele gemeinsame Nullstellen haben, ist
m bis auf diese endlich vielen Punkte eine wohldefinierte Funktion auf dem Kreis
C.
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(1.43) BEMERKUNG. Wir kénnen nun auch einige Resultate aus dem 1. Kapitel
von einem neuen Gesichtspunkt aus betrachten.

In 1. (2.1) wurde gezeigt, da8 die Gleichung X3 —2 = 0 in Q keine Lésung besitzt.

Das kann nun auch folgendermaflen gezeigt werden: Angenommen es géabe eine
Losung r € Q. Dann gibe es eine Zerlegung X2 — 2 = (X — r)f(X) in Q[X] in
normierte Polynome. Nach (1.34) wére dann X — r € Z[X], d.h. r € Z. Da das
unmoglich ist, gibt es auch keine Losung in Q.

27

Analog 18}t sich fiir p = ¢35 zeigen, dal X — p = 0 keine Losung in Q(p) besitzt

(L (2.4)).

Denn nach IV. (2.24) ist Z[p] die Menge aller ganzen Zahlen von Q(p). Man zeigt
nun genauso wie fiir Q[é], da§ Z[p] euklidisch ist (IIL. (5.18), 3)).

Wenn die Gleichung X3 — p eine Losung in Q(p) besifle, so hitte sie auch eine in

Zlp).
Das ist aber nicht moglich. Denn dann gibe es a,b € Z mit

(a+bp)® = a® — 3ab® + b* + (3ab)(a — b)p = p,

d.h. 3ab(a — b) = 1, was nicht méglich ist.

(1.44) Der Ring K|[[X]] der formalen Potenzreihen iiber einem Koérper K.

Die Elemente dieses Ringes sind die formalen Potenzreihen
f(X) =ap+ a1 X +axX?+... mit a; € K.

Formal bedeutet dabei, daBl f(X) nur ein geeignetes Symbol fiir die Folge
(ag,a1,az,...) der Koeflizienten a, € K ist, wobei beliebige Folgen zuldssig sind
und keinerlei Konvergenzaussagen gemacht werden.

Addition und Multiplikation werden wie im Fall von Polynomen definiert, sodaf}
also K[X] ein Teilring von K[[X]] wird. Es ist klar, daf K[[X]] keine Nullteiler
enthilt. Denn jedes f(X) # 0 1iBt sich in der Form f(X) = X*(ax + ap1X +...)
mit ay, # 0 schreiben.

Ist f(X)=X*ap+ar 1 X +...)und g(X) = X' (by + b1 X +...) mit az, # 0,
by # 0, so ist

F(X)g(X) = X Harby + (aps1b + arbip1) X +...)

mit akbl 7& 0.
Daher ist K[[X]] ein Integritdtsbereich.
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In K[X] sind die einzigen invertierbaren Elemente die konstanten Polynome ay #

In K[[X]] ist dagegen z. B. 1+ X)(1 - X + X? —4+...) =1

Es gibt also mehr Einheiten als in K[X].

Genauer gilt:

Ein Element f(X) = ag+a1 X +as X>+... ist genau dann eine Einheit in K[[X]],
wenn ag # 0 ist.

Die Bedingung ist notwendig, weil aus

(a0 +a1X +asX? 4+ ... )(bo + b1 X + b X?4...) =1

fiir den konstanten Term apbg = 1 und daher ag # 0 folgt.
Ist umgekehrt ag # 0, so ist diese Bedingung flir die Invertierbarkeit gleichbedeu-
tend mit den Gleichungen

(lobo =1
aoby +a1bg =0
apbz + a1by + azby =0

Daraus lassen sich wegen ag # 0 die Koeffizienten by, b1, ba,... der Reihe nach
eindeutig berechnen. Die so entstehende formale Potenzreihe by + b1 X + by X2 + ...
ist dann die Inverse zu (ag + a1 X + as X% +...).

Ist also f(X) = X*(ar + ap1 X +...) mit a # 0, so ist f(X) = X*u(X),
wobei u(X) eine Einheit ist. Somit ist X (zusammen mit allen assoziierten Ele-
menten Xu(X)) das einzige Atom in K[[X]]. Die einzigen Ideale in K[[X]] sind die
Hauptideale (X*), k =0,1,2,... sowie (0).

Insbesondere ist K[[X]] also ein Hauptidealring mit einem einzigen maximalen
Ideal (X).
Das Atom X ist daher prim.

Dieses Beispiel zeigt auch, dafi sich der Euklidische Beweis fiir die Existenz von
unendlich vielen Primzahlen nicht auf beliebige Integritétsbereiche tibertragen 1a8t.
Es kann néamlich sein, dafl p1ps - - - p, + 1 eine Einheit ist, so wie im Fall K[[X]], wo
sich das auf die invertierbare formale Potenzreihe 1 + X reduziert.
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2. Faktorisierung von Polynomen.

Wenn ein Polynom f(X) € K[X] gegeben ist, ist es i. a. sehr schwer, die Zerlegung
von f(X) in irreduzible Faktoren explizit anzugeben.

Beim analogen Problem der Zerlegung einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren hat
man wenigstens flir kleine Zahlen eine einfache Methode, um zum Ziel zu kommen:
Man konstruiert sich die Folge 2,3,5,7,11,... der Primzahlen mit Hilfe des sogenan-
nten Siebes des Eratosthenes. Man schreibt dazu die natiirlichen Zahlen der Reihe
nach auf, notiert 2 als erste Primzahl und streicht dann alle Vielfachen 2k mit k£ > 1.
Die kleinste verbleibende Zahl ist die ndchste Primzahl 3. Diese notiert man wieder
und streicht alle Vielfachen 3k, k > 1, usw.

Hat man die ersten Primzahlen 2, 3,5, ... bereits gefunden, so kann man bei einer
gegebenen Zahl n nachschauen, ob sie durch diese Primzahlen teilbar ist, indem man
dividiert und den Rest betrachtet. Man kann sich dabei natiirlich auf Primzahlen
p mit p < y/n beschranken. Ist n durch p teilbar, so gewinnt man eine Zerlegung
n=p- %. Danach kann dasselbe Verfahren auf % angewendet werden. Nach endlich
vielen Schritten gelangt man zur gewiinschten Faktorzerlegung.

Ist n durch keine Primzahl p < \/n teilbar, so ist n selbst eine Primzahl. Z. B. ist
101 eine Primzahl, weil es nicht durch 2, 3,5, 7 teilbar ist.

Dieselbe Methode 188t sich auch im Fall F,[X] verwenden.
Ist f(X)=ao+a1 X+ +a,X" € Fg[X], so gibt es nur endlich viele Polynome
kleineren Grades. Diese kann man der Reihe nach aufschreiben und mit Hilfe der Sieb-
methode die irreduziblen Polynome bestimmen. Dabei kann man sich auf Polynome
m-ten Grades mit 2m < n beschranken.

Ist z. B. f(X) = X°+ X%+ X? — X — 1 € F3[X] gegeben, so braucht man nur
Polynome 1. und 2. Grades betrachten, da jede Faktorisierung ein solches Polynom
enthalten muf3.

Fiir die Polynome 1. Grades X — a ist ja X — a genau dann ein Teiler von f(X),
wenn f(a) = 0 ist.

Man braucht hier also nur f(0) = —1, f(1) = 1 und f(—1) = —1 zu berechnen.
Da diese # 0 sind, gibt es keinen Teiler 1. Grades.

Die irreduziblen Polynome 2. Grades sind X2 +1, X2+ X — 1 und X2 — X — 1.

Das findet man etwa durch die Siebmethode, indem man alle 9 normierten Poly-
nome 2. Grades iiber Fg aufschreibt und jene aussondert, die durch X, X — 1 oder
X + 1 teilbar sind.

Man kann sich aber auch direkt iiberlegen, wie die irreduziblen Polynome auss-
chauen miissen. Da sie in F32 = Fg in Linearfaktoren zerfallen, haben sie die Gestalt
(X — a)(X — o®) mit einem « € Fg\F3, welches also a® # «, d.h. a2 # 1 erfiillt.

Wegen of =1 ist a* = £1. Daher gibt es nur die folgenden Félle:

1) a*=1. Dannist o’ =—1,a* =a?-a = —a und

(X—a)(X-a®)=X?—(a+a¥)X+at =X —(a—a)X +1=X2+1.
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Da dieses Polynom weder 0, 1, noch —1 als Nullstelle hat, ist es irreduzibel.
2) a*=—1. Dannist (X —a)(X —a?) = X? — (a+a?)X — 1.

Wire o + a® = 0, so wire das gesuchte Polynom X2 — 1 und dieses ist

zerlegbar. Daher kann o+ nur = +1 sein. Beide Fille liefern irreduzible

Polynome.

Man sieht nun leicht, dafl f(X) durch X2 + X — 1 teilbar ist und dafl f(X) =
(X2 4+ X —1)(X3— X +1) ist.

Im Fall Q[X] versagt die Siebmethode, da es fiir jeden Grad n unendlich viele
irreduzible Polynome n-ten Grades gibt.

L. Kronecker hat jedoch gezeigt, dafl man durch einen kleinen Trick zu einer
endlichen Menge von Polynomen gelangen kann, die einen eventuellen Faktor enthal-
ten muf.

Aufgrund des Gau’schen Lemmas kann man sich dabei auf Polynome in Z[X]
beschrénken, wenn man f(X) von vornherein primitiv wéhlt.

Sei also f(X) = ap+a1 X+ -+a, X" € Z|X]. Eventuelle Linearfaktoren by +b; X
findet man, indem man beachtet, dafl aus

(bo+ b1 X)(co+ a1 X+ +cu1 X" ) =ag+ -+ a, X"

folgt boco = ap und b1c—1 = G-

Es muf} also by | ap und by | a,, gelten. Die Anzahl dieser Teiler ist endlich, weil
man ag # 0 und a, > 0 voraussetzen kann. Probiert man alle diese Falle durch, so
kann man feststellen, ob ein Linearfaktor vorhanden ist.

Wir kénnen uns daher von vornherein auf den Fall beschrénken, dafi f(X) keine
rationale Nullstelle, d.h. keinen ganzzahligen Linearfaktor besitzt.

Wir wollen untersuchen, ob es ein Polynom ¢(X) € Z[X] mit deg g(X) < m gibt,
welches f(X) teilt.

Wie oben geniigt es m = [§] zu wéhlen.

Nach der Lagrange’schen Interpolationsformel ist g(X) durch seine Werte in m+1
Stellen kg, k1, ..., kn € Z eindeutig bestimmt.

Aus f(X) = g(X)h(X) folgt aber f(k;) = g(ki)h(k;). Wegen k; € Z und
fyg,h € Z|X], treten dabei nur ganze Zahlen auf.

Da f(k;) # 0 ist, hat es nur endlich viele Teiler in Z. Betrachtet man also alle
(m + 1)-Tupel (lo,l1,...,ly) € Z™ ! mit I; | k; fiir alle i, so giibe es zu jedem dieser
endlich vielen (m + 1)-Tupel ein Polynom g(X). Und man braucht jeweils nur durch
Division zu priifen, ob eines davon ein Teiler von f(X) ist.

Ist das der Fall, so erhélt man eine Faktorisierung in Polynome g(X), h(X)
kleineren Grades und kann auf diese dasselbe Verfahren verwenden.

Gibt es kein solches Polynom ¢(X), so ist f(X) irreduzibel.

Dieses Verfahren hat natiirlich den Nachteil, dafl es sehr rechenaufwendig ist. Im
Zeitalter des Computers ist das aber von untergeordneter Bedeutung.

Im Fall der natiirlichen Zahlen ist es oft leichter festzustellen, ob eine Faktorisierungfi
existiert, als diese explizit anzugeben.
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Die Zahlentheoretiker haben eine Reihe notwendiger Bedingungen dafiir gefunden,
daf} eine Zahl p Primzahl ist.

Eine davon ist der Satz von Fermat (IIL. (3.10)):

Ist p eine Primzahl und @ # 0 (mod p), so ist a?~* =1 mod p.

Wenn es also eine Zahl a # 0 (mod p) gibt mit a?~! # 1 (mod p), so weifl man,
dafl p sicher keine Primzahl, d.h. also zerlegbar ist.

So hat Fermat vermutet, daf8 die Zahl F,, = 22" + 1 fiir jedes n = 0,1,2,... eine
Primzahl ist. Er konnte das fiir Fy =21 +1=3, [}, =22 +1=5, F, =22 +1 =17,
F3 =28 +1 =257 und F; = 2'6 + 1 = 65537 auch beweisen.

Fiir F5 = 232 +1 = 4294967297 konnte erst Euler den Teiler 641 finden. Mit Hilfe
seines eben zitierten Satzes hétte aber Fermat zeigen konnen, dafl F5 keine Primzahl
ist.

Denn sonst miifite

3Fs—1 _ 32" _ 1 104 (232 + 1) sein.

Beginnt man jedoch mit 3 und quadriert 32-mal, wobei man jedesmal (mod Fj)
reduziert, so iiberzeugt man sich leicht, dal 375~ # 1 (mod Fy) ist.

Eine Primzahl der Form F,, heifit Fermat’sche Primzahl.

In analoger Weise wollen wir nun versuchen, Kriterien dafiir zu finden, dafl ein
Polynom f(X) € Z[X] irreduzibel iiber Q ist.

Die einfachste Methode besteht darin, Polynome a(X) € Z[X] modulo einer
Primzahl p zu betrachten, also Homomorphismen ¢, : Z[X] — F,[X] anzuwenden.

Ist ag+a1 X +---+ap X" = (bg+- -+ b X¥)(co+ -+, X!) eine Faktorisierung
von a(X) € Z[X] in ein Produkt b(X)c(X) in Z[X], so liefert das Bild modulo p eine
Faktorisierung

@p(a) = @p(b)@p(c)
in F,[X].

Wir fragen uns, unter welchen Bedingungen aus der Irreduzibilitdt von ¢, (a(X))
jene von a(X) selbst abgeleitet werden kann.

Es kann nédmlich vorkommen, da8 ¢,(a(X)) irreduzibel in F,[X] ist, a(X) jedoch
zerlegbar in Z[X] ist.
Z. B. ist 4(X + 2) in Z[X] zerlegbar, aber p3(4(X +2))=1- (X 4+2) = X +2
irreduzibel in F5[X].
Oder
e3((X24+1)(BX"+1)) = X? +1 € F3[X].
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In diesen Beispielen ist ¢,(b(X)) eine Einheit fiir einen nicht invertierbaren Faktor
b(X) € Z[X].

Schliefft man diese Moglichkeit aus, so ergibt sich

(2.1) Satz. Seia(X)=ap+a1 X +---+a,X" ein primitives Polynom aus Z[X].
Ist an, # 0 (mod p) und ¢, (a(X)) irreduzibel in F,[X] fiir eine geeignete Primzahl p,
dann ist a(X) irreduzibel in Q[X].

BEWEIS. Gébe es eine nichttriviale Faktorisierung
ao+ a1 X+ F+a, X" = (bg+ - +bpX")(co+ -+ ¢ X) in Z[X],

so ware k > 0 und [ > 0, weil a(X) primitiv ist und daher keinen nichttrivialen Teiler
aus Z besitzt.

Es wire also a,, = br¢; und daher ¢, (by) - vp(cr) = ¢p(an) Z0 (mod p).

Also wére auch deg ¢, (b(X)) > 0 und deg ¢, (c(X)) > 0, d.h. py(a) = pp(b)ep(c)
eine nichttriviale Faktorisierung in IF,,[X]. Das widerspricht jedoch der Voraussetzung,
daB ¢, (a(X)) irreduzibel in F,[X] ist. Der Rest folgt aus (1.32).

(2.2) BEISPIELE.

1) Jedes der Polynome X°® — X —1, X°+9X +4, 11X°+4X —1 ist irreduzibel
in Z[X], weil jedes dieser Polynome primitiv ist und modulo 5 mit dem
irreduziblen Artin-Schreier-Polynom X5— X —1 zusammenfillt (VL. (1.21)).

2) Sei f(X) =2X°—-5X*+5. Dann ist f(X) = —X° + X* -1 (mod 3).
Dieses Polynom ist irreduzibel in F3[X], weil es nicht durch die irreduziblen
Polynome X, X +1, X =1, X241, X2+ X — 1 und X2 — X — 1 teilbar ist.

Daher ist f(X) irreduzibel in Z[X] und daher auch in Q[X].

Besonders niitzlich ist

(2.3) Satz. Kriterium von Eisenstein. Sei R ein faktorieller Integritétsbereichf]
und f(X) =ap+ a1 X ++--+a, X" primitiv in R[X]. Gibt es ein Primelement p mit
pla; fiiri=0,1,...,n—1, pta, und p? t ap, dann ist f(X) irreduzibel in R[X].

BEWEIS. Angenommen es wére
FX) = (bo+ -+ beX¥)(co+ - + o X"

mit £ > 0 und [ > 0.
Nach Voraussetzung ist ¢, (f(X)) = pp(a,)X".
Da die einzigen Teiler von X™ Potenzen von X sind, mufl

@p(f) = @p(bk)Xk ) @p(cl)Xl

gelten. Speziell ist also by = ¢ = 0 in R/(p).
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Dann ist aber by und ¢y durch p teilbar und daher ay = bocy durch p? teilbar, in
Widerspruch zur Voraussetzung.

(2.4) BEISPIELE.

1) X™ — 2 ist fiir jedes n > 1 irreduzibel iiber Q.
Man wahle p = 2. Dann sind alle Voraussetzungen des Eisenstein’schen
Kriteriums erfiillt.
Es gibt also fiir jedes n > 1 irreduzible Polynome n-ten Grades in Q[X].

2) 5X74+2X* 4 10X3 — 6X + 14 ist irreduzibel iiber Q.
Man wahle ebenfalls p = 2.

3) 2X% —5X% 45 ist irreduzibel iiber Q.
Man wéhle p = 5. Man vergleiche auch (2.2) 2).

4) Sei K ein Korper mit char(K) # 2. Dann ist X2 +Y? -1 € K[X,Y]
irreduzibel.
Denn p =Y — 1 ist prim in K[Y] und p*>{ (Y2 —1) = (Y = 1)(Y +1).
Dieser Beweis ist wieder wesentlich einfacher als der direkte von (1.42).
Im Fall der Charakteristik 2 ist dagegen X2+ Y2 —1 = (X +Y +1)2
zerlegbar.

Sehr einfach aber niitzlich ist

(2.5) Satz. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich und ¢ : R[X] — R[X] ein
Isomorphismus. Dann ist f(X) genau dann irreduzibel, wenn ¢(f(X)) es ist.

Das ist klar, weil aus ¢(fg) = o(f)¢(g) folgt, dal h = fg gleichbedeutend mit
p(h) = o(f)p(g) ist.

Das einfachste Beispiel ist o(f(X)) = f(X + a) fiir a € R.
Damit konnen wir das folgende wichtige Resultat beweisen.

(2.6) Satz. Sei p eine Primzahl. Dann ist

X1

=XP 1y 4 X+1
~ 1 +o+ X+

f(X)

irreduzibel iiber Q.

BEWEIS. Hier 1483t sich das Eisenstein’sche Kriterium nicht direkt anwenden. Be-
trachten wir jedoch f(X +1), so ist das nach (2.5) genau dann irreduzibel, wenn f(X)
es ist. Und hier ist wegen

f(X+1):(())((erll))’”_—ll:Xp—1+(11’>Xp—2+...+(pfl>
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die Voraussetzung des Eisenstein’schen Kriteriums erfiillt.

Da p prim ist, ist (f) fir 1 <7 < p—1 durch p teilbar.

Weiters ist (pp > = p, also nicht durch p? teilbar.

1

XP—1
X-1

primitiven p-ten Einheitswurzeln ¢* = e¥, 1<k<p-1.
Da f(X) irreduzibel ist, ist [Q(¢) : Q] =p — 1.

(2.7) BEMERKUNG. Die Nullstellen von sind fiir eine Primzahl p gerade die

2

Nach II1. (4.13) ist ¢ = e » hochstens dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
wenn p — 1 eine Potenz von 2 ist, d.h. p = 2™ + 1 ist. Eine solche Zahl kann aber
hochstens dann eine Primzahl sein, wenn auch m = 2" eine Potenz von 2 ist. Es ist
dann p = F,, = 22" + 1 eine Fermat’sche Primzahl.

Denn fiir ungerades b gilt (X + 1) | (X® 4+ 1), weil (—1)® = —1 ist. Ist also m = ab
mit b ungerade und = = 2%, so ist 2* 4 1 ein Teiler von 2™ + 1.

Die einzigen bisher bekannten Fermat’schen Primzahlen sind die bereits erwahnten
Fo, Fl, FQ, F3 und F4.

Wenn also p keine Fermat’sche Primzahl ist, also z. B. p =7,11,13,19, ..., so ist
das regelméfiige p-Eck nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Fir p = 7 haben
wir in I. (2.6) einen elementaren, jedoch komplizierteren Beweis gegeben.

Wir wollen uns nun tiberlegen, welche Folgerungen sich daraus fiir die Konstru-
ierbarkeit des regelméfiigen n-Eckes fiir beliebiges n ergeben. Zunéchst ist klar, dafl
das regelmiflige n-Eck genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, wenn die
primitive n-te Einheitswurzel ¢, = e’ mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist. Ist
n = mk und ¢, konstruierbar, dann natiirlich auch ¢;, = ¢ und ¢, = ¢*.

Sind umgekehrt (,,, und (j konstruierbar und ist tiberdies m 1 k, so gibt es s,t € Z
mit sm + tk =1, d.h. ﬁ =Z+ % Dabher ist

2mi 2mis | 2mit
(p=emk =¢e F m

= Cilm
ebenfalls konstruierbar.

Damit reduziert sich die Frage der Konstruierbarkeit auf den Fall, dafl n = p’ eine
Primzahlpotenz ist.

Wir zeigen nun, dafl das regelméflige p?-Eck fiir keine ungerade Primzahl p kon-
struierbar ist. Dazu geniigt es zu zeigen, daf keine primitive p?-te Einheitswurzel
konstruierbar ist.

Eine p2-te Einheitswurzel ¢ ist genau dann primitiv, wenn ¢? # 1 ist, d.h. wenn
sie keine p-te Einheitswurzel ist. Sie geniigt also der Gleichung

xP

= = T (X)X 1 =0,

f(X)
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Wenn wir zeigen, daB f(X) irreduzibel ist, so folgt fiir eine primitive p*-te Ein-
heitswurzel ¢, daf [Q(¢) : Q] = p(p—1) also sicher keine Potenz von 2 ist, wenn p > 3
ist.

(2.8) Satz. Sei p eine Primzahl. Dann ist

xr' -1 &
X) )= " = xr(p—Fk)
FX) =% kZ:l

irreduzibel iiber Z.

BEWEIS. Das gelingt mit demselben Trick wie oben.

f(X+1)= zp:(x + 1)Pr=F) = Zp:(Xp +1)P7%  (mod p).
k=1 k=1

Die rechte Seite ist (Xp}# = X?(=1 (mod p).
Somit sind alle Koeffizienten von f(X + 1), aufler dem hochsten, durch p teilbar.
Da der konstante Term von (X + 1)?(?=*) immer = 1 ist, ist der konstante Term
von f(X + 1) genau p und also nicht durch p? teilbar.

(2.9) Korollar. Das regelmafige n-Eck ist héchstens dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar, wenn n die Gestalt n = 2¥p, ---p,, hat, wobei die p; verschiedene
Fermat’sche Primzahlen sind.

BEWEIS. Sei n = 2’“p’f1 - -phm Wiire ein k; > 2, so wire das regelmiilige p?-Eck
konstruierbar, wenn das regelméafige n-Eck konstruierbar ist.

Also muB n von der Gestalt n = 2¥p; - - - p,,, mit verschiedenen p;’s sein. Da aber
mit dem regelméafligen n-Eck auch das regelméaflige p;-Eck konstruierbar ist, muf} p;
eine Fermat’sche Primzahl sein nach (2.7).

Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden, ist jedes solche n-Eck tatséachlich
konstruierbar.

Die n-ten Einheitswurzeln sind Lésungen der Gleichung X™ — 1 = 0. Sie bilden
beziiglich der Multiplikation eine zyklische Gruppe der Ordnung n, die zu Z/nZ iso-
morph ist.

Die erzeugenden Elemente dieser Gruppe sind die Elemente ¢¥ mit & L n, wobei

2mwi

Cn =€ ist.

Wir wollen nun das irreduzible normierte Polynom in Z[X] bestimmen, welches
die primitiven n-ten Einheitswurzeln als Nullstellen besitzt.
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(2.10) DEFINITION. Sei U, die Menge aller primitiven n-ten Einheitswurzeln.
Dann heifit das Polynom

das n-te Kreisteilungspolynom.

(2.11) Satz. Alle Kreisteilungspolynome ®,,(X) sind normierte Polynome in
Z[X].
BEWEIS. Es ist klar, da§ [] ®4(X) = X™ — 1 ist.
d|n
Auflerdem ist deg ®,(X) = ¢(n), weil es genau ¢(n) zu n teilerfremde Zahlen k
mit 1 < k < n gibt.
Speziell ist

Daraus ergibt sich der Reihe nach

Py (X) =X

Oy (X ):X+1
P3(X)=X*+X+1
Dy(X)=X2+1

P5(X) =X+ X*+ X2+ X +1
(I)e(X):X2 X+1

Fir 1 < n < 104 treten als Koeffizienten nur die Zahlen 0,1, —1 auf. Spéter
konnen dann die Koeffizienten beliebig grof3 werden.

Um zu zeigen, da8 ®,,(X) ein normiertes Polynom aus Z[X] ist, verwenden wir
Induktion.

Fiir n = 1 stimmt das.

Ist es fiir alle k < n bereits gezeigt, so ist also

= H(I)d(X) € Z[X] und normiert.
d<n
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Daher ist ®,(X) = % nach dem Divisionsalgorithmus (II1. (1.4)) wieder in Z[X]

und normiert.
(2.12) Satz. Alle Kreisteilungspolynome ®,,(X) sind irreduzibel in Z[X].

BeEWwEIs. Es geniigt zu zeigen, daf ein irreduzibles Polynom f(X) € Z[X], welches
eine primitive n-te Einheitswurzel als Nullstelle hat, auch alle anderen primitiven
Einheitswurzeln als Nullstelle hat. Denn dann gilt ®,(X) | f(X) und daher mufl
D, (X) = £f(X) irreduzibel sein.

Da jede primitive n-te Einheitswurzel von der Form (¥ mit k¥ L n ist und
k = pip2---ps mit p; L n ist, geniligt es zu zeigen, daBl fiir jede Nullstelle  von
f(X) auch (P eine Nullstelle ist, falls p eine Primzahl ist, die n nicht teilt.

Sei also f(¢) =0 und p L n eine Primzahl.
Angenommen, f(¢?) # 0.
Es gilt X" — 1= f(X)g(X) mit f(X), g(X) € Z[X].
Da X™ — 1 normiert ist, sind es auch f(X) und g(X).
Nun ist 0 = (C7)" — 1 = F(CP)g(CP).
Wegen f(¢P) # 0 muBl g((P) = 0 sein.
Dann haben die Polynome f(X) und g(XP) die gemeinsame Nullstelle (.
Daher ist ggT(f(X), g(X?)) # 1.
Da f(X) irreduzibel ist, ist

geT(f(X), g(XP)) = f(X).

Somit gilt f(X) | g(XP).

Daher ist g(X?) = f(X)h(X), wobei h(X) € Z[X] und normiert ist.
Nun betrachten wir alle Gleichungen modulo p.

Dann ist

X" 1= f(X)g(X) (mod p)
und  g(X) = g(X?) = f(X)h(X) (mod p) .

Sei m(X) ein irreduzibler Faktor von f(X) in F,[X].
Dann gilt
m(X) | g(X)?

und somit m(X) | g(X) in F,[X].

Wir haben also m(X) | g(X) und m(X) | f(X) und daher auch m(X)? | f(X)g(X)
in Fp[X].

Wegen f(X)g(X) = X" —1 ist also m(X)? auch ein Faktor von X" —1 in F,[X].

Da ptnist (X™ —1) =nX""! £ 0 in F,[X]. Daher hat X™ — 1 nur einfache
Nullstellen und kann somit nicht durch ein Quadrat teilbar sein. Dieser Widerspruch
zeigt, dafl f(¢P) = 0 sein mufl. Damit ist alles bewiesen.
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(2.13) BEMERKUNG. Betrachtet man ®,,(X) modulo einer Primzahl, so braucht
es keineswegs irreduzibel sein. Ist z. B. p =1 (mod n), dann zerféllt @,,(X) in F,[X]
in Linearfaktoren. Denn ist a eine Nullstelle von @, (X) in Fyn, so ist o™ = 1, weil
D, (X) | (X" —1).

Wegen p =1 (mod n) ist dann o = o' = o und daher o € F),.

Z.B.ist in Fi7: ®g(X) = X* +1= (X —2)(X +2)(X —8)(X +8).

Oder in F7: ®6(X) = X2 - X +1= (X +2)(X —3).

1

(2.14) BEMERKUNG. Aus (2.12) folgt ein weiterer Beweis von (2.9): Eine prim-
itive n-te Einheitswurzel ist nach III. (4.13) hoéchstens dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar, wenn ihr Grad ¢(n) = 2* eine Potenz von 2 ist. Ist n = 2’“0])]1“1 R
so ist nach IV. (1.52) o(n) = 2k —1pF1=1(p; —1)-..pks~1(py — 1). Das ist nur dann
von der Form 2%, wenn alle k; = 1 sind und jedes p; — 1 eine Potenz von 2 ist, d.h.
die p; Fermat’sche Primzahlen sind.

3. Separabilitat.

Nun wollen wir uns iiberlegen, unter welchen Voraussetzungen ein irreduzibles
Polynom f(X) € k[X], wobei k ein Korper ist, in einem Erweiterungskoérper K lauter
einfache Nullstellen besitzt.

(3.1) DEFINITION. Sei k ein Korper. Ein irreduzibles Polynom f(X) € k[X]
heiflt separabel, wenn es im Zerfallungskorper K lauter einfache Nullstellen besitzt.
Ein beliebiges Polynom heifit separabel, wenn alle irreduziblen Faktoren separabel
sind.

(3.2) Satz. Ein irreduzibles Polynom f(X) € k[X] ist genau dann separabel,
wenn d(X) = ggT(f(X), f(X)) =1 ist.

BEWEIS. Nach II. (4.15) ist die Nullstelle « € K genau dann mehrfach, wenn
fla) = f'(a) =0 ist.

Ist d(X) # 1, so ist jede Nullstelle von d(X) auch gemeinsame Nullstelle von f(X)
und f/(X).

Ist d(X) = 1, so kénnen wegen 1 = d(X) = a(X) f(X) +b(X) f'(X) keine gemein-
samen Nullstellen von f(X) und f/(X) existieren.

(3.3) Korollar. In einem Kérper der Charakteristik 0 ist jedes irreduzible Poly-
nom separabel.

BEWwEIS. Es gilt deg f/(X) =deg f(X)—1.

Wire d(X) = ggT(f(X), f'(X)) # 1, so ware d(X) = f(X), weil f(X) irreduzibel
ist (IIL. (1.26)). Da f/(X) # 0 ist und einen kleineren Grad als f(X) hat, ist das
unmoglich.
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(3.4) Korollar. In einem Korper k der Charakteristik p hat ein irreduzibles
Polynom f(X) genau dann mehrfache Nullstellen, wenn f'(X) = 0 ist. Es existiert
dann ein irreduzibles separables Polynom g(X) € k[X| und eine natiirliche Zahle > 1,
so daB f(X) = g(XP") ist.

BEwEIS. Da fiir f(X) = Y a; X% gilt f/(X) = Y ia; X", wobei entweder
f(X) =0 oder deg f'(X) < deg f(X) ist, kann f(X) nur dann ein Teiler von f'(X)
sein, wenn f/(X) = 0 ist. Das ist genau dann der Fall, wenn ia; = 0 fiir alle 7 gilt,
d.h. entweder a; = 0 ist oder ¢ = 0 in k ist.

Letzteres ist genau dann der Fall, wenn ¢ ein Vielfaches von p ist.

Es ist dann f(X) = Y apu(XP)k = f1(XP). Die Abbildung Y ¢, X*¥P — 3" ¢ X*
ist offenbar ein Isomorphismus von k[X?] auf k[X]. Daher ist mit f auch f; irreduz-
ibel.

Ist f1 separabel, dann ist alles gezeigt. Wenn nicht, existiert fo(X) € k[X] mit
f1(X) = fo(XP), dh. f(X) = fo(X?"). Dabei ist deg f, < deg f; < deg f. Nach
endlich vielen Schritten ist daher f(X) = g(X?"), wobei g(X) separabel ist.

(3.5) Korollar. In einem endlichen Kérper hat jedes irreduzible Polynom f(X)
lauter einfache Nullstellen.

BEwEIs. Das folgt schon aus (VI. (1.12)) .

Aus (3.4) ergibt es sich folgendermafien: Wire f(X) nicht separabel, so wére
f(X) = g(XP) fur ein g € k[X].

Sei etwa f(X) = ap + a1 X? 4+ -+ + a X™P. Da die Frobeniusabbildung ein
Automorphismus von k ist (VI. (1.10)), existieren Elemente b; € k mit b7 = a;.

Daher ist f(X) = (bo + b X + -+ + b X™)P.

Das Polynom f(X) héitte also den echten Teiler bg+b1 X +- - - +b,, X™ und konnte
daher nicht irreduzibel sein.

(3.6) BEMERKUNG. Ist k = F,(Y) der Kérper der rationalen Ausdriicke tiber F),
in einer Unbestimmten Y, so ist f(X) = X? —Y € k[X] ein irreduzibles Polynom mit
einer p-fachen Nullstelle.

BEWEIS. Nach (1.31) genligt es zu zeigen, dal X? —Y € (F,[Y])[X] irreduzibel
ist. Nach dem Kriterium von Eisenstein ist das der Fall, weil ¢ = Y prim in F,[Y]
ist. Ist « eine Nullstelle in einem Erweiterungskorper, so ist a? =Y und daher

XP—-Y =XP—-al =(X —a)’.

(3.7) DeEFINITION. Ein Kérper k heifit vollkommen, wenn jedes Polynom aus k[X]
separabel ist.
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(3.8) Satz. Ein Korper k ist genau dann vollkommen, wenn er entweder die
Charakteristik 0 hat oder die Charakteristik p und auflerdem die Eigenschaft, daf3 die
Frobeniusabbildung ¢, : © — zP ein Automorphismus ist.

BEWEIS. Es ist nur der Fall der Charakteristik p zu zeigen. Wenn die Frobenius-
abbildung nicht surjektiv ist, gibt es o € k\¢@, (k).

Dann ist X? — « ein irreduzibles Polynom in k[X] mit einer p-fachen Nullstelle.
Denn sei 8 eine Wurzel in einem Erweiterungskorper. Dann ist P = « und daher
XP—a=(X-p)P.

Giibe es einen irreduziblen Faktor, so hiitte er die Gestalt (X —3)7 mit 1 < j < p.
Insbesondere wire (37 € k als konstanter Term dieses Polynoms aus k[X].

Wegen j | p existieren m,l mit 1 = jm + Ip.

Dann wére aber

§= = (@)(3) = (#)"a' € k

Es wiére also auch
a= 0" € py(k)

in Widerspruch zur Wahl von «.
Somit ist X? — « irreduzibel in k[X].

Sei umgekehrt k ein Korper der Charakteristik p, so daf in k[X] ein irreduzibles
Polynom f(X) mit mehrfachen Nullstellen existiert. Dann ist f/(X) = 0 und f(X) =
g(XP).

Wire die Frobeniusabbildung ein Automorphismus, so konnte man g(X?) = h(X)?J}
mit geeignetem h(X) € k[X] schreiben. Wegen f(X) = h(X)P wére dann aber f(X)
nicht irreduzibel.

(3.9) DEFINITION. Ein Element « heifit separabel iber k, wenn das Minimalpoly-
nom von « separabel iiber k ist. Eine endliche Korpererweiterung K/k heifit separabel,
wenn jedes Element o € K separabel iiber £ ist.

(3.10) Lemma. Sei K/k eine separable endliche Erweiterung und L ein Zwis-
chenkorper, d.h. k C L C K. Dann sind auch die Erweiterungen L/k und K/L
separabel.

BEWEIS. L/k ist trivialerweise separabel.
Sei @ € K und seien py bzw. py, die Minimalpolynome von « in k[X] bzw. L[X].
Dann gilt py, | pr in L[X], weil p;, das Polynom minimalen Grades in L[X] mit
pr(a) = 0 ist und py auch ein Polynom in L[X] mit p(«) = 0 ist.
Da « separabel iiber k ist, d.h. p(X) separabel ist, mufl es auch py,(X) sein.

Aus dieser Definition ist in keiner Weise ersichtlich, wie separable Erweiterungen
konkret aussehen.
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Wir werden erwarten, daf folgendes gilt: Ist f(X) € k[X] separabel und « eine
Nullstelle von f(X) in einem Oberkdrper K, so ist auch die ganze Korpererweiterung
kla]/k separabel.

Das gilt tatsdchlich, 148t sich aber am einfachsten iiber einen kleinen Umweg
beweisen.

(3.11) Satz. Sei K/k eine endliche Kérpererweiterung mit [K : k] = n und L ein
Oberkérper von k.

Dann gibt es hochstens n verschiedene Monomorphismen von K in L, die k ele-
mentweise festhalten.

BEWEIS. Sei ay,...,a, eine endliche Menge von Elementen aus K, so dafl
K =klag,. .., a4 ist. Seil kg = kund k; = kf[aq, ..., o] , K = ks. Sei [k : ki—1] = n,.

Dann ist nach (IIL. (4.6)) n = ning - - ns.

Nach (III. (4.17)) gibt es hochstens ny verschiedene Monomorphismen von ko]
in L, die k elementweise festhalten. Denn das Minimalpolynom von «; iiber k hat
den Grad = [k(aq) : k] = n1. Es kann daher in L hochstens ny Nullstellen haben.

Sei nun o : kjay] — L einer dieser Monomorphismen. Dann gibt es wieder nach
(ITI. (4.17)) hochstens ny Monomorphismen von k[ay, as] = ko in L, die o fortsetzen.
Also gibt es hochsten nyne Monomorphismen von kfag, s in L, die k elementweise
festlassen. Tteriert man diese Uberlegung, so gelangt man nach s Schritten zur Aussage
des Satzes.

(3.12) Satz. Die endliche Kérpererweiterung K/k vom Grad n ist genau dann
separabel, wenn es einen Oberkérper L von k gibt, fiir welchen genau n verschiedene
Monomorphismen von K in L existieren, welche k elementweise festhalten. Ist
K = kl[aq,...,as], so kann man fiir L den Zerfallungskorper Lo von p1(X) - ps(X)
nehmen, wobei p;(X) das Minimalpolynom von «; tiber k ist.

BEWEIS. Wir verwenden die Notation von (3.11).

Wenn K/k separabel ist, dann auch k;/k;_; fiir alle ¢ (3.10). Das Minimalpolynom
von «; iiber k;_; hat dann n; verschiedene Nullstellen in Ly. Der Beweis von (3.11)
liefert dann genau n = nj ---ng Monomorphismen von K in L, die k elementweise
festhalten.

Wenn K/k nicht separabel ist, dann gibt es mindestens ein «, dessen Minimalpoly-
nom iiber k nicht separabel ist. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dafl a; so gewéhlt
wurde.

Es gibt daher weniger als ny verschiedene Nullstellen dieses Minimalpolynoms und
daher gibt es weniger als n; Monomorphismen von k[a;] in irgendeinen Oberkorper
L von k. Dieser Riickstand ist beim Ubergang von ki zu K nicht mehr aufzuholen.
Es gibt also weniger als n Homomorphismen von K in jeden Oberkorper L von k,
welche k festlassen.

(3.13) Korollar. Sei K = ko, ..., as], wobel die «; separabel tiber
ko, ..., a;—1] sind. Dann ist K/k ebenfalls separabel.

BEWEIS. Folgt unmittelbar aus dem Beweis von (3.12).
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(3.14) Korollar. Sind L/K und K/k separabel, dann auch L/k.

BEWEIS. Sei « € L und X" +a, 1 X" ! +---+ a9 € K[X] das Minimalpolynom
von « lber K. Dann ist « auch iiber M = klag,...,a,—1] separabel und wegen
k C M C K ist auch M/k separabel. Aus (3.13) folgt, dal M[«] liber k separabel
ist, weil M[a] = k[ag, ..., an—1,q] ist, die a; separabel iiber k& und daher auch iiber
klag, - ..,a;—1] sind und « separabel {iber k[ao, ..., a,_1] ist.

Daher ist auch das Minimalpolynom von « iiber k separabel.

(3.15) Korollar. Sei K/k eine Korpererweiterung. Die Menge Ky aller iiber k
separablen Elemente o € K ist ein Teilkorper von K.

BEWEIS. « ist separabel iiber k, wenn das Minimalpolynom von « separabel iiber
k ist.

Sind «, 8 separabel iiber k, dann ist auch k[a, §]/k separabel. Daher sind auch
a+ 6, a— 3, af und fiir a # 0 auch é separabel tiber k.

245



VIII. Galois—Theorie

Jetzt sind wir in der Lage, die Hauptresultate der Galoistheorie abzuleiten. Wir
zeigen, daf fir Galoiserweiterungen, d.h. endliche normale und separable Korpererweiterungenfi
K/k, eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Untergruppen H der Ga-
loisgruppe G(K /k) aller k—Automorphismen von K und den Zwischenkérpern L mit
k C L C K existiert. Diese Zuordnung wird an einigen konkreten Beispielen illustri-
ert, wobei wir uns vor allem auf den Fall der Charakteristik 0 beschrdnken.

Anschliefiend zeigen wir das fundamentale Resultat von E. Galois, daf$ eine Gle-
ichung f(X) = 0 genau dann durch Radikale auflosbar ist, wenn ihre Galoisgruppe
eine auflosbare Gruppe ist. Auferdem werden einige interessante konkrete Resultate
bewiesen, insbesondere die Bestimmung aller regelmafigen n—FEcke, die mit Zirkel und
Lineal konstruierbar sind.

1. Der Hauptsatz der Galois—Theorie.

Wir wissen bereits, daf§ von einem rein algebraischen Standpunkt aus das Prob-
lem der Auflosung einer Gleichung f(X) = 0 mit Koeffizienten aus einem Korper k
identisch ist mit der Konstruktion eines Erweiterungskorpers F' von k, in welchem
f(X) in Linearfaktoren zerfallt. Der kleinste Teilkorper
K = klag,...,an) = klag,...,an] C F, der alle Wurzeln «g,...,q, von f(X)
enthéalt, ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und wird Zerfallungskorper von
f(X) tber k genannt.

Um einen Einblick in die gegenseitigen Beziehungen der Wurzeln «; zu erhalten,
ist es notwendig, die Struktur der Korpererweiterung K /k genauer zu untersuchen.

Besonders einfach ist die Situation im Fall einer endlichen Korpererweiterung K /k
eines endlichen Korpers k der Charakteristik p. Jede solche Korpererweiterung ist ein-
fach und separabel, also von der Gestalt K = k [a] mit einem Element o € K, dessen
Minimalpolynom iiber k separabel ist und welches iiberdies in K [X] in Linearfaktoren
zerfallt.

Eine wichtige Rolle spielt die Gruppe G(K/k) aller Automorphismen von K, die k
elementweise festhalten. Diese ist zyklisch und hat die Ordnung |G(K/k)| = [K : k].
Sie wird vom Frobeniusautomorphismus ¢, erzeugt.

Fiir jedes 0 € K zerféllt das Minimalpolynom mg(X) € k[X] in K [X] in Lin-
earfaktoren. Die Menge der Wurzeln fallt dabei mit der Bahn von g unter der
Gruppe G(K/k) zusammen. Die Kenntnis der Gruppe G(K/k) liefert uns auch einen
Uberblick iiber alle Zwischenkorper L mit k C L C K. Denn die Zuordnung, die jeder
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Untergruppe H < G(K/k) den Fixkérper K 1= {x € K : ¢(x) = z fiir alle ¢ € H}
zuordnet, ist eine Bijektion von der Menge aller Untergruppen H < G auf die Menge
aller Zwischenkorper L von K/k.

Unser Ziel ist es, die hier vorliegende Situation auf geeignete Korpererweiterungen
K /k beliebiger Korper k zu iibertragen. Obwohl wir in erster Linie an Korpern k der
Charakteristik O interessiert sind, wollen wir alle Resultate so formulieren, daf} sie auch
im allgemeinen Fall gelten. Wir fiihren die Beweise aber so, daf sie fiir Charakteristik
0 besonders einfach und durchschaubar werden. Der Leser braucht dann nur alle dabei
iiberfliissigen Voraussetzungen wie Separabilitdt und dergleichen weglassen.

Unser erstes Ziel besteht darin, jene endlichen Korpererweiterungen K/k zu charak-Jj
terisieren, welche als Zerfallungskorper eines separablen Polynoms darstellbar sind.

Folgende Eigenschaft erweist sich als charakteristisch fiir Zerfallungskorper K/k:

(1.1) Satz. Sei K Zerfillungskérper eines Polynoms f(X) € k[X]. Dann gibt
es fiir jedes § € K ein Polynom g(X) € k[X] mit g(8) = 0, welches in K [X] in
Linearfaktoren zerfallt.

BEWEIS. Sei f(X) = [](X — ;) mit a; € K. Dann ist K = k[, ..., qy).

1=1
Jedes § € K hat daher die Gestalt 8 = p(aq,...,a,) mit einem passenden Poly-
nom p(Xq,...,Xpn) € k[X1,..., X,].
Wir bilden nun das Polynom

Q(Xa le"',Xn) = H (X _p(Xﬁ(l)an(2)7"'7X7r(n))) :
TeES,

Dieses ist offensichtlich symmetrisch in Xq,...,X,. Aus dem Hauptsatz iiber sym-
metrische Funktionen ergibt sich daher, dafl die Koeffizienten von ¢(X, a1,...,a,)
Polynome in den elementarsymmetrischen Funktionen von aq, ..., a, sind, d.h. also
wegen f(X) € k[X] Elemente von k sind.

Somit ist g(X) := ¢(X,aq,...,ay) € k[X].

Nach Konstruktion zerféllt g(X) tiber K in Linearfaktoren und enthélt speziell
den Faktor X — p(ay,...,a,) = X — 3. Es erfiillt also g(3) = 0.

Diese Methode wurde bereits von Lagrange bei der Bildung der Resolventengle-
ichung (I1.(5.14)) verwendet.

Um uns einfacher ausdriicken zu kénnen, fithren wir die folgende Definition ein.
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(1.2) DEFINITION. Eine endliche Korpererweiterung K /k heifit normal, wenn das
Minimalpolynom aus k [X] eines jeden Elementes § € K in K [X] in Linearfaktoren
zerfallt. Anders ausgedriickt: K/k heifit normal, wenn jedes irreduzible Polynom aus
k [X], das eine Nullstelle in K hat, bereits alle Nullstellen in K hat

(1.3) Satz. Eine endliche Kérpererweiterung K/k ist genau dann normal, wenn
K der Zerfallungskérper eines Polynoms aus k [X] ist.

BEWEIS. Ist {aq,...,a,} eine Basis von K {iiber k, so gilt K = k[aq,...,an,].

Sei p;(X) das Minimalpolynom von «; tiber k£ und f(X) = p1(X) - - pp(X).

Ist K/k normal, so zerfallt jedes p; und daher auch f iiber K in Linearfaktoren.
Es ist klar, dal K der Zerfallungskorper von f {iber k ist, da die Nullstellen von f(X)
ganz K erzeugen.

Sei umgekehrt K der Zerfallungskorper eines Polynoms iiber k. Ist § € K, dann
existiert nach (1.1) ein Polynom ¢g(X) € k[X] mit g(8) = 0, welches in K [X] zerfallt.

Fiir das Minimalpolynom p(X) von § gilt dann p(X)|g(X). Es zerfillt daher
ebenfalls.

(1.4) BEMERKUNG. Die Tatsache, dafl jeder Zerfallungskorper normal ist, kann
auch ohne Verwendung des Hauptsatzes tiber symmetrische Funktionen bewiesen wer-
den. Wir wollen nun einen solchen Beweis skizzieren:

Sei K Zerfallungskorper eines Polynoms ¢(X) € k[X] und f(X) € k[X] ein
irreduzibles Polynom aus k [X], welches eine Nullstelle o € K besitzt. Wir miissen
zeigen, daf} alle Nullstellen in K liegen.

Die Nullstellen von f(X) liegen jedenfalls in einem Zerfallungskérper L O K von
F(X)g(X).

Es geniigt nun zu zeigen, daf fiir je zwei verschiedene Nullstellen a, ay von f(X)
in L die Grade [K(a1) : K] und [K (o) : K] iibereinstimmen. Denn fiir o € K ist
dann [K(«a): K] = [K: K] = 1. Also ist fiir jede andere Nullstelle 5 von f(X)
ebenfalls [K(8) : K] = 1.

Das bedeutet aber wegen K() 2 K, dal K(8) = K ist und daher § € K liegt.
Somit liegen alle Nullstellen von f(X) in K, wie behauptet.

Nun gilt jedenfalls [k(a1) : k] = [k(az2) : k] = deg f nach (IIL.(4.2)).

Weiters ist K (o) ein Zerfallungskorper von g(X) tiber k().

Da es einen Isomorphismus o : k(a1) — k(ag) gibt, der sich nach III1.(4.21) zu
einem Isomorphismus & : K(a1) — K(ag) erweitern 1a8t, ist insbesondere
(K (1) : k()] = [K (a) : K(az)]

Dabher ist auch

[K(aq) : k] = [K(an)  k(an)] - [k(en) : k] = [K(a2) : k(ag)] - [k(ag) : k] = [K(az) : K].

Wegen [K(o;): k] = [K(ay): K] - [K:k] folgt daraus die gesuchte Gleichheit
[K(a1): K] = [K(a2) : K].

Der Begriff der Normalitdt ist vor allem deshalb wichtig, weil er einfacher zu
handhaben ist als der Begriff des Zerfillungskorpers. So ist klar, da$ Q(+/2)/Q nicht
normal ist, weil das Minimalpolynom X® — 2 von /2 in Q(+/2) nicht zerfillt. Denn
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die beiden anderen Wurzeln p</2 und p?+/2 liegen als komplexe Zahlen sicher nicht
in Q(W) CR.

Es ist klar, da} jede quadratische Erweiterung normal ist. Dagegen ist der Be-
griff der Normalitéit nicht transitiv. So ist z. B. Q(+/2)/Q(v/2) als quadratische Er-
weiterung normal und ebenso Q(1/2)/Q. Dagegen ist Q(v/2)/Q nicht normal. Denn
das Minimalpolynom X 4 _ 92 hat die Nullstellen \4/5, 1\75, —{‘/Q, —i+4/2. Die Elemente
+i+/2 liegen nicht in Q({‘/?), weil sie nicht reell sind.

Sehr niitzlich ist
(1.5) Satz. Sei k C L C K. Ist K/k normal, dann ist auch K/L normal.

BEWEIS. Sei § € K. Das Minimalpolynom mp(X) von § in L[X] teilt jedes
Polynom in L [X], welches 8 als Nullstelle hat. Ein solches Polynom ist das Mini-
malpolynom my(X) von 8 in &k [X] C L [X]. Da dieses nach Voraussetzung in K [X]
zerfallt, tut es auch jenes.

BEMERKUNG. Die Erweiterung L/k braucht unter den Voraussetzungen von (1.5)
nicht normal sein. Denn sei L = Q(\S'/?), k = Q und K der Zerfallungskorper von
X3 —2. Dann ist K/k normal, L/k jedoch nicht.

Da wir vor allem an endlichen Korpererweiterungen interessiert sind, die gle-
ichzeitig normal und separabel sind, fassen wir die diesbeziiglichen Ergebnisse zu
folgendem Satz zusammen.

(1.6) Satz. Eine endliche Kérpererweiterung K/k ist genau dann normal und
separabel, wenn K der Zerfallungskorper eines separablen Polynoms aus k [X] ist. Ist
K /k normal und separabel und k C L C K, dann ist auch K /L normal und separabel.

BEWwEIS. Die Aussagen iiber Normalitdt wurden eben bewiesen.
Jene iiber Separabilitit folgen aus VII.(3.10) und VII.(3.13).

Fir Korper k der Charakteristik 0 sind die Aussagen iiber Separabilitdt von selbst
erfiillt.

Als néchstes wollen wir zeigen, dafl jede endliche separable Korpererweiterung

K /k einfach ist. Es gibt also Elemente a € K, sogenannte primitive Elemente, so daf
K = k(a) = k[a] ist.
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(1.7) Satz vom primitiven Element. Jede endliche separable Korpererweiterungl

K/k ist einfach.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dafl jede von zwei separablen algebraischen Ele-
menten [ und v erzeugte Korpererweiterung K = k((3, ) einfach ist, also in der Form
K = k(a) geschrieben werden kann. Dazu betrachten wir die Minimalpolynome

f(X)=(X—051)- (X —3)€k[X] von 8= und
g X)=X—m) (X —ym) €k[X] vony=m.

Da 8 und v separabel sind, sind alle Nullstellen einfach. Wir brauchen hier nur
den Fall zu betrachten, dafl & unendlich viele Elemente besitzt. Denn fiir endliche
Korper k wurde der Satz ja bereits gezeigt. (Jede Primitivwurzel von K ist auch
primitives Element).

Wir behaupten, dafl es dann ein ¢ € k gibt, so dafl a = § + ¢y primitives Element
von k(f3,~) ist.

Betrachten wir zunéchst irgendein ¢ # 0 aus k£ und setzen o = 8+ ¢7y. Dann liegen
die Polynome ¢g(X) und f(a—cX) in (k(a)) [X] und haben die gemeinsame Nullstelle
5.

Daher liegt auch der grofite gemeinsame Teiler d(X) = ggT(g(X), f(a — ¢X)) in
(k(a)) [X] und hat ebenfalls v als Nullstelle.

Wenn wir nun ¢ so wihlen kénnen, dafl v die einzige Nullstelle von d(X) ist, ergibt
sich d(X) = X —~. Also ist X — v € (k(a)) [X] und daher v € k(«).

Dann ist aber

k(a) = k(B +cy) Ck(B,7) = k(a —cv,7) C k(a),

d.h. k(B8,7v) = k(a) und « ist primitives Element von k(3,7).
So eine Wahl von ¢ ist tatsdchlich moglich: Wir brauchen blof§ darauf zu achten,

daf} alle Elemente o — ¢, j > 2, verschieden von den Nullstellen §; von f(X) sind,
d.h. daf

Bi + oy #a=0+en
ist. Da die I(m — 1) Gleichungen
BityX=0h+mX, 1<i<l, 2<j5<m,

jeweils genau eine Losung x;; besitzen und k unendlich viele Elemente hat, existiert
sicher ein ¢ € k, das von allen z;; verschieden ist. Jedes solche c liefert ein primitives
Element von K.

Nach VIIL.(3.13) ist a auch separabel.

Zum Beispiel ist v/2++/3 primitives Element von Q(\/i, \/3) oder p++/2 primitives
Element von Q(p, V/2).
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BEMERKUNG. Die Voraussetzung der Separabilitdt braucht man im Beweis nur,
um zu garantieren, dafl d(X) = X — v ist. Ohne diese Voraussetzung hétten wir
nur schlieen kénnen, da8 d(X) = (X — «)? fiir ein i > 1 ist. Es hitte aber geniigt,
eine der Wurzeln (3, ~ als separabel vorauszusetzen. Denn dann hétte sich ebenfalls
d(X) = X — v ergeben.

(1.8) Korollar. Hat k die Charakteristik 0, dann ist jede endliche Korpererweiterung]
K /k einfach.

(1.9) BEMERKUNG. Im Fall der Charakteristik p > 0 gibt es endliche Erweiterun-
gen, die nicht einfach sind.

Denn seien z. B. ¢ und n Unbestimmte iiber dem Koérper F.

Sei K =Fy(&,n) der Korper aller rationalen Ausdriicke in £ und 7 iiber Fy und k
der Teilkorper k = Fo(£2,7?).

Dann hat jedes Polynom p(§,n) € Fq [€, 7] die Gestalt

p(&,n) = ap + a1 + asn + azén

mit a; € Fy [52,172].
Somit sind die Elemente von Fy(€,n) von der Gestalt

ap + a1€ + azn + azén
bo + b1& + ban + b3én

Multipliziert man Zé&hler und Nenner mit (bg + b1 4 ben + b3én), so ergibt sich wegen
(bo + b1& + ban + baén)® = by + bE? + b3n® + b3E%)° € k,
daf} jedes Element o € K die Gestalt
a=cy+c1&+con+csénmit ¢; €k

besitzt. Somit ist [K : k] = 4.
K ist also eine endliche Erweiterung von k.

K= F2(§an) = k(fﬂl)

Uber F, sind ¢ und 7 transzendent, {iber k sind sie algebraisch.

Die Erweiterung K/k kann nicht einfach sein.

Denn wire K = k(a), so ware a von der Form « = ¢o + ¢1€ + can + ¢3€n und
daher o? € k. Dann wire [k(«a) : k] < 2 in Widerspruch zu [K : k] = 4.

Ubrigens ist K /k sogar normal. Denn K ist der Zerfiallungskorper von
(X2-) (X2 —n?) = (X —9*X —n)* € k[X]. Esist klar, daB (X — £)? und
(X —n)? irreduzibel sind und daher K/k nicht separabel ist.
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K /k ist auch ein Beispiel einer endlichen Erweiterung mit unendlich vielen Zwis-
chenkorpern.

Denn die Korper L. = k(+cn) mit ¢ € k sind alle verschieden und k hat unendlich
viele Elemente. Wére namlich L = L, = Lq fiir ¢ # d, so wire L C k(& n).

Es wére £ +cn € L, £ +dn € L und daher auch (c—d)n = (§+cen) — (E+dn) € L
und somit n € L. Analog ist £ € L.

Es wére also

K =k(¢mn) CL,

dh. L=k({{+cn) =K.
Nun ist jedoch [L : k] = 2 und [K : k] = 4. Das ist ein Widerspruch.

Diese Situation ist typisch. Denn es zeigt sich, dal K/k genau dann einfach ist,
wenn es nur endlich viele Zwischenkorper gibt.

(1.10) Satz. Eine endliche Korpererweiterung K /k ist genau dann einfach, wenn
es nur endlich viele Zwischenkérper gibt.

BEWEIS. Sei K/k einfach, K = k(«). Sei f(X) € k[X] das Minimalpolynom von
a.

Ist L ein Zwischenkorper und ¢(X) € L[X] das Minimalpolynom von « iiber
L, so ist g(X) ein Teiler von f(X). Da es nur endlich viele Teiler von f(X) gibt,
gibt es auch nur endlich viele Zwischenkorper, wenn wir zeigen konnen, dafl es fiir
verschiedene Zwischenkorper L verschiedene Minimalpolynome gibt.

Angenommen g(X) wére das Minimalpolynom von « iiber L; und tiber Ly. Dann
wére g(X) € Ly [X] N Ly [ X].

Sei Lis = L1 N Ly. Dann wire g(X) auch in Lo [X].

Da g(X) irreduzibel {iber L; ist, ist es auch irreduzibel iiber dem Teilkorper Lys.

[K : ng] = [K : Ll] = [K : LQ] = degg
Das heifit L; = Lio = Lo.

Sei umgekehrt K/k eine endliche Erweiterung, fiir die es nur endlich viele Zwis-
chenkorper gibt. Wir kénnen voraussetzen, dal k unendlich viele Elemente besitzt,
da der Satz fiir endliche Koérper gilt.

Seien «, 8 € K. Fiir jedes ¢ € k sei 7. = a + ¢8. Dann sind alle L. = k(v.)
Zwischenkdrper. Da es nur endlich viele gibt, existieren ¢ # d mit L. = Ly. Wie
oben folgt daraus k(«, ) = L. = k(v.). Die Adjunktion von 2 Elementen kann also
durch die Adjunktion eines Elementes ersetzt werden. Da K/k endlich ist, folgt die
Behauptung des Satzes mit Induktion.
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(1.11) Korollar. Ist K/k eine endliche einfache Erweiterung und k C L C K,
dann ist auch L/k einfach.

Um die Struktur einer Kérpererweiterung zu studieren, erweist sich wie im Fall
endlicher Korper die Gruppe G(K/k) aller k—Automorphismen von K von grund-
legender Bedeutung.

(1.12) DEFINITION. Sei k ein Teilkérper der Kérper K und M. Unter einem
k-Homomorphismus o : K — M versteht man einen Ringhomomorphismus, der die
Elemente von k elementweise festhélt, d.h. o(a) = a fiir alle a € k erfiillt.

(1.13) Satz. Jeder k—Homomorphismus o : K — K einer endlichen Kérpererweiterungl
K/k ist ein k—Automorphismus, d.h. injektiv und surjektiv.

BEWEIS. Sei{a,...,a,} eine Basis des Vektorraumes K iiber dem Korper & und
o ein k-Homomorphismus.

Nach II1.(3.16) ist o injektiv, weil Ker o ein Ideal in K ist, welches wegen o(1) =1
nur das Nullideal sein kann.

Da o injektiv ist, besteht die Bildmenge {o(c1),...,0(,)} wieder aus n linear
unabhéngigen Elementen iiber k. Diese spannen daher ganz K auf. Daher ist o auch
surjektiv.

(1.14) DErFINITION. Sei K/k eine Korpererweiterung. Dann heifit die Gruppe
G(K/k) aller k—Automorphismen von K die Galoisgruppe G(K/k) von K /k.

Da fiir Automorphismen o und 7 auch o7 und ¢~! Automorphismen sind, ist klar,
daBl G(K/k) wirklich eine Gruppe ist. Bevor wir diese Gruppe genauer studieren,
wollen wir uns iiberlegen, wie sich dieser abstrakte Begriff eines Automorphismus
einer Korpererweiterung K/k konkreter fassen 1a8t.

Einen ersten Hinweis liefern die folgenden Sétze.

(1.15) Satz. Sei K/k eine Korpererweiterung, f(X) € k[X] und o € G(K/k).
Ist & € K eine Nullstelle von f(X), dann ist auch o(«a) eine Nullstelle von f(X).

BeEwEIs. Sei f(X)=ap+ a1 X + -+ a, X" mit a; € k. Dann ist

flo(@) =ag+aro(a) + -+ ap(o(a))” =
= o(a + mat - +aza") = o(f(@) = 0(0) =0,

weil o die Koeffizienten a; € k elementweise festhalt.
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(1.16) Satz. Sei f(X) € k[X] ein Polynom mit lauter einfachen Nullstellen
at,...,an und K = k(aq,...,an) = kloa,...,ap] der Zerfillungskérper von f(X)
iiber k. Dann induziert jeder k—Automorphismus o € G(K/k) eine Permutation der
Nullstellenmenge {ayq,...,a,} und ist durch diese bereits eindeutig festgelegt. Die
Galoisgruppe G(K/k) kann also als Untergruppe der Gruppe &,, aller Permutationen
von {ay,...,a,} interpretiert werden.

BEWEIS. Da o injektiv ist und o(a;) € {aq,...,a,} ist, gibt es eine Permutation
7 von {1,2,...,n} mit o(a;) = ar()-

Ist 0 # ¢, so existiert mindestens ein «; mit o(a;) # ;. Daher ist auch « # €.

Die Abbildung ¢ : G(K/k) — &, die jedem Automorphismus o die Permu-
tation (o) = m zuordnet, ist offenbar ein injektiver Homomorphismus. Denn sei

plai) = oy Denn ist (po) (i) = plax)) = Quix(y)» d-h w(po) = @(p)e(o).

Wir wollen uns nun an einigen konkreten Beispielen ein anschauliches Bild der
Situation verschaffen.

(1.17) Sei f(X) = X2 +1 € R[X] mit den Nullstellen +i im Zerfallungskorper
R[] = C. Jeder R-Homomorphismus o induziert eine Permutation der beiden
Nullstellen. Beide moglichen Permutationen liefern tatsichlich Automorphismen der
Korpererweiterung C/R. Das ist die Identitét e mit e(a + ib) = a + ib und der
Ubergang o zur konjugiert komplexen Zahl o(a + ib) = a — ib = a + ib.

Folglich ist G(C/R) = {e,0} = Cs.

(1.15) bedeutet in diesem Fall, daB jedes reelle Polynom mit av = a + b auch die
konjugiert komplexe Zahl &@ = a + ib als Nullstelle besitzt.

Analog ist die Galoisgruppe jeder quadratischen Erweiterung Q(v/d)/Q mit v/d ¢
Q isomorph zu Cs.

Die Abbildung o, die jedem Element a + bv/d das Element a — bv/d zuordnet,
ist dann ein nicht trivialer Automorphismus der Korpererweiterung Q(v/d)/Q. Die
Existenz von o driickt die Tatsache aus, dafl man vom abstrakten Standpunkt aus
die beiden Wurzeln £+/d der Gleichung X2 — d = 0 nicht unterscheiden kann.

Aus (1.15) folgt hier, daB jedes Polynom f(X) € Q[X], das eine Wurzel der
Gestalt a + bv/d hat, auch a — bv/d als Nullstelle besitzt.

Eine ganz analoge Situation liegt nach III.(4.15) bei quadratischen Erweiterungen
k(8)/k vor, wenn char k # 2 ist.

(1.18) Als néichstens wollen wir die Galoisgruppe von Q(v/2,1/3)/Q bestimmen.

Q(v/2,v/3) kann als Zerfillungskorper des Polynoms f(X) = (X? — 2)(X? — 3)
aus Q[X] interpretiert werden. Jedes o der Galoisgruppe G induziert also eine Per-
mutation der Nullstellenmenge {\/i, —V2,V3, —\/g}

Aus (V2)2 = 2 folgt (0(\/2))? = 0(2) = 2, dh. ¢(v2) = +v/2 und analog
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0(\/3) = ++/3. Die entsprechende Permutation kann also nur {\/i7 —\/5} und
{V/3, —/3} untereinander permutieren.

Nun ist Q(v/2,v3) = (Q [v2])[V3], d.h. jedes a € Q(V2,V/3) hat eine eindeutige
Darstellung
o= (al + bl\/i) + (az + bz\/i) V3

und nach obiger Uberlegung induziert 7(v/3) = —/3 einen Automorphismus von
(Q(v2)) (V3), der Q(v?2) festhélt. Kombiniert man diesen mit o, der durch
o0(v/2) = —v/2 auf Q(v/2) definiert ist, so erhilt man vier verschiedene Automor-
phismen ¢,0,7 und o7r. Da dadurch alle Moglichkeiten ausgeschdpft sind, ist die
Galoisgruppe

G={e,o,1,01r =70} = Cy x Cs.

BEMERKUNG. Da wir bereits wissen, da Q(v/2,v/3) eine einfache Erweiterung
ist und « = v/2 + /3 als primitives Element gew#hlt werden kann (1.7), héatten wir
auch folgendermafen schlieflen kénnen: Das Minimalpolynom von « ist

FX)=(X V2 - V3)(X - V2+V3)(X +V2 - V3)(X +V2+V3) =
:[(X—\/E)2—3} [(X+\/§)2—3 = (X% —1-2V2X) (X% —1+2V2X) =
(X2 -1)2-8X2=X*-10X*+1.

Denn f(X) muB mit X —+/2 —+/3 nach (1.15) auch alle X ++/2++/3 als Faktoren
enthalten und das so erhaltene Polynom liegt in Q [X].

Wie aus dem folgenden Satz sofort folgen wird, gibt es genau 4 Q—Automorphismen
die durch

e(V2+V3
o(V2+V3
T(V2+V3
or(V2+V3

=v2+V3
=—v2+V3
=V2-V3
=—V2-V3

—_— O

eindeutig festgelegt sind und mit den bereits gefundenen Automorphismen tibereinstimmen.|j

(1.19) Satz. Sei K/k eine endliche einfache Erweiterung mit primitivem Element
a=aj. Sei S ={ay,as,...,a,.} die Menge aller jener Wurzeln «; des Minimalpoly-
noms f(X) € k[X] von a, die im Kérper K = k(«) enthalten sind. Dann gibt es
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genau r k—Automorphismen o; von K. Sie sind durch o;(a) = o, 1 < i < r, eindeutig
festgelegt.

BeEweis. Fir o € G(K/k) ist o(a) = a; € S nach (1.15), weil o(«) sowohl
Nullstelle von f(X) sein muf als auch in K = k(«) liegen mufl.

Sei umgekehrt 3 € S gegeben. Dann ist die Abbildung o, die 3 cpa® in 3 ¢, 8"
iiberfiihrt, nach I11.(4.17) ein k—Automorphismus von K.

(1.20) BEisPIEL. G (Q(V2)/Q) = {e}.

Die Nullstellen von X2 — 2 sind \3/57 p\‘q/i, I 2.

Da p ¢ R ist, gibt es nur eine einzige Nullstelle, die in Q (\?/5) enthalten ist,
néamlich /2 selbst. Die Galoisgruppe besteht daher nur aus der identischen Abbildung
E.

(1.21) BEISPIEL. Sei ( eine primitive 5. Einheitswurzel. Dann ist

G(Q(€)/Q) = C4.

BEwEIs. Das Minimalpolynom von ( ist
(XX -AX =) X - =X"+ X+ X+ X +1.

Da alle Nullstellen Potenzen von ¢ sind und daher in Q(¢) liegen, gibt es genau vier
Automorphismen.

Sei 0(¢) = ¢% Damn ist 0%(¢) = o(0(()) = o(¢?) = a(¢)? = ¢*, o*(() =
o(62(0)) = o(¢) = ¢ = 3 und 01(C) = o(03(0)) = o((¥) = ¢° = ¢.

Somit wird G(Q(¢)/Q) von o erzeugt und ist daher zyklisch von der Ordnung 4.

Im Fall normaler Koérpererweiterungen kénnen wir k~Homomorphismen von Teil-
kérpern zu k—Automorphismen erweitern.

(1.22) Satz. Sei k C L C K und K/k eine normale endliche Erweiterung. Dann
kann jeder k—Homomorphismus von L in K zu einem k—Automorphismus von K
erweitert werden.

BEWEIs. K ist nach (1.3) Zerfallungskorper eines Polynoms f(X) € k[X]. Sei
o:L— o(L) C K ein k~-Homomorphismus.
Dann ist f(X) € L[X] und K ein Zerfallungskorper von f iiber L.
Wegen f € k[X] ist of = f und daher ist K auch Zerfallungskorper von (o f)(X)
iber o(L).
Nach III.(4.21) existiert ein Isomorphismus 6 : K — K, der auf L mit o iibereinstimmt.|]
Dann ist 6 € G(K/k) mit 6 |L= 0.

(1.23) Korollar. Sei K/k eine endliche normale Erweiterung und f(X) € k[X]
irreduzibel. Sind «, 8 € K Nullstellen von f(X), dann existiert ein o € G(K/k) mit

ola) =p.

BEWEIS. Es existiert ein k—Isomorphismus 7 : k(a) — k(8) mit 7(«) = S nach
II1.(4.17). Nach (1.22) kann 7 zu einem k—Automorphismus o von K erweitert werden.
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Wir kénnen nun mittels der Galoisgruppe G (K /k) einer normalen Korpererweiterunglj

K /k feststellen, ob ein Zwischenkérper L normal iiber k ist. (Man vergleiche (1.5)).

(1.24) Satz. Sei K/k eine endliche normale Kérpererweiterung und L ein Zwis-
chenkorper, k C L C K. Dieser ist genau dann normal iiber k, wenn er von jedem
Automorphismus von K /k in sich iibergefiihrt wird, d.h. wenn fiir jedes o € G(K/k)
gilt o(L) C L.

BEWEIS. Sei L/k normal, o € L und f(X) € k[X] das Minimalpolynom von a.
Dann zerféllt f(X) in L [X] in Linearfaktoren. Ist o € G(K/k), so fihrt o die Wurzel
« in eine weitere Wurzel o(a) von f(X) iiber. Da diese in L liegt, gilt o(a) € L fiir
alle v € L.

Sei umgekehrt o(L) C L fiir jedes o0 € G(K/k).

Fir o € L sei wieder f(X) € k[X] das Minimalpolynom von «. Fiir jede weitere
Wurzel 8 von f(X) gibt es nach (1.23) ein 0 € G(K/k) mit 8 = o(«) € L.

Daher zerfallt f(X) bereits in L [X] in Linearfaktoren und das heifit, dafi L/k eine
normale Korpererweiterung ist.

Ist z. B. K der Zerfillungskérper von X2 — 2 iiber Q, dann ist K = Q(p, ¥/2) nach
III. (4.22). Nach (1.23) existiert o € G(K/Q) mit o (V/2) = p¥/2.

Fiir den Zwischenkorper L = Q (\s/ﬁ) ist (L) nicht in L enthalten. Wir erhalten
daher wieder, dafl Q (\3@) /Q nicht normal ist.

Wir wollen nun zeigen, dafl es im Falle einer normalen separablen endlichen Er-
weiterung K /k immer  geniigend viele“ Automorphismen gibt. Das wird durch den
folgenden Satz prézisiert.

(1.25) Satz. Sei K/k eine endliche Kérpererweiterung, die normal und separabel
ist. Dann existiert fiir jedes o € K\k ein o € G(K/k) mit o(a) # «.

BEWEIS. Sei @ € K\k und f(X) das Minimalpolynom von « iiber k. Da o ¢ k
ist, ist deg f > 1. Daher existiert wegen der Separabilitit eine weitere Wurzel 3 # «,
die wegen der Normalitét von K/k wieder in K liegt. Dann gibt es nach (1.23) ein
o€ G(K/k) mit o(a) = 0 # .

(1.26) DEFINITION. Sei G eine Gruppe von Automorphismen eines Korpers K.
Dann nennt man die Menge

K¢ .= {a € K :0(a) = a fiir alle 0 € G},

die offenbar einen Teilkérper von K bildet, den Fizkérper K unter G.

(1.27) DEFINITION. Eine endliche Kérpererweiterung K/k heifit Galoiserweiterung,j

wenn k der Fixkorper ihrer Galoisgruppe G(K/k) ist.

(1.28) Satz. Sei K ein Kérper und G eine endliche Gruppe von Automorphismen
von K. Sei k = K@ der Fixkérper von G. Fiir jedes o € K sei
Ga = {a1 = a,aa,...,a,} die Bahn des Elements « unter G, d.h. die Menge aller

257



verschiedenen Elemente der Gestalt o(«) mit o € G. Dann ist das separable normierte
Polynom

das Minimalpolynom von « iiber k.
BEWEIS. Sei f(X)=]][(X —a;)=co+aX + -+ X"+ X"
i=1
Jedes 7 € G fithrt das Polynom ¢(X) = Y ;X" € K[X] in das Polynom
(Tg)(X) = 27 (bs) X" tiber.
Dabei ist (7f)(X) = H (X — 7(a)).
) =

i=1
Wegen 7(o(a) (to)(«) fithrt 7 die Menge Ga in sich iiber und da 7 injektiv

ist, induziert es eine Permutation von Ga. Daher ist (7f)(X) = f(X).

Daher sind die Koeffizienten von f(X) invariant unter allen 7 € G, liegen also im
Fixkorper k = K. Somit ist f(X) € k[X] und hat « als Nullstelle. Ist g(X) € k [X]
das Minimalpolynom von «, so mufl g(X) mit o auch alle o(a), o € G, als Nullstellen
haben, weil g(o(a)) = o(g(a)) = o(0) = 0 ist. Somit gilt f(X)|g(X). Da aber
andererseits das Minimalpolynom ¢(X) jedes Polynom teilt, das « als Nullstelle hat,
gilt auch g(X)|f(X). Da beide Polynome normiert sind, stimmen sie iiberein.

(1.29) Satz. Eine endliche Korpererweiterung K /k ist genau dann eine Galois-
erweiterung, wenn sie normal und separabel ist.

BeEWEIS. Die eine Richtung wurde bereits in (1.25) gezeigt.

Denn jedes o € k wird von allen 0 € G(K/k) festgelassen, wihrend es fiir jedes
a ¢ kein o € G(K/k) gibt mit o(a) # a. Somit ist KEUE/k) = k.

Sei andererseits K/k eine Galoiserweiterung und o € K. Nach (1.28) hat das
Minimalpolynom f(X) von «a die Gestalt

n

FX) = TI(x = a),

i=1
wobei {aq,...,a,} die Bahn von « unter G(K/k) ist. Daher ist f(X) separabel und
zerfallt in K [X] in Linearfaktoren.

(1.30) DEFINITION. Sei K/k eine Galoiserweiterung und « € K. Dann bezeichnet
man die Elemente der Gestalt o(a) mit o € G(K/k) als Konjugierte von c.

BEMERKUNG. Das ist eine Erinnerung an die Tatsache, daf im Fall C/R die
Zahlen o = = + iy und (@) = = — iy konjugiert komplexe Zahlen sind.

(1.31) Satz. Sei K/k eine Galoiserweiterung und |G(K/k)| = n. Dann ist jedes
o € K algebraisch von einem Grad r mit r|n und das Minimalpolynom von « ist
gegeben durch f(X) = H (X — ), wobei {aq, ..., a,} die Menge aller Konjugierten

=1
von « ist.

BEwEIs. Das folgt aus (1.29) und V. (4.5).
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BEMERKUNG. Dieser Satz verallgemeinert VI. (1.12).

Nur ist im Fall endlicher Korper alles viel einfacher, weil die Automorphismen dort
ganz konkret als Potenzen des Frobeniusautomorphismus ¢, (a) = a? darstellbar sind.
Daher schreibt man auch oft o(«) = @, um diese Analogie zum Ausdruck zu bringen.

(1.32) Satz. Sei K/k eine endliche Erweiterung, die normal und separabel ist.
Dann gilt |G(K/k)| = [K : k].

BEWEIS. Nach dem Satz vom primitiven Element gilt K = k(«) fiir ein o € K.
Das Minimalpolynom f von « zerfallt in K [X] in lauter verschiedene Linearfaktoren
und es gilt deg f = [K : k].

Nach (1.19) ist daher |G(K/k)| = [K : k].

(1.33) Satz. Sei G eine endliche Gruppe von Automorphismen des Korpers K,
|G| = n, und k = K der Fixkérper unter G. Dann gilt [K : k] =n = |G].

BEWEIS. Nach (1.28) ist jedes o € K separabel und es gilt [k(a) : k] < n.

Es gibt also ein a € K mit maximalem Grad [k(a) : k] =r < n.

Wir behaupten, dafi dann bereits K = k(«) ist.

Denn sei # € K ein beliebiges Element von K.

Dann ist k(«, ) eine separable endliche Erweiterung von k und nach dem Satz
vom primitiven Element wieder einfach, k(«, 8) = k(7). Dann ist aber k(a) C k(7).
Nach Wahl von « gilt [k(7) : k] < [k(«) : k].

Das ist nur méglich, wenn die Grade gleich sind und k(v) = k(«) ist. Dann ist
aber 3 € k() = k(a), d.h. jedes § € K liegt in k(a) oder K = k().

Daher ist K/k eine endliche Erweiterung.

Es gilt [K : k] = [k(a) : k] =7 <n=|G|.

Andererseits ist G C G(K/k), weil die Galoisgruppe die Menge aller Automor-
phismen von K ist, die k elementweise festhalten.

Daher ist |G| < |G(K/k)| < [K : k] nach (1.19).

Insgesamt ist also

Kk <n =G < [K: K],

d.h. [K: k] =n=|G|.

(1.34) Korollar. Sei G eine endliche Gruppe von Automorphismen eines Kérpers
K und k = K der Fixkérper unter G. Dann ist K/k eine Galoiserweiterung und
G =G(K/k).

BEWEIS. Nach obigem ist G C G(K/k) und |G| = |G(K/k)|.

Somit ist G = G(K/k).

(1.35) BEMERKUNG. Von (1.32) gilt auch die Umkehrung:
Fiir jede endliche Korpererweiterung K/k gilt |G(K/k)| < [K : k].

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn K/k eine Galoiserweiterung ist.

BEWEIS. Nach VIL.(3.11) ist |G(K/k)| < [K : k].

Nach VIIL.(3.12) ist |G(K/k)| < [K : k] wenn K /k nicht separabel ist.

Sei also K/k eine endliche separable Erweiterung. Dann ist sie einfach (1.7), d.h.
K = k(a).
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Nach (1.19) ist [K : k] = |G(K/k)| genau dann, wenn alle Nullstellen des Mini-
malpolynoms von « in K liegen, d.h. wenn K normal ist. Damit ist alles gezeigt.

(1.36) BEISPIEL. Sei F' ein Korper und K = F(Xy,...,X,) der Korper aller
rationalen Ausdriicke {iber F'.
Dann ist fiir jedes 7 € &,, durch

T <p(X17 s »Xn)) _ p(Xﬂ'(l)a cee aXﬂ(n))
q(X17 s ’Xn) q(Xw(l)a S 7X7r(n))

ein Automorphismus von K definiert.

Sei k der Fixkorper unter allen m € &,,. Dann besteht k aus allen symmetrischen
Funktionen aus K.

Nach (1.33) ist [K : k] = |6,,| =nl.

Der Korper k enthélt unter anderem die elementarsymmetrischen Funktionen

$1,82, ..., 8. Daher gilt auch k 2 F(s1,82,...,8n)-
Wir behaupten, daf§ diese beiden Korper zusammenfallen, daf§ also
k = F(s1,...,8n) ist. Das folgt natiirlich sofort aus dem Hauptsatz iiber sym-

metrische Funktionen. Wir wollen aber jetzt einen davon unabhéngigen Beweis geben.
Aus

)= X)) -Xo) - (Y = X,,) =YY" —5;Y" L 4.4 (=1)"s,

folgt, dal F(X;, Xs,...,X,) ein Zerfallungskorper des Polynoms
Y — s Yoo (=1)s, € F(s1,...,8,) [Y] ist.
Daraus folgt [K : F(s1,...,8,)] <nl

Denn X, ist eine Nullstelle von f(Y'). Daher ist

[F(S1y.-y8n, Xn): F(s1,...,8,)] < degf=n.

Setzt man S;(Xl, RPN aXn—l) = Si(Xl, NN 7Xn—170)a S0 ist
$i( Xy, X)) = Xosh_ (X1, .., Xn—1) + 55(Xq, ..., Xp—1) und daher
F(s1,...,8n,Xpn) = F(Xpn,81...,8,_1), da s, = 0 ist.

Nun koénnen wir nach Induktion annehmen, dafl
[F(X1,...,Xp 1) F(sh,...,85_1)] < (n—1)! fiir beliebige Kérper F bereits be-
wiesen ist.

Daraus ergibt sich dann

[F(X1,...,X,): F(sq,... sn,Xn)]

:[F(Xn)(Xl,...,Xn_l):F(X)31,... _}S n—1)!

7n1

und daher
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Der Induktionsanfang n = 1 ist trivial.
Aus K Dk D F(s1,...,5sy) ergibt sich nun schlieflich

n! > [K:F(s1,...,8,)] =[K : k] - [k:F(s1,...,8,)] =
nllk: F(s1,...,8n)]

d.h. [k: F(s1,...,8,)] < 1.
Das ist nur moglich, wenn k = F(sq,...,sy,) ist.

BEMERKUNG. Damit sich kein Zirkelschluf} ergibt, miissen wir uns tiberlegen, ob
wir nicht irgendwo den Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen schon friiher ver-
wendet haben. Das war nur bei (1.1) der Fall. Verwendet man statt dessen (1.4),
so haben wir einen neuen einfachen Beweis fiir die Darstellung beliebiger rationaler
symmetrischer Funktionen durch die elementarsymmetrischen Funktionen gewonnen.
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(1.37) Hauptsatz der Galois—Theorie.
Sei K/k eine Galoiserweiterung vom Grad [K : k] = n und G = G(K/k) die
zugehorige Galoisgruppe. Dann gilt:
1) |G(K/k)| =K : k] =n.
2) Die Abbildung H — K ist eine Bijektion der Menge aller Untergruppen
H < G der Galoisgruppe auf die Menge aller Zwischenkérper L, k C L C K,
der Erweiterung K /k. Die dazu inverse Abbildung ist durch L — G(K/L)
gegeben.
Diese Abbildung kehrt Inklusionen um: Ist Hy C Hy und sind L, = K™
und Ly = K2 die entsprechenden Fixkorper, so gilt Ly D Lo.
3) Entsprechen H und L einander bei dieser Bijektion,
so gilt [K: L) =|H|=|G(K/L)| und
[L:k) = (G: H)=|GI/|H|.
4) Sei 0 € G. Entsprechen H und L einander, so entsprechen einander auch
die konjugierte Untergruppe o Ho ™' und der konjugierte Teilkérper oL,
d.h. es gilt

G(K/oL) = cHo™ und K°H° ' = L.

5) Ein Zwischenkorper L von K/k ist genau dann normal iiber k, wenn die
entsprechende Untergruppe H = G(K /L) ein Normalteiler von G ist.
Ist das der Fall, dann ist die Abbildung von G(K/k) auf G(L/k), die jedem
Automorphismus o € G die Restriktion o |1, auf den Teilkérper L zuordnet,
ein surjektiver Homomorphismus mit Kern G(K/L) = H. Daher ist

G(L/k) = G/H = G(K/k)/G(K/L).

BEwEIs. 1) folgt aus (1.29) und (1.32).
Nun zu 2): Wir miissen zeigen, dafl die Abbildungen

H—-K!=LundL— G(K/L)=H

zueinander invers sind und die Mengen der Untergruppen und Zwischenkérper bijektiv
aufeinander abbilden.
Wir wissen, daB8 K/k nach dem Satz vom primitiven Element einfach ist. Es gilt
also K = k(a) fir ein « € K. Sei H < G. Bildet man h(X) := [] (X —o(«a)), dann
oceH
ist h(X) € L[X], wenn L = K gesetzt wurde, weil die Koeffizienten von h(X) unter
jedem o € H fest bleiben. Da h(a) = 0 und L(a) = k(a) = K ist, ist also

(K : L] = [L(a) : L] < deg h(X) = |H|.
Andererseits gilt H C G(K/L), weil H den Korper L festldfit. Daher ist
|H| < |G(K/L)| < [K : L]. Insgesamt ergibt sich |H| = [K : L] und daher

|H| = |G(K/L)|, dh. H = G(K/L). Ist also der Untergruppe H der Korper L
zugeordnet, so ist diesem wieder die Untergruppe H zugeordnet.
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Sei nun umgekehrt L ein Zwischenkorper von K /k und H = G(K/L) die zugeord-
nete Untergruppe.

Da nach (1.6) K/L normal und separabel ist, ist L der Fixkorper unter H = G(K/L)
nach (1.29). Der Untergruppe H wird also wieder der Ausgangskorper K = L
zugeordnet.

Ist H; C H,, dann wird jedes Element von Ly = KH2 yon allen ¢ € Hy und daher
umso mehr von allen o € H; festgelassen, liegt also in L. Somit ist Ly C L.

Da K/L eine Galoiserweiterung ist, folgt aus 1) da |G(K/L)| = [K : L] ist.
Folglich ist |H| = |G(K/L)| = [K : L], d.h. der erste Teil von 3) gilt.

Aus |G| =[K : k] =[K : L]-[L: k] = |H| - [L : k] ergibt sich sofort die zweite
Behauptung von 3).

Aus [K : L] = |H| = deg h(X) ergibt sich auch, dal h(X) = [] (X — o(«)) das

oceH
Minimalpolynom von « iiber L = K ist.

Da auch L/k separabel und daher einfach ist, gilt L = k(8) flir ein geeignetes
primitives Element 3 € L.

Sind gy = B, Ba,..., 3 die verschiedenen Konjugierten von 3, so gibt es 0; € G
mit 0;(8) = f;. Dann gilt o(8) = B; genau dann, wenn o € o;H ist. Die Abbildung
Bi < o;H ist dann eine Bijektion von G/H auf die Bahn von § unter G. Das folgt
auch aus V. (4.4), weil H der Stabilisator von (3 ist.

Da die Anzahl der Konjugierten von ( gleich dem Grad [L : k] ist, ergibt sich
nocheinmal [L: k] = (G : H).

Nun zu Punkt 4): Sei L = k() ein Zwischenkérper und ¢ € G(K/k). Dann
ist oL = k(o(B)) ebenfalls ein Zwischenkdrper von K/k. Die Untergruppe H ist
dem Korper L = k(3) genau dann zugeordnet, wenn H den Korper L elementweise
festhalt, d.h. wenn H das primitive Element 3 festhélt.

Es gilt also 7 € H genau dann, wenn 7(3) = 3 ist. Nun ist 7(3) = 8 gleichbe-
deutend mit o701 (0(3)) = o(3). Die Elemente o7 ~! durchlaufen die konjugierte
Untergruppe o Ho~!. Diese besteht also aus genau jenen Elementen von G, welche
den Zwischenkorper o(L) = k(o (3)) elementweise festhalten.

Daher entsprechen also auch c Ho~! und oL einander bei der Galoiszuordnung.
Man nennt oL konjugiert zu L.

Ist nun H ein Normalteiler von G, so fallen alle konjugierten Untergruppen c Ho !
mit H zusammen, folglich gilt auch o(L) = L fiir alle ¢ € G. Nach (1.24) ist daher
L/k normal.

Ist umgekehrt L/k normal, dann ist wieder nach (1.24) (L) = L und daher auch

H=G(K/L)=G(K/oL)=ocHo ™! fiir alle o € G,

d.h. H ist Normalteiler von G.

Nun bleibt noch die letzte Behauptung zu beweisen. Wir betrachten die Abbildung
v : G(K/k) — G(L/k), die jedem ¢ € G(K/k) die Restriktion o |, auf den Teilkorper
L zuordnet. Diese ist klarerweise ein Gruppenhomomorphismus. Wegen o(L) = L
liegt o |1, auch wirklich in G(L/k). Nach (1.22) kann jeder k~Homomorphismus von
L in sich, der natiirlich auch als k~Homomorphismus von L in K aufgefalit werden
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kann, zu einem k—Automorphismus von K erweitert werden. Das bedeutet, dafl ¢
surjektiv ist.

Der Kern von ¢ besteht aus allen ¢ € G mit ¢ |,= ¢, die also L elementweise
festhalten. Das ist die Gruppe G(K/L).

Somit ist schliefflich

G(L/k)=Imy 2 G/Kerp = G/G(K/L),

wie behauptet.

Ist L = k(8) und sind 81 = 8, Bs, . . ., §; die verschiedenen Konjugierten von 3, so
ist jedes 7; € G(L/k) eindeutig festgelegt durch 7;(3) = 3;. Ist o; € G mit o;(8) = f;,
so entspricht bei der obigen Zuordnung jedem 7; die Restklasse o, H von G/H.

Der Hauptsatz besagt grob gesagt folgendes: Wenn die endliche Korpererweiterung
K /k die maximal mogliche Anzahl von Automorphismen besitzt, dann entsprechen
die Untergruppen der Galoisgruppe und die Zwischenkorper der Erweiterung einander
bijektiv. Bei dieser Zuordnung wird die Inklusion umgekehrt.

Eine solche Zuordnung, bei der also dem Korper k die gesamte Gruppe G und
dieser wieder der Korper k als Fixkorper zugeordnet wird, ist nur moglich, wenn
K¢ = k, dh. K/k eine Galoiserweiterung ist. In diesem Sinne ist die Vorausset-
zung, dafl K/k eine Galoiserweiterung sein muf, auch notwendig fiir die Aussagen
des Hauptsatzes.

(1.38) BEISPIEL. Wir haben in (1.18) die Galoisgruppe der Korpererweiterung
Q(v/2,1/3)/Q berechnet. Sie besteht aus 4 Elementen ¢, 0,7 und o7 mit 0% = 72 = ¢.
Sie hat genau 3 echte Untergruppen {e,c}, {¢,7}, {e,07}. Diesen entsprechen genau
3 echte Zwischenkorper, nimlich die entsprechenden Fixkérper Q(v/2), Q(v/3) und

Q(V6).

(1.39) DEFINITION. Unter der Galoisgruppe eines Polynoms f(X) € k[X] ver-
steht man die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers K von f(X) tber k.

Wir wissen aus (1.16), dafi die Galoisgruppe eines Polynoms f(X) € k[X] mit
lauter einfachen Nullstellen als Permutationsgruppe der Nullstellen interpretiert wer-
den kann. Nach (1.31) bilden die Nullstellen eines irreduziblen Polynoms eine einzige
Bahn unter der Galoisgruppe des Zerfallungskorpers. Ist f(X) zerlegbar, so bilden
die Nullstellen der irreduziblen Faktoren jeweils fiir sich eine Bahn.

(1.40) Satz. Nennt man eine Permutationgruppe transitiv, wenn fiir alle i, j ein
m existiert mit (i) = j, so operiert die Galoisgruppe eines Polynoms f(X) € k[X] mit
einfachen Nullstellen genau dann transitiv auf den Wurzeln, wenn f(X) irreduzibel
iiber k ist.

Fiir viele Anwendungen ist auch die folgende Bemerkung niitzlich.

(1.41) BEMERKUNG. Sei K/k eine endliche Erweiterung, die normal und separa-
bel ist. Sei «v ein primitives Element von K iiber k und f(X) das Minimalpolynom von
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a. Dann gilt f(X) = [] (X —o(a)), wenn G = G(K/k) die Galoisgruppe bedeutet.
oceG
Ist H eine Untergruppe von G und sind H; = H, Hy = JzHagl, o Hy = UlHafl
alle zu H konjugierten Untergruppen, dann gilt f(X) = f1(X)f2(X) - fi(X), wobei
fi(X) = [I (X — oy0(a)) das Minimalpolynom von o;(a) iiber o;(L) = K ist,
ocH
wenn man o; = € setzt.

Ist H Normalteiler von G, d.h. L/k normal, so liegt jedes f;(X) in L[X] und daher
ist f(X) = f1(X) - fi(X) die Zerlegung von f(X) in irreduzible Faktoren tiber L.

BEWwEIS. Das Minimalpolynom von o;(«) iiber o;(L) = K ist

[T (X —7(oi(@) = [T (X ~0i00; " 0i(a)) =
TEH; occeH
= H (X —oi0()).

ceH

Alles andere ist klar.

(1.42) BEMERKUNG. Ist g(X) € k[X] irreduzibel, K der Zerfallungskérper von
g(X), a ein primitives Element von K und f(X) das Minimalpolynom von « iiber k,
so nennt man f(X) auch eine Galois’sche Resolvente fiir g(X). Die Idee dahinter ist
so dhnlich wie die in II. (5.14) beschriebene Idee der Lagrange’schen Resolvente. Man
mochte das Problem der Auflosung einer Gleichung g(X) = 0 auf das — zumindest
theoretisch — einfachere Problem der Auflésung einer Resolventengleichung f(X) = 0
zurtickfiihren. Aus (1.41) ist ersichtlich, wie man dabei vorgehen kann.

Ist H eine Untergruppe der Galoisgruppe G = G(K/k), so wird die Galoisgruppe
auf H reduziert, wenn man statt k den Fixkorper L = K zugrunde legt. Da L/k
einfach ist, ist L von der Gestalt L = k(().

Adjungiert man also 3 zu k, so zerféllt f(X) nach (1.41) in Faktoren gleichen Grades,
wovon einer « als Nullstelle besitzt.

Wir wollen nun ein paar konkrete Beispiele untersuchen.

(1.43) Die Galoisgruppe G von X? — 2 iiber k = Q.

Der Zerfillungskorper ist K = Q(p, V/2) = Q(3/2v/—3) nach III. (4.22) und
I11. (4.24). Das Minimalpolynom von a = /2y/—3 ist X® +108. Da [K : k] = 6
ist, hat G(K/k) genau 6 Elemente. Diese sind durch ihre Wirkungen auf p und /2
eindeutig festgelegt.

Sei 0(V/2) = pV/2, o(p) = p und 7(V/2) = V2, 7(p) = p*.

Dann definieren o und 7 k-Automorphismen von K, welche 0® = £, 72 = ¢ und
70 = o~ 17 erfiillen. Nach V. (2.18) folgt daraus G = D3 = S3, was sich natiirlich
auch sofort direkt verifizieren 1afit.

Alle Untergruppen von G sind G, {e}, (o), (), (o7) und (o?7).

2
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Der Fixkérper der Untergruppe (7) ist Q(+v/2). Daher sind die Fixkorper der
konjugierten Untergruppen (o7) = 0(7)0~2 und o(r)o~! = (¢27) gegeben durch

o*Q(V2) = Q(p*V2) und 0Q(V2) = Q(pV/2).

Der Fixkorper unter dem Normalteiler (o) ist der Korper Q(p) = Q(+/—3), der
als quadratische Erweiterung von Q normal ist.
Fiir das Minimalpolynom X% 4 108 von a = {/2\/—3 ergibt sich

X0 4108 = (X —a)(X —o(a)(X — c*())(X — 7())(X — o7(a))(X — o?7(a)).

Daher ist die Zerlegung tiber dem Fixkorper Q(+/—3) von (o) gegeben durch

X0 4108 = [(X — V2V=3)(X — pV2V=3)(X — p* V2v/=3)]-
(X + V2V=3)(X + pV2vV=3)(X + p*V2V=3)] =
= (X?46V-3)(X®-6v-3).

Dagegen entspricht der Untergruppe () die Zerlegung

X0+108 = [(X —a)(X —7(a)]- [(X = o(a))(X — a7(a))]:
(X = o®(@)(X — o?7(a))] =
= (X +3V4)(X%+3p°V4)(X? + 3pV4).

Dabei liegen die einzelnen Faktoren in Q(3/2), Q(p+¥/2) und Q(p?V/2).

(1.44) Die Galoisgruppe des Polynoms X* — 2 iiber k = Q.

Es gilt X* —2 = (X — 9)(X +9)(X — i) (X + i0) mit ¥ = v/2. Die Menge der
Wurzeln ist {9, —9,id, —i}. Da X* — 2 nach dem Eisenstein’schen Kriterium mit
p = 2 irreduzibel ist, ist die Galoisgruppe G des Zerfillungskérpers K = Q(v/2,4)
eine transitive Untergruppe der Gy.

Wegen

[Q(V2,4) : Q] = [Q(V2,i) : Q(V2)] - [Q(V2) : Q] = 8

ist |G(K/k)| = 8.
Jeder Automorphismus von K/k muf} die Losungen von X? +1=0und X* -2 =0
jeweils wieder in solche Losungen iiberfithren, d.h. ¢ in +¢ und ¢ in +9 oder +id.
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Da das insgesamt 8 verschiedene Moglichkeiten ergibt und |G| = 8 ist, liefert jede
Moglichkeit tatsachlich einen Automorphismus. Wir zeichnen zwei Automorphismen
durch eine besondere Notation aus, namlich ¢ und 7, die durch o(i) = i, o(¥) = @
bzw. 7(i) = —i, 7(9) = 9 festgelegt sind.

Es gilt also 0* = ¢, 72 = ¢ und 707 = o~J7. Daher ist

G(K/k) = Dy nach V. (2.18).

In V. (3.22) wurden bereits alle Untergruppen der D4 berechnet. Es gibt 3 Un-
tergruppen der Ordnung 4 von G, namlich

Q: <O’> 204,]%: <O’2,T> >~ (5 X CQ,
und S = (02, 07) = Cy x Cs.

Diese Gruppen sind als Untergruppen vom Index (G : H) = 2 natiirlich Nor-
malteiler. Die entsprechenden Fixkorper miissen den Grad 2 tiber k haben, also
quadratische Erweiterungen von Q sein.

Wegen o (i) = i ist K9 = Q(4).

Da v/2 von o2 und 7 festgehalten wird, ist der entsprechende Fixkorper K =
Q(v2).

Wegen o7(iv2) = o(—iv2) = o(—i9?) = —io(9)? = iv/2 und 02(iv/2) = iv/2 ist
schlieBlich K% = Q(iv/2).

Weiters gibt es einen Normalteiler P = (02) der Ordnung 2.

Da P C (0%, 7) N (0%, o7) = RN S ist, muBl der Fixkorper K sowohl den Fixkorper
KT als auch den Fixkérper K umfassen, d.h. K D Q(v/2) UQ(iv/2). Da KT ein
Korper ist, ist sogar K D Q(v/2,iv/2). Wegen [Q(i,v/2) : Q] = 4 und [KT : Q] = 4,
muf also K = Q(i, v/2) sein.

Alle diese Korper sind normal iiber Q, wie es auch der allgemeinen Theorie entspricht.
Weiters gibt es noch die Untergruppen A = (1), cAo~! = (¢%7), C = (o7) und
oCo~! = (637). Wegen 7(0) = ¢ ist Q(9) = K# der Fixkorper unter 7.

Daher ist K(©°7) = Ko47" = g K4 = Q(o(9)) = Q(id)).

Nun miissen wir noch den Fixkorper K¢ berechnen. Jedes Element a € K hat
eine eindeutige Darstellung der Form

o = agp —+ alﬂ + CL2192 —+ (13193 + CL4i —+ a5i19 —+ a6i192 —+ a7i193.

Das Element « ist genau dann fix unter (o7), wenn o7(a) = « ist. Nun rechnet man
leicht nach, daf} gilt:

or(a) = ag + a1 — as®? — azi¥® — aqi + a5V + agiv? — az9>.
Koeflizientenvergleich liefert

a1 = as,0a2 = —0a2,03 = —a7,04 = —04.
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Daher miissen as = a4 = 0 sein und a1 = as, ay = —a3. Fir ap und ag ergibt sich
keine einschriankende Bedingung.
Daher ist

o = ag + a1 (14 )9 + agit? + az(1 —i)9° =

= ag+ai(1+i)0 + %((1 4 i)9)? - %((1 i),

Das heifit, dafl o € Q((1 + 4)v) ist.
Wegen [Q((1+4)9) : Q] = 4 ist das der gesuchte Fixkorper.
Aus o(Q((1 +14)9)) = Q((1 — 4)9) ergibt sich insgesamt
K€ =Q((1+414)9) und K797 " = Q((1 — i)).
Schreibt man die Wurzeln von X% — 2 in der Reihenfolge

a1:\4/§, ag =iV2, ag = —v2, a4:—i\‘7§,

so entspricht o der Permutation (1234) und 7 der Permutation (24). Das ergibt die
folgende Darstellung als Permutationsgruppe:
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Fiir einige Anwendungen ist der folgende Satz recht niitzlich.

(1.45) Satz. Sei K der Zerfallungskorper des irreduziblen separablen Polynoms
€ mit den Nullstellen o, ..., . Sel o0 = o — ). Dann gilt
f(X) € k[X] mit den Nullstell Sei 0 j D il
i<j
1) & € k genau dann, wenn die Galoisgruppe G(K/k) eine Untergruppe der
alternierenden Gruppe 2, ist.

2) G(K/k(9)) < 2y
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BEWwEIS. Nach Voraussetzung sind alle «; verschieden und daher 6 # 0. Wenn
d € k ist, bleibt § bei jeder Permutation der Wurzeln, die durch o € G(K/k) induziert
wird, fest. Eine ungerade Permutation fiihrt jedoch ¢ in —§ iiber. Daher besteht G
nur aus geraden Permutationen, d.h. G < ,,. Ist § ¢ k, dann gibt es wegen K¢ = k
ein Element aus G, welches 6 nicht festldfit. Das muf} eine ungerade Permutation sein.
Daher ist G £ 2,,.
Die zweite Aussage folgt aus der ersten, wenn man in diesem Argument k durch k(§)
ersetzt.

Fiir f(X) = X* — 2 ergibt sich § = 32i\/2.
Ersetzt man daher & = Q durch k() = Q(iv/2), so muBl G(K/k(d)) < Ay sein.
In der Notation von (1.44) ist G(K/k(0)) = S = (02,07), d.h. S = {e,0%,07,0%7}.
Das entspricht den Permutationen {e, (13)(24), (12)(34), (14)(23)}, die sdmtlich ger-
ade sind.

(1.46) Die kubische Gleichung f(X) = X3 + pX + ¢ = 0.

Sei f(X) = X3+pX+q € k[X] irreduzibel iiber k O Q. Sei K der Zerfillungskérper]]
und seien z1, 22, x5 die Nullstellen von f(X) in K.
Da der Koeffizient von X? gleich 0 ist, ist 1 + z2 + 23 = 0 und es gilt

k C k‘(l‘l) - k(xl,xg) =K.

Die Galoisgruppe G(K/k) ist eine Untergruppe der Gruppe &3 aller Permutatio-
nen der Nullstellen, die auf diesen transitiv wirkt. Sie ist also entweder die G5 oder
die 25 = C3. Nach (1.45) liegt der zweite Fall genau dann vor, wenn § € k ist. Da
die Diskriminante d = D(0,p,q) mit 62 identisch ist, ist § € k genau dann, wenn
d = —4p> — 27¢?% ein Quadrat in k ist (vgl. II. (5.11)).

Eine andere Charakterisierung ergibt sich aus der Tatsache, dal G = C3 genau
dann gilt, wenn [K : k] = |G(K/k)| = 3 ist. Wegen [K : k] = [k(z1,22) : k(z1)] -
[k(x1) : k] und [k(z1) : k] = 3 ist das genau dann der Fall, wenn k(x1, z2) = k(xq) ist,
d.h. K = k(xq) ist.

Fiir eine irreduzible Gleichung f(X) = X2 + pX + ¢ = 0 sind also die folgenden
Aussagen dquivalent:

1) K =k(z1)
2) G(K/k) = Cs
3) d= —4p?® — 27¢? ist ein Quadrat in k.

Adjungiert man ¢ zu k, so ist in k(5) die Aussage 3) trivialerweise richtig. Da-
her fallt der Zerfallungskorper K von f(X) nach 1) immer mit k(0)(z1) = k(d,21)
zusammen.

BEISPIELE.

1) Fiir X3 — 2 gilt d = —27 - 4. Das ist als negative Zahl kein Quadrat in Q.
Daher ist G(K/Q) = &3, wie wir bereits wissen.
Dagegen ist in

Qlp) = Q(vV-3) = Q(v/-27-4) = Q(J) die Zahl — 27 -4 = 6*(-3) =
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(/)
ein Quadrat und daher G(K/Q(p)) = Cs.

Fiir die Winkeldreiteilungsgleichung X3—3X—1 = 0 iiber Q ist die Diskrim-
inante d = 81 = 92 ein Quadrat in Q.

Die Nullstellen sind x1 = 2cos §, 2 = 2cos %”, T3 = 2cos %”. Setzt
man
(=e% =e¢

2im

s | 80 ist ¢ eine primitive 18. Einheitswurzel und es gilt

w1 =C+¢ o=+ (e =+ (P

Daraus ergibt sich 2o = 2 — 2%.
Denn wegen (% = —1 gilt

2-(CH(P =2 -2 (= (P4 =
=P+ =M+ =T+ =

Somit ist z9 € Q(x1) und wegen x5 = —x1 — 9 auch x3 € Q(z1).
Der Zerfillungskérper K ist also identisch mit Q (cos 5) = Q(1).

Fir £ = R hat f(X) € R[X] mindestens eine Nullstelle in R, ist also nicht
irreduzibel. Trotzdem gilt auch hier, da die beiden anderen Nullstellen
7o, 73 genau dann reell sind, also in k(xq) liegen, wenn d = —4p3 — 27¢>
ein Quadrat in R, also positiv ist. (Vgl. II. (5.12)).

Wie bereits erwéhnt, ist die Galoisgruppe G(K/k(4)) immer zyklisch von der
Ordnung 3.

Betrachten wir f(X) iiber L = k(d,p), so bleibt f(X) irreduzibel, weil L als
Erweiterung 2. oder 4. Grades iiber k kein Element 3. Grades enthalten kann.

Daher ist G(K/L) = Cs.

Bilden wir nun das Element z; + pxo + p?x3, das wir in Einklang mit II. (3.1) mit
3a bezeichnen wollen, so ist a bei geeigneter Numerierung der Wurzeln x; sicher # 0.
Denn sonst hatte das Gleichungssystem

QC1+£L'2+£L'3:O
T1+ pr2 + pPaz =0
T +p2x2+px3:0

270



eine nichttriviale Losung x1, 2, x3. Das ist nur moglich, wenn die Determinante

1 1 1
det {1 p p2 | =0
L p* p

ist. Das ist aber die Vandermonde—Determinante, die # 0 ist. Sei nun ¢ ein erzeu-
gendes Element der Galoisgruppe G(K/L). Da o eine zyklische Vertauschung der
Wurzeln bewirkt, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl

o(x1) = x9,0(x2) = x3 und o(x3) = 71

ist. Dann ist

Ty + pra + pPrs Ty + pr3+ P o
ola)=0 3 = 3 = p“a.

Daher ist o(a®) = o(a)? = p®a® = a®.

Das Element a® bleibt also unter o und o2 fest, liegt also im Grundkérper L.
Setzt man analog 1 + p?zs + px3 = 3b, so rechnet man sofort nach, daf

3a-3b:x%+x§+x§—x1x2—x1x3—x2x3=p2—82 :s%—352 =—-3p
ist (vgl. II. (5.4)).
Genauso wie in II. (3.2) zeigt man nun, daf @ + b> = —q und somit

(
ad=—-21+/(% ) (g) gilt, d.h. daf die Cardano’sche Formel gilt.

(1.47) Die allgemeine Gleichung n—ten Grades.

Aus (1.36) wissen wir folgendes: Sei F' ein Kérper und K = F(Xq,...,X,) der
Korper aller rationalen Ausdriicke in den Unbestimmten Xq,..., X,.

Sei k = F(S1,...,S,) der Teilkorper der symmetrischen Funktionen in K. Dabei
sind 51 = s1(X1,..-,Xn),.--, S = s,(X1,...,X,) die elementarsymmetrischen
Funktionen in den X;. Aus dem Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen folgt, daf3
die Abbildung, die jedem Polynom p(Yi,...,Y,) in den Unbestimmten Yi,...,Y,
iiber F das Polynom p(Si,...,S,) zuordnet, eine Bijektion von F(Y3,...,Y,) auf
F(S1,...,S,) = k ist. Wir konnen daher die S; als Unbestimmte interpretieren. Wir
nennen dann das Polynom

F(X)=X" =S X" GX" 2 4o 4 (=1)"S, € K[X]

das allgemeine Polynom n—ten Grades iber F' und die Gleichung f(X) = 0 die allge-
meine Gleichung n—ten Grades iiber F.

Jedes spezielle normierte Polynom n—ten Grades iiber F' entsteht dadurch, dafl
man die Unbestimmte S; durch spezielle Werte aus F ersetzt.

Aus (1.36) folgt, dafl die Galoisgruppe von f(X) iiber k die symmetrische Gruppe
G, ist.

Von theoretischem Interesse ist auch der folgende Satz.
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(1.48) Satz. Die Galoisgruppe G eines separablen irreduziblen Polynoms

f(X) € k[X] besteht aus allen jenen Permutationen w der Wurzeln o, aa, . . ., auy, die
alle Relationen zwischen den Wurzeln invariant lassen.
Das soll heiBen: Genau dann ist m € G, wenn aus F(aq,...,a,) =0 folgt
F(azay, .- Qr(n)) = 0 fiir jedes F'(X1,...,X,) € k[X1,...,X,].
BEWEIS. Sei 0 € G und F(aq,...,a,) = 0. Dann ist

F(aﬂ(l)7"')aﬂ(n)) = F(O’(Oq ,...,O’(Oén)) =
=o(F(ay,...,a,)) =0(0) =0.

Nun zur Umkehrung: Sei K = k() der Zerfallungskorper von f(X) und
9(X)=(X—p1) - (X — Bn) das Minimalpolynom von 8 = 3, also eine Galois’sche
Resolvente von f(X).

Jedes a; ist als Polynom p;(3) mit p;(X) € k[X] darstellbar.
Andererseits ist 8 = h(aq,...,q,) als Polynom in den «;’s darstellbar mit
hX1,...,X,) € k[X1,..., X5

Die Galoisgruppe G(K/k) besteht aus allen durch o(5) = f3; definierten Automor-
phismen.

Sei nun 7 € &,, so, daf jede Relation F'(aq,...,a,) = 0 unter 7 richtig bleibt.
Dann bleiben speziell die Relationen

a; —pi(h(ag,...,an)) =0, i=1,2,....n
und g(h(ai,...,a,)) = 0 richtig, d.h. es gilt aru) = pi(h(ara),- -, Ar(n))) und
g(h(axy, - -+ Qrm))) = 0.

Dann ist A(r(1),- - Qr(n)) = B; fiir ein geeignetes j.
= sy = pi(B5) = 0j(pi(B)) = 0j(as)

fiir alle ¢ mit o; € G. Die Permutation m wird also von einem o; € G induziert.

Betrachten wir als Beispiel das Polynom X* — 2 € Q[X] mit den Wurzeln
a1 = V2, ag = iv/2, a3 = —v/2, ag = —iv/2. Wir haben in (1.44) die Galoisgruppe
als Permutationsgruppe dargestellt. Sie besteht aus

e, (1234), (13)(24), (1432), (24), (12)(34), (13) und (14)(23).

Die Wurzeln erfiillen die folgenden Relationen:
ar +a3=0, ag + ay=0, a? + a3=0, a3 + 3= 0,
a2+ai=0,a2+a2=0,0f -2 =0,a8 -2 =0,...

Diese werden durch G ineinander iibergefiihrt. Vom rein algebraischen Standpunkt
aus sind also a; und a3 bzw. as und a4 nicht voneinander unterscheidbar.

Die Galoisgruppe ist also ein Maf} fiir die Symmetrie der Wurzeln in bezug auf
den Grundkorper.
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2. Kreisteilungskorper und zyklische Erweiterungen.

Wir wollen uns in diesem Abschnitt auf Kérper der Charakteristik 0 beschranken.

(2.1) DEFINITION. Unter dem Kreisteilungskorper K der Ordnung n iiber k ver-
stehen wir den Zerfallungskorper von X™ — 1 iiber k.
Es ist dann K = k((,), wobei (, eine primitive n—te Einheitswurzel ist.

(2.2) Satz. Die Galoisgruppe G(k((,)/k) ist isomorph zu einer Untergruppe von
(Z/nZ)*.

BEWEIS. Sei 0 € G = G(k((,)/k). Dann ist 0(¢,,) ebenfalls eine primitive n—te
Einheitswurzel und daher von der Form o((,,) = (¥ mit k, L n, d.h. k, € (Z/nZ)*.
Sind 0,7 € G, dann ist

G = (07)(Ga) = 0(7(Ga)) = 0 (Gr7) = 0(Ga)* =

= ()l =Gt

Somit ist kyr = kok, in (Z/nZ)*.

Die Abbildung ¢ : G — (Z/nZ)*, die durch ¢(0) = k, definiert ist, ist also ein
Homomorphismus.

Sei 0 € Kerp. Dann ist k, = 1 und daher o¢({,) = (,, d.h. o ist die identische
Abbildung e.

Daher ist ¢ injektiv und alles bewiesen.

(2.3) Satz. Fiir den Kreisteilungskorper Q((,) der Ordnung n iiber Q ist die
Galoisgruppe G(Q(¢n)/Q) = (Z/nZ)*.

Bewels. Nach VII. (2.12) ist das n—te Kreisteilungspolynom ®,,(X) irreduzibel
iber Q und das Minimalpolynom von (,.
Daher ist

G| = [Q(¢n) : Ql = ¢(n) = [(Z/nZ)*].

Da G eine Untergruppe von (Z/nZ)* ist und gleich viele Elemente hat, muf} sie mit
(Z/nZ)* iibereinstimmen.

(2.4) BEISPIEL. Sei ¢ = (32 eine primitive 12—-te Einheitswurzel. Dann ist

G(Q()/Q) = (Z/122)* ={1,5,7,11} (mod 12).

Dabher ist
D15(X) = (X — (X = )X = ¢)(X = ¢M).

Die Automorphismen sind durch
e(Q)=¢a() =¢" () = ¢"und o7(¢) = ¢*
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eindeutig festgelegt.

G ist daher die Gruppe {,0,7,07} = Cy x Cy mit 02 = 72 = ¢ und o7 = 70.

G hat genau drei echte Untergruppen (o), (1), (o7), die alle vom Index 2 sind.
Die entsprechenden Zwischenkorper sind daher quadratische Erweiterungen von Q.
Dazu beachten wir, dafl 0(¢?) = o(¢)? = ¢1° = ¢2 und 7(¢*) = 7(Q)* = ¢ = ¢* ist.

Nun ist ¢3 = ¢ und ¢* = p. Daher erzeugen beide eine quadratische Erweiterung
von Q. Daher ist der Fixkorper unter (o) der Kérper Q(¢3) = Q(i) und jener unter
7 die quadratische Erweiterung Q(p) = Q(iv/3).

Da auch /3 = —i(iv/3) € Q(C) ist, ist Q(+/3) ebenfalls ein quadratischer Teilkorper
von Q(¢). Er muf} daher mit dem Fixkorper unter (o7) zusammenfallen.

Besonders interessant ist der Fall n = p einer Primzahl.

(2.5) Satz. Im Fall einer Primzahl p ist die Galoisgruppe

G(Q(¢)/Q) = (Z/pL)*.
Das ist eine zyklische Gruppe der Ordnung p — 1.

BEwEIs. Das folgt aus (2.3) und VL. (1.2).

Da G zyklisch ist, G = (o), hat G fiir jeden Teiler d von p — 1 genau eine Un-

tergruppe der Ordnung d, namlich <0'%>. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
gibt es also zu jedem Teiler d | (p — 1) genau einen Zwischenkoérper L vom Grad

L:Q) =23t

Nun koénnen wir das Problem der Konstruierbarkeit regelmafliger n—Ecke vollstéan-
dig 16sen.

(2.6) Satz. Das regelméfige n—Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbar, wenn n die Gestalt n = 25py - - - p,,, hat, wobei die p; verschiedene Fermat’sche
Primzahlen sind.

BEwEIs. Nach VIIL. (2.9) ist nur mehr folgendes zu zeigen:

Ist p = 22" 4+ 1 eine Primzahl, dann ist eine primitive p-te Einheitswurzel ¢,
konstruierbar.

Nun ist aber G(Q(¢p)/Q) nach (2.5) zyklisch von der Ordnung p—1 = 22" Daher
enthilt G eine Kette {1} < Hy < Hy < --- < H,u von zyklischen Untergruppen der
Ordnungen 1,2,22,23,....

Die entsprechenden Fixkorper bilden in umgekehrter Reihenfolge eine Kette

QCF CFCFC - CQ),

wobei jedes Fji; eine quadratische Erweiterung von Fj ist. Daher ist (, mit Zirkel
und Lineal konstruierbar nach I. (1.11).
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(2.7) Satz. Sei L = Q((,) NR der Teilkérper aller reellen Elemente von Q(¢,) C
C. Dann gilt L = Q(¢, + ¢, ") und [L: Q] = % fiir die Primzahlen p > 2.

BEWEIS. (X —()(X — ¢ 1) = X2 — (¢ + ¢, )X + 1 ist irreduzibel iber
Q¢+ ¢ ') SR, weil ¢, ¢ R. Daher ist

[Q(¢) : Q¢ + ¢ 1)) = 2 und somit [Q(¢, + ¢, ") : Q] = p%l

Im Fall p = 5 geniigt (5 der Gleichung X% 4+ X3 4+ X2 4+ X 4+ 1 = 0 oder
X+ LixtLii=o
X2 X
Sei Y = X + % Dann ergibt sich Y2 —2 +Y 4+ 1 = 0. Daher geniigt (5 + Cgl der
Gleichung Y? +Y — 1 = 0. Wir erhalten daher (5 + %5 = —%ﬁ'
Der entsprechende Korper ist Q((5 + Cl) = Q(V5).

Im Fall p = 7 wurde bereits in 1. (2.6) gezeigt, dafl ¢; + - der Gleichung
Y3 4+Y? —2Y — 1 =0 geniigt.
Der reelle Teilraum von Q(¢7) wird also von einer Wurzel v dieser Gleichung erzeugt.
Aus der Cardano’schen Formel ergibt sich hier

1= -3+ {10+3V73) + 3{/70 - 3V3)

(2.8). Sei p eine ungerade Primzahl. Dann existiert genau ein quadratischer
Erweiterungskorper L von Q, der in Q((,) enthalten ist. Fiir p = 1 (mod 4) ist

L =Q(/p) und fir p=3 (mod 4) ist L = Q(i/p).
Beweis. Nach II. (5.13) hat die Diskriminante D von X? — 1 den Wert

D= (—1)""pr.

Sei 6 =D = [1(¢) - ¢)-

1<jJ

Dann ist Q(8) = Q(i"z" VP)-
Wegen 6 € Q((p) ist Q(6) ein Teilkérper von Q(Cp) Da es in G(Q(¢p)/Q) = Cy
genau eine Untergruppe H der Ordnung 251 gibt, gibt es in Q(¢p) genau einen
Teilkoérper L vom Grad 2 {iber Q. Dieser muﬁ daher mit Q(d) tibereinstimmen.

Z.B. ist

Q(vV=3) = Q(p) = Q(¢s)
Q(V5) € Q(¢)
Q(iVT) € Q(&r).

275



Wir wollen diese speziellen Resultate noch auf eine andere Weise ableiten: Wir
suchen eine quadratische Irrationalitdt in Q((,). Dazu sei o ein erzeugendes Element
der Galoisgruppe. Dann ist

a=C(+0%(G)+ "G

ein Element, welches o%(a) = « erfiillt.
Es gentigt daher der quadratischen Gleichung (X — a)(X — o(«)) = 0 aus Q[X].
Nun gilt o(¢,) = ¢J fiir eine geeignete Primitivwurzel g mod p.
Fiir p = 5 ist ¢ = 2 eine Primitivwurzel, da 2! =2, 22 = -1, 23 = -2, 24 = 1
(mod 5) gilt.
Somit kénnen wir o = (5 + 02(C5) = G5 + (& = (5 + ¢+ withlen.
Dann gilt

(X —a)(X —o(a)) = X?+ X — 1, weil
ato(@)=CG+E+E+E=G6+E+E+¢E=-1
und ao(a) = (G+GNE+E)=CE+G6+E+E=-1

ist.

Daher ist o = %‘/5 und Q(¢5) enthilt den quadratischen Erweiterungskorper
Q(V5) von Q.

Man beachte, dafl im Rahmen der Algebra das Symbol £+/5 nur fiir ein Element
B von Q(¢p) steht, welches B2 = 5 erfiillt. Will man dagegen innerhalb C arbeiten
und wahlt man (5 = e’ so ist auch das Vorzeichen von /5 eindeutig festgelegt.

27 _ 2 _ =145 .

Wegen cos =+ > 0 mufl a = cos % = =2 sein.

Im Fall p = 7 ist 3 eine Primitivwurzel, weil 3' =3, 32 =2, 33 = —1, 3* = -3,
3%=-2,3°=1 (mod 7) gilt. Wir kénnen daher

_ 32 3% _ 2 4 .
a=CG+E +¢ =+ + ¢ wihlen.

Dann ergibt sich (X — a)(X —o(a)) = X2 + X + 2.
Daher ist a = =7 und Q(iv/7) € Q(¢r).

(2.9) DEFINITION. Eine endliche Galoiserweiterung K/k mit zyklischer Galois-
gruppe G(K/k) heifit zyklische Erweiterung von k.

Bei einer zyklischen Erweiterung vom Grad [K : k] = n besteht die Galoisgruppe
aus den Potenzen 1,0,02,...,0" ! eines k~Automorphismus o.

Wir wollen uns zunéchst iiberlegen, da8 die o als Abbildungen von der Menge
K in den Kérper K linear unabhingig sind, d.h. da aus Y v;0(z) = 0 fiir alle
x € K, wobei die Koeffizienten v; € K sind, folgt daf§ alle 7; = 0 sind. Da die
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Linearkombinationen Y +;0% lineare Abbildungen des k—Vektorraums K in sich sind,
konnen wir uns darauf beschrinken, x aus einer Basis von K zu wéahlen. Da K/k
einfach ist, existiert ein primitives Element o € K mit K = k(«). Als Basis kann
man also die Menge {1,c,...,a" 1} wihlen. Bezeichnet man die Konjugierten von
«a mit «;, setzt also

o = o'(a) fiir i =0,1,...,n — 1, so ist
Z%Ui(x) =0 fir allex € K

gleichbedeutend mit dem linearen Gleichungssystem

> yiot(@)=0 j=0,1,..n—1

d.h. mit

n—1

Y yal=0 ,j=01,...,n-1
=0

Die Determinante ist als Vandermonde—Determinante

1 1 1
Qg aq Op—1
2 2
det| % ™ Hn—-1 | #£0
n—1 n—1 n—1
Qg 251 Qp_q

Daher hat das Gleichungssystem nur die triviale Losung

Yo=m=""=Y-1=0.

(2.10) Lemma. Sei K/k zyklisch vom Grad n mit Galoisgruppe G = (o). Dann
folgt aus Y ;0 (z) = 0 fiir alle x € K, daf$ alle v; € K gleich 0 sind.

Es zeigt sich, dafi man unter geeigneten Voraussetzungen zyklische Erweiterungen
einfach beschreiben kann.

(2.11) Satz. Sei k D Q((,) ein Korper der Charakteristik 0, der alle n—ten Ein-
heitswurzeln enthélt.  Sei K/k eine zyklische Erweiterung von k vom Grad
[K : k] =n > 2. Dann existiert a € k*, so daf gilt:

1) X" — a ist irreduzibel iiber k[X].
2) K ist der Zerfillungskérper von X" — a tber k.
3) K = k(«) fiir eine n—te Wurzel « von a in K.
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BEWEIS. Sei o ein erzeugendes Element der Galoisgruppe G(K/k). Da die k-
Automorphismen 1,0,...,0" ! Lu.a. sind, gibt es ein Element ¥ € K, so daf8 die
,Lagrange’sche Resolvente“

n—1
a=Y ¢ o' (W) #0
1=0

ist.

Dann ist aber o(a) = > ¢, 0" (9) = (,a und daher o'(a) = ¢} a.

Speziell ist a™ € kX, weil o(a™) = o(a)™ = ™ ist.

Wir behaupten nun, dal a := o™ alle Eigenschaften des Satzes erfiillt.

Da die Nullstellen des Minimalpolynoms von « gerade alle Konjugierten o?(a) =
¢l a sind, ist

n—1
X"—a=[[(X-¢a)

=0

irreduzibel Uber k. Alles andere ist klar.

(2.12) Korollar. Sei k D Q(¢,) und a € k*. Dann ist der Zerfillungskoérper K
von X™ — a iiber k zyklisch iiber k und [K : k| ein Teiler von n.

BEWEIS. Als Zerfallungskorper ist K normal iiber k. Da k alle n—ten Einheitswurzelnfi
enthélt, ist K = k(«) fiir eine n—te Wurzel « von a.

Fiir o € G(K/k) ist o(a) = (,« mit einer geeigneten n—ten Einheitswurzel ¢,. Es
ist dann (,r = (,(; und {, = 1 nur fiir o = €.

Daher ist die Abbildung ¢ : G(K/k) — (¢) =& Z/nZ mit ¢(c) = ¢, ein injektiver
Homomorphismus.

Die Galoisgruppe ist also eine Untergruppe der zyklischen Gruppe Z/nZ und daher
selbst zyklisch. Thre Ordnung ist dann ein Teiler von n.

(2.13) Korollar. Sei p prim und k ein Kérper, der alle p-ten Einheitswurzeln
enthélt, k D Q((,). Seia € k.
Dann ist XP — a entweder irreduzibel oder es zerfallt tiber k in Linearfaktoren.

Bewels. Nach (2.12) ist [K : k] ein Teiler von p, d.h. 1 oder p.

BEMERKUNG. In all diesen Satzen ist die Voraussetzung, daf k die entsprechenden
Einheitswurzeln enthélt, wesentlich.

Z.B. ist fiir X — 2 € Q[X] der Zerfillungskorper K = Q(+/2, p) weder zyklisch
noch ist der Grad [K : Q] = 6 ein Teiler von 3.

Analog ist fiir X* — 2 € Q[X] der Zerfillungskorper weder zyklisch noch ist der
Grad [K : Q] = 8 ein Teiler von 4.

Adjungiert man jedoch im ersten Fall p, so ist K/Q(p) zyklisch vom Grad 3. Im
zweiten Fall ergibt sich nach Adjunktion von 4, dafi [K : Q(¢)] = 4 ein Teiler von 4
ist.
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(2.14) BEISPIEL. Sei f(X) = X3 —3X — 1 die Winkeldreiteilungsgleichung iiber
Q und K = Q(cos §) ihr Zerféllungskorper. Nach (1.46) ist K/Q zyklisch vom Grad
3.

Da K C R ist, enthalt K keine primitive 3. Einheitswurzel. Es gibt dann kein
a € Q, so daB K = Q(+/a) wére. Denn sei @« = ¢/a. Da K als Zerfallungskorper
normal ist, miifite das Minimalpolynom von «, d.h. das Polynom
X2 —a? = (X —a)(X — pa)(X — p?a) € Q[X] in K zerfallen. Es miifite also pa
und daher auch p = 2% in Q(a) liegen. Da Q(«) nur reelle Zahlen enthélt, ist das
unmoglich.

Betrachtet man dagegen f(X) iiber k = Q(p), dann gibt es

a € K =Q(p,cos g) mit o® € k, so daB K = k() ist.

Das folgt sofort aus der Cardano’schen Formel I. (3.1) oder aus der Tatsache, daf
K = Q({o) ist, wobei (3 = p € Q(p) ist.
Denn aus [Q({o) : Q(p)] = [Q(p,cos §) : Q(p)] = 3 und Q(p,cos §) € Q(lo) folgt,

27i

. 5
daB K = Q(p) ist. DaB cos § € Q(() ist, folgt sofort aus es = — (eT) .

(2.15) DEFINITION. Unter einem irreduziblen Radikal v iiber k versteht man eine
Losung v einer irreduziblen Gleichung X™ — a = 0 aus k[X]. Man schreibt dann

v = Va.

Eine n—te Einheitswurzel (, ist kein irreduzibles Radikal, weil die Gleichung

X" — 1 = 0 nicht irreduzibel ist. Sieht man sich die n—ten Einheitswurzeln fiir
n = 3,4,... an, so vermutet man bald, dafl sie durch irreduzible Radikale darstellbar
sind.

So ist p = _H‘T“/g durch das irreduzible Radikal iv/3 = /=3 darstellbar. Denn
dieses geniigt der irreduziblen Gleichung X? + 3 = 0 iiber Q.

Die primitiven 4. Einheitswurzeln +: sind Losungen der irreduziblen Gleichung
X2+1=0.

Fiir p = 5 ergibt sich die Darstellung

V5 —1+ivV2V5 + 10
4

G5 =

, W.8.W

(2.16) DEFINITION. Eine komplexe Zahl « ist durch irreduzible Radikale iiber k
darstellbar, wenn es eine Kette

k:F0§F1§CFr

von Teilkorpern F; C C gibt, so daf} gilt:

1) «a€F,,
2) Fiy1 = F;(v;), wobei ~; ein irreduzibles Radikal iiber F; ist, i = 0,1,...,7—
1.
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Der Korper F. heifit dann eine Radikalerweiterung von k.

Es gilt dann F. = k(y1,72,...,7vr—1), wobei jedes ~; einer irreduziblen Gleichung
X" — € k(1,5 vie1)[X] geniigt.

Man kann sich dabei auf den Fall beschranken, dafl jedes n; eine Primzahl ist.
Denn ist X™ — 4™ € F[X] irreduzibel und n = Im, so sind auch die Polynome
X!t —qm ¢ FIX] und X™ — 4™ € F(y™)[X] irreduzibel, weil

nur moglich ist, wenn [F(y) : F(v™)] = m und [F(y™) : F| =1 ist.
Man kann also zuerst 4™, also eine [-te Wurzel, und dann erst -, also eine m-te
Wurzel tiber dem Zwischenkorper, adjungieren. Iteriert man dieses Verfahren, so
sieht man, dafl man bei jedem Schritt eine irreduzible p—te Wurzel fiir eine Primzahl
p adjungieren kann.
Ist z.B. a = ¥/2/=3, dann ist o = —6/—3 und

Q(a) = Q(—6v=3, V2v/=3).
Dabei ist X2 + 6v/-3 = (X — a)(X — pa)(X — p?a) irreduzibel iiber Q(y/—3) und
X2 +108 = (X + 6y/=3)(X — 64/=3) irreduzibel iiber Q.
Es ist aber auch o? = —3+/4, wobei X2 + 3V/4 = (X — a)(X + «) irreduzibel iiber
Q(~/4) und

X3 4108 = (X + 3V4)(X + 3V4p)(X + 3V4p?)

irreduzibel iiber Q ist.

Die Zahl « kann also in endlich vielen Schritten erhalten werden, indem man mit
einem Element aus k beginnt und jeder einzelne Schritt entweder in einer Korperoperationll
mit einem bereits konstruierten Element oder in der Konstruktion einer geeigneten
p—ten Wurzel aus einem bereits konstruierten Element besteht.

Ein Vergleich mit I. (1.11) zeigt, daf eine deutliche Analogie zur Konstruierbarkeit
mit Zirkel und Lineal vorhanden ist.

(2.17) Satz. Jede Einheitswurzel ¢ ist durch irreduzible Radikale tiber Q darstell-
bar.

BEWwEIS. Es geniigt, sich auf primitive p-te Einheitswurzeln (, fiir Primzahlen p
zu beschranken.
k1 .

Denn sei n = pj --p¥s die Primfaktorzerlegung von n. Ist (p;_ci jeweils eine

primitive pfifte Einheitswurzel, so ist (, = Cpkl "'Cpks offenbar eine primitive n—te
1 s
Einheitswurzel, weil (] = 1 und jede kleinere Potenz # 1 ist.
Wir miissen als ersten Schritt zeigen, da jede primitive p*-te Einheitswurzel

durch irreduzible Radikale iiber Q((,) darstellbar ist.
Nun geniigt eine primitive p>~te Einheitswurzel (,2 der Gleichung X? — (, = 0

iber Q(¢p)-

Nach (2.13) ist XP — ¢, irreduzibel tber Q(¢,).

Und daher ist jede p?>-te Einheitswurzel durch irreduzible Radikale darstellbar,
weil sie eine Potenz von (- ist.

Der allgemeine Fall einer p*ten primitiven Einheitswurzel geht mit Induktion.
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Wenn wir schon wissen, daf die primitive p*~'-te Einheitswurzel Cpr—1 durch
irreduzible Radikale darstellbar ist, so ist es auch jede Wurzel von X? — (k-1 = 0
iiber Q((p). Diese Wurzeln sind aber primitive p*~te Einheitswurzeln und alle anderen
sind Potenzen davon.

Nun beweisen wir den Satz fiir primitive p—te Einheitswurzeln mit Induktion.

Fiir p = 2 ist nichts zu zeigen, weil £1 in Q sind. Wir kénnen daher annehmen,
daB der Satz fiir alle Primzahlen ¢ < p bereits gezeigt ist.

Sei nun (, eine primitive p-te Einheitswurzel. Dann gilt nach (2.3), daf die
Galoisgruppe

G(Q(¢)/Q) = (Z/p2)* = Cpa

zyklisch von der Ordnung p — 1 ist.

Sei (1 eine primitive (p — 1)-te Einheitswurzel.

Dann ist die Galoisgruppe G(Q(¢p,¢p—1)/Q(¢p—1)) eine Untergruppe von Cp_1
nach (2.2) und daher zyklisch von einer Ordnung d mit d | (p — 1). Nach (2.11) ist
daher ¢, durch irreduzible Radikale iiber Q(¢,—_1) darstellbar.

Ist p—1 = p’fl -.-pPs die Primfaktorzerlegung von p — 1, so sind alle p; < p
und wir konnen daher mit Induktion annehmen, daf} die p,—ten Einheitswurzeln und
daher nach den Eingangsiiberlegungen auch (,_; durch irreduzible Radikale iiber Q
darstellbar sind. Damit ist alles bewiesen.

(2.18) BEMERKUNG. Es gilt sogar, dafl die Galoisgruppe G(Q({p, (p—1)/Q(¢p-1))
isomorph zu (Z/pZ)* ist.

BEWEIS. Setzt man ¢ = {,(p—1, 0 ist ¢ eine primitive p(p — 1)—te Einheitswurzel.
Auflerdem ist Q((p, (p—1) = Q(C).
Die gesuchte Galoisgruppe besteht aus jenen o € G(Q(¢)/Q), welche (,_; festlassen.

Nach (2.3) ist G(Q(¢)/Q) isomorph zu (Z/p(p — 1)Z)*.
Dabei gilt (¢) = (7 fiir ein geeignetes j 1L p(p — 1).

Die gesuchte Galoisgruppe besteht daher aus jenen j, welche Cg_l = (p—1 erfiillen,
fiir welche also j = 1 mod (p — 1) ist.

Nach dem chinesischen Restsatz entspricht jeder Restklasse j mod p(p — 1) das
Paar

(j mod p,j mod (p — 1)).

Wegen j L p(p — 1) besteht daher die gesuchte Untergruppe aus allen Paaren (i,1)
mit 1 <7 < p—1. Das sind genau p — 1 Elemente.

Dabher ist |G(Q(Cp, (p—1)/Q(¢p—1))| = p—1 = |(Z/pZ)*|. Die im Beweis von (2.17)
gefundene Untergruppe von (Z/pZ)* muf also mit der ganzen Gruppe iibereinstimmen. |

(2.19) BEMERKUNG. Nun konnen wir (2.16) wesentlich vereinfachen.

Eine Zahl « ist genau dann durch irreduzible Radikale iiber £ 2 Q darstellbar,
wenn es (1, fBs,...,0s—1 gibt, so dal o € k(01,...,0s—1) ist und jedes §; einer Gle-
ichung der Gestalt X™ — 8" = 0 tber k(f1,...,3i—1) gentigt, die nicht mehr ir-
reduzibel zu sein braucht. Man sagt daher auch, dafl o durch Radikale darstellbar
ist.
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Auch in diesem Fall kann alles durch sukzessive Wurzelbildung auf Radikale vom
Primzahlgrad zuriickgefithrt werden. Nun sind die Elemente von k((,) durch irreduz-
ible Radikale darstellbar und ein Polynom X? — P iiber k((,) entweder irreduzibel
oder es zerféllt in Linearfaktoren nach (2.13). Dann ist 3 entweder selbst ein irreduz-
ibles Radikal oder es liegt in k({,) und ist daher ebenfalls durch irreduzible Radikale
darstellbar.

(2.20) Satz. Der Casus irreducibilis.
Sei f(X) = X3 + pX + q € Q[X] irreduzibel mit 3 reellen Nullstellen. Dann a8t
sich keine Nullstelle x von f(X) durch reelle Radikale darstellen.

Wir wissen aus (1.46), daf§ die Diskriminante d der Gleichung positiv ist und
6 = V/d daher reell ist. Wir behaupten, daB es keine Wahl von reellen Radikalen
a1, ...,q, geben kann, so dafl die Nullstelle z von f(X) in Q(6, a, ..., ay) liegt.

Nach den obigen Uberlegungen kann dabei 0.B.d.A. angenommen werden, daf
jedes oy Primzahlgrad tiber Q(0, avq, ..., ;—1) besitzt. Wir zeigen zuerst folgendes

Lemma. Sei F' ein Kérper mit Q(0) C F C R und « € R ein reelles Radikal mit
aP € F fiir eine Primzahl p. Ist die Nullstelle xz von f(X) in F(«), dann liegt sie
bereits in F.

BEWEIS. Wére x ¢ F, so ware F () Zerfallungskorper von f(X) und [F(z) : F] =
3 nach (1.46). Aus z € F(«) folgt

F(z) C F(a) und p = [F(«) : F] = [F(a) : F(x)] - [F(z) : F].

Daher ware 3 ein Teiler der Primzahl p und somit p = 3.

Dann wére jedoch F(z) = F(a). Da F(z) als Zerfallungskorper normal ist, muf
das Minimalpolynom von «, d.h. X3 — a? in F(z) in Linearfaktoren zerfallen. Somit
wiére mit o auch pa € F(x). Wegen pa ¢ R ist das unmoglich.

Also muf} x bereits in F' liegen und das Lemma ist bewiesen.

Wiére nun z € Q(, aq, . .., o), so miifite es nach dem Lemma bereits in
Q(0, a1, ..., ;) flir i =n—1,n—2,... liegen und daher in Q(J). Letzteres ist nicht
der Fall, weil f(X) irreduzibel iiber Q(d) ist.

3. Auflosung von Gleichungen durch Radikale.

Wir wollen nun die Definition (2.16) auf beliebige Kérper der Charakteristik 0
erweitern.

(3.1) DEFINITION. Eine Erweiterung K /k eines Korpers k der Charakteristik 0
heiit Radikalerweiterung, wenn K von der Gestalt K = k(~q,...,7,) ist, wobei fiir
alle ¢ = 1,2,...,r eine natiirliche Zahl n; existiert, so dafi v;"* € k(vy1,...,vi—1) ist.
Man sagt dann, dafl die Elemente aw € K durch Radikale iiber & darstellbar sind.
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(3.2) Satz. Ist f(X) € k[X] irreduzibel und ist eine Nullstelle o« durch Radikale
tiber k darstellbar, dann auch jede andere.

BeEweErs. Nach Voraussetzung liegt « in einer Radikalerweiterung
K =k(y1,...,7). Da[K : k] < oo ist, besitzt K ein primitives Element 3, K = k().

Sei g(X) das Minimalpolynom von ( iiber k und L der Zerfillungskérper von
f(X)g(X). Dann ist L auch der Zerfallungskorper von f(X)g(X) tiber k().

Sei nun o' eine weitere Nullstelle von f(X) und L’ der Zerfallungskorper von
F(X)g(X) tber k(o).

Nach III. (4.21) 148t sich der Isomorphismus von k(«) auf k(a’) zu einem Isomor-
phismus ¢ : L — L' erweitern.

Der Isomorphismus ¢ filhrt K in ¢(K) = k(¢(71),-..,¢(7,)) iber. Dabei gilt
()™ € k(o(y1),...,o(yi—1)) und o € @(K). Das bedeutet aber, dafi o durch
Radikale tiber k darstellbar ist.

(3.3). Ist K = k() eine Radikalerweiterung von k und L der Zerfallungskorper
des Minimalpolynoms von «, dann ist auch L eine Radikalerweiterung von k. Jede
Radikalerweiterung K/k 1afit sich also zu einer normalen Radikalerweiterung L/k
erweitern.

BEWEIS. Sei G = G(L/k). Jedem o; € G entspricht eine Nullstelle a; = 0;(a)
des Minimalpolynoms von a.
Ist k(o) = k(7y1, ..., %), so ist k(ay) = oy(k(a)) = k(oi(y1),- - 06(vr)).

Nunist L = k(aq,...,an) = k(1 -, ¥ 02(71)y -5 02(Wr )y - - 0n(71)s + - 00 (V)
und daher wieder eine Radikalerweiterung.

Beispielsweise ist fiir die Radikalerweiterung K = Q(+/2) iiber Q der Zerfillungs-
korper L = Q(+/—108) eine normale Radikalerweiterung.

(3.4) DEFINITION. Sei f(X) € k[X], wobei k die Charakteristik 0 besitzt. Sei
F der Zerfallungskorper von f(X) tiber k. Wir sagen, dafl die Gleichung f(X) =0
durch Radikale auflésbar ist, wenn alle Wurzeln durch Radikale darstellbar sind, d.h.
wenn eine Radikalerweiterung K /k existiert mit k¥ C F' C K. Nach (3.3) kann dabei
angenommen werden, daf§ K/k normal ist.

Wie der Casus irreducibilis zeigt, braucht der Zerfallungskorper F' selbst keine
Radikalerweiterung zu sein.

Wir wollen nun die Auflésbarkeit einer Gleichung f(X) = 0 iiber k& durch Radikale
mit Hilfe des Hauptsatzes der Galoistheorie gruppentheoretisch charakterisieren.

Sei also F der Zerfallungskorper von f(X) iiber k und K/k eine normale Radikal-
erweiterung mit £k C F C K.

Sei K = k(v1,72,-..,7%) mit ;" € k(y1,...,7-1). Wir mochten nun (2.12)
anwenden und schliefien, da8l k(v1,...,7;) zyklisch iiber k(v1,...,7v;—1) ist. Dazu
benétigen wir jedoch, dafl K alle n;-ten Einheitswurzeln enthélt. Wenn sie nicht
in K enthalten sind, so kénnen wir sie zu K adjungieren und erhalten wieder eine
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Radikalerweiterung. Wir betrachten also m := nins - - - n, und adjungieren zu K alle
m-ten Einheitswurzeln. Dann enthélt K ((,,) sicher alle n;-ten Einheitswurzeln.

Sei also L = K((,,) der Kreisteilungskorper der Ordnung m iiber K. Da K/k
normal ist, ist K der Zerfallungskorper eines Polynoms g(X) € k[X].

Dann ist L = K((,,) der Zerfallungskorper des Polynoms (X™ — 1)g(X) iber k
und daher ebenfalls normal iiber k.

Wir betrachten nun die folgende Kette von Erweiterungskorpern.

Lo=kCLi CLyC---CLpyy =1L

Dabei sei Ly = k() und Livq = E(Gmy Y1, -0, vi) firi=1,2,...,r.

Dann ist Ly /Lo = k() /k normal als Zerfallungskorper von X™ — 1 {iber k.

Die Galoisgruppe G(L1/Lg) = G(k((m)/k) ist nach (2.2) isomorph zu einer Un-
tergruppe von (Z/mZ)* und daher jedenfalls abelsch.

Weiters ist fiir ¢ > 1 die Korpererweiterung L;y1/L; normal, weil L;1 = L;(;)
der Zerfillungskorper des Polynoms

X" — o € Li[X]

ist und L; alle n;-ten Einheitswurzeln enthélt.
Nach (2.12) ist die Galoisgruppe G(L;4+1/L;) zyklisch.
Da L/k normal ist, ist auch jede Korpererweiterung L/L; normal.
Sei G; = G(L/L;) die entsprechende Galoisgruppe und G = Gy = G(L/k).
Dann gilt
G=Gy2G12G22 -2 Gy ={1}.

Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie (1.37) 5), angewandt auf die Galoiser-
weiterung L/L; ist der Zwischenkorper L;y; genau dann normal iiber L;, wenn die
entsprechende Galoisgruppe G(L/L;41) ein Normalteiler von G(L/L;) ist.

Da wir wissen, da§ L;1/L; normal ist, ist also G;+1 = G(L/L;4+1) ein Normalteiler
von G; = G(L/L;), Giy1 < G; fiir alle .

Auflerdem ist G(Lz+1/Lz) = G(L/Lz)/G(L/LH_l) = Gi/G'L+1~

Die obige Kette von Untergruppen G; erfiillt also

Gi—i—l < G; und Gi/Gi+1 = G(Li+l/Li);

wobei letztere Gruppe abelsch ist.

Es stellt sich heraus, dafl diese Situation typisch fiir die Auflésbarkeit durch
Radikale ist. Sie bedeutet, dafl G(L/k) aufldsbar im Sinne der folgenden Definition
ist.

(3.5) DEFINITION. Eine Gruppe G heifit auflosbar, wenn es eine Kette von Un-
tergruppen
G=Gy2G12---2G,={1}
gibt, so daBl G;41 < G; fiir alle 7 ist und jede Faktorgruppe G;/G;11 abelsch ist.

Wie wir sehen werden, ist die Auflosbarkeit der Galoisgruppe eine notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, dafl die Gleichung f(X) = 0 durch Radikale auflésbar
ist. Wir zeigen zunéachst die Notwendigkeit.
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(3.6) Satz. Sei f(X) € k[X], wobei k ein Kérper der Charakteristik 0 ist. Ist
die Gleichung f(X) = 0 durch Radikale iiber k auflésbar, dann ist die Galoisgruppe
von f(X) iiber k eine auflésbare Gruppe.

BEWEIS. Sei F der Zerfillungskorper von f(X) iiber k. Dann gilt k C F C L,
wobei L die oben konstruierte normale Radikalerweiterung mit geniigend vielen Ein-
heitswurzeln ist.

Nach (1.37) ist

G(F/k) 2 G(L/k)/G(L/F)

eine Faktorgruppe der auflésbaren Gruppe G(L/k). Wir brauchen daher bloff noch
zeigen, dafl jede Faktorgruppe einer auflosbaren Gruppe wieder auflosbar ist.

(3.7) Lemma. Ist eine Gruppe G auflésbar, dann auch jede Faktorgruppe G/N.

BEWwEIS. Nach Voraussetzung existiert eine Kette von Untergruppen G = Gg 2
G122+ 2 G, ={1},s0daB G;y1 < G; und G;/G;41 abelsch ist.

Dann gilt auch

GN=G2GN2---DOGsN =N.
Dabei ist G;11 N <1 G;N, weil aus xg; 107! € Gy fiir x € G; folgt
(#N)(gi+1N)(xN)~™' C Gi11N.

Ordnet man jeder Restklasse aG;y1 von G;/G;y1 die entsprechende Restklasse
aGi;1N zu, dann ist diese Abbildung wohldefiniert, weil b~'a € G;;1 impliziert, daf
b~ la € GH_lN ist.

Diese Abbildung ist ein surjektiver Homomorphismus von G;/G; 41 auf G;N/G;11N.

Da G;/G;y1 abelsch ist, ist es auch jedes homomorphe Bild. Somit gilt

G/N =GN/N 2 G\N/N 2 --- 2 G,N/N = {1}

und (GlN/N)/(GH_lN/N) = GZN/GH_lN ist abelsch.
Daher ist G/N auflsbar.

BEMERKUNG. Man hétte diese Uberlegung auch folgendermaflen formulieren kénnen:
Das Bild der Untergruppenkette

G=Gy2G12---2G,={1}

unter dem kanonischen Epimorphismus m: G — G/N ist wieder eine Untergruppen-
kette
m(G) 2 m(G1) 2 -+ 2 w(Gs) = {1}

wobel m(Gi11) < w(G;) ist.
Betrachtet man den Epimorphismus

Gi — m(G;) — 7(Gy) /7 (Giv),

so ist G417 im Kern enthalten.
Daher ist G;/Gi11 — 7(G;)/7(Gix1) surjektiv.
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Dabher ist 7(G;)/7(Git1) abelsch.

Der Satz (3.6) gibt uns ein Hilfsmittel in die Hand, um zu zeigen, daf8 nicht jede
Gleichung f(X) = 0 durch Radikale auflosbar ist.

Wir brauchen blof eine Gleichung zu finden, deren Galoisgruppe nicht auflésbar
ist.

Es ist so dhnlich wie bei der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal. Dort ergab
sich als notwendige Bedingung, dafl das Minimalpolynom eine Zweierpotenz als Grad
besitzt. Hier haben wir als Hilfsmittel die Auflosbarkeit der Galoisgruppe.

Die Menge der auflésbaren Gruppen ist allerdings sehr grof. Jede abelsche Gruppe
ist trivialerweise auflosbar.

Ein sehr tiefes Resultat von Feit und Thompson besagt, dafl alle endlichen Grup-
pen ungerader Ordnung auflosbar sind.

Wir wissen bereits, dafl jede Faktorgruppe einer auflésbaren Gruppe wieder auflos-
bar ist.
Analoges gilt fiir Untergruppen.

(3.8) Lemma. Jede Untergruppe H einer auflésbaren Gruppe G ist wieder auflos-
bar.

BEWEIS. Sei G = Gy 2 G1 2 -+ 2 G4 = {1} eine Kette von Untergruppen von
G mit G,11 < G; und abelscher Faktorgruppe G;/G;41 fur alle i.

Sei HZ = Gl NH.

Dannist H=Hy 2 Hy 2 --- 2 Hy; = {1}.

Da G;41 Normalteiler in G, ist, ist H;11 = H N G;41 Normalteiler in H;, = HNG;
nach V. (3.20).

Dabei gilt ebenfalls nach V. (3.20)

Hi/Hi-i-l = HﬁGi/HﬂGi_H = HﬁG,’/(HﬂGZ‘) ﬁGH_l = Gi+1(HﬂGi)/Gi+1.

Die letzte Gruppe ist eine Untergruppe von G;/G;4+1 und daher abelsch.
(3.9) Lemma. Die symmetrischen Gruppen &,, sind fiir n < 4 auflésbar.

BEWEIS. &1 , &5 sind abelsch.

Im Fall n = 3 ist &3 D A3 D {1} eine Kette von Untergruppen mit S3/As = Cs
und Q[g = Cg.

Die symmetrische Gruppe &, ist ebenfalls auflosbar.

Denn sei V' die Vierergruppe (V. (5.14)). Dann gilt

G4 DA DV D {1},
Fiir die entsprechenden Faktorgruppen gilt
64/914 = 027 Ql4/V = 03 und V/{l} =V.

Sie sind daher alle abelsch.
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(3.10) Satz. Die symmetrische Gruppe &,, ist fiir n > 5 nicht auflésbar.

BEWEIS. Das folgt sofort aus V. (5.16), da die alternierende Gruppe 2,, einfach ist.
Denn ware &,, auflésbar, so auch die Untergruppe 2,,. Da diese keinen Normalteiler
auler {1} und 2, besitzt, miiite 2, abelsch sein, was nicht der Fall ist.

Wir wollen aber auch einen direkten Beweis geben.

Sei U eine Untergruppe der S,,, die alle Dreierzyklen enthdlt und N < U mit
U/N abelsch. Dann enthélt auch N alle Dreierzyklen. Denn sei (abc) ein beliebiger
Dreierzyklus und seien d, e zwei weitere davon verschiedene Elemente, die es wegen
n > b sicher gibt. Sei x = (dba), y = (aec).

Man betrachte

Yy oy = (abd)(cea)(dba)(aec) = (abc).

Da U/N abelsch ist, ist das Bild von 271y ~1zy unter der kanonischen Projektion das
Einselement und daher (abc) € N.

Wire nun 6,, =Gy 2 G; D -+ 2 Gy = {1} und G;41 < G; mit G;/G,41 abelsch,
so wiirde jedes G; alle Dreierzyklen enthalten, also auch G, = {1}, ein Widerspruch.

(3.11) Satz von N. H. Abel. Fiir n > 5 ist die allgemeine Gleichung n-ten
Grades iiber einem Kérper k der Charakteristik 0 nicht durch Radikale auflésbar.

BEwEIS. Nach (1.47) ist die Galoisgruppe die &,, und daher nicht auflésbar.

BEMERKUNG. Dieser Satz kann auch ganz elementar bewiesen werden. Man vgl.
J. Stillwell, Galois theory for beginners, Amer. Math. Monthly 101 (1994), 22-27.

Dieses Resultat besagt, daf es keine allgemeine Formel gibt, die fiir jede Gleichung
eine Losung durch Radikale liefert.

Es schlief3t jedoch keineswegs aus, daf} es solche Darstellungen iiber einem speziellen
Korper gibt.

(3.11) sagt nur, daf es fiir Gleichungen iiber dem Kérper k(X,...,X,) keine
Darstellung durch Radikale gibt. Ersetzt man die Unbestimmte X; durch konkrete
Werte, so konnte sich die Situation grundlegend &ndern.

Um die Existenz von Polynomen f(X) € Q[X] zu zeigen, die nicht durch Radikale
auflosbar sind, geniigt es also, solche zu finden, deren Galoisgruppe die &,, fiir n > 5
ist.

(3.12) Satz. Sei p eine Primzahl und f(X) € Q[X] irreduzibel vom Grad p mit
genau p — 2 reellen Nullstellen. Dann ist die Galoisgruppe von f(X) iiber Q die &,.

BEWEIS. Seien a4, ..., «a, die Wurzeln von f(X) = 0, wobei a1, as ¢ R seien. Sei
F = Q(a1,...,qp) der Zerfallungskérper. Die Galoisgruppe G = G(F/Q) kann als
Permutationsgruppe der Wurzeln, also als Untergruppe der symmetrischen Gruppe
S,, aufgefait werden. Da f(X) irreduzibel ist, wirkt sie transitiv auf die Wurzeln
((1.40)). Da mit ay auch @7 eine Nullstelle von f(X) ist, mufl oy = @7 sein.

Der Automorphismus z — Z von C gibt, wenn man ihn auf F' einschrénkt, einen
Automorphismus von F, der durch die Transposition (12) beschrieben wird.

287



Da G transitiv auf den Wurzeln operiert, d.h. nur eine Bahn O, besitzt, ist
|O4| = p. Aus V. (4.5) folgt also, dafl p ein Teiler von |G| ist. Also mufl es nach
dem Satz von Cauchy (V. (4.7)) in G ein Element der Ordnung p geben. Die einzigen
Elemente der Ordnung p in der &, sind die p-Zyklen.

Die Gruppe G enthilt also die Transposition (12) und einen p-Zyklus o. Eine
gewisse Potenz o von o filhrt 1 in 2 iiber und hat daher die Gestalt (12as...a,).
Daher liefert V. (5.13), daB G alle Transpositionen enthélt und mit der gesamten
Gruppe &,, zusammenfallt.

Nun bleibt noch zu zeigen, daf es fiir jede Primzahl p > 5 ein irreduzibles Polynom
f(X) vom Grad p gibt mit p — 2 reellen Nullstellen.

(3.13). Fir jede Primzahl p gibt es Polynome f(X) vom Grad p iiber Q, deren
Galoisgruppe die &, ist.

BEWEIS. Sei g(X) = (X2 +m)(X —2)(X —4)--- (X —2(p — 2)) , wobei m eine
positive gerade Zahl ist, die spater bestimmt wird. Fiir z = 1,3,..., 2p — 3 sind die
(p — 1) Werte g(z) ganze Zahlen mit |g(z) |> 2 und mit abwechselndem Vorzeichen.
Daher wechselt f(X) := g(X) — 2 ebenfalls die Vorzeichen in diesen Punkten. Also
hat f(X) mindestens p — 2 reelle Wurzeln zwischen 1 und 2p — 3. Nun gilt fir die
Wurzeln

af 4+ ol = (a1+---+ap)2—22aiaj.
i<y
Ist also f(X) = X? 4+ ¢, 1 XP~' + -+ ¢o, dann ist ) o = ¢ — 2¢p_o. Da sich
f(X) und g(X) nur im konstanten Term unterscheiden, ist also

S a2 =2+ 824t (2p—2)) + (V) + (—ivm)? =
=22+ 4%+ + (2(p - 2))? - 2m.

Fiir geniigend grofles m ist das negativ.

Daher mufl mindestens ein a; komplex sein und daher auch ein zweites @;.

Da f(X) mindestens p—2 reelle Nullstellen hat, sind also genau 2 Nullstellen nicht
reell.

Nach Eisenstein ist f(X) = g(X) — 2 irreduzibel, weil alle Koeffizienten durch 2
teilbar sind, der konstante Term jedoch nicht durch 4 teilbar ist.

Fir p = 5 kann man

F(X) = (X2 +m)(X —2)(X —4)(X —6) -2
fir m > 30 wahlen.

Damit erhélt man explizit angebbare Polynome 5-ten Grades, die sicher nicht
durch Radikale gelost werden konnen.
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Andere Beispiele sind etwa X° —6X 4 3 oder 2X° —5X* + 5, die ebenfalls genau
3 reelle Nullstellen besitzen.

Wir wollen nun noch eine zweite Methode angeben, um solche Polynome zu finden.

Sei f(X) € k[X] ein normiertes irreduzibles Polynom, das lauter verschiedene
Nullstellen aq, ..., a, im Zerfallungskérper K besitzt, d.h. separabel ist.

Wir betrachten nun Linearkombinationen 8 = Ziaq + --- + Z,«,, der «; mit
Unbestimmten Z;.

Fiir jede Permutation m € &,, sei m(3) = Zioz(1) + -+ + ZnQr(n)-

Wir bilden nun das Polynom

g X) =[] X==xB) = [] X~ (Ziaxq) + -+ Znttn(w)))-
TES,, TES,,

Wegen mg(X) = g(X) fiir alle 7 € &,, ist jeder Koeffizient von Zi'...Zi» X7 eine
symmetrische Funktion in den «;’s und liegt daher in k.
Somit ist g(X) = g(X, Z1,...,2Z,) € k[X, Z1,...,Z,).

Wir zerlegen nun ¢ in k[ X, Z1, ..., Z,] in seine irreduziblen Faktoren und erhalten

g=g192--"9s-

Sei gy jener Faktor, welcher den Linearfaktor (X — 3) enthélt.

Wir kénnen nun fiir jedes 7 € &,, eine Permutation U, der Z; bilden durch
U.Z; = n(i)-

Dann ist

Uﬂ(ﬁ) = ZaiZ,r(i) = Zaﬂfui)zi = W_l(ﬁ>.

Da ¢g(X) auch in der Form ¢(X) = [[ (X — U;-10) geschrieben werden kann,
TeES,
ist
g=Urg= (Uﬂ'gl) T (Uﬂ”gs)'

Die Abbildung U, permutiert also die irreduziblen Faktoren g;. Wir behaupten nun,
dafl die Galoisgruppe G = G(K/k) isomorph ist zur Untergruppe H aller 7 € &,, mit
Urg1 = g1

Denn ¢y hat in K[X, Zy,...,Z,] die Zerlegung

g1 = H(X - Uﬂ(ﬂ))

Tes

flir eine gewisse Teilmenge S C G,,.
Diese Menge S stimmt mit H {iberein:
Denn wegen U,g; = g1 muf} g; den Linearfaktor (X —U,(3)) fir # € H enthalten.
Ist umgekehrt 7 € S, dann enthiilt U_'g; den Linearfaktor X — 3 und mufl daher
mit g; iibereinstimmen, d.h. U;! = U,—1 muBl 7= € H erfiillen.
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Da H eine Gruppe ist, ist auch = € H.
Sei nun R(X,Zy,...,Z,) = [[ (X —7(B)) = [] (X —Ux(0)).

TeG TeG
Dann liegt R in k[X, Z1,...,Z,], weil die Koeffizienten im Fixkorper unter der

Galoisgruppe G liegen. Auflerdem ist R ein Teiler von g in K[X, Z1,...,Z,] und
daher auch in k[X, Z1,..., Z,].

R 148t sich also als Produkt von g;’s schreiben.

Da X — 3 ein Teiler von R in K[X, Zy,...,Z,] ist, kommt g; unter den Teilern
von R vor, d.h. g1 | Rin k[X,Z4,...,Z,].

Insbesondere ist also H eine Teilmenge von G.

Sei umgekehrt p € G. Dann ist p~lg; = g1, weil g1 € k[X, Z1,...,Z,] ist und p
die Koeffizienten festlédft. Daher kommt X — p~!(8) = X — U,() als Linearfaktor in
g1 vor. Das bedeutet aber, dal p € H ist. Es ist also G C H. Insgesamt ergibt sich
H=aG.

Wir fassen diese Ergebnisse zu folgendem Satz zusammen:

(3.14) Satz. Sei f(X) € k[X] ein normiertes irreduzibles Polynom mit lauter
verschiedenen Nullstellen «v,...,ay,. Sei § = > Z;«; mit Unbestimmten Z;. Dann
liegt

Q(X, Y/ P Zn) = H (X - (Zlaﬂ'(l) + Znafr(n)))
T€ES,

in k[X,Zy,...,Z,]. Sei g1 der irreduzible Faktor von g mit g1(3) = 0. Dann ist
die Gruppe H aller Permutationen m € &,,, die g1 in sich iiberfiihren, isomorph zur
Galoisgruppe G(K/k) des Zerfillungskorpers K von f(X) iiber k.

(3.15) Korollar. Sei f(X) € Z[X] ein normiertes irreduzibles Polynom mit
Wurzeln g, . .., . Sei p eine Primzahl und ¢, (f) das Bild von f unter dem kanon-
ischen Homomorphismus von Z[X] auf F,[X]. Hat ¢,(f) lauter verschiedene Null-
stellen, dann ist die Galoisgruppe H von ¢, (f) eine Untergruppe der Galoisgruppe
G von f(X).

BEWEIS. Sei g = g1 - - gs wie oben.

Beim Homomorphismus ¢, geht das iiber in ¢,(g9) = ¢p(91) - op(9s) € FplX],
weil nach dem Gauf’schen Lemma alle g; in Z[X] liegen. Da die Permutationen 7 € G
den Faktor g7 in sich tiberfiihren, fithren sie auch ¢,(g1) in sich tiber. Nun kann aber
©p(g1) tber F,, noch weiter zerfallen. Die entsprechende Stabilisatorgruppe H ist also
eine Untergruppe von G.

(3.16) Satz. Fiir jedes n > 4 gibt es ein normiertes irreduzibles Polynom
f(X) € Z[X], dessen Galoisgruppe die symmetrische Gruppe &,, ist.

BEWEIS. Seien f1(X) , f2(X), f3(X) normierte Polynome n-ten Grades aus Z[X]
mit den folgenden Eigenschaften:

1) f1(X) mod 2 ist irreduzibel in Fy[X] vom Grad n.
2) fa(X) = gn—1(X)g1(X) mod 3, so dal deggn—1 = n — 1 und g,—1(X)
irreduzibel in F3[X] ist und deg g;(X) =1 ist.
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3) f3(X) = ha(X) h3(X) mod 5, wobei deghs(X) = 2 ist und ho(X) irre-
duzibel in F5[X] ist und fir n = 1 (mod 2) h3(X) irreduzibel ungeraden
Grades in F5[X] ist. Fir n = 0 (mod 2) sei h3(X) das Produkt von 2
irreduziblen Polynomen ungeraden Grades.
Sei schlielich
f(X) = =15/1(X) + 10f2(X) + 6f3(X).

Dann ist wegen 10+ 6 — 15 = 1 das Polynom f(X) ein normiertes Polynom aus Z[X]
und es gilt

1(X) mod 2
Q(X) mod 3
(X) mod 5.

=

S

SN—
e

S

w

Da f1(X) mod 2 irreduzibel ist vom Grad n, ist f(X) ebenfalls irreduzibel. Die
Galoisgruppe von f(X) ist daher transitiv.

Da f(X) mod 3 den irreduziblen Faktor g,_1(X) besitzt und die Galoisgruppe
daher transitiv und zyklisch von der Ordnung n — 1 ist, muf ihr erzeugendes Element
und daher auch die Galoisgruppe G einen (n — 1)-Zyklus besitzen.

Da f(X) mod 5 wegen deg hy = 2 einen 2-Zyklus und entweder einen oder zwei
Zyklen ungerader Ordnung enthélt, ist eine geeignet gewéhlte ungerade Potenz des
erzeugenden Elements eine Transposition.

Da also G transitiv ist, eine Transposition und einen (n—1)-Zyklus enthélt, enthélt
sie alle Transpositionen und daher die gesamte &,,. Es ist klar, dafl man fir n > 4
alle Bedingungen erfiillen kann.

BEMERKUNG. Fir n = 6 ist

X%+ X + 1 irreduzibel in Fy
(X5 42X + 1)(X + 1) erfiillt die Bedingung (mod 3) und
(X2 + X +2)(X +1)(X? + 3X + 2) erfiillt die Bedingung mod 5.

Daher ist

FX)=—15(X5+ X +1) + 10(X°® + X5 +2X? + 1)+
+6(X% +2X° + X* +3X2 +2X +4)
= X6 4+22X° + 6X* +38X2 - 3X +19

ein Polynom 6-ten Grades, dessen Galoisgruppe die Gg ist.

Abschlieflend wollen wir zeigen, dafl die Auflésbarkeit der Galoisgruppe nicht nur
notwendig sondern auch hinreichend fiir die Auflésbarkeit durch Radikale ist.
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Grundlegend dafiir ist Satz (2.11). Er besagt, da$ eine zyklische Erweiterung K /k
eines Korpers der Charakteristik 0 eine Radikalerweiterung ist, falls k£ gentigend viele
Einheitswurzeln enthalt.

Wie das Beispiel der Gleichung X3 —3X —1 iiber Q zeigt, wo der Zerfillungskérper
den Grad 3 iiber Q hat und daher zyklisch vom Grad 3 ist, jedoch keine Radikaler-
weiterung ist, ist die Voraussetzung iiber die Einheitswurzeln dabei wesentlich.

Wir wollen uns daher zunéchst {iberlegen, wie sich eine Adjunktion von Ein-
heitswurzeln auf die Galoisgruppe auswirkt. Dazu beweisen wir einen allgemeinen
Satz, der in der Literatur als ,Translationssatz“ bezeichnet wird. Diese Bezeich-
nungsweise wird verstandlich, wenn man ein Diagramm der gegenseitigen Lage der
betrachteten Korper zeichnet.

(3.17) Translationssatz. Sei K = k(«) eine normale Erweiterung eines Korpers
k der Charakteristik 0 und F' eine beliebige endliche Erweiterung von k. Dann ist die
Galoisgruppe G(F(«a)/F) = H isomorph zur Untergruppe U jener Automorphismen
der Galoisgruppe G = G(K/k), die K N F elementweise festlassen.

BEWEIS. Sei p(X) das Minimalpolynom von « iiber k.

Dann ist F'(«) als Zerfallungskorper von p(X) tiber F ebenfalls normal tiber F'.
Das Minimalpolynom g(X) von « iiber F' ist ein Teiler von p(X) in F[X]. Jedes
7€ H=G(F(a)/F) ist durch 7(c) eindeutig festgelegt.

Die Restriktion von 7 auf den Teilkérper K fithrt o ebenfalls in 7(a) iiber und
ist daher ein Element der Galoisgruppe G(K/k). Die Zuordnung 7 — 7 |k ist klar-
erweise ein Homomorphismus. Der Kern dieses Homomorphismus besteht nur aus der
Identitét, weil dann 7(a) = « ist.

Der Fixkorper von H ist F'. Schrankt man H auf den Teilkorper K ein, so wird
genau K N F festgelassen.

Sei nun ¢(X) das Minimalpolynom von « iiber K N F. Dann gilt g(X) | ¢(X). Da
aber g(X) € (K N F)[X] ist, ist sogar g(X) = ¢(X). Daher sind H und U isomorph.

Nach diesen Hilfstiberlegungen kénnen wir Satz (2.11) weitgehend verallgemeinern.

(3.18) Satz. Sei K/k normal mit abelscher Galoisgruppe G(K/k). Dann lafit
sich jedes Element von K durch Radikale iiber k ausdriicken.

BEWEIS. Sei [K : k] = n und ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel.

Nach (3.17) ist dann K (¢)/k(¢) eine normale Erweiterung und H = G(K (¢)/k(¢))
isomorph zu einer Untergruppe der abelschen Gruppe G(K/k) und daher ebenfalls
abelsch.

Nach dem Hauptsatz tiber endliche abelsche Gruppen 1afit sich H als direktes
Produkt von zyklischen Gruppen darstellen:

H=Cp, x--xChp,.

Dann ist
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H=HyDH =Cp, X xCp, DHy=Cpy x---xCp, D...
DHS*IZCmS D{l}ZHS

eine Kette von Untergruppen mit H; 1 < H;, weil alle Gruppen abelsch sind und

Hi/Hi-l-l = CmH»l'
Sei F; = K(¢)Hi der Fixkérper von H;.

Dann ist Fj,1/F; normal und G(Fiy1/F;) = Cp,, ., also zyklisch.

Da in k(¢) die nétigen Einheitswurzeln vorkommen, folgt aus (2.11), dafl sich jedes
Element von F;y; durch Radikale iiber F; ausdriicken 1aft.

Betrachten wir nun die Kette der Teilkorper

ECk(()CF CF,C---CF,=K((),

so sehen wir, daf} sich jedes Element von K(¢) und daher auch jedes Element von
K C K(¢) durch Radikale {iber k darstellen 148t.

Nun koénnen wir das Hauptresultat von E. Galois beweisen.

(3.19) Satz von E. Galois. Sei k ein Korper der Charakteristik 0. Die Gle-
ichung f(X) = 0 aus k[X] ist genau dann durch Radikale iiber k l6sbar, wenn die
Galoisgruppe von f(X) auflosbar ist.

BEWEIS. Es ist bloff noch nachzuweisen, dafl aus der Auflésbarkeit der Galois-
gruppe die Auflosbarkeit durch Radikale folgt.

Sei also K der Zerfallungskorper von f(X) und die Galoisgruppe G(K/k) auflosbar.
Dann gibt es eine Kette von Untergruppen

G=Gy2G1 2 2Gs = {1},

so dal G411 < G; und G; /G471 abelsch ist.
Sei F; = K%i.
Da G; < G;_1 ist, ist E; normal iiber F;_; und G(Ez/El_l) = Gi—l/Gi~
Nach (3.18) 148t sich jedes Element von F; durch Radikale iber E;_; ausdriicken.
Da die Korperkette
k=E,CE C---CE, =K

von k nach K fithrt, 148t sich also jedes Element von K durch Radikale iiber k
ausdriicken. Insbesondere gilt das fiir die Nullstellen der Gleichung f(X) = 0.

Dieser Satz kann als der ,tiefere Grund“ dafiir angesehen werden, daf3 die Gle-
ichungen 1.-4. Grades tiber Q durch Radikale aufldsbar sind. Denn nach (3.9) ist die
symmetrische Gruppe &,, fiir n < 4 auflésbar.

(3.20). Die allgemeine Gleichung 4. Grades.
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Sei f(Z) = 7% — 5173 4+ 597% — 537 + 54 die allgemeine Gleichung 4. Grades iiber
einem Korper F' der Charakteristik 0. Seien z1, 29, 23, 24 ihre Wurzeln. Wir wissen
aus (1.47), dafBl ihre Galoisgruppe die & ist.

Durch die Substitution Z = X + %+ geht f(Z) in

X4 4 pX2 4 gX +7

iiber. Wir nennen die Wurzeln x1, x5, 3, 4.
Nach (3.9) ist 64 D Uy D V D {1} eine Kette von Untergruppen der &4 mit

Sy /Uy = Cy

und Ay /V = Cs.
Dieser Kette von Untergruppen entspricht nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
(1.37) eine Kette von Teilkérpern

kECk(d)CLCK,

wobel k = F(sy, S2, 83, 84) und K = F(x1, 22,23, x4) ist.
Dabei ist [L : k(d)] = (A4 : V) = 3.
Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es y; € L, so da L = k() (y1) ist.
Die Elemente von L sind jene Elemente von K, die unter der Vierergruppe
V ={e,(12)(34), (13)(24), (14)(23)} festbleiben, wihrend die Elemente von k() die
Fixpunkte unter der 4 sind. Ein Element y; ist genau dann primitives Element von
L tber k(0), wenn es durch die Wirkung der 204 genau 3 konjugierte Elemente besitzt.
Man verifiziert sofort, dafl (x1 + x2)(z3 + x4) und daher auch

y1 = —(x1 + 22) (23 + 24)

ein solches Element ist. Die Konjugierten sind

Y2 = — (71 + x3)(T2 + 74)
und  y3 = —(x1 + z4)(x2 + z3).

Sie gehen aus y; durch die Permutationen (132)(4) bzw. (123)(4) aus der 2y
hervor. Da auch die gesamte &, die y; untereinander permutiert, liegt das Polynom

(Y —y)(Y —y2)(Y — y3) in K[Y].

Setzt man fiir die y; die obigen Ausdriicke ein und driickt das Resultat durch die
elementarsymmetrischen Funktionen aus, so ergibt sich nach einiger Rechenarbeit die
Gleichung

Y34+ 2pY2 + (p? —4r)Y — 2 =0,
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die sogenannte kubische Resolvente der Gleichung 4. Grades (vgl. II. (3.8)). Thre
Wurzeln y1, y2, y3 konnen mittels der Cardano’schen Formeln berechnet werden.
Nun ist
k(y17y27y3) g k(d)(ylay27y3) = k((s)(yl) =L.

Die Menge aller m € &4, welche y1, y2, y3 elementweise festlassen, ist genau die Vier-
ergruppe V', wie man leicht sieht. Daher ist k(y1,y2,y3) = L.
Nun gilt (z1 + 22)(x3 + x4) = —y1 und 1 + 22 + x3 + x4 = 0.

Somit ist
(Z = (x1 + 22))(Z — (33 + 24)) = Z° — 1.
Daher ist
1+ 22 = /11 und 3 + T4 = —/Y1.

Analog ist
T1+ T3 =4/Y2, T2+ Ty = —/Y2
T1+ T4 = /Y3, T2+ 23 =—1/Y3.

Wegen

VIIVY2VY3 = (21 + 22) (71 + 23) (01 + 74) =
= 23 (x1 + o + 23+ 14) + Z T T =
i<j<k

= E T; il = —q

1<j<k

ist durch die Wahl der Vorzeichen von ,/yr und /y2 das von ,/y3 eindeutig fest-
gelegt.
Es ergibt sich dann

i
3(

T3 :%(—\/yl + /Y2 —\/Y3)
(=L — Y2+ /U3)-

Sind die s; keine Unbestimmten sondern reelle Zahlen, so muf eine Losung y; der
kubischen Resolvente reell sein und y3 = 77 gelten. Wegen —q? < 0 ist dann 3; > 0,
d.h. \/y1 reell und daher (X —2;)(X —22) € R[X]. Man erkennt auf diese Weise den
theoretischen Hintergrund des Tricks von R. Descartes, den wir in II. (3.7) skizziert
hatten.
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