Mathematische Randbemerkungen 9.

Die Binomialidentitat von N.H. Abel und einige g-Analoga.

Johann Cigler

0. Einleitung

N.H. Abel hat in [1] folgende schéne Formel bewiesen:

(X+y)" :i(ﬂjx(x—ka)k‘l(y+ka)”"‘. (0.1)

Die dabei auftretenden Polynome 1, x, X(X — 2a), x(x — 3a)?,---, also
a (x,a) = x(x—na)"" (0.2)
fir n e N, werden seither Abelpolynome genannt.

Er gab allerdings keinen Hinweis darauf, wie er sie gefunden hat, sondern lieR sie sozusagen
vom Himmel fallen und verifizierte sie dann mittels vollstdndiger Induktion.

Derartige Situationen trifft man in der Mathematik immer wieder an: Schone Resultate
tauchen plotzlich auf und man erkennt erst im Nachhinein, was da eigentlich dahinter steckt.
Ich mdchte im Folgenden versuchen, einige einfache Resultate uber die Abel’schen Polynome
und ihre g— Analoga aus den Arbeiten [1] - [10] so darzustellen, dass ihre Struktur deutlich

erkennbar wird. Fir natzliche Hinweise mochte ich mich bei Michael Schlosser bedanken.

Mit Hilfe der Abel’schen Polynome schreibt sich die Abel’sche Identitét in der Gestalt

n

(x+y) = Z[E]ak(x,a)(w @)™, (0.3)

k=0
Fur a =0 reduziert sie sich auf den binomischen Lehrsatz und fiir y =—x auf die Tatsache,
dass die n—te Differenz eines Polynoms (n —1) —ten Grades identisch 0 ist.

1. Beweis der Abel’'schen Identitat

Ein moglicher Weg, die Formel zu beweisen, besteht darin, dass man die linke Seite bei
festem x als Polynom n—ten Grades in y auffasst und versucht, dieses Polynom durch die

Polynome (y +ka)"™, 0<k <n, die eine Basis fiir den VVektorraum aller Polynome vom
Grad <n bilden, darzustellen.



Es gibt dann Koeffizienten b(n,k,a, x), so dass

(x+y)" = Zn:b(n, k,a, x)(y +ka)™™* gilt.

n
Berechnet man diese fur kleine n, so sieht man sofort, dass b(n,k,a, x) = (k]c(n, k,a, x) ist,

wobei c(n,k,a, x) unabhéngig von n ist und mit a,(x,a) tGbereinstimmt.
Um diese Tatsache zu beweisen, machen wir den Ansatz

n

(x+y)" :Z[E]c(n,k,a,x)(y+ka)”k. (1.1)

k=0
Durch Differentiation nach y ergibt sich
nn
n(x+y)"" = Z(kj(n —k)c(n,k,a, x)(y +ka)"™ "
k=0
Andererseits ist
n(n-1
(X+y)" = Z[ ) jc(n —~1,k,a,x)(y +ka)" ™.
k=0
Vergleicht man die Koeffizienten, so ergibt sich
c(n,k,a,x) =c(n-1k,a, x). Die Koeffizienten sind also wirklich unabhé&ngig von n.
Es muss also (0.3) mit gewissen Polynomen a, (x,a) gelten. Um diese zu berechnen, gehen

wir folgendermalien vor. Wir betrachten die Formel fiir den Wert n—1, multiplizieren mit
cn, wobei ¢ eine noch zu bestimmende Konstante sei,

en(y + %)™ = kﬁ;(n i;iJﬁak(x,a)(y+ka)“k%
ei(n 1 S(n—K) +2
= kz_;‘(kjak(x, a)(y +ka) Vika
und vergleichen mit der Formel fir den Wert n
(y+x)" = g(mak(x,a)(w ka)™*. (13)
)

Wenn wir y und ¢ so wéhlen kdnnen, dass =1 ist, dann ergibt sich

y +ka
a (x,a)=(y+x)"—cn(y+x)""=(y+x—cn)(y+x)"".
Die Gleichung y +ka =c(n—k) hat die Loésung ¢c=-a,y = —an.
Daher erhalten wir

a, (x,a)=(x-na)" +na(x—na)"" = x(x—na)" ™.

Das ist im wesentlichen der ursprungliche Beweis von N.H. Abel.



2. Eine Verallgemeinerung

Allerdings gibt dieser Beweis keine Antwort auf die Frage, warum man gerade nach den
Polynomen (y +ka)"™* entwickeln soll.

Was passiert, wenn man stattdessen Polynome (y +a,)"™* fiir eine beliebig vorgegebene
Folge (a,) betrachtet?
Sei also

(y+x)" = i[rk]j 9 (g, 8, )(y +a)"™" (2.1)

Hier liefert dieselbe Uberlegung, dass g, unabhangig von n ist.
Diese Polynome heiRen Gontscharoff-Polynome (vgl. z.B. [8]).

Die Folge beginnt mit g,(x) =1,9,(x;a,) = X—a,,9,(X;8,,8,) = (X —a,)(X+a,—2a,),
Um diese Polynome explizit zu berechnen, setze man in (2.1) y =0. Dann ergibt sich

n

X" =Z(E]gk(X;aof'"ak1)akn_k- (2.2)

k=0

Daraus folgt
n-1

n
9,(X%a, 8, ;) =X _Z(kJgk(xiao""vak-l)aknk-

k=0

Wir imitieren den obigen Beweis und fragen, ob die Gleichung y +a, =c(n—k) eine Losung
besitzt. Dann muss also a, +ck unabhangig von k , also eine Konstante sein. Wir sehen daher,
dass der obige Beweis nur fur a, =ak +b mit Konstanten a,b funktioniert. Wir erhalten in
diesem Fall

9,(%8,,,a_,) =(x—na—b)" +na(x—na-b)"* = (x-b)(x—na-b)"" =a (x-b,a).

Das ergibt die Formel

n

n
(x+y)" =Z(k]ak(x—b,a)(y+b+ka)”‘k. (2.3)

k=0
Diese folgt natiirlich auch sofort aus (0.1), wenn man x — x—b,y — y +b setzt.

Das scheint tbrigens der einzige Fall zu sein, wo die Gontscharoff-Polynome eine
Produktdarstellung besitzen.



3. Entwicklung nach Abel’schen Polynomen

Fur y =0 ergibt sich aus der Abel’schen Formel

n

X" = Z(Ejak(x,a)(ka)”k. (3.1)

k=0
Das kann man auch folgendermalen formulieren:

. Sa(xa)(dY
e

k=0
Durch Linearkombination ergibt sich flr jedes Polynom

(k)
D(x) = Zpk—(!ka)ak(x,a). (3.2)

Das ergibt eine nitzliche Interpretation der Abel’schen Formel: Sie gibt die Entwicklung von
Polynomen nach den Abel’schen Polynomen an.

Wahlt man p(y) =(x+y—an)", so erhdlt man

n

n k
(x+y—an)' = Z(k]ak(x,a)(y —(n—=k)a)"*. (3.3)

k=0

Diese Sichtweise fuihrt zu einem weiteren Beweis der Abel’schen Formel: Wir gehen von
a (x,a) = x(x—na)"™" aus und untersuchen Entwicklungen nach diesen Polynomen.

Sei0=0, = di der Differentiationsoperator und E* der VVerschiebungsoperator
X

E®x" =(x+a)" auf dem Vektorraum der Polynome. Der binomische Lehrsatz besagt,

n n k
dassE*X" = (x+a)" = Z( jakx”‘k = za—ﬁkx” =e¥x",
k=0 k k>0 kl

d.h. E* =e* ist.

Man verifiziert sehr leicht, dass

o(x(x—na)"*)=n(x—a)(x—na)"* ist.

Das lasst sich auch in der Gestalt 5(x(x —na)"*) = E *nx(x - (n-1)a)"*

oder
oe*a (x,a) =na, _,(x,a) (3.4)

schreiben.
Daher ist (0e”)"a,(x,a) =n(n-1)-(n—k +Da,  (x,a) = (n),a, ,(x,a)
oder
0" (x(x—na)™™) = (n), ™ x(x— (n—k)a)"" = (), (x — ka)(x —na)"*".
Speziell gilt also
Al (ka,a) =n![k =n]. (3.5)



Ist also f (x) ein beliebiges Polynom und entwickelt man

f(x)=> c(k,a)a(xa),
k
dannist f™(x)=> c(k,a)a’(x,a) und daher f®(na)="> c(k,a)a”(na,a)=nlc(n,a).
k k
iy . f ) (ka) : . : ,
Man erhélt also wieder f(x)= ZTak(x,a) und damit auch wieder die Abel’sche
k -

Formel.
Diese lasst sich auch in der Gestalt

e % p(y) = Zak(kx!, a) ako, (ay)k 0(y)

fiir alle Polynome p(y) schreiben oder, was auf dasselbe hinauslauft, als die Identitat fir
formale Potenzreihen

Xz ak(X’a) az k
e” =) ——=(e%z). 3.6
$E0 oy =
Denn jede formale Potenzreihe > a,z kann mit dem linearen Operator » a0 auf dem
k>0 k>0

Vektorraum der Polynome identifiziert werden. Diese Zuordnung ist ein
Algebraisomorphismus, flhrt also die algebraischen Operationen ineinander tber.

Vergleicht man die Koeffizienten auf beiden Seiten von (3.6), so ergibt sich
X' Z”: a (x,a) (ak)"™*

nl & k! (n=k)

also wieder (3.1).

4. Die Binomialeigenschaft

Aus (3.6) ergibt sich wegen e**? = e“e" durch Koeffizientenvergleich die
Binomialeigenschaft

a,(x+y,2) =2(Ejak<x,a)ank(y,a). @)

Gian-Carlo Rota [9] hat gezeigt, dass sich die Binomialeigenschaft durch eine Reihe anderer
Eigenschaften charakterisieren l&sst.

Eine Folge (p,(x)) von Polynomen mit deg p, = n heift Polynomfolge vom Binomialtyp,
wenn fir alle ne N gilt

p,(X+y)= Z(:) P (X) Py (Y)-



Das ist gleichbedeutend damit, dass es eine formale Potenzreihe ¢(z) mit ¢(0) =0 gibt, so
dass gilt

z pk(X) Z (Z) (42)
Und das bedeutet wieder, dass
p,(0)=[n=0] (4.3)
und
Qpn(x) = npn—l(x) (44)

gilt, wobei Q =d¢(0) ist.

k
Der Prototyp einer Folge vom Binomialtyp ist p,(x) = x". Hier ist e* = Zx—lzk und Q =0.

k>0

Im Fall der Abelpolynome p, (x) =a, (x,a) ist Q = de*.

Bei diesem Zugang kann man also die Abel-Polynome als die Folge vom Binomialtyp
charakterisieren, die dem Abel-Operator Q = de* entsprechen.

Rota hat einige konkrete Formeln fur die zu einem Operator Q gehdrigen Polynome vom
Binomialtyp angegeben. Schreibt man Q = of (9), dann gilt
p,(X)=xf (8)"x" = f(8)"X" —(f(a)*")' X" = (f (9)) f(8)"'x". Das liefert fir die

Abelpolynome
X(x-na)"™ = (x—na)" +na(x—na)"" = (1+ad)(x-na)".

Es ist also

a,(x,a) = (1+ad)(x—na)" (4.5)
oder
(x-na)’ =——a,(12) = Y. (-1'a‘a (x.a) = 3. (-1)a" (), (X —ka.a), (4.6)

Die Folge der Polynome p,(x)=a,(x,a) ist die eindeutig bestimmte Folge von Polynomen,
welche p,(x) =1, p,(0)=0 fir n>0 und Qp,(X)=np, ,(x) erfullt, wobei Q der lineare

Operator ist, der durch Q = de* definiert ist.
Daraus ergibt sich nach (3.4) die rekursive Definition

a,(x,a)= nJX‘anl(t—a)dt 4.7)

mit Anfangswert A (x,a)=1.



5. Zusammenhang mit der Formel von Lagrange

Aus Formel (3.6) lasst sich bekanntlich sofort die zu ze ™ beziglich der Komposition inverse
formale Potenzreihe g(z) berechnen. Denn es gilt

xg(z) _ ak(Xf_a) k
e = Zk:—k! z~.
Differenziert man nach x und setzt dann x =0, ergibt sich

9(z) = Zak(o ~a), Z(k . (5.1)

Eine andere damit zusammenhangende Formel ist

exz _ Z(X+ak) ( g )k . (52)

k>0

Sie kann folgendermaRen erhalten werden: Aus (4.6) ergibt sich
—bo

1+ao0
Wenn man in (0.1) y =—na—b setzt, erhdlt man

a,(x,a)=(x—na-h)".

n n

(X—na—b)" = Z(Ejak(x,a)(—a(n _K)—b)™* = Z(Ej(—ak _b)a_ (x.a)

k=0 k=0
oder damit dquivalent

(x—na—b)" :[Z% ja (x,a).

Ein Vergleich der beiden Formeln ergibt (5.2).

Oder man setzt in (0.1) y — x—na und X — y +na. Dann ergibt sich

n

n k k-1
(x+y)" = Z[k](x —a(n=k)""(y +(n-k)a)“"(y +na).

k=0

Mit k - n—-k und a — —a schreibt sie sich

(X+y)" = Z(EJ(X T ak)*(y —ka)™ "+ (y —na) = Z[EJ(X +ak)*(1-ad,)(y —ka)"™.

k=0 k=0
Das bedeutet
(x+ak) ~a0,\K
ey =(1-ad,)> 1 (8ye ) y
k>0
oder
X+ ak o
~(-an)y ) ey
k=0 k.
d.h. (5.2).



Man kann (5.2) auch folgendermal3en formulieren

k
1 _ Z(X-i—ak) Zke_(akH)Z- (53)

(ak+x)z

Wenn man e~ in eine Potenzreihe entwickelt und Koeffizienten von z vergleicht, sieht
man, dass das aquivalent mit

Ma”:ji04ﬁk(:yx+amn
ist. _

k . k )
Fuhrt man den Differenzenoperator A =e’ —1 ein, so gilt A* = Z(—l)"‘J ( jje’a . Nun ist Klar,

k=0
dass
“X™ =k![k =m] (5.4)

m
fur k >m gilt. Denn AX™ = (x+1)" —x" = Zik]xm‘k ist ein Polynom vom Grad m—1 mit

k=1
hdchstem Koeffizienten m.
nn
Daher ist A"(x +ak)" = A“Z(kj x“(ak)"™* =nla".

k=0

Formel (5.3) ist also mit (5.4) fur k > m aquivalent.

Man kann (5.3) aber auch folgendermaRen beweisen: Sei f(x,a,z) = Z% kg-(@k+0z,
k>0 -

Dann ist wegen (3.6)

X(X+ak) k —(ak+x)z (X+ak) k —(ak+x)z
f(x,a,2)=) —————7 +a
(a0=2 7 2 k0

_e—xzz A<(X -a) e —akz_l_azz (x+a(k +1)) k(@ z _

=1+azf(x+a,a,2).
k>0 k>0 k'

Iteriert man das, so erhalt man
f(x,a,z)=1+az+a’z* +---+a"'z"" +a"z"f (x+na,a,z).

Das impliziert f(x,a,z) =

l-az

Die Formeln (5.1) und (5.2) werden tblicherweise mit der Formel von Lagrange bzw. der
Formel von Lagrange-Blrmann bewiesen.

Im Spezialfall der Abel’schen Polynome reduziert sich das auf das folgende Problem: Sei
f (z) eine formale Potenzreihe. Man bestimme die Koeffizienten in der Entwicklung

_ S % (e
f(z)_;k!(ze ).
Wenn wir wieder den Isomorphismus z — & betrachten, ergibt sich

f(8)a,(x,a) = Z%(Ge“)k a (x,a) = i[ﬂ)ckank(x,a).



Seinun L das lineare Funktional auf den Polynomen, das durch Lp = p(0) definiert ist.
Dann ergibt sich wegen La, (x,a) =[n=0]

¢, = Lf(0)a, (x,a) = Lf (8)x(x—na)"™.

Nun ergibt sich aus L(6“x") =n![k =n]=L(8"x"), dass L(f(3)p(x))=L(p(d)f(x)) gilt,
wenn p(x) ein beliebiges Polynom ist.

Aulerdem ergibt die Pincherle-Ableitung (vgl. [9]) f(8)x—xf(0) = f'(8), wenn x der
Multiplikationsoperator mit x bedeutet.

Denn wegen (8x—58) f(x) = (xf (x)) =xf'(x)= f(x) gilt ox—xd=1 und daraus mit
Induktion 0"x — x0" =nd" . Denn

0"x - x0"! = 0(0"x — x0" ) + (0x — X0)@" = and" " + 0" = (N +1)0".

Insgesamt erhalten wir also

¢, = Lf (8)x(x—na)"™* = L(xf (0) + f'(9))(x—na)"™" = Lf'(d)(x—na)"™* = Lf'(6)e ™ x"*
= L™ ™ £ /(x).

Das ist der Spezialfall der Formel von Lagrange fiir die Entwicklung nach (zeaz)k.

Im Fall f(z)=¢e" ergibtsichalso c, =Lo""e "™ ye” = y(y—na)"™.
Auch das ist ein Zugang, wo die Abel-Polynome auf ,,naturliche* Weise auftreten.

Den Spezialfall der Formel von Lagrange-Burmann erhélt man, wenn man die Koeffizienten
von

()

l+az < k!
berechnet.
Hier ergibt sich aus (4.5) analog wie oben

f(0)(x—na)" = %an(x,a) = i(mckan_k(x, a).

Daraus folgt
¢, = Lf(0)(x—na)" = Lf (8)e "™x" = Lo"e "™ f (X).




6. Gontscharoff-Polynome

Eine direkte Verallgemeinerung der Abel’schen Polynome bilden, wie bereits erwahnt, die
Gontscharoff-Polynome (vgl. z.B. [8]). Zu jeder Folge reeller Zahlen a,,a,,a,,--- definiert

man Polynome g,(X;a,,:--,a, ;) durch (2.2). Sie sind daher die Koeffizienten in der formalen
Potenzreihe

= z gn(x;ao’.“,anil)zneanz- (61)
n!
Fir a, = na reduziert sich das auf (3.6).
Aus
Zg (a01a0’ 5 a, 1)Zneaz
folgt
Zg (ao1aov -, a _1)Zneaz

n=1

und durch Verglelch der Koeffizienten von z", dass g,(a,;a,,-:-,a,,) =[n=0] ist.
Das entspricht im Fall a, = na der Eigenschaft (4.3).

Koeffizientenvergleich liefert

:i(Ejgk(X;aO"”’ak—l)al?_k' (6.2)

k=0
Das ist das Analogon von (3.1).
Diese Formel ist wieder aquivalent mit dem Analogon von (3.2)

(k)
00 =3 F P8 (a0, 6.3)

Hier sieht man also, wie p(x) aus den Ableltungen p™ (a,) rekonstruiert werden kann.
Differenziert man (6.1) nach x und dividiert dann durch z, so ergibt sich durch
Koeffizientenvergleich

0g9,(x;a,,+,a,,)=ng, ,(X;a,---,a,,). (6.4)

Daraus ergibt sich die Rekursionsformel
9, (X8, +,a, ) =n[ g, (ta,.a,,) (6.5)
)

mit g,(x) =1.
Weiters folgt aus (6.4) die Biorthogonalitatsrelation

0“9,(a,;8,,-,a,,) =n![n=k]. (6.6)

10



Der einzige Fall, wo eine geschlossene Formel fiir die Gontscharoff-Polynome bekannt ist,
entspricht den arithmetischen Folgen y,y+a,y+2a,y+3a,---.

. - a (x,a
Hier ergibt sich aus e™** = Z%Zke(“ka’z, wenn man x — X —y setzt,
k H

exz — Za (Xkly a) ke(y+ka)z
k -

9,06y, y+ay+2a,,y+(n-1)a)=(x-y)(x—y-na)"' =a,(x-y,a). (6.7)

und daher

Die Formel (6.2) lautet in diesem Fall

n

X = z(ﬂ)(w @)™ (x - y)(x -y~ ka)“*

k=0

Aus (6.4) ergibt sich sofort

al(x,a) = (x —ka)(x —na)" ™,

(n —k)'

7. g-Analoga der Abel’schen Identitat

Im Folgenden sei D oder D, immer der g — Differentiationsoperator, definiert durch
Df () = L) = F (@)

(1-0g)x
Weiters verwenden wir die Ublichen Notationen der g — Analysis, wie sie in meinem
Skriptum ,,Elementare q — Identitaten* definiert sind, wir setzen also speziell

[n]=

[n]l—H[J] un {H:ﬁ fur 0 <k <n. Die beiden q— Analoga der

k
Exponentialfunktion seien e(x) = Z— und E(x) = Zq( j— Sie erfiillen
o [K]! o0 [K]!
e(X)E(-x) =1.

Um die folgenden Formeln tbersichtlicher zu gestalten, setze ich (y + x)" := H (y+9’x) und

n-1
analog (y~x)":= H (y—q'x) . Es gilt dann bekanntlich

j=0

Z(X[k]l A 22§3 und E(aD)y" :(y+a)"'(Y+q”‘1a),

Wir suchen nun ein g— Analogon der Abel’schen Identitét.
Wir suchen also eine Formel der Gestalt

fn(Ya X) = Zn:[E:IGk(X;ao""’ak—l) fn—k(ylak)’

wobei alle vorkommenden Polynome eine schone Produktdarstellung besitzen sollen.

11



Dabei soll f,(y,x) die Eigenschaft D, f,(y,x)=[n] f,,(y,x) besitzen, damit dabei die

n
q— Binomialkoeffizienten LJ auftreten und G, unabhédngig von n ist. Die einzige derartige

n-1
Funktion, die eine explizite Produktentwicklung besitzt, ist f, (y,x) = H(y +q'x).
j=0

Um sich von der Unabhéngigkeit von n zu tiberzeugen, wendet man auf beide Seiten den
q — Differentiationsoperator D = D, an. Es ergibt sich
wegen D(y +x)" =[n](y+x)""

n-1

[“]<V+X>“1=Z{E}Gk<x)[n_k](y+ak>““.

Dabher ist
o _1 n-1
Z{”k }c;k(x)(wak)”‘k‘l =(y+x)"* :me[ ]k]G 090y +a)"™,

woraus die Unabhéngigkeit von n ersichtlich ist.
Wir suchen also Polynome G, (x) =G, (x;a,,-:-,a, ,), welche

(y+x)" =anmek(x;aomak_l)(y+ak)“k (7.1)

k=0
erfullen. Diese Polynome sind ein g — Analogon der Gontscharoff-Polynome.

Nun gehen wir analog zum Fall g =1 vor: Wir multiplizieren die Formel (7.1) fir den Wert
n—1 mit c[n] mit einer geeignet zu wahlenden Konstanten c. Das ergibt

n—k-1 k]

c[n]H(y+q X) = nZ{n L k}[[ ]]G(X)H(y+q ak%

+q""a,

Nun vergleichen wir mit Formel (7.1) und sehen, dass die ersten n—1 Terme Ubereinstimmen,

falls %—1 ist.
y+q

n—-k-1

+q
q —1 auf ak + b reduzieren. Eine naheliegende Wahl ist a, = a[k] +q“b.

o : : cln—-k : .
Nun versuchen wir wieder die Gleichung #:l zu lésen. Dabei muss sich a, fur
y

n-k -1-k k
Das ergibt y =c[n-k]-q"**a[k]-q" b= c@-9")-9"(-g )a—q”‘lb.

1-q
Damit das unabhangig von k ist, muss " “c+q"**a =0 sein, d.h.
a
C=——.
q

12



Mit dieser Wahl von ¢ ergibt sich

n—k n—k k
y=_2l-9")+q (1—q)_qn_1b=_g[n]_qn_1b.
q 1-q q

Insgesamt erhalten wir also beim Vergleich mit (7.1)

G,(x)= H(y+q X) — c[n]H(y+q X)=q" (X - b)H(y+q x) fir diese Werte y,c. Das

j=0 j=0
ergibt schlieRlich, wenn wir nun A, (x,a,b) an Stelle von G, (x) schreiben,

A (x,a,b) =q"* (x - bﬁ(qjx—%[n]—q”lbj (x- b)ﬁ(qx a[n]-g'b) (7.2)

j=1
fur n>0 und A,(x,a,b)=1.
Fir b=0 ergibt sich als q— Analogon der Abel-Polynome a,(x,a)

A (x,a) = A (x,a,0) = xﬁ(qjx—[n]a) (7.3)
fur n>0 und A(x,a)=1.

Es gilt also die von F.H. Jackson [5] gefundene Identitat

[Ty+a' =imAk<x,a)”H (y+a'[k]a). (1.4)
Fur beliebiges b ergibt sich
[To+am- i[ﬂ&(x,a,bfﬁ (v+a'[k]a+q"b) 75)

Wenn man a — a+ (1—qg)b Uberfuhrt, erh&lt man

G,(x,a,b)=H_(x,a+(1-q)b,b) =(x- b)ﬁ(qjx —[n]a-h). (7.6)

Im Folgenden werden wir im Fall b =0 immer jene Polynome A (x,a,b) oder G, (x,a,b)
verwenden, welche die einfachsten Formeln liefern.

Die (7.5) entsprechende Identitat fur G, (x,a,b) lautet
n-1 ) nIn n—k-1 . )
(y+qu)=Z{k}Gk(x,a,b)H(y+q’[k]a+q‘b). (7.7)
j=0 k=0 j=0

Als Analogon von (4.5) erhélt man
n-1
G,(x,a,b)=(1+aD)[ [ (a’x-[n]a-b). (7.8)

j=0
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Die Polynome G, (x,a,b) wurden zuerst von J. Hofbauer in [4] betrachtet, sie sind auch der
Spezialfall h =0 der Polynome a,(x;b,h,w,q), die W.P. Johnson in [6] betrachtet hat.
Die Formel (7.7) ist auch implizit in [7] (8.4) enthalten. Die dortige Formel lautet

(c;a), = :ZOM(—l)kq@ck %(Q‘km b;q) (c(d*a+b)q)

Dabei bedeutet (x;q), = (- x)(L—gx)---(1—q"'x).

b(1-qg)-a by @

: Ubergehen lasst, ergibt sich
(1-a)x (1-q)x

Wenn man hier a —

[kj 1—9 k-1 i (b + Tk
: X H(l—q (+[]a)j
ERCE O X
X

@ 1-(a+b)
1-(q*a+h)

(a"a+big) —>q

Setzt man jetzt
c— —1, so ergibt sich
y

kq[i) 1-(a+b)

e g as)

und

(q-ka+b;q)k —(x b)H(qx (b+[kJa))= G(xab)

(c(a“a+b)a) , — nlkn (v+xa'(b+[k]a)

=0

Insgesamt ergibt sich

[o+a0-3} e ] v [asan)

j=0 k=0

Wie J. Hofbauer ([4]) bemerkt hat, ergibt sich daraus fiir

X — x+i,y—> y— ! b— ! ein g— Analogon der Gould-Rothe-ldentitét
1-q 1-q 1-q

X+Yy Z“: y+ka x [(x-—ak
— x—kal k /)
Fur y =0 ergibt sich aus (7.4)

q[;j Z{ }Ak(x a)q(n_kj ([k]a)nfk. (7.9)

k=0

Die Formel (7.4) ist wieder mit einer Identitat fiir formale Potenzreihen &quivalent.
Aus E(aD)y" =(y+a)---(y+q""a) ergibt sich

E(xD,)y" = Z%E([k]aqm;y

14



oder damit dquivalent

E(xz) = Z%E([k]az)zk. (7.10)

Genauso ist (7.5) dquivalent mit

E(xz)zz%aqk]mqkb)z)zk (7.11)
und (7.6) mit
E(x)= Y 2lX.2.0) ([T(]a De (K] + b)2)z". (7.12)

Diese Formel wurde in [4] bewiesen und ist auch &quivalent mit Formel (7.4) aus [7]. Denn

wenn (7.12) fur x =1 gilt, dann ersetze man z — xz,a —> E, b— b und erhalt die Formel fir
X X

beliebige x.

8. Entwicklung nach g-Abel-Polynomen

Durch q - Differentiation von (7.12) ergibt sich

7E (qxz) = DE(x2) = ZWz”E((b +[na)2).
oder 7
— DGn+1(X a b) n

E(qxz) = ;‘—[n 1 E((b+[n+1]a)z)).
Ein Vergleich mit (7.12) liefert
(@)= SRR b4+ 1))
woraus sicr;
DG,,,(x,a,b) =[n+1]G,(ax,qa,b+a)
ergibt.
Daraus folgt mit Induktion D"G, (x,a,b) = q[zj[n]! und fur k <n

: RO B st
D“G, (x,a,b) =q"? i G, . (dx,qa,b+[k]a) = q [n—k]!(q x—[k]a—b)jl_gl(q x—[nJa—b).

Als Analogon von (4.6) ergibt sich aus (7.8)
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n-1
=0

Weiters ist

b+Wh

Gl ,mzq@mpmznl

Istalso f(x) ein beliebiges Polynom, so ergibt sich

(K) £ —k
00-% (g [S])f [Kla)), Lo xah).

n-1
Fur f(x)= H (y+9q’x) ergibt sich wieder (7.7).

j=0

Wenn man f(x) =G, (x,—a,—y—b) wahlt, ergibt sich

n—k-1

Gn(x,—a,—y—b)=imek(x,—a,—b>y1‘[ (y+@-g)b+(In]-g'lk]a).

j=1

Das ist der Spezialfall h =0 von Theorem 4 in [6].

9. g - Lagrange Formeln

Sei V der lineare Operator, der durch V [q@x”J =x" definiert ist.

Dann ist |
VA (x,a) = vz{ }( D([n]a ) [ ]x”j:Bn(x,a)
mit
-l An=1{ . . _
Bn(x,a):z(—l)[ J. }a'x" iy’
mit B,(x,a) =1.
Es gilt dann

Zmyx Z{ }B (@[] (y+aale)
Setzt man wie oben e(z) = zi dann ist (9.3) mit

— [K]!

e(xz) = Z% “E([k]az)

aquivalent.

(q"x—[n]a—b)=i(—a)kM[kl!q@csn_k(qu,qka,b+[k]a).

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(9.1)

(9.2)

(9.3)

(9.4)
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Die Polynome

ntl gn=1( . .. _ ~
B,(x,a) = xZ(—l)’[ _ }a’xn “I[n]’ = xe(-[n]aD)x"™* (9.5)

—nad nl

wurden in [3] betrachtet und sind das naheliegendste g— Analogon von a,(x,a) = xe

Ein Nachteil ist allerdings, dass sie keine einfache Produktdarstellung besitzen.
Aus

ergibt sich wegen der linearen Unabhéngigkeit der B, (y,a)

LE([k]aD)D B,(y,a)

LE([k]aD)D*B,(y,a) =[n]![k =n]. (9.6)
Daraus ergibt sich die folgende q— Lagrangeformel:

Die Koeffizienten c, in der Reihenentwicklung

f(x) = Z

n]ax) 9.7)

sind gegeben durch
c, = Lf'(D)e(-[n]aD)x"* = LD""e(~[n]ax) f '(x). (9.8)

Denn nach (9.6) ist ¢, = Lf (D)B, (x,a) = Lf (D)xe(—[n]aD)x" ™.

Das kann genau so wie oben begriindet werden: Aus L(D*x") =[n]![k =n]=L(D"X") ergibt
sich, dass L(f(D)p(x))=L(p(D)f(x)) gilt, wenn p(x) ein beliebiges Polynom ist.
Aulerdem gilt das g— Analogon der Pincherle-Ableitung

f(D)x-xf(qD) = £'(D). (9.9)

Denn wegen (Dx —gxD)x" = Dx"* —gxDx" = ([n+1]-q[n])x" = x" gilt Dx—xqD =1 und
daraus mit Induktion D"x — xq"D" =nD"". Denn
DI’HlX_XqI‘HlDrHl — D(an_an Dn)+ (Dl_qu)ann — D[n]anl + ann — [n +1]Dn.

Zur Probe berechnen wir die Koeffizienten in der Entwicklung

E(xt) = Z

na r1 e(=[n]ax) g (- [n]a+qt)
=tLD""e(-[n]ax)E(qtx) =tLD W Zk: !

ax). Es ergibt sich

=t(-[nJa+qt)"" = A (0).
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Diese Uberlegungen kénnen auch auf den Fall b = 0 erweitert werden.

Sei B,(x,a,b) =VA (x,a,b). Dann sind die Koeffizienten der Entwicklung

f(z)= Z (( a+q'b)z ) (9.10)
gegeben durch
c, = Lf(D)B, (x,a,b) = Lf (D)xe(—([n]a +q'b) D)x”-1 —q"bLf (D)e(—[@} D] X"

= LD”‘le(—([n]a + q”b) x) f'(x)—q""bLD" e [—[@j xj f(x).

Zum Beweis bemerken wir, dass wie oben

LE ((q*b+[k]a)D)D*B,(x,a,b) =[n]![k =n] (9.11)
gilt und dass
B (X a, b) VA](X a, b) V(X b)2|:nk 1:|( 1)k ([n]a+q b) [ J n-1-k
=V [ }( B (e q') al b 1{” }( B (e ) dl gt
n-1 1 N
= [ }( 1) [n]a+q b) nle{nk }( 1) [[n]a+q bj K

=xe( (nla+q'b )n— q—lbe( ([n]a+qnbjD}X

gilt.
B.(X,a,b) kann auch in der Gestalt

B, (x,a,b) = Zn:(—l)k X" {:} (@"b+[n]a)**(q"*b +[n—kJa)

geschrieben werden.
Analog ist

A,(x,a,b) = i(—l)kq[ e m«q“b +In1R) (@™ b+ [n —K]a). 9.12)

Aus (9.11) ergibt sich die folgende Determinantendarstellung von B, (x,a,b):

Sei f,(i, j,x) folgendermaRen definiert: Fur i <n sei g, (i, j,x)=0 fur j<i und
= iy

q[zj(qim[i]a)“' - . X

TEG . Flri=n sei ﬂn(n,J,x):m.

B, §,X) =
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Dann gilt
B, (x,a,b) = [n]!det (i, j,x)):jzo.
Denn wendet man LE ((q"b +[k]a) D) D* auf die (n+1) - te Zeile der Matrix (,(i, j, X))

i,j=0

an, so ergibt sich die (k +1) — Zeile und daher verschwindet die Determinante. Wendet man
LE((q”b+[n]a) D) D" an, so ergibt sich [n]! als Wert der Determinante.

Daraus ergibt sich auch eine Determinantendarstellung von A (x,a,b):

A, (x,a,b) =[n]'det (e, (i, j, X)), ., (9.13)
wenn man fir i <n «,(i, j,x) = g,(, j,x) und «,(n, j,x) = A,(n, j,x)q{zj setzt.

Z. B. ergibt sich

1 b ﬂ b3q3 b4q6
1+q (1+q) (l+q+q2) (1+q)? (l+q2) (l+q+q2)
q (a+bq)? q® (a+bq)®
1+q (1+q) (1+q+q2)

Az (X, a, b) = [4] ! Det

1 bg2+a (1+q)
00 1
q

q3 x3

q (ba?+a (1+q))>
1+q
bg®+a (1+q+9g?

q6 X4

1+q (1+q) (1+9+9?)

(1+q)? (1+q2) (1+q+q2)

Aus der Determinantendarstellung ist klar, dass DA, (x,a,b) =[n]A, ;(gx,a,a+qb) gilt.
Nun prift man leicht nach, dass G, (x,qa,b+a) = A, (x,a+(1-qg)b,b+a) gilt.

Daher ergibt sich wieder

DG, (x,a,b) = DA, (x,a+ (1—q)b,b) =[n]A, ;(ax,a+(1—-q)b,a+ (1-q)b+qgb)

=[n]G, ,(ax,qa,a+b).

Um ein Analogon der Formel von Lagrange-Burmann zu finden, betrachten wir

R (x.a) =1 (x, -3 e(—% D)x".

U= (9.14)
q

Dann gilt wieder in Analogie zu (4.5)

(1+%Dj R,(x,a) = B, (x,a). (9.15)
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Denn das bedeutet

(1+%Dje(—% Dj x" = xe(~[n]aD)x"*
oder

[n]a

(e(—% Djz—ze(—[n]aD] X" = _Te(_T D} o

was nach (9.9) klar ist.

Fir die Koeffizienten von
1:(;)2 _ Zk:[ik]!zkE([k]az) (9.16)
ergibt sich !
c, = LD"e(— [n]a ] x) f (x). (9.17)
Denn es ist
c, —Lf(D)1+ —5B.(x.2,0) = L (D)R,(x,a,q) = Lf (D)e(- [C]I D)x" = LD"e(— [n]a ] x) f (X).
q

Fur f(z) = E(—xz) ergibt sich

E(-xz) < (-[k]Jag"=x)"_,
1+azq™ _Zk: [k]! ZE((kJa2)

Das ist dquivalent mit
(9.18)

E(xz) (kla+x)"_,
Z2°E(—|k |qaz).
w2 g ECIkee)
Das ist ein g— Analogon von (5.2).

Wenn man wieder z — D, Gberfiihrt und die Identitat auf y" anwendet, ergibt sich

n

(Y+x)'= Z[ﬂ([klw x)v(n.k.a,y),

k=0

wobei
V(nv k’ a, y) = (y -~ q[k]a)

Auch dieses Resultat kann auf den Fall b = 0 erweitert werden. Als Verallgemeinerung von

" (y-[n]a) fir k <n und v(n,n,a,y)=1 ist.

(9.15) ergibt sich



£1+E DJe(—L[n]a D)X" = xe(—([n]a +0"b) D) X"t —q"'be (—[Mj DJ X"

q q q (9.19)
=B, (x,a,b).
Das folgt wieder aus der q— Pincherle Ableitung

q q

Somit ergibt sich die folgende Formel vom g - Lagrange - Burmann Typ:

Die Koeffizienten von

f(;)z =y Ek|z"E((qkb+[k]a)z) (9.20)
1+— [ ]
q
sind gegeben durch
¢, = LD"(~ b+q[ 12 . (9.21)
Das folgt aus
c,=Lf(D)—= L D B,(x,a,b) = Lf(D)e(—mD) =LD"e(— btl[ Ja x) f (x).
1+ —
q
Fur f(z) = E(-yz) erhalten wir
q"b+[n]a
n e(———>"X) n n
¢, — Lo T2 1M3 e Ly~ Lo d _[_gb+[n]a_ yj
q e(xy) q
Das ist dquivalent mit
kb k k
1EEX&ZZ) =Z(q +Hla+x) 2“E(-a(q*b+[k]a)z). (9.22)

Dieses g— Analogon von (5.2) wurde von C. Krattenthaler and M. Schlosser (vgl. [7] und
[9], (5.4)) in anderem Zusammenhang gefunden.
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10. Andere Beweismethoden

Wir wollen nun noch zwei andere Beweismethoden fur Formel (9.22) angeben.

Wir betrachten zuerst den Spezialfall x =0

1 (ab+[k]a) (o,
1-az _kZ(; [K]! 'E(-q(q'b+ [k]a)2). (10.1)

Das ist im wesentlichen Formel (3.4)) aus [10].
Wenn wir in (7.11) x =0 setzen und a — —a uberflhren, ergibt sich
k k-1
1= 3 DDA ig (gfn 4 [K]a)2). (10.2)
k

(k]!
Das ist ein g— Analogon von (3.6).
Ein einfacher Beweis von (10.1) unter Verwendung von (10.2) wurde mir von M. Schlosser

mitgeteilt: Sei g(a,b,z) = ZM “E(-q(q*b+[k]a)z). Dann gilt

= [K]!
g(ab.2) ==Zq b(g b[:][l 1" e Caep+[K]a)2)
Z[k a(q b-i]'[k] kE(—q(q"b+[k]a)z)

_ Zb(q bfk[]lj]a) (a2 E(-(qb+[k]a)(a2))

+azy. o +[1[5!+ 1 e (qqt -+ [k+1]a)2)

k k
teay (9“(gb+a) +[k]a)
0 [k]!

Es ist also
g(a,b,z)=1+azg(a,qb+a,z) =1+az(1+azg(a,q’b+qa+a,z)) =

Z“E(-q(q“(gb+a) +[k]a)z) =1+azg(a,qb +a,2).

=l+az+a’z’+---+a" lz”1+a“z“g(a,q”b+[n]a,z):1 L

—az

Zum Beweis des allgemeinen Falles (9.22) bezeichnen wir die rechte Seite mit f (a,b, x, z),
also

f(ab.x,2) = Z(qkb+[k]a+ X)"

” [k]!

Z“E(-q(q*b +[k]a)z).

Dann ist
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[K1(a“b +[k]a+ax)*"

D, f(ab x,z)=) Z“E(-q(q“b+[k]a)z)

k [k]!
- ZZ (qk+lb+[k[;‘]::-]a-!- qX)kaE(—Q(qk+lb+[k +1]a)z) _ 7 (ab+a,qx 7).

Schreibt man
f(a,b,x,z) =Y c(ab,x)z",
k

dann gilt also fur die Polynome c, (a,b, x)
D,c.(a,b,x)=c, ,(a,b+a,qx)

i
und daher D/c, (a,b,x) = q[zjck_j(a, b+ ja,x).

Nach dem g — Taylor’schen Lehrsatz ergibt sich daraus
) n k

(b3 @b, (a,b+|<a,0)q[zjxk
i [k]! 0 [k]!

Nun ist aber nach (10.1)

, also ¢, (a,b,0) =a*.

f(a,b,0,z)=g(a,b,z) = L
l1-az

Daraus folgt

BB

f(a,b,x,z):zn:cn(a,b,x)z = 7 Z[k]l Z[k]' 7yl = 1—az

n j

Ersetzt man in (9.22) a »> a+ (1—q)b so erhélt man

E0m) g b+[Klarx) o
1-(a+(l-q)b)z _Zk: k]! 2“E(-q(b+[k]a)2).

Setzt man in (7.7) y=0,x —> x+b, so erhélt man
n—k-1

lnj(qj(x+b)) :Z{E (x+b.ab)[] (@'[]a+a’b)

(10.3)

Wenn wir wieder b — y setzen, so erhalten wir Identitaten, die mit Formel (4.3) in der Arbeit

von M. Schlosser [10] aquivalent sind:

q[ZJ(H y)' = imq(x, y)q[ : j(y+[k]a)”‘k

k=0
mit

(10.4)
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n—

l . .

C.(xy)=x[]((@’-Dy+a’x-a[n]) (10.5)
j=1

Das ist wieder dquivalent mit

E((x+Y)z) :ZWZKE((yﬂk]a)z). (10.6)

AbschlieRend geben wir noch einen weiteren Beweis von (9.22), der den in Anschluss an
(5.3) betrachteten Sachverhalt verallgemeinert.
Dazu betrachten wir das folgende q— Analogon des Differenzenoperators.

Sei U der lineare Operator auf den Polynomen in q", definiert durch

Ug" =g (10.7)
fur alle i e N. Dann ist speziell U[n]" =[n-1]".
Sei weiters
A*=(1-qU)---(1-q‘V) (10.8)

ein q—Analogon des k —fachen Differenzenoperators.

Dann ist
A" =0 (10.9)
fur k>i>0 und
A*1=(1-q)“[K]". (10.10)

Denn fur i >0 ist (1-q'U)q" =q" —q'q'"™ =0.

Wir behaupten, dass als g — Analogon von (5.4)
A“[n]" =[K]!@—q)* ™ (10.11)
fir k >m und
Aq"[n]" =0 (10.12)

fir k >m+i gilt, falls i >0 ist.
Die zweite Aussage folgt sofort aus (10.9)
und (10.11) ergibt sich aus

k m 1 kK _ M _ 1 Y m knj _ Akl _(1_q)k[k]|
M =g e =g Y (JM R R

Daraus folgt weiter
A"(9"(q"x+[n]a)"*) =0 (10.13)
fur j>0 und

A"((@"x +[n]a)") =[n]!a". (10.14)

Daraus ergibt sich auch
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n

zm(—nk (@*b+[n-Kla+x)" " (x+q(@*b+[n-kla)) =[n]'a".  (10.15)

Denn -

Z[ }( (g™ b+a[n—k]+x)" (x+a(@ *b+a[n-k])’
_ i (—1)kq[2j(q““b+a[n—k]{rqkx)n

-y (—1)kq[ ]Zq ] q[ j( " +a[n-k])"

=3

_ q‘”"qu@A” (qni (a"b+ a[n])n_j) =A" ((q”b + a[n])n) =[n]'a".

j=

o

Durch Koeffizientenvergleich verifiziert man sofort, dass (10.15) aquivalent mit

1 Z(qkb+ Ja+x)" kz(x+q<a[k]+qkb))"

] =
i (qb+[ la+x)' . e(-x)
; KT e(a(ab+[k]a)2)

ist. Und das ist wieder dquivalent mit (9.22).

11. Schlussbemerkungen
ao o ak k+1 .
Der Operator Q =ce™ erfullt Qa,(x,a) = ZFG a,(x,a)=na,(x,a) furalle n.
k -

Das ist dquivalent mit

n(n
a (x,a) = Z(Jakan_k(x —(k+1)a,a).

k=0

Im allgemeinen Fall ist der entsprechende Operator von n abh&ngig.

Der eindeutig bestimmte Operator Q, = chDk+l mit Q,G, (x,a,b) =[n]G, ,(x,a,b) ist

k>0

k-1

(Ci+1-g'TiDa+@-q"")b)

g D k+1
=)= . 11.1
A=2 k]! (q) (D

=

Das ist &quivalent mit der Formel

(k+1)n k-1

[T(@i+1-a™iDa+@-a")b)G,, (a*x,q""a,b+[k +1]a). (11.2)

j=0

G,(x,a,b) = ZHM
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Zum Beweis schreiben wir
k+1

G, (x,a,b) :i{n}q[ ? jc(n k,a,b)G__, (9“"'x,q""a,b+[k +1]a) (11.3)
n\™ & o k 1 &y n-k ' ' . '

Wenden wir darauf den g — Differentiationsoperator an, so ergibt sich
k+1

[n]G, .(ax,0a,b+a) = Z{H q[ ’ ]C(n, k,a,b)g""[n-kIG, . ,(q"*x,q" *a,b+[k + 2]a)

oder wenn wir durch [n] dividieren

n _1 k+1
G,,(gx,qa,b+a) = Z{nk }q[ ? jq“c(n,k,a,b)Gn_k_l(qk*Zx,q“a,b+[k +2]a).
k=0

Nun setzen wir in (11.3) n > n-1,x — gx,a — ga,b — b+a und erhalten

k+1

n-1 _l

G,,(gx,qa,b+a) = Z{n ) }q[ 2 jc(n ~-1,k,qa,b+a)G,_, ,(q?x,q %a,b + [k + 2]a).
k=0

Koeffizientenvergleich ergibt

c(n.k,a,b) = C(”‘l’;‘(’k?j"b+a), (11.4)

Wir behaupten nun, dass

k-1

[T(TCi+1-a""[iha+@-g""b)
c(n,k,a,b) =L

(11.5)

(k+D)n

q
fur n>k gilt.

Aus ¢(0,0,a,b) =1 folgt also c(n,0,a,b) :qi"'
Fir n=1 ergibt sich
G,(x,a,b) = (x—b) =%Gl(qx,qa,ma)+qc(1,1,a,b).

w firn>1,

a+(l-q)b
2n

Daher ist ¢(1,1,a,b) = und somit c(n,1,a,b) =

Wenn wir die Formel (11.5) schon fur k —1 und alle n >k —1 bewiesen haben, dann setzen
[k +1Ja+b
LARE

q

wirin (11.3) n—»>k und x=

Dann ergibt sich
k+1

G IRYD L bl ook -Lab) 4. * elkia,b)

Nun ist
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k+1 1—ag“)b) k=t .
Gk(w,a,bh([ ! ]aEH(lj b) i (Ci1-9"[i-1a+(@-q’)b)

q

:q[zj([k +1Ja+(1-g*)b)c(k.k—1a,b).
Dennfir 1< j<k-1 ist
[k+1Ja+b—g’'[kla—q’b _ (l—q")b+([j]_—qk*l[j—1])a'

q“'x-[klJa-b= J J
q q

Weiters enthéalt

Gk_,-(qmw,qma,bﬂj+1]a)

den Faktor
< igit [k +1Ja+b
k

fir 0< j<k—1.

—[k-jlg"a-(b+[j+1a)=[k+1Ja+b—[k +1a—-b=0

« [K+1]la+b

k 1

Fur j=k-1 ist G,(q g“a,b+[k]a) =[k +1Ja+b—(b+[k]a) = g“a.

Somit ist
k

q( 2 jc(k, k,a,b) = q[Zj (Ik +1Ja+(1-g*)b—g*a[k])c(k,k —1,a,b).

(K1-g*"[k-11)a+ (1 —q*)b
qk

Das ergibt schlieBlich c(k,k,a,b) =

c(k,k-1,a,b).

Aus (11.4) folgt nun (11.5). Denn (11.5) stimmt fur n =k. Wenn es fir n—1 stimmt, dann
folgt

c(n-1,k,ga,b+a) lj_[(([j +1]-q"[iDga+(1L-a"")(b+a))
qk+l -

[T(TCi+1-a""[iha+@-g"*)b)

j=0

c(n,k,a,b) =

(k+)n

q

(k+Dn

q

Die Formel (11.1) I&sst sich auch mit Hilfe der q— Exponentialfunktion beschreiben. Dazu
beachte man, dass
] - 1_ j+l_ n 1_ j 1_ ny _ j+1 l_ n-1
[j+g-grp) - 207 -00-0)_@d)-a-q
—q 1-q

=[n]-q"'[n-1]

und daher

([j+1-a"[iDa+@-g™")b=([n]-g"*[n-1)a+(1-g"")b=([n]a+b]-q'*([n-1Ja+b)
ist.
Somit ist
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k—:

(((i+1-a'[iDa+@-a"")b)=((Ina+b)-q(In-1Ja+b))".

1
j=0

Daher ist
k-1
(G+1-a'TiDasa-a"b) e e[[”]"j}f Dj
Q=Y [ j =] - (116)
k>0 [k]! q q e([n_l]a"‘b Dj
qn—z
Daraus ergibt sich weiter
m m e[[n]an-__f D]
QnQn—l '“Qn—m-f-l = q[zj( D—lj q
q e([n—m]al+bDj
q " (11.7)
k-1 _
" [T(@i+ml-o"liDa+@-a"")) - e
=q 2 Z =0 ( j .
=0 [k]! q"
Aus (11.6) ergibt sich, dass
S.(x,a,b) = q_(z)e([n?%b DjGn(x,a,b) (11.8)
die ldentitat
DS, (x,a,b) =[n]S, ;(x,a,b) (11.9)
erfillt. Es zeigt sich, dass
S, (x,a,b) = x" +[nJax""* (11.10)
gilt.
Dazu gentigt es zu zeigen, dass
Y e [n] ) Infa+b
q? (x” +[n]ax”‘l) = Z{Jq 2 ([nl&: j G, (d“x,q"a,b+[k]a) (11.11)
ist. 7
Zum Beweis schreiben wir
n k
q(zj (x"+[n]ax"") = Z{Hq@c(n, k,a,b)G. , (q"x,q“a,b+[k]a). (11.12)
k=0

Wenden wir darauf den g — Differentiationsoperator an, so ergibt sich nach Division durch

[n]

n k+1
q[ZJ (x"* +[n—1Jax"?) = {n lﬂq[ 2 jc(n, k,a,b)G, , ,(q“"'x,q" a,b+[k +1]a).

k=0
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Nun setzen wir in (11.3) n—>n-1,x —> gx,a > ga,b — b+a und erhalten

n-1 k
q( ? Jq”‘l (x"*+[n-1Jax"?) = Z{n ;1} q[zjc(n, k,ga,b+a)G,_ ,(9“"'x,q" " a,b+[k +1]a).

k=0
Koeffizientenvergleich ergibt

c(n—-1,k,qa,b+a)

c(n,k,a,b) = >
q

(11.13)

Wir behaupten nun, dass

c(n,k,a,b) =([”]a+b] (11.14)

n-1

fur n>k qilt.
Aus ¢(0,0,a,b) =1 folgt also ¢(n,0,a,b) =1.

Fur n=1 ergibt sich

X+a=(x-b)+c(1a,b), dh. c(l,Lab)=a+bh.
[n]a+b

Dabher ist ¢(n,1,a,b) = fur n>1.

Wenn wir die Formel (11.5) schon fur k —1 und alle n >k —1 bewiesen haben, dann setzen
[k]la+b

wirin (11.3) n—>k und x=-—+

Dann ergibt sich wie oben

q(zj([kgﬁ_jbj U[k] (["l“bJ aq(z][k]c(k,k—1,a,b)+q(2Jc(k,k,a,b). (11.15)

[k]a+ b

Nunist c(k,k —1,a,b) = ( j nach Induktionsvoraussetzung.

Daher folgt aus (11.15)

c(k,k,a,b):[[k?—TbJ .

Daraus folgt nun (11.5). Denn (11.5) stimmt fiir n = k. Wenn es fur n -1 stimmt, dann folgt

c(n-1k,qa,b+a 1([n-1]Jga+b+a nla+b
e -0tgeea 2 lothepes] (2],

Damit ist (11.11) bewiesen.
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Wenn man schon weil3, was man zeigen soll, dann ergibt sich ein einfacherer Beweis aus (7.8).

Sei

n—k

w,(x,a,b) = ﬁ(qjx —~[nla—b)= Zi:(—l)k mq[ 2 J([n]a +b) X"

e[ (e
Dann isi nach (7.8)

G, (x,a,b) = (1+aD)w,(x,a,b) = q@i(_l)k mq@ ([”LaT bj (X + [ —kJax"™*)

— q[zji(_l)k [;‘]I q[zj [[n]qan--f bj Dk (Xn + [n]axn—l) _ q[ZJE (_ [n]an-:f Dj(xn + [n]aXn—l).

Daraus folgt

e[[”]"j}f Dj
D a G.(x.a.b)

E (— [n—1Ja+b Dj q[ngn (x,a,b)

n-2

_ q[ QJE (_[”‘qlnﬁ DJ[n]Sn_l(x,a, b) =[n]G, ,(x,a,b),

d.h. wir erhalten wieder (11.6).
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