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0. Einleitung.

In dieser Vorlesung mochte ich die Grundziige der Differenzenrechnung und des
umbralen Kalkiils behandeln. Die Differenzenrechnung ist ein diskretes Analogon
der Differential- und Integralrechnung. Sie ist zwar begrifflich einfacher, weil statt
der Ableitung f'(x), welche auf dem Grenzwertbegriff beruht, nur die endlichen
Differenzen f(x + 1) — f(x) benotigt werden, dagegen sind die Resultate oft
komplizierter als in der Infinitesimalrechnung. Aufierdem hat man viele Resultate
tiir Differenzen erst viel spdter als jene fiir Ableitungen gefunden. Derartige
Phidnomene sind in der Mathematik immer wieder zu beobachten. Gian-Carlo Rota,
ein Meister der Differenzenrechnung und des umbralen Kalkiils hat dieses
Paradoxon folgendermafien formuliert: "The progress of mathematics can be
viewed as progress from the infinite to the finite".

Der ,,umbrale Kalkiil” entstand im vorigen Jahrhundert aus der Erfahrung, dass das
Rechnen mit Zahlenfolgen a,, n = 0,1,2,---, mit a, =1 oft vereinfacht werden kann,
wenn man so tut, als waren die Indizes Exponenten. Das fiihrte manchmal zu mehr
Einsicht in die Formeln und hat auch oft die richtigen Beweise suggeriert. Allerdings
konnte dieser Kalkiil damals nicht exakt gemacht werden, da die richtigen
Hilfsmittel fehlten. Das dnderte sich erst mit der Entwicklung der linearen Algebra.
Wir werden spéter ausfiihrlich darauf eingehen. Als kleines Beispiel wollen wir die

. . ) X B .
Koeffizienten der Potenzreihe = —L x" berechnen. Wenn wir so tun als
X
e -1 on!
. ) X B B" .. )
wire B, = B", erhalten wir =Y 2oyt = N 2" = B Multiplizieren wir
n X '
et -1 = n! o n!

beide Seiten mit e* — 1, so erhalten wir

x = (¥ —1)e® =P _ P = S (B4 1) - Bn}X—|. Koeffizientenvergleich liefert
nzo0 I

(B+1)" —=B" = o fiir n > 2. Wenn wir (B + 1)" nach dem binomischen Lehrsatz

entwickeln und nachher die Potenzen B* wieder durch die Zahlen B, ersetzen,

n-—1

n
erhalten wir Z (kJ B, = o fur n > 2. Daraus lassen sich die Zahlen B, der Reihe
k=o

nach berechnen. Es sind die so genannten Bernoulli’schen Zahlen.



Eines der Probleme, mit welchen sich die Differenzenrechnung beschiftigt, ist die
Losung von Differenzengleichungen. Ich mochte an ein paar einfachen Beispielen
illustrieren, worum es dabei geht.

1) Wir suchen eine Funktion f auf den natiirlichen Zahlen, welche der Differenzengleichung

Af(n) =f(n+1)—f(n) =f(n) +1 0.1)
mit £(0) = 0 geniigt.
Das ist gleichbedeutend mit der Rekurrenzrelation

f(n +1) = 2f(n) + 1 0.2)

mit £(0) = 0.

Wie findet man die Losung f(n)?

Als erstes sollte man immer eine Tabelle machen, um eine anschauliche Vorstellung
von den numerischen Werten zu bekommen. Das ist etwas, was vor allem in der
Kombinatorik von grofier Bedeutung, in der Strukturmathematik aber oft verpont ist.
Die Tabelle ergibt

no|0123 45
f(n)‘013715 31

Hier kann man das Resultat erraten. Man vermutet daraus sofort, dass f(n) = 2" —1
ist.

Natiirlich ist das kein Beweis. Aber wenn man dieses Resultat einmal erraten hat,
dann ist es sehr leicht mit vollstindiger Induktion zu beweisen. Denn es stimmt fiir
n = o, weil f(0) =2° —1 =0 ist. Wenn wir annehmen, dass f(n) =2" —1 fiir ein n
bereits gezeigt ist, dann ergibt sich f(n +1) =2f(n)+1=2-(2" —1)+1=2"" -1
und damit ist alles gezeigt.

Wir haben nattirlich Gliick gehabt, weil das Beispiel sehr einfach ist.

Wir konnen uns auch von der linearen Algebra inspirieren lassen. Die Menge aller
Funktionen auf der Menge N = {0,1,2,---} der nattirlichen Zahlen bildet mit der

ublichen Addition und Multiplikation mit Skalaren einen Vektorraum. Wenn wir
zundchst einmal die Anfangsbedingung ignorieren, so ist f, = —1 eine spezielle

Funktion, welche f (n + 1) — 2f (n) =1 erfiillt. Ist nun f eine beliebige Funktion mit
f(n +1) — 2f(n) =1, so ergibt sich durch Differenzenbildung, dass v =f —f; eine
Losung der homogenen Gleichung ist, also v(n +1) —2v(n) =0 firalle n € N
erfiillt. Diese hat die Losung v(n) = 2" v(0) = 2" ¢ mit einer Konstanten c.

Daher ergibt sich f(n) = —1 + 2"c mit einer Konstanten c als die allgemeine Losung
der Gleichung f(n + 1) = 2f(n) + 1. Die Konstante c ergibt sich jetzt aus der
Anfangsbedingung f(0)=0: o=f(0)=-1+2c=c—1.
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Wir hétten aber auch aus der gegebenen Gleichung mittels Division durch 2" die
dquivalente Gleichung

fn) fn—-1) 1

2" 2t 2

erhalten konnen. Setzt man hier g(n) = , so ist das gleichbedeutend mit

f(n)
2n
gn)=gn-1)+ in Wendet man diese Gleichung n-mal an und verwendet die

2

Formel fiir die endliche geometrische Reihe so erhilt man

1 1 1 o1 17 o0 28 -1
n)=—+gn-1)=—+—+ ==Y T +g _
g( ) of g( ) o™ o g = 2k 2 1—i o ’
2

woraus sich wieder f(n) = 2" —1 ergibt.

Eine andere Losungsmethode, die auf Laplace zurtickgeht, verwendet die
Potenzreihe

F(t) = > f(n)t", (0.3)

die so genannte erzeugende Funktion der Folge f(n), und , iibersetzt” die Rekurrenz
in eine Aussage tiber diese erzeugende Funktion. In unserem Fall ergibt sich

= Z f(n)t" = £(0) + Z f(n +1)t"*" . Ersetzt man hier f(n + 1) durch 2f(n) + 1, so

n=0 n=0

erhdlt man
= Dot = £(0)+ Yot + D =D @f(w) + D! = HF(D) +

n=0 n=0 n=0 -

Daraus ldsst sich F(t) berechnen: F(t) = Y Nunsieht man sofort, dass
(1—1t)(1—2t)
F(t) = 1—12‘5 R ist. Entwickelt man beide Ausdriicke in eine geometrische
Reihe, so erhilt man F(t) = 1 = 22“ t" — Z => 2" -t"
1-2t 1—t =0 =0 =0

Koeffizientenvergleich liefert nun das gesuchte Resultat.

Diese Methode erscheint auf den ersten Blick sehr kompliziert zu sein. In unserem
trivialen Fall ist sie das auch. Thr Vorteil zeigt sich erst bei komplizierteren
Rekursionen.

2) Betrachten wir etwa die Rekursion
f(n) = 2f(n—1) + f(n - 2) (0.4)

mit den Anfangswerten f(0) = 1,f(1) = 3.



Wir konnen wieder eine Tabelle der ersten Werte aufstellen:

no|012 3 45
f(n)‘13717 41 99°

Hier wird wahrscheinlich niemand so schnell das Ergebnis erraten. Die Methode mit
den erzeugenden Funktionen funktioniert aber auch hier.
Wir schreiben
F(t) =Y f(n)t" = £(0) + f(1)t + > f(n + 2)t"*"
n=0 n=0
und ersetzen f(n + 2) durch 2f(n+1)+f(n).
Das ergibt
£(t) = f(0) + f(1)t + 2 f(n +1)t™> + Y f(n)t""* = 1+ 3t + 2t(f(t) — 1) + t£(t),

n=o0 n=o0
woraus sich
1+t
f(t) = ——— ergibt.
®) 1—2t—t? &
Der nichste Schritt besteht darin, den Nenner p(t) = 1 — 2t — t* in ein Produkt

1—-2t—t* =(1—at)(1 — Bt) von Faktoren der Gestalt 1 — vyt zu zerlegen. Dazu setzen

wir t = — und berechnen die Nullstellen a,p von x2p(i) = x” —2x — 1. Dann gilt
X X

bekanntlich sz(i) =(x—a)(x—P). Inunserem Fall hat x* — 2x —1 die Nullstellen
X
1+ /2. Aus der Analysisvorlesung ist bekannt, dass man f(t) in Partialbriiche

zerlegen kann, d.h. dass eine Darstellung der Gestalt f(t) = ! < . + N dBt existiert.
—a _
Um die Koeffizienten c,d zu berechnen, multipliziert man beide Seiten mit 1 — ot
und erhilt (1 — at)f(t) = Lrt c+(1—at) . Setzt man jetzt t = l, so bleibt
1—-0t 1—p3t Q
rechts nur ¢ stehen und man erhalt
1
1+—
1+14+2 242 1442 T
c= Q= = = . Analog fiir d. Somit ergibt sich
L8 0+ ) -(1-B) 2~ 2 8 5
(6
f(t) = L=V = + 1T V2 = . Entwickelt man diese Ausdriicke

2 1-(1—-+2)t 2 1-(1++/2)t
wieder in geometrische Reihen und vergleicht die Koeffizienten, so erhélt man

f(n) = él:(l + \/5)11‘*'1 + (1 _ \/E)H-H:I .



Machen wir zur Vorsicht die Probe: Es ergibt sich f(0) = 1 und
(1 ++2)" + (1 -2)

f(1) = = 3. Die Anfangswerte stimmen also.
2
Da a und B Losungen der Gleichung x* — 2x —1 = o sind, gilt also
' — 20" — " = a”(a® - 200 — 1) = 0 und analog fiir . D.h. dass die Folgen o"
aIl‘Fl + BH+1

und B" die Rekursion (0.4) erfiillen. Und daher erfiillt auch f(n) = diese

2
Rekursion und alles ist gezeigt.

Unsere Probe legt sofort eine andere Methode nahe: Man ignoriert zundchst die
Anfangsbedingungen und betrachtet nur die Rekursion. Dann sucht man nach
Losungen dieser Rekursion von der Gestalt f(n) = a”. Das ist der so genannte
Euler’sche Ansatz: Wenn f(n) = o" eine Losung sein soll, dann muss o die
Rekurrenz o™ = 20" + " erfiillen, d.h. eine Losung der Gleichung

x* —2x —1 =0 sein. Es gibt also zwei Losungen dieser Gestalt, namlich (1 + +/2)"
und (1 —+/2)". Jede Linearkombination von Losungen ist natiirlich wieder eine, weil

die Gleichung homogen ist. Nun muss man blofs noch tiberpriifen, ob es eine
Linearkombination gibt, welche die vorgegebenen Anfangsbedingungen erfillt.
In unserem Fall miissen wir Konstanten c,d finden mit

c+d=1f(o) =1,
c(1++2)+d(1—-+2)=3

Das ergibt ¢ = L2 und d = 1_\/5.
2 2
n+i1 n+1
Dabher ist f(n) = %.
2

Was ergibt sich, wenn wir zur Teilfolge (f(rn))”  iibergehen, wobei r € N ist?

m+1 n+1
o™+

Wir wissen bereits, dass f(rn) = ist, d.h. eine Linearkombination von (a")"

und (8")". Sie erfiillt also dieselbe Rekursion wie diese Zahlenfolgen. Nun gilt
(x—a)(x—B)=x"—(a" +8)x + (af) = x> — 2f(r — 1)x + (~1)". Das bedeutet, dass
jede Linearkombination g(n) der Folgen («")" und (3")" die Rekursion

gn+2) =2f(r —1)g(n +1) — (—1)"g(n) erfiillen.

Somit gilt speziell

f(r(n +2)) = 2f(r — Df(r(n +1)) — (=1)"f(rn).

Fir r = 2 giltalso f(2n + 4) = 6{(2n + 2) — {(2n).

Wir kénnen auch andere Funktionen der Folgenelemente berechnen, z.B.
f(n)* — f(n — 1)f(n +1). Wenn wir die ersten Terme dieser neuen Folge betrachten, so

erhalten wir 3° —1-7=27"—3-17=49 - 51 = —217* —7-41 =289 — 287 = 2,---
Wir werden nach einiger Zeit vermuten, dass f(n)* — f(n — 1)f(n + 1) = (—1)"*"'2 gilt.
Das lésst sich etwa mit Induktion beweisen.



Fiir n =1 ist unsere Vermutung richtig. Wenn sie bereits fiir alle Zahlen < n bewiesen ist,
ergibt sich
fm)’ —f(n —Df(n +1) = f(n)(2f(n — 1) + f(n — 2)) — f(n — 1)(2f(n) + f(n — 1)) =

= f(n)f(n —2) — f(n — 1)’
und daraus folgt unsere Behauptung.

Wir wollen den Euler’schen Ansatz noch an einem weiteren Beispiel demonstrieren.

3) Betrachte die Rekursion
f(n+2) =f(n+1) — f(n) (0.5)

mit den Anfangswerten f(0) = 0,f(1) = 1.

Sind o = 1+21\/§ B = 1 _21\/5 die Nullstellen von x*> — x + 1, so ist also
f(n) =2 _E . Wegen (x> —x+1)(x+1)=x"+1gilt o’ +1 =3’ +1=0 oder
o —

o’ =B° =1. In diesem Fall sind o und B 6-te Einheitswurzeln, also o = e 6 . Wir
konnen daher f(n) auch in der Gestalt

27in 27in . mmn
- sin(—)
fn) = & 6 —e
(n) = Cu. sin(—)
e6 —eo 6 3
schreiben.

Das bedeutet, dass f(n + 6) = f(n) ist, d.h. dass f(n) periodisch mit Periode 6 ist. Das
sieht man natiirlich auch sofort, wenn man die ersten Werte von f(n) berechnet:
0,1,1,0,—1,—1,0,1,1,0,—1,—1,---.
Aus der erzeugenden Funktion

£ t(1+t) ) 56
F(t) = [ tif 1.0 =(t+t)I -t "+t —t" +—-) =
=t+t’ —t' =ttt ——
lasst sich nattirlich ebenfalls alles sofort ablesen.
Das Beispiel zeigt, dass man auch bei reellen Folgen die komplexen Zahlen nicht
vermeiden kann.

4) Als weiteres Beispiel betrachten wir die Rekursion
f(n+ 2) = 2f(n +1) — f(n) (0.6)
mit den Anfangswerten (o) = 1,f(1) = 3.

Hier ergibt sich fiir die erzeugende Funktion
Ft)=1+3t+ > fn+2)t"> =1+3t+ Y (2f(n+1) - f()t"** =
nzo nzo

=1+ 3t + 2t(F(t) — 1) — t°F(t)



Daraus folgt
F(t) = 1+t _ 1—t N 2t __ 1 N 2t .
(1-t)2 (-t (-t (@-t) (-t

Somit ist f(n) =2n+1.

D (en+1)t".

n>1

Auch hier ergibt die Probe sofort, dass das richtig ist. Der Euler’sche Ansatz in der
oben angegebenen Form funktioniert hier nicht, weil die Gleichung (1 - t)* = 0 nur
eine Losung hat und daher die Anfangsbedingungen nicht durch
Linearkombinationen von Losungen der Form a" erreicht werden konnen. Wir
miissen daher den Eulerschen Ansatz fiir diesen Fall etwas modifizieren.

Wir betrachten gleich eine etwas allgemeinere Situation.

Sei eine Rekursion der Gestalt
f(n +2) = af(n 4+ 1) + bf(n) 0.7)

gegeben. Sei V die Menge aller Folgen (f(n))nzo, welche (0.7) erfiillen. Dann ist V ein

Vektorraum, weil mit je zwei Losungen auch jede Linearkombination eine Losung ist.

Durch die Vorgabe von f(0) und f(1) ist die Losung vollstindig bestimmt. Daher hat
£(0)
f(1)

Vektorraumisomorphismus von V auf C*. Wir nennen das Polynom x° —ax — b
das charakteristische Polynom der Rekursion. Wenn dieses Polynom zwei
verschiedene Nullstellen « = (3 hat, dann erfiillen die beiden Folgen («") und (3")

V die Dimension dim V = 2 und die Abbildung f — ist ein

ebenfalls die Rekursion (0.7). Sie sind linear unabhingig und bilden daher eine Basis
von V. Anders ausgedriickt heifdt das, dass jede Losung f(n) die Gestalt

f(n) = ca” + dB" mit ¢,d € C hat. Eine andere Basis von V ist durch (a") und

[u — ] gegeben. Wenn man nun 3 — o streben ldsst, so strebt die zweite Folge
a —

gegen (ncx“’l) . Man rechnet leicht nach, dass das wirklich eine Losung ist. Somit

lautet der modifizierte Eulersche Ansatz in diesem Fall f(n) = ca” + dna".

Wer besonders pedantisch ist, konnte gegen die Methode der erzeugenden
Funktionen einwenden, dass wir hier unendliche Reihen verwendet haben, ohne uns
um die Konvergenz zu kiimmern. Da hitte er vollkommen Recht.

Wie kann man diesen Einwand entkriften?

Da gibt es im wesentlichen zwei Moglichkeiten:

1) Man zeigt, dass die Reihe tatsdchlich konvergiert und daher alles in Ordnung ist.
In unserem zweiten Beispiel gentiigt es zu zeigen, dass o < f(n) < 3" gilt. Das ist mit
Induktion sehr leicht zu verifizieren. Denn f(0) =1 = 3°,f(1) = 3 = 3" und allgemein
ist f{(n) <2f(n—1)+f(n—2)<2-3""+3"2<3.3" =3

n+1



Somit konvergiert die Potenzreihe sicher fiir |t| < . Da die Koeffizienten einer

Potenzreihe eindeutig festgelegt sind, konnen wir Koeffizienten vergleichen und
alles ist exakt abgeleitet.

2) Man interpretiert die Reihe als formale Potenzreihe, d.h. sieht sie nur als ein
Symbol fiir die Folge der Koeffizienten f(n). Das ist aus der Vorlesung iiber diskrete
Mathematik bekannt, soll aber im Folgenden noch genauer ausgefiihrt werden.
Herbert Wilf hat in seinem Buch generatingfunctionology dafiir eine sehr
anschauliche Beschreibung gegeben: , A generating function is a clothesline on which
we hang up a sequence of numbers for display.”

Wie wir an diesem Beispiel gesehen haben, gibt es in der Mathematik fiir ein
Problem oft eine Reihe verschiedenster Methoden, mit welchen es gelost werden
kann. Wenn man einmal mit diesen Methoden vertraut ist, erkennt man, dass viele
davon nur oberfldchlich verschieden sind und sozusagen dasselbe in verschiedenen
"Sprachen" ausdriicken. Fiir den Anfanger ist das aber meistens nicht erkennbar.
Vom rein logischen Standpunkt aus wiirde nattirlich ein einziger Beweis pro Resultat
ausreichen. Der Vergleich verschiedener Zugénge gibt uns aber viel mehr Einsicht in
die zugrunde liegende Situation. Es geht ja in der Mathematik nicht darum, gewisse
isolierte Siatze zu beweisen, sondern zu verstehen, wie diese miteinander
zusammenhangen. Aus diesem Grund werde ich daher immer wieder mehrere
verschiedene Losungsmethoden angeben.
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1. Differenzen und Summen.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Summen

n—1

S, ()= k" (1.1)

k=0

zu berechnen.

Fiir m = o ergibt sich S (n) =n.

Fiir m =1 haben wir S,(n) =1+ 2+ -+ (n —1). Schreiben wir die Summe noch
einmal auf, aber in umgekehrter Reihenfolge S,(n) = (n—1)+(n—-2)+---+1 und

addieren, so ergibt sich 2S, (n) = z (k+(n-k))=(n-1)n,dh. S;(n)=
k=1 2
Bei S,(n) wird die Aufgabe bereits schwieriger. Hier wenden wir einen kleinen Trick

n(n — 1).

an und berechnen

S,(n) +n? =S,(n+1) = D (k+1)* =D (k¥ +3k” +3k+1) =
k=0 k=0

= 5;(n) +35,(n) + 35, (n) + S, (n)

Dabei fallt links und rechts die unbekannte Summe S, (n) weg und wir erhalten

n(n-—)(n-1)

- ~ —(n-

S, (n) = n’ — 35 (n)-S,(n) _ 2 .
3 3

Derselbe Trick funktioniert im allgemeinen Fall und liefert

n-1 n-1m+1 /M + 1Y) m /1M +1
S )0 = S ey = 5 z( j ]k =Sy ()+ z[ j jsj<n>.
k=0 k=0 j=o0 j=0

Daraus folgt, dass S,,(n) jedenfalls als Polynom in nvom Grad m + 1 geschrieben

m+1

werden kann, wobei der héchste Term ist.

m+1
Diese Kenntnis gestattet es uns, die Summe S, (n) fiir jedes m zu berechnen, ohne

die anderen Summen S;(n), j < m, zu kennen.

Betrachten wir den Fall m = 3. Dann wissen wir von vorneherein, dass gilt
4
S,(n) = % +an®+bn® +cn +d mit gewissen Konstanten a,b,c,d. Fiir n = o ist

S,(0) = 0 und daher ist d = 0. Um die restlichen 3 Koeffizienten zu berechnen, setzen

wir der Reihe nach n = 1,2,3. Wir erhalten dann das Gleichungssystem

1
—+a+b+c=o0
4

4+8a+4b+2c=1
81
—+27a+9gb+3c=9

Die eindeutige Losung ist a = —i,b =—,c=0.
2

1
4 Y



4 _op3 42 _))\?

Somit ergibt sich schliefllich S, (n) = L L (n(n l)j .

4 2
Doch man kann noch viel mehr iiber diese Summen sagen. Dazu miissen wir aber
zuerst die Grundziige der Differenzenrechnung erldutern.
Wir betrachten zunichst Funktionen f : N — C, die wir auch mit den
entsprechenden Folgen
f = (£(0),£(1),£(2),...) identifizieren wollen.
Unter Af verstehen wir dann die Folge
Af = (£(1) — £(0),£(2) — £(1),£(3) — £(2),...) bzw. die Funktion
Af(n) =f(n+1) — f(n),n € N. Dann ist A eine lineare Abbildung des Vektorraums
der Funktionen in sich, d.h. ein so genannter linearer Operator auf diesem Raum .
Wir nennen ihn den Differenzenoperator. Weitere wichtige lineare Operatoren sind
die Identitdt I und der Verschiebungsoperator E, der durch Ef(n) = f(n + 1)

definiert ist und daher E =1 4+ A erfiillt.

1 n
Aus dem binomischen Lehrsatz ergibt sich sofort E* = (I+A)" =) [k A*

k=0

und daher speziell
n n
f(n) = E"{(0) = [k] AX£(0). (1.2)

Beispiel: Sei f(n Z k.

0<k<n
Hier ist Af(n) = n®, A’f(n) = 2n + 1, A*f(n) = 2 und alle h6heren Potenzen von A
ergeben angewandt auf f den Wert 0. Somit folgt

n
ol

Das ist wohl die einfachste und naheliegendste Methode, diese Summe zu
berechnen.

n n

R -1Cn -1 (1.3)
6

1+

S2(n) = [0 2

3

Als nichstes beachten wir, dass die Differenzengleichung AF = f auf N genau dann
erfuillt ist, wenn

= > f(k) (1.4)

0<k<n

gilt. Das ist das Analogon zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
dass DF(x) = F'(x) = f(x) genau dann gilt, wenn F(x f f(t)dt ist.

10



Denn fiir AF = f ist

Y k)= > AF(k)= > (F(k+1)—F(k)) =

0<k<n 0<k<n 0<k<n

= (F(1) = F(0)) + (F(2) - F1)) +---(F(n) = F(n — 1)) = F(n) — F(0).

n—1

Ist umgekehrt F(n) = F(0) + Zf(k), dann ist AF(n) = F(n +1) — F(n) = f(n).

k=0

In der Analysis erweist es sich als zweckmaflig,

auch im Falle a > b zu schreiben. Analoges kann man auch im diskreten Fall
machen. D. Knuth fithrte dazu folgende Bezeichnung ein:

Ist AF =1, so setze man

Dann gilt fiir a <b

Zf ox = 3 £(k) f

a<k<b

w
!
©

und allgemein

i f(x)ox = —Za: f(x)ox.

In dieser Terminologie lautet (1.4) dann folgendermafien:
Auf N gilt fur beliebige Funktionen AF = f genau dann, wenn

Zf Jox =F (n) — F(0)

gilt.

Dasselbe gilt auch auf ganz R, wenn wir uns auf Polynome beschrédnken. Denn

dann folgt aus AF =0, dass F konstant sein muss. Wir werden daher im
Folgenden nur diese beiden Félle betrachten.

Bis jetzt ist das so genannter general abstract nonsense. Wir brauchen nun ein paar

Beispiele, um das mit Inhalt zu fiillen.

Sei D der Differentiationsoperator auf dem Vektorraum der Polynome.

(1.5)

Die Funktionen f, (x) = x" erfiillen Dx" = nx""'. Es erhebt sich daher sofort die nahe

liegende Frage, ob es auch Polynome gibt, welche
Af (x) =1 (x+1)—f (x) =nf (x) erfiillen? Die Antwort ist ja.

11



x +1 X X

Dazu betrachten wir die Rekurrenzrelation

+

] fur die
n n—1

Binomialkoefﬁzienten( =
k k!

X] x(x-1)-(x—k+1)

X X
Diese ist gleichbedeutend mitA[ ] = [ ], d.h. mit
n n—1

x(x-1)..(x-n+1) x(x—-1)..(x —n+2)
n! a (n —1)! .
Fiithrt man also die Polynome (x),, die so genannten fallenden Faktoriellen, ein
durch (x), =1 und
(x), =x(x—1)...(x =n+1) fir n >0,
so gilt

A

A(x), = n(x), (16)

Aus (1.6) folgt somit

5 (O =3 (0 bx = D4 =(1f)f11- (17)
0

0<i<n 0

Diese Formel kann man sich sehr leicht merken, weil sie ein Analogon der bekannten
k+1

Integrationsformel f “thdt = ist.
0

Sie liefert uns eine weitere Methode, die Summen S, (n) zu berechnen.

Y=Y, -2

j<n j<n 2

=2 P =20G-0+3) =20+ 0 = 2

j<n j<n j<n j<n 3

)

Formel (1.2) ldsst sich nun als diskretes Analogon zum Taylor’schen Lehrsatz
auffassen, da (x), das Analogon zu x" ist:

FEine andere Version von (1.7) ist

fn) = > 2 (), (1.9

Man nennt diese Formel auch Newton-Entwicklung von f(n).
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Fiir f{(n) = (1+a)" ist Af(n) = (1+a)*"" —(1+a)" = af(n) mit f(0) =1 und daher
kann die Funktion f(n) = (1 +a)" Z k(@ )k

k

als diskretes Analogon zur

k

Exponentialfunktion e™ = > "a* % aufgefasst werden, welche der
k .

Differentialgleichung Df = af mit f(0) = 1 gentigt. Die Formel (1.9) reduziert sich in

diesem Fall auf den binomischen Lehrsatz als Analogon zur
Potenzreihenentwicklung von ™

n

Die Formel fiir die geometrische Reihe passt auch hier herein: Ist F(n) = T so ist
C J—
AF(n) = ¢" und daher
c” —¢

> " =F(b)—F(a) = . (1.10)

a<k<b c—1
Es gibt auch ein Analogon der partiellen Integration. Dazu beachten wir, dass
A(fg) = fAg+ Eg- Af gilt.
Denn es ist
f(x +Dg(x +1) = f(x)g(x) = glx + D(f(x +1) = £(x)) + f(x) (g(x +1) — g(x)).
Daraus folgt durch Summation

b b
> f(x)Ag(x)bx = f(b)g(b) — f(a)g(a) — > (Bg)(x)Af(x)bx. (111)

Z.B. gilt
L k n+1 AX6 Xn+1 n+1 XA6 o
kZ;kz =D, XAZox=x2| o - " E2Axbx =

— (Il + 1)211+1 . Zn+1 2x+16
— (n + 1)2n+1 _ (2n+2 _ 2) — (n _ 1)2n+1 + 2

Es ist klar, dass die Polynome (x),,n > 0, eine Basis des Vektorraums der Polynome
bilden. Denn man kann x" als Linearkombination von (x),,0 < k < n, darstellen. Das
lasst sich sofort mit Induktion beweisen. Denn fiir k = o ist x° = (x),. Da x" — (x),
ein Polynom (n — 1) —ten Grades ist, ldsst es sich nach Induktionsvoraussetzung als
Linearkombination der (x), darstellen und daher gilt das auch fiir x".

Daraus folgt sofort, dass A"p(x) = 0 genau dann gilt, wenn der Grad degp < n ist.

Auflerdem ist A"x" = n!.

13



Da die Polynome (x),,n = 0,1,2,..., eine Basis des Vektorraumes C[x| bilden, lasst
sich jedes f € C[x] eindeutig als endliche Linearkombination f(x) = > a, (x),
schreiben.

Die Gleichung A"f = 0 bedeutetalso n'!a, +(n+1),a,,,(x), +...= 0. Wegen der
linearen Unabhingigkeit der (x), miissen also alle Koeffizienten a, mit i > n gleich 0
sein. Das ist gleichbedeutend mit degf <n.

Diese Aussage folgt auch unmittelbar aus der Tatsache, dass fiir alle n gilt
deg Ax" <n.

n—1

Daraus ergibt sich wieder, dass S, (n) = Z k™ ein Polynom in n vom Grad m +1

k=0
ist. Denn AS (n) = n™ ist Polynom m -ten Grades und daher ist A"**S_(n)=0. Aus
m+1 Aksm 0
(1.9) folgt daher S, (n) = ;T()(n)k .

Das ist ein Polynom (m + 1) -ten Grades. Aufierdem sieht man sofort, dass der
m—+1

hochste Term in der Darstellung nach Potenzen von n gegeben ist durch ———
Denn es ist AS_ (n) = n™ = (n), +Terme kleineren Grades. Somit ist

A"T'S, (n) = A" (n),, =m!.

Bemerkung: Wir haben bis jetzt das Polynom S, (n) nur fiir nicht-negative n
betrachtet. Wir konnten aber ohne weiteres eine Erweiterung auf beliebige n € Z
finden.

Dazu erinnern wir uns zundchst an die wichtige Tatsache, dass zwei
Polynomfunktionen p(x)und q(x)identisch sind, d.h. dieselben Koeffizienten
besitzen, wenn ihre Funktionswerte fiir unendlich viele x iibereinstimmen. Denn die
Differenz p(x) — q(x)ist dann eine Polynomfunktion mit unendlich vielen Nullstellen
und daher identisch Null. (Es gentigen nattirlich auch endlich viele Werte x, sofern
ihre Anzahl nur den Grad der betreffenden Polynome tibersteigt.).

Nun erweitern wir S;(n) als Polynom auf alle n € Z . Das ist eindeutig moglich. Denn
wir wissen, dass S;(n) =a, +a,n+---+a;, n'"" giltfiir n > o mit Koeffizienten aj,
die nicht von nabhidngen. Dabei ist wegen S;(0) = o der Koeffizient a, = 0. Diese
Formel gibt die Erweiterung fiir alle n € Z. Dann gilt die Gleichung

S,(n +1)—S,(n) = n' fiir alle n € Z , weil rechts und links Polynome stehen, die fiir
unendlich viele Werte {ibereinstimmen. Daraus folgt sofort fiir n = —1 die Relation

S(=D)=(=1"".
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Allgemein ergibt sich S,(—n) = (—1)""'S;(n +1).

Denn es ist
—1

—S;(-n) = =S,(-n) + 5,(0) = Z (Si(k +1)=S,(k)) =

k=—n

= le k' = (_1)12:18 = (=1)'S,(n +1).

Da eine Polynomfunktion durch die Werte auf den ganzen Zahlen schon eindeutig
festgelegt ist, gilt also fiir beliebige x € R die Gleichung

Si(x) = (- Vo S(—x+1).
Speziell gilt fuir S, (x)

SQ (%) = _S2 (%)/ d.h. SQ (%) =0. Wegen S2 (0) = S2 (1) =0

istalso S,(x) ein Polynom dritten Grades mit den Nullstellen 0,4 und 1. Es muss
also gelten S,(n) =a(n —0)(n —3)(n —1).

Fiirn = 2 folgt daraus a = §.

Damit haben wir die explizite Formel fiir S,(n) praktisch ohne Rechnung, allein aus

der Tatsache abgeleitet, dass es ein Polynom dritten Grades ist, das einer einfachen
Rekursion gentigt!

Ein paar weitere interessante Formeln fiir Polynome sind die folgenden:
Wegen A =E — 1 ist fur f(x) =a, +a,x+---+a,x"

S (1) [k]f(k) — (I-EB)'f(x)|_, = (~1)'A"(x)|_, = (~1)'nla,.

k=0

Speziell gilt z.B.

n n)(r —sk
7 .

Oder

=[n =m]. (1.13)

Wir verwenden dabei die niitzliche Symbolik [P] =1 wenn die Aussage P richtig ist
und [P] =0, wenn P falsch ist.

I —SX " x™
Im ersten Fall ist  f(x) = [ I ] =(-1)" e im zweiten Fall ist
n!
X
f(x) = [m] und daher A"f(x )|X:0 = [m = n]
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Wir wollen nun diese Analogien zwischen dem Differenzen- bzw. Summenoperator
und dem Differentiations- bzw. Integrationsoperator in einer kleinen Tabelle
zusammenfassen.

n — f(n) x — f(x)
Af(n) =f(n +1) — f(n) Df(x) = £/(x) = lhlir[} f(x + h}f —f(x)
Z f(i) = Z; f(x)ox j;x £(t)dt
D (AF)(D) = F(n) — F(0) [Pt = F(x) - F(0)
(), = n(n—1)---(n—k+1) -
1 :
A(n), = k(n),_, Dx* = kx*!
o (n)k+1 K Xk+1
ogzi;n(l)k_k-l-l Utdt_k+1
(A*)(0) = 0 (0)
f(n) = kZ (o) f(x) = ; - x

Wir haben bis jetzt hauptsdchlich Polynome betrachtet. In der Analysis spielen aber
auch andere Funktionen eine grofse Rolle, z.B. die negativen Potenzen x ". Hier gilt
ebenfalls die Formel fiir die Ableitung Dx™ = —nx""'. Auch dafiir gibt es ein
Analogon im diskreten Fall:

Fiir n > oliegt es nahe (x), in der Form

(x), = x(x=1(x=2)-- (1.14)
(x—n)(x—n-1)(x-n—-2)--

zu schreiben. Das kann jedoch nur als heuristische Gleichung interpretiert werden,

da die unendlichen Produkte nicht konvergieren.

Nimmt man fiir n < 0 diese Eigenschaft zur Definition, so ergibt sich

(x), = (<) _

_X—|—1_X

und allgemein

1
& = )t (1.15)

Es ist dann allgemein (x),,,, = (x),(x —m), fur m,n € Z.

Auflerdem gilt A(x) , = —n(x) , ,, wie man sofort nachrechnet.
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Daher ist

b (x) +1
x),0x = ——— 1.16
D b= (1.16)
fur alle m = —1.
Fiir m = —1 ergibt sich
n 1 1
Yo () x=1 HERECRE
Die Zahlen H, =1+ 1 +ot 1 treten sehr oft auf und werden harmonische Zahlen
n
genannt. Sie verhalten sich in mancher Hinsicht wie die Logarithmen log# . So ist
etwa AH = R = (x)_, ein Analogon zu Dlogx = l
Sox+l1 x

Als Anwendung zeigen wir die Identitait

(- n!
x+k x(x+1)..(x+n)

3 [k (1.17)

k=0

Dazu wihlen wir f(x) = 1_ (x—1),.
X

n

Dann ist einerseits A"f(x) = (E —I)"f(x) = > (=1)*™* "

f(x + k) und

andererseits A*f(x) = (=1)...(-n)(x = 1) , = (=1)" (x+ 1;1'!' (x+n)

Vergleicht man die beiden Formeln, so ergibt sich die Behauptung.

n—1
Wir wollen nun Z H, berechnen. Das geht am besten mit partieller Summation:

k=0
n n

iHXBX = Z(AX)HX6X =xH_ [ — Z(X +1)(AH }x =nH, —n.
x=0

x=0 x=0

Fiir den Differentiationsoperator D gilt die Leibniz’sche Formel

(D*f)(x) (D" *g) (x).
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Eine analoge Formel gilt auch fiir den Differenzenoperator A:

(EXA™*(x)) (Ag(x))- (L18)

Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch Induktion aus
Af(x)g(x)) = (Af(x))g(x) + f(x +1)Ag(x).

Allerdings versteht man aus diesem Beweis nicht, warum die Formel dem
binomischen Lehrsatz gleicht. Das sieht man aus der folgenden Uberlegung.
Wir schreiben die obige Formel in der Form

A, (f(x)g(x)) = [(Af(x))g(y) + (B L(x)A,8(y)]y - (1.19)

Hier betrachten wir A, A ,E, als Operatoren auf dem Vektorraum der Funktionen

X y7
h(x,y) von zwei Variablen x,y und deuten durch einen Index an, auf welche

Variable der Operator wirken soll. Diese Operatoren kommutieren klarerweise.
Daher ist nach dem binomischen Lehrsatz

n (11
(A +E A" =Y (k} EXASALTK. (1.20)
k=0

Wenden wir das auf f(x)g(y) an und setzen dann im Resultat y = x, so ergibt sich

die Leibniz’sche Formel.
Etwas pedantischer formuliert haben wir folgendes gemacht:
Sei A=A, +E A und p:C[x,y] - C[x] die Abbildung von der Algebra der

Polynome in zwei Unbestimmten in die Algebra der Polynome in einer
Unbestimmten, die durch p(f(x,y)) = f(x,x) definiert ist. Dann bedeutet (1.19) , dass
das Diagramm

Clxy] > Cx
Al dA
Clx,y] - Clx]
0
kommutiert.

Daher ist A" o p = po A" und das ist die gewtiinschte Formel.
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Beispiel. Es gilt

(1.21)

x4 £

m

Denn es ist A® [

[X] k (k s [X] , [X] k (k
= E°AT A° =
n (=0 E m n (=0 E

X

k

X
m-—k+/¢ n—ﬁ]'
X

X
Der Koeffizient von [ ] in der Entwicklung (1.21) ist LA* [m o |- wobei L das

lineare Funktional auf den Polynomen bedeutet, das durch Lp = p(0) definiert ist.

0
Nun ist L= [n — ¢ = 0] und daher reduziert sich die Summe auf den Term fiir
k n
¢ =n an der Stelle x = 0, d.h. [n n4m—k|

Daraus folgt die Behauptung.

Auf dem Vektorraum der Polynome gilt der binomische Lehrsatz

n
xFah .

n

(x+a) =)

Den haben wir nattirlich schon bisher verwendet. Die folgende Interpretation erweist

sich aber als sehr niitzlich: Die linke Seite ist als Polynom von der Gestalt Z € X"
Daraus ergeben sich die Koeffizienten durch
_LD'Gx+a) [

o kK |k

Wir schreiben ihn nun in etwas anderer Form auf:
n k

n __ a’_ . . n—k
(x+a) —;k!n(n Den—k+1)x" " =
00 k kk
— Za’_Dan — [Z a D ] n
o k! ok
. e . . < (aD)* .
Es ist zweckmifiig, in Analogie zur Analysis den Ausdruck Z — mit e zu

k=0
bezeichnen. Dann gilt E"x" = e™x" fiir alle n.
Da die Potenzen x" eine Basis des Vektorraums der Polynome bilden, ist also der

Verschiebungsoperator E* in der Gestalt ¢*” darstellbar.
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Das bedeutet: Fiir jedes Polynom f(x) gilt

00

f(x +a) = E'f(x) = " f(x Z

k=0

a
ot (1.22)

Das ist der Taylor’sche Lehrsatz fiir Polynome.

Auf dem Vektorraum der Polynome sind also der binomische Lehrsatz und der Taylor’sche Lehrsatz
vollkommen dquivalent. In der Analysis sucht man nach Bedingungen, unter welchen er fiir
allgemeinere Funktionen richtig bleibt bzw. fiihrt man ein so genanntes Restglied ein, um eine
allgemein giiltige Formel zu haben und schaut dann, unter welchen Bedingungen dieses Restglied
gegen 0 strebt. Gelegentlich wird tiberhaupt nur die Form mit dem Restglied abgeleitet. Das ist dann
vollkommen exakt, ignoriert jedoch den eigentlichen Kern des Satzes. Das beruht darauf, dass in der
heutigen Mathematik nur die logische Momentaufnahme des derzeitigen Stands der Mathematik
ernst genommen wird, dass dagegen der historischen Entwicklung der Mathematik nur anekdotischer
Charakter zugeschrieben wird. Sieht man jedoch die Evolution der Mathematik als das Wesentliche
an, so hat man zunéchst die schone Formel des Taylorschen Lehrsatzes gefunden, ohne genau zu
wissen, fiir welche Funktionen sie gilt. Diese schone Formel hat dann als Leitidee die weitere
Entwicklung befruchtet und steht daher in Wirklichkeit im Mittelpunkt des Interesses.

Die Exponentialfunktion

Bevor wir weitergehen, miissen wir noch ein wenig auf die Exponentialfunktion
eingehen.

Wir mochten dazu an die Erfindung der Logarithmen erinnern. Diese wurden um
1600 von John Napier und unabhingig davon von Jost Biirgi zu dem Zweck
erfunden, schwierigere Rechenoperationen wie Multiplikationen, Divisionen,
Wurzelziehen u. dgl. auf einfachere zurtickzufiithren. Die Idee bestand darin, eine
Funktion f zu suchen, welche die Multiplikation direkt in die Addition tiberfiihrt,
d.h. f(xy) = f(x) + {(y) erfiillt.

Wie findet man so eine Funktion? Die tibliche Vorgangsweise besteht darin,
anzunehmen, dass man bereits eine solche Funktion mit schonen Eigenschaften
gefunden hat und daraus so lange weitere Eigenschaften abzuleiten, bis man
gentigend viel {iber diese Funktion weifs, um sie unabhéngig davon definieren zu
konnen.

Wir nehmen also einmal an, es gébe eine differenzierbare Funktion f auf o, ],
welche f(xy) = f(x) + f(y) erfullt. Fiir diese gilt dann f(1) = f(1-1) = f(1) + f(1) = 2f(1),
also f(1) =o.

Da wir f als differenzierbar vorausgesetzt haben, gilt

h h
£(x) = lim fx+h) () _ . fx(1 + ;)) — f(x) e f(x) + f(1 + ;) — f(x) )
h—o h—o h h—o h
f(G+ E) f((1+ E) —f(1) 1 c
= lim ——% = lim X =—f'(1)=—
h—o h h—o h < N



mit einer gewissen Konstanten c. Da die Vielfachen af(x) ebenfalls die

Funktionalgleichung erfiillen, kann c beliebig vorgegeben werden. Die natiirlichste
Wahlist c =1.

Das fiihrt bekanntlich zur Definition des nattiirlichen Logarithmus log x als

Stammfunktion von — auf x > o mit log1 =0, d.h. logx=.[%.
X
Xy X Xy X y X y
dt dt dt dt ¢ d(sx) dt pdt
Wegen lo =[S =S+ [+ [ = [2 4 [Z =logx + 1o
g g(Xy)ltltltj !SX !tlt gx +logy

besitzt diese Funktion wirklich die geforderte Eigenschaft.

Man zeigt dann, dass logx strikt monoton wachsend ist und fiir x — o ebenfalls
gegen o strebt. Insbesondere existiert eine eindeutig bestimmte reelle Zahl e mit
loge =1.

Nun kann man exp(x) definieren als jene reelle Zahl > o, fiir welche log(exp(x)) = x
gilt. Es gilt dann exp(1) = e und exp(x +y) = exp(x)exp(y).

Speziell ergibt sich fiir n € N dass exp(n) =e-e---e =" ist. Man schreibt daher
allgemein e* statt exp(x).

Fiir ihre Ableitung gilt
de® dt 1 <
= = = t =e .
dx dlogt dlogt
dt

Fiir jedes a > 1 ist also f(x) = a* = €*'°8" eine differenzierbare Funktion, die an der

Stelle 1 den Wert f(1) = a annimmt und f(x +y) = f(x)f(y) fiir alle x,y € R erfiillt.
Hier zeigt sich ein Paradigmenwechsel in der Mathematik: Urspriinglich bedeutete
a" das Produkt von n Exemplaren einer Zahl a . Das erfiillte natiirlich die Relation

a™ ™ =a™a". Dabei sind m,n natiirliche Zahlen. Dann sah man, dass diese Relation
. : L1
erhalten bleibt, wenn man auch negative ganze Zahlen zulédsst und unter a™ = —
a

versteht. Hierauf erweiterte man diese Relation auf rationale Zahlen, indem man ak
als die (eindeutig bestimmte) reelle k-te Wurzel von a deutete. Der nédchste logische
Schritt war dann schlieSlich die Erweiterung zur Funktion a* fiir beliebige reelle
Zahlen x. Bei diesem Erweiterungsprozess ging die urspriingliche inhaltliche
Bedeutung als iteriertes Produkt schrittweise verloren.

Jetzt versteht man unter a™ die eindeutig bestimmte stetige Funktion f(x), welche
f(1) = a und die Funktionalgleichung f(x + y) = f(x)f(y) erfiillt. Diese Funktion ist
sogar differenzierbar und erfiillt die Differentialgleichung f'(x) = loga - f(x).

Von diesem Gesichtspunkt aus gibt es eine , einfachste” derartige Funktion, ndmlich
e*, welche f'(x) = f(x) erfiillt. Das ist der eigentliche Grund, warum man gerade e*
betrachtet.

Die Funktion f(x) = " ist durch ihre Differentialgleichung eindeutig festgelegt.
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Genauer gilt das

Lemma
Ist f(x) auf R differenzierbar und ist f'(x) = af(x) mit f(o) = 1, dann ist f(x) = ™.

Denn sei g(x) = f(x)e ™. Dann ist g(o) = f(0) =1 und
g'(x) =f'(x)e™ —af(x)e™ = af(x)e™ —af(x)e ™ = o0.Daher ist g(x) =1 oder
f(x) =e™.

Nun kann man sofort eine Funktion angeben, welche diese Differentialgleichung

erfiillt, namlich die Potenzreihe f(x) = z a—'xn . Denn man lernt in der
n=o0
Analysisvorlesung, dass man eine Potenzreihe innerhalb des Konvergenzintervalls

gliedweise differenzieren darf.

Daher ergibt sich e™ = " 2 xm

|
n=o n:

Insbesondere haben wir jetzt erst die Moglichkeit, eine einfache Darstellung der Zahl
1

e anzugeben. Es ergibt sich e = Z ;= 2,71828182---.
n

n=o

An dieser Stelle sollte man innehalten und sich die Situation genauer ansehen.
Warum ist eine stetige Funktion f(x), welche die Funktionalgleichung

f(x +y) = f(x)f(y) erfullt, auch differenzierbar?
Aus f(x) = f(x + 0) = f(x)f(0) folgt zun&chst, dass f(0) =1 ist. Wegen der Stetigkeit

von f existiert 6>0 mit fo b f(y)dy = ¢ = 0. Dann ist aber
1 & x+0
of(x) = [ f@iG)dy = [ fx+y)dy = [ f(x)dy.
Da f stetig ist, ist das Integral nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung eine differenzierbare Funktion in x.
Daher ist f differenzierbar.
Genauso zeigt man, dass jede stetige Losung der Funktionalgleichung

a(x +y) = a(x) +a(y) (1.23)
fir x,y € R
auch differenzierbar ist und daher die Differentialgleichung a’(x) = a/(0) = ¢
erfiillt. Es ist also

a(x) = cx. (1.24)
Man hitte natiirlich auch elementarer argumentieren konnen: Aus (1.23) folgt
a(r) = ra(l) fir jede rationale Zahl r . Wegen der Stetigkeit gilt das aber sogar fiir alle
rcR.
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Bemerkung.

Die Voraussetzung der Stetigkeit ist wirklich notwendig. Man kann nadmlich zeigen,
dass in beiden Féllen auch unstetige Losungen , existieren”.

Ich mochte das fiir den Fall der Funktionalgleichung (1.23) kurz skizzieren:

Die Menge R der reellen Zahlen kann als Vektorraum tiber dem Koérper Q der

rationalen Zahlen interpretiert werden. Eine Basis dieses Vektorraumes wird auch als
Hamelbasis bezeichnet.

Ist nun {e ; }jd eine solche Hamelbasis, so definiert jede reellwertige Funktion f auf
dieser Basis ein lineares Funktional auf R, weil lineare Funktionale durch ihre Werte
auf einer Basis bereits eindeutig festgelegt sind.

Jedes solche Funktional ist speziell eine Losung der Funktionalgleichung (1.23). Sind

e, und e, verschiedene Elemente der Hamelbasis, so braucht man nur f so wahlen,

dass f(e,) = S f(e,) ist und erhalt wegen (1.24) eine unstetige Losung.
el

Man stof3t allerdings auf gewisse Schwierigkeiten, wenn man diesen Sachverhalt wirklich einsichtig
machen mochte. Denn man benétigt wirkungsvolle Suggestionsformeln, wie etwa das Zorn sche
Lemma, um sich in einen Bewusstseinszustand zu versetzen, in welchem die Existenz von Hamelbasen
plausibel erscheint. Es handelt sich ndmlich um eine reine Existenzaussage, die konstruktiv nicht
nachvollziehbar ist.

Die Exponentialfunktion tritt in der Mathematik sehr oft in abstrakten
n

Verkleidungen auf. Ein Beispiel ist, wie oben gezeigt, die Reihe Z b die wir auch

' 4
n=o n:

als e” bezeichnen. Diese Bezeichnung ist ein zweckmifiges Symbol, hat aber
tiberhaupt nichts mehr mit der Zahl e oder einer Potenz im urspriinglichen Sinne zu
tun. Aber immer spielt zumindest im Hintergrund eine Version des obigen Lemmas
eine grofie Rolle

Ich mochte das am Beispiel des Taylor’schen Lehrsatzes illustrieren:

Der Translationsoperator E' geniigt in gewissem Sinn der Differentialgleichung

t t+h ot 3
e _ DE!, weil um _p(x+t+h)—px+t)
dt h A

h — 0 gegen p'(x +t) = Dp(x + t) = DE'p(x) strebt.

fur jedes Polynom p(x) fiir

Es ist daher zu erwarten, dass E' =" gilt und das ist genau die Aussage des
Taylor’schen Lehrsatzes.

In diesem Zusammenhang wollen wir auch eine einfache Herleitung der
Leibniz’schen Formel angeben. Sind f(x) und g(x) Polynomfunktionen, dann gilt
E'(f(x)g(x)) = f(x + t)g(x + t) = E'f(x)E'g(x) und daher

t"D" t*D*  t'D’
etD(fg):z (fg)zz Il f Tg
Poa 1

n! m
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Vergleicht man die Koeffizienten von t" so sieht man, dass
. n! e e o, k)
D"(fg) = . mD fDg= Z[k]f g
k+l=n k=0
gilt und das ist die Leibniz’sche Formel.

Die Exponentialfunktion spielt auch bei der Auflosung von Systemen linearer
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten eine grofie Rolle. Man kann so
ein System in der Form y'(t) = Ay(t) mit der Anfangsbedingung
y(0) =a = (a,,--.a,)" schreiben, wobei y(t) = (v,(t),,y,(t))" und a
Spaltenvektoren sind, die wir aus drucktechnischen Griinden als transponierte
Zeilenvektoren geschrieben haben und A eine n x n — Matrix ist. Dann ist die
k

eindeutig bestimmte Losung gegeben durch y(t) = e*'a = > %tk .

k=o :
Die Matrixfunktion f(t) = "' selbst erfiillt die Differentialgleichung f'(t) = Af(t) mit
der Anfangsbedingung f(o) = I, wobei I die Einheitsmatrix bedeutet.
In diesem Fall ist es sehr einfach, zu verifizieren, dass die unendlichen Reihen
komponentenweise fiir alle t e R absolut und gleichméfSig auf jedem kompaktem
Intervall konvergieren.

Die Eindeutigkeit ergibt sich ganz analog wie oben: Sei y(t) eine beliebige Losung
der Gleichung. Dann erfiillt g(t) = ¢ *'x(t) die Differentialgleichung

g'(t) = —Ae *x(t) + e *x'(t) = 0 und daher ist g(t) eine konstante Matrix, die wegen
der Anfangsbedingung die Einheitsmatrix sein muss, g(t) = e *'x(t) = I. Multipliziert

man beide Seiten mit ¢, so ergibt sich also x(t) = AL,

cost

Als einfaches Beispiel betrachten wir den Ortsvektor f(t) = [ :

] eines Punktes auf
sin t

dem Einheitskreis, der sich in mathematisch positivem Sinn bewegt. Der Grenzwert

f(t + h) —f(t)

m———rt
h—o

Punkt (cost,sint).

Hier gilt also f'(t) = ((1) _Oljf(t) und f(o) = (;j

Daher ergibt sich als Losung

1 o -1
f(t) = ™ (Oj, wobei A = (1 o ] ist.

Beachtet man, dass A* = -1 ist, so ergibt sich
n 2 4 3 5
et =ZA—t“ :(1_t_+t__+...)I+(t_t_+t__+...)A.
n! 2! 4! 3! 5!

—sint
ist offenbar der normierte Tangentenvektor f'(t) = ( cost J im
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costJ (1_;“‘]_"‘"'

B 3 td
t——+——+-
3! 5!

Daraus ergeben sich die Reihendarstellungen von cost und sint.

Somit ist f(t) = [

sint

X -y
Beachtet man, dass die Matrizen xI + yA = (y < j einen Korper bilden, der

isomorph zum Koérper der komplexen Zahlen x + yi ist, so ist die obige Darstellung

dquivalent mit der Eulerschen Formel e = cost +isint.
Ein weiteres interessantes Beispiel liefert das Pascal’sche Dreieck der

Binomialkoeffizienten, wenn man es als Matrix schreibt.
Die Matrix

i\t 1 2 1 0
B = (( JD = Lo (1.25)
i,j=o
n-1) (n-1
der Binomialkoeffizienten bis zur Ordnung n — 1 heifst Pascal’sche Matrix der
Ordnung n. Diese ldsst sich auch in der Form

=
=

LHY & HE g
Pn:zk! :Z—!—e (1.26)
k=0 k=0
schreiben, wobei
0
1
H,=|0 2 . (1.27)
0 o n-1 o

ist.
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Das sieht man am einfachsten, wenn man im R" die Vektorfunktionen

f,(x) = (1, :x;,X?,---,xn‘l)t betrachtet. Der Verschiebungsoperator E, f(x) = f(x + a) hat

n

Cod () iy
dann wegen (x+a) = 2(] a''x!) die Matrixdarstellung E* = [[J alJJ . Fur
J=o ij=o0
a =1 istdas also P,. Der Differentiationsoperator D hat die Matrixdarstellung H,,
weil H f, (x) = f'(x) ist. Daher folgt aus E* = ¢® sofort P, = " . Wegen D™f,(x) = o

ist H® = 0. Die Reihe fiir P, = "™ bricht also nach n Schritten ab.

Aus e et =T ergibt sich wieder die bereits bekannte (1.13) Identitat

e

Sei nun

F, (x) = {Xij Cj] . (1.28)

Das ist die Matrix des Verschiebungsoperators E*.
Daher gilt F (x)F, (y) =F,(x+y).
Daraus folgt noch einmal F](x) = F} (0)F,(x). Da F, (o) = I, ist, ergibt sich wieder

n

F (x)=e™ mit H =F!(0) = {(1 — ki (:J] o = ((J - 1)81_“)

i,j=o

n—1
ij=o’
Dabher ist

F, (x) = PX. (1.29)

n

Lasst man n — « gehen, so sieht man daraus, dass die unendliche Pascalmatrix P

von der Form P = ¢! ist, wobei H die unendliche Matrix ist, wo in der Diagonale
unter der Hauptdiagonale die Zahlen 1,2,3,... stehen und sonst alles o ist.
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2. Formale Potenzreihen.

Unter einer formalen Potenzreihe (fPR) f(X)versteht man einen Ausdruck der
Gestalt

f(X)=1f, + X +£X* + £X° +... (2.1)

Wihrend bei konvergenten Potenzreihen f(x) = Z f x" der Buchstabe x ein

n=0
Stellvertreter fiir eine komplexe Zahl ist, fiir welche die unendliche Reihe
konvergiert, ist X bei formalen Potenzreihen ein eigenstdndiges Symbol, eine so
genannte Unbestimmte, ohne dahinter liegende Bedeutung. Eine konvergente
Potenzreihe definiert eine Funktion, welche der Zahl x den Funktionswert
f(x) zuordnet. Eine formale Potenzreihe ist dagegen vom rein logischen Standpunkt

aus nichts anderes als die Folge (fo, f.f,, ) ihrer Koeffizienten. In einer formalen

Potenzreihe kann man daher auch keine Zahl x statt der Unbestimmten einsetzen.
(Trotzdem schreibt man oft f(0) = f,, was aber zu keinen Missverstandnissen Anlass

geben kann.) Der Begriff der Konvergenz hat hier natiirlich ebenfalls keinerlei Sinn.

Der Grund fiir die Wahl dieser Darstellung besteht einfach darin, die ,rechte Gehirnhilfte” anzuregen
und zu suggerieren, dass man mit formalen Potenzreihen im Wesentlichen genau so wie mit
konvergenten Potenzreihen operieren kann.

Als Koeffizienten wollen wir zunéchst beliebige Elemente eines kommutativen Rings
R mit Einselement (KRE) zulassen. Wir bezeichnen dann den Vektorraum der
formalen Potenzreihen iiber R in der Unbestimmten X mit R[[X]]. Wir werden uns
allerdings meistens auf den Fall R = C, den Korper der komplexen Zahlen, oder auf
die Ringe R = Z der ganzen Zahlen oder R = C|[x], der komplexwertigen
Polynome, beschranken.

Es gibt dann wesentlich mehr formale Potenzreihen als konvergente. Beispielsweise

ist die Reihe Z n! X" eine wohl definierte formale Potenzreihe, wihrend die
n=0

entsprechende Reihe Z n!x" nur fiir x = 0 konvergiert und daher fiir die Analysis
n=0

unbrauchbar ist.

Zwei konvergente Potenzreihen sind genau dann gleich, wenn ihre Koeffizienten

iibereinstimmen. Dieser nichttriviale Satz wird bei formalen Potenzreihen eine

Definition. Zwei formale Potenzreihen heifien gleich, wenn ihre Koeffizienten

iibereinstimmen.

Fiir je zwei formale Potenzreihen f(X) und g(X) sind Summe und Produkt auf

dieselbe Art definiert wie im Fall konvergenter Potenzreihen, also durch

o0

(f+g)(X) =) _(f, +8,)X" (2.2)

n=0

(f-g)(X)= i[ Z £.8 ] X" (2.3)

n=0 +{=n
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Weiters ist die Ableitung definiert durch
= > nf X" (2.4)

n=1
Hier ist zu beachten, dass im Fall der formalen Potenzreihen keinerlei
Grenziibergang vorkommt, sondern dass einfach das Ergebnis, das sich im Fall einer
konvergenten Potenzreihe ergeben wiirde, als Definition genommen wird.

Man verifiziert dann sofort, dass (f +g) = '+ g’ und (fg)’ = f'g + fg’ erfiillt ist.
Wir brauchen nur die Aussage fiir das Produkt zu verifizieren. Diese wird aber
sofort einsichtig, wenn man sich folgendes iiberlegt: Zwei formale Potenzreihen sind
gleich, wenn alle Koeffizienten {ibereinstimmen. Der Koeffizient von X" in (fg)’

héangt nur vom Koeffizienten von X**' von fg ab. Dieser wiederum héngt nur von
den Koeffizienten von X',0 < j<n +1, von f und g ab. Der Koeffizient von X" in

(fg)' ist also derselbe wie der Koeffizient von (F,,,G, .,)’, wobei allgemein

n+1
= Z f X* den (n + 1) — ten Anfangsabschnitt der fPR bedeute.

k=0
Man braucht die Behauptung also nur fiir Polynome zu verifizieren. Wegen der
Linearitdt der Ableitung gentigt es sogar, f = X", g = X" zu nehmen. In diesem Fall
bedeutet die Aussage (X™™)" = (X")'X" 4+ X" (X")". Das ist aber klar, weil beide
Seiten (m + n)X™ ™" ergeben.
Als Spezialfall ergibt sich (g(X)")" = ng(X)"'g(X) fiiralle n € N.
Man kann grundsitzlich alle Operationen, die fiir konvergente Potenzreihen erklart
sind, auch auf formale Potenzreihen tibertragen, so lange dabei jeder Koeffizient der
Reihe, die als Resultat herauskommt, als endliche Summe der Koeffizienten der
dabei verwendeten Reihen darstellbar ist. Allerdings zeigt es sich, dass man
gelegentlich weitere Einschrankungen vornehmen muss, wenn man Wert darauf
legt, dass wichtige Rechenregeln erhalten bleiben.
Ein Beispiel ist die Zusammensetzung oder Komposition f o g , die man fiir

konvergente Potenzreihen immer dann definieren kann, wenn mit ( Z g x"
in (fog)( Zf Z (Z f g . )x" alle Reihen absolut konvergieren. Bei
k=0 n=0

formalen Potenzrelhen muss man dafiir sorgen, dass jede Potenz X" nur endlich oft
vorkommt. Das ist bei der Komposition sicher dann der Fall, wenn der konstante
Term g, der Reihe g(X) Null ist. Denn dannist g, = 0 fiir k < n und wir erhalten
somit das folgende Ergebnis:
Ist g(X) eine formale Potenzreihe ohne konstanten Term, so ist die Komposition
definiert durch

00 k

(fog)(X)=>_ QO fg.)X" (2.5)

k=0 n=0
Anders ausgedriickt: Man bildet die Komposition rein formal und sammelt dann alle
(endlich vielen) Terme gleichen Grades.
Es gilt also auch hier

(fog)(X) = f(g(X)) = 2 £ (8(X))". (2.6)
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Bemerkung: Wenn f(X) eine abbrechende formale Potenzreihe, also ein Polynom,

ist, konnte man auch beliebige formale Potenzreihen einsetzen. Allerdings ware dann
die Operation des Einsetzens nicht mehr assoziativ, wie wir spéter an einem Beispiel
sehen werden.

Fiir die Ableitung ergibt sich
(fog)(X) = f'(g(X))g'(X), 2.7)

also die tibliche Kettenregel. Denn diese Formel gilt fiir f(X) = X" und beliebige
g(X) als Spezialfall der Ableitung der Multiplikation.

In der Analysis zeigt man, dass fiir |x| <1 die Funktion log(1 + x) die
Reihenentwicklung

log(1+x) =) (=1)*" Z_ besitzt und dass dann € =1+ x gilt. Da e = > x

n=1 n n—o 11 '

ist, ergibt sich die folgende Identitét fiir formale Potenzreihen:

Aus der Analysis weifs man, dass die Koeffizienten einer Potenzreihe eindeutig
bestimmt sind. Wenn man also statt formaler Potenzreihen die entsprechenden
konvergenten Potenzreihen betrachtet , so erhdlt man eine Identitét. Da die
Rechenoperationen in beiden Féllen auf gleiche Weise definiert sind, erhilt man
dieselbe Identitét fiir formale Potenzreihen.

Aus denselben Griinden verwendet man auch fiir formale Potenzreihen analoge
Bezeichnungen wie im konvergenten Fall. So schreibt man etwa

e} n o0 n

log(1+X) =Y (=1)*" 2 oder ¥ = >
n

n=1 n=0 n !

oo (A

Aus der Analysis wissen wir, dass (1 + x)" = Z[

n=0

o | X" fur [x] <1 und jedes

a
a € R gilt. Daher bezeichnet man die formale Potenzreihe Z I

n=0

o0

X" ebenfalls mit

(1+ X)".

Achtung: In der Analysis gilt ™ = e-e*. Fiir formale Potenzreihen ist dagegen die

entsprechende Aussage e'"™* = e-e” sinnlos, da die formale Potenzreihe 1+ X den

konstanten Term 1 = 0 besitzt und daher die Komposition gar nicht definiert ist. Das

> (1 + X)"
sieht man auch sofort, wenn man die entsprechenden Reihen betrachtet: Z #
n=0 n:
=1
hat als konstanten Term die unendliche Reihe Z —'und das ist keine endliche
n=0 n:

Summe! Natiirlich konnte man in diesem Fall eine ad hoc Definition machen und so
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etwas zulassen. Wir bekdmen dann jedoch Schwierigkeiten mit den allgemeinen
Rechenregeln fiir formale Potenzreihen.

Eine wichtige Rechenregel ist das Assoziativgesetz.

Die Komposition formaler Potenzreihen ist assoziativ, a o (boc) = (aob)oc, falls

b, = ¢, = 0 ist.

Das ergibt sich sofort durch Nachrechnen:
(a o b)( Zak =>a,»_ bbb X" Daherist
Jurendi

(a o b)( =) a, Z b, b, ...b, (X)F " = a0 (boc)(X). Man muss nur

k"

beachten, dass Wegen b0 = ¢, = 0 jede Potenz von X nur endlich oft auftritt und
¢(X)" keine Potenz X™ mit m < n enthalten kann.

Bemerkung;:
Wenn die formale Reihe b(X) abbricht, konnte man, wie schon erwihnt, auch eine

formale Potenzreihe ¢(X) mit ¢, = 0 einsetzen und (b o ¢)(X) als formale
Potenzreihe bilden.

Es ergéibe sich dann

(ao(boc)) Z a, Z b ( Z ¢, X)) . Der konstante Term in dieser Reihe wire

Zak Z b)) Andererselts ist

((aob)oc) Zak ZbXJ

Setzt man (a o b)( Z a, Z b X Z d, X" . Dann ist
d, = Zak Z b, b, und ((aob)oc) Zd . Der konstante Term
k<n ji e tje=n

von ((a ob)oc)(X) ist dann Z:dncO .

Im allgemeinen Fall wiren diese Reihen als formale Potenzreihen gar nicht
definierbar, weil der konstante Term durch eine unendliche Summe gegeben ist. Es
gibt aber Spezialfdlle, wo diese Reihen definiert werden konnen.

Betrachten wir etwa b(X) = X — X* und ¢(X) =1-X.

Hierist (boc)(X)=(1-X)-(1-X)’ =X —-X*=b(X).

Dann kann aber die Komposition nicht mehr assoziativ sein.

1-v1-4X

Denn w&hlt man a(X) = — dann rechnet man leicht nach, dass

(aob)(X)=(boa)(X)=X ist. Wire die Komposition assoziativ, so erhielten wir
1-X=c¢X)=((aob)(c(X))=(ao(boc))(X)=(aob)(X)=X,
was nicht moglich ist.
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Proposition 2.1
Ist a(X) = z a, X" e C[[X]] eine beliebige formale Potenzreihe, dann besitzt die
n=0

Differentialgleichung f'(X) = a(X){f(X) im Bereich der formalen Potenzreihen eine eindeutig

X
[a(T)aT

bestimmte Losung £(X) =Y £ X" mit f, =1. Dabei gilt f(X) = e®

n=o0

Denn die Gleichung bedeutet

>+, X =) akaZlel .

n>o k>0 1>0

Das ist gleichbedeutend mit

+ )b, = Z ayf; .

k+1=n
Aus diesen Gleichungen kann man der Reihe nach f,f,,--- berechnen.
X
Definiert man A(X) = )’ oy o Ia(T)dT, soist A(0) =0 und A'(X) = a(X).
Sin+1 °
Daher gilt (e* Xy AR gt A0 =g

= a(X)e*™ und der konstante Term von e

Somit ist £(X) = ¢*™®) die gesuchte eindeutig bestimmte Losung der
D1fferent1alg1e1chung f'(X) = a(X)f(X) mit f, = 1.

Es ist dann A(X) = log(1 + (f(X) — 1)), wofiir wir auch kurz log f(X) schreiben und

aulerdem (logf(X)) = ﬂ
£(X)
Auflerdem kann man jede formale Potenzreihe f Z £ X" mit f =1inder

n=o0
Gestalt f(X) = e*® darstellen. Denn A(X) =log(1 + (f(X) —1)) liefert das
Gewlinschte.
Wir wollen dieses Resultat auch auf formale Potenzreihen, deren Koeffizienten
Polynome sind, erweitern.

Proposition 2.2

Sei f(x,T) = > f,(x CIx][[T]] mit {,(x) = 1 und so, dass alle Polynome f, den Grad
nzo
degf, =nhaben. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome r,(x), so dass
z 1"n(X)Tn
f(x,T) = en> gilt. Dabei ist degr, <n.

Das ergibt sich sofort aus der Tatsache, dass

log f(x,T) =log(1+ Y f,(x)T") = Z Zf )T") ist.

n>1 j21 J n>1

Denn dann ergibt sich

=SS (o () ().

. J J
j=1 k,+---+kj=n
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Wir konnen jeder formalen Potenzreihe a(X) = Z a, X" einen linearen Operator auf
k=0
dem Vektorraum C[x]| aller Polynomfunktionen auf der Zahlengeraden zuordnen.

Der Reihe a(X) wird dabei der lineare Operator a(D) := Z a, D" zugeordnet. Das ist

k=0
ein wohl definierter Operator, weil fiir jedes Polynom p(x) der Ausdruck
degp

Z a, Dp(x Z a,p"(x) eine endliche Summe und daher wieder ein

keN
Polynom ist.
Diese Zuordnung ist eine Bijektion. Denn aus a(D) = b(D) folgt
nla, = La(D)x" = Lb(D)x" = n!b, ,wenn L das lineare Funktional auf C[x] ist,
welches durch L(p) = p(o) definiert ist. Auferdem bleiben bei dieser Zuordnung alle
Operationen erhalten. Sie ist also insbesondere ein Isomorphismus der
entsprechenden Ringe. Man konnte daher formale Potenzreihen auch als die Menge

aller linearen Operatoren auf C[x] der Gestalt a(D Za D* definieren.
k=0

Translationsinvariante Operatoren auf C[x].

Wir wollen nun zeigen, dass man die Operatoren auf C[x] der Gestalt

a(D) = zaka einfach charakterisieren kann. Es sind genau die

k=0
translationsinvarianten Operatoren, d.h. jene Operatoren T, welche E*T = TE" fiir
alle a € R erfiillen.
Dass jeder Operator a(D) translationsinvariant ist, ist klar. Es geht um die
umgekehrte Aussage.
Dazu geben wir zuerst eine Charakterisierung beliebiger linearer Operatoren auf

Clx].

Satz 2.1. Sei A : C[x| — C[x] ein beliebiger linearer Operator. Dann hat A eine eindeutig
bestimmte Darstellung der Gestalt

A=SEHD", (2.9

n=0

wobei die f (x) Multiplikationsoperatoren mit Polynomen £ (x)sind.

Beweis. Sei f(x) := Al und allgemein

A

n <
X

=40
und es gllt d1e Bez1ehung (2.9). Denn

n n—1 n—2
kX _ x X X L

et f o (x )1 + £ (x). Dadurch sind die f (x) eindeutig festgelegt
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Man kann die f (x)durch die Formel

Zf )t =e " Ae™ (2.10)
n=0
Xk
charakterisieren. Dabei ist Ae* AZ—X = k')tk .

Denn

Ao — ka(X)DkZ%té _ Ztesz(X)DkX—; — Ztéka(X) (EX_ D =

4

S o = A 3 = S

k>0 >k k>0 (>0

Es ergibt sich also zufillig dasselbe, wie wenn man gleich Z f (x)D* auf e*
k

angewendet hitte.

Beispiele

a) Sei z.B. Ap(x f p(s
Dann ist

x —Xt 2 3

—xt st _ xt = - _

e foeds— (e 1>—X 2|t—|—3't +..
Somit ist

00 Xn-H
f = Z T D"f(x). (2.11)

n

Zur Probe betrachten wir die Formel fiir f(x) = ~_ Dabei ergibt die rechte Seite

n!
1 n . n+1 - s}
-1 x" =
(n+1)!kz_:‘)( ) {k+1 (n+1)!

wie es sein muss.

b) Als weiteres Beispiel sei A = D'x’. Hier ergibt sich mittels der Leibnizformel

D] i xt _ i[i}]}kxiDjkeXt — EJ:DQ}'( [a%] DjeXt.

k=0 k=0

Das bedeutet
0

. . . Dkxl( )kDJ ) 1
. J () i J ) . D’

k=0 k=0

Speziell gilt also
Dx=xD+1
und D"x = xD" + nD"™

n-—1i

sowie Dx" = x"D + nx
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. . . n.n _ o n! n ki~ k
Ein anderer Spezialfall ist D"x" = gég(ng D*.

Aus Linearitdtsgriinden kann man die Formel auf beliebige Polynome p(x) und
formale Potenzreihen (D) erweitern und erhilt

09
- Zk:p(k)(x)f k(!D). (2.12)

Definiert man die so genannte Pincherle-Ableitung eines linearen Operators T
durch

T' = Tx — xT,

dann ist also fiir T = f(D)
of(D)

f(D) = f(D)x — xf(D) = ——*

(D) = f(D)x - xf(D) = —-~,

woraus sich auch die Bezeichnung erklart.

Die Translationsinvarianz von A bedeutet E*A = AE", d.h.
Zf x +a)D"E" = Zf )D"E" oder f (x +a) = f (x) fiir alle a und daher muss f,

n
konstant sein. Diese Konstante ist nach obigem £, (0) = LA —.

n!
Daher ergibt sich der
Satz 2.2. T ist genau dann translationsinvariant, wenn gilt
00 Xk
T=>) LT(—)D". 2.13
2 LT (213)

Wir wollen noch einen weiteren Beweis geben. Die rechte Seite ist ein wohl
definierter linearer Operator auf C[x], weil sie sich fiir jedes Polynom p(x), auf das
sie angewandt wird, auf eine endliche Summe reduziert. Da D

mit jeder Translation E* kommutiert, tut dies auch T'.

Seinun T translationsinvariant. Da sowohl T als auch die rechte Seite linear sind,

n

dasselbe Resultat liefern.

. . . X
gentigt es zu zeigen, dass beide Seiten angewandt auf '
n:

Das folgt aus
T[X— :LE**T[X ]:LTEa(X ]:LT[M]:
n!)_. n! n! n!

P e e L

Ein Operator T auf C[x] ist genau dann translationsinvariant, wenn er mit dem

Differentiationsoperator D vertauschbar ist, d.h. DT = TD erfdillt.
Denn
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kk k
TEaszak[!) :Z%TDI‘,

a akDF ak K
E'T =) o T:ZEDT.

Wenn das fiir alle a gilt, dann muss TD* = D*T fiir alle k gelten und umgekehrt
folgt aus DT = TD dass TD* = D*T fiir alle k gilt und daher TE* = E*T .

Bemerkung: Zwei Operatoren T,, T, auf C[x| sind genau dann identisch, wenn
LE'T, = LE'T, fiir alle y € R gilt, denn (LE*Tp)(x) = LTp(x +y) = (Tp)(y) .
Sind T, und T, translationsinvariant, dann sind sie bereits dann identisch, wenn
LT, =LT, gilt.

Denn dann ist LE’T, = LT EY = LT,EY = LE'T,.

2
Da der Differenzenoperator A =e” —1 =D + o7 + ...keinen konstanten Term in der

Entwicklung nach D hat, ist die Komposition a(A) = a o (e” —I) wieder eine formale
Potenzreihe in D und die Zuordnung

a(D) = Z a, D" — a(A) = Z a, A" wohldefiniert und ein KRE-Homomorphismus.
k=0 k=0

Wir zeigen nun

Satz 2.3

Bei gegebener formaler Potenzreihe g(X) = g, X + g,X* +... mit g, = 0 lisst sich jede
formale Potenzreihe £(X) in der Gestalt £(X) = (a o g)(X) mit eindeutig bestimmter fPR
a(X) darstellen.

Wenn es eine solche Darstellung gibt, so folgt durch Koeffizientenvergleich
a, = f

ga = f1

gra, =f, —g,a,

Daraus lassen sich die a; der Reihe nach eindeutig berechnen.

Da diese Gleichungen gleichbedeutend mit der Darstellbarkeit als Komposition sind,
ist alles gezeigt.

Wihlt man speziell {f(X) = X, so gibtes also G,,G,,G,,..., so dass gilt

X = Gg(X) + Gg(X)* +...
Setzt man G(X) =Y G,X', soistalso X = G(g(X)) = (G o g)(X).

i=1
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Bezeichnet man die formale Potenzreihe X mit X = id(X), so ist id das neutrale
Element beziiglich der Komposition. Wir haben also G gefunden mit G o g = id.
Wir behaupten nun, dass auchg o G = id ist, d.h. dass G das Inverse von g beziiglich

der Komposition ist. Wir schreiben dann auch G = g'™"

Das ergibt sich aber unmittelbar aus der Assoziativitat der Komposition. Denn zu G
gibt es wie gerade gezeigt ein G mit G o G = id. Dann ist aber
G=Goid=Go(Gog)=(GoQG)og=idog=g

Satz 2.4
Zu jeder formalen Potenzreihe g = Z g, X" mit g, = 0 gibt es ein eindeutig bestimmtes

n=1

Inverses G beziiglich der Komposition.

Als Beispiel betrachten wir die formale Potenzreihe
X2 X3 log(1+X)

g(X) =log(l+ X) = X—7+?—+ . Wegen e —1=X ist
x*  x?
GX)=e" —1=X+ o7 + 31 + --- invers zu g. Daher gilt auch

(g0 G)(X) =log(l+(e” —1)) = X.
Beim Isomorphismus X — D gilt G(X) — G(D) = e” —1 = A. Daher gilt
log(1 + A) = log(1 + (e® —1)) = D und daher g(A) = D.

Ein anderes Beispiel hatten wir schon kennen gelernt: g(X) = X — X? und

2 k>1 k k>1 k '
—Z (2k — 2)|2k1 < 2k -2 le
= -(2k — 2)k! | k—1]|k
Korollar. Die formalen Potenzreihen der Gestalt g(X Z g, X" mit g, = 0 bilden

k=1
beziiglich der Komposition eine Gruppe.

Noch einfacher lésst sich die Existenz einer Inversen beziiglich der Multiplikation
feststellen.
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Satz 2.5

Eine formale Potenzreihe a(X) = § a, X" besitzt genau dann eine Inverse beziiglich der
n=0
Multiplikation, wenn a, = 0 ist.

Beweis. a(X) besitzt genau dann eine Inverse beztiglich der Multiplikation, wenn

b(X) = Z b, X" existiert mit a(X)b(X) = 1. Vergleicht man Koeffizienten, so ist das

n=0
gleichbedeutend mit den Gleichungen
a,b, =1
a,b, +a,b, =0
a,b, +ab, +a,b, =0

Die erste Gleichung ist nur dann moglich, wenn a,, = 0 ist. Ist aber umgekehrt diese
Bedingung erfiillt, so lassen sich der Reihe nach
b,,b,,b,,.... eindeutig berechnen. Die Potenzreihe mit diesen Koeffizienten ist das

multiplikative Inverse zu a(X).

Z.B. ist =1-X+X*—+...,weil in (1+X)(1-X+X*—+...) der Term X"

1+X
jeweils zweimal auftritt mit entgegengesetztem Vorzeichen:

(—1D)"(1-X" = XX") = 0.
Die Partialsummen, die in der Analysis eine entscheidende Rolle spielen, sind hier
dagegen vollig uninteressant.

1X =1+ X 4+ X? + ... konnen wir durch

Aus der geometrischen Reihe

Differenzieren sofort die Reihen

X" (2.14)

herleiten, die wir sehr oft verwenden werden.

n+k k-1
Beachtet man, dass T (—1)* 0 ist, so kann man das auch in der Form
; _ (1 . X)fkfl _ Z k-1 (_ 1)n X®
(1 - X)k+l n>0 n
schreiben.

Wir wissen bereits, dass der Verschiebungsoperator E”, der durchE"f(x) = f(x + y)

auf C[x] definiert ist, die Gestalt E* = ¢’ besitzt. Nach Satz 2.3 lasst er sich aber

auch als formale Potenzreihe im Differenzenoperator A darstellen. Wie sieht diese
Darstellung aus?
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Mit Analysiskenntnissen lédsst sich diese Frage sehr leicht beantworten: Aus
y

k

o0

SSEGEREDY

k=0
y
k

](eX —1)" ergibt sich aus den vorangehenden

Uberlegungen E* = >

k=0

A* .

Wir wollen dieses Resultat jedoch ohne Riickgriffe auf die Analysis beweisen. Wir
zeigen zuerst die
n (X
N k=0 [k

Vandermonde sche Formel:
y

n—=k

=}

X+y
n

(2.15)

bzw. die damit dquivalente Formel

(x+vy), = Zl: [n] )ik (2.16)

k=0

Um diese Formel zu beweisen, beachten wir, dass bei festem y € R
(x+y), ein Polynom n-ten Grades in x ist und daher eine Darstellung der Gestalt

(x+¥), Zank ), besitzt. Wegen A*(x), = (n),(x), , und L(x), = [n = 0] ergibt
k=0
sich
k ' Ay = LAk (X + Y)n - (n)k L(X + y)nfk - (n)k (y)nfk'
Damit ist (2.16) gezeigt.
Wir kénnen (2.16) auch in der folgenden Form schreiben:

o (¥
oo gl

o8]

x+y Z

k=0 k=0

Das bedeutet

o0

x, =S|
Ean:
k:Ok

Da die (x), eine Basis des Vektorraums C[x]| bilden, heifst das

AX(x), furalle n=0,1,2,...

E'=I+A) = i[i] A (2.17)

Wegen E* = E*EY giltdaher (I+ A)*(I+ A)" = (14 A)*™.
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Wir konnen daher ohne Riickgriffe auf Analysiskenntnisse die formalen
Potenzreihen (1 + X)” durch

(Y

y o k

1+ X) = kZ:: [k] X (2.18)

0

definieren und erhalten die fiir Potenzen charakteristische Gleichung
1+ X1+ X) =1+ X)". (2.19)

Durch Koeffizientenvergleich sieht man tibrigens, dass (2.19) mit der
Vandermonde“schen Formel dquivalent ist.

Wegen A = DS mit invertierbarem S lésst sich auch der Differentiationsoperator als
formale Potenzreihe im Differenzenoperator darstellen. Aus der Analysis weifs man,
dass x = log(e*) = log(1+ (e* —1)) fiir kleine x gilt. Daraus folgt

D=log(I+A)=Y" % A", (2.20)

k=1

Wir wollen das nun auch direkt zeigen: Die Gleichung bedeutet, dass beide Seiten
dasselbe liefern, wenn man sie auf ein Polynom anwendet. Hierzu gentigt es wieder,
eine Basis von C|[x| zu wihlen, z.B. (x),,n > o.

Hier folgt alles aus

D(x), = lim (x+h), —(x), = lim Zn: [n] (%), (h_)l =

. h—0 h h—0 £

Da das fiir alle n gilt, folgt (2.20).

Bemerkung. Ersetzt man in (2.18) X durch hX und y durch {, so erhilt man

l 00 k
(14 hX) = (l—h)(l—2h)...(1—(k—1)h)%.
k=0 .
Dabher gilt
1 x Xk
| .
11115%(1 + hX)h = kz:; g

wenn man unter dem Limes den koordinatenweisen Grenzwert versteht. Dass diese
Art des Grenziiberganges verniinftig ist, sieht man sofort, wenn man die
entsprechenden Operatoren auf C[x] betrachtet.

Hier bedeutet das

1
lim(I + hD)! f(x) = e"f(x) = f(x + 1) fiir jedes Polynom f.
h

=D.

Ganz analog gilt lhlir(} L
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Wir hitten (2.20) auch noch anders ableiten konnen: Wir wissen, dass eine

Darstellung der Gestalt D = Z a, A" existiert. Um die Koeffizienten zu berechnen,
k=1
wenden wir diese Gleichheit auf (x), an und setzen dann x = 0. Es ergibt sich

n'a, = LD(x), = LD(x(x —1)...(x —n +1)) = (=1)" '(n —1)!

Daraus folgt wieder alles.

Mit derselben Methode kénnen wir auch D* durch den Differenzenoperator
darstellen.

n

Dazu schreiben wir (x), = Z s(n,k)x"* . Die s(n, k) heifen Stirlingzahlen der 1. Art.
k=0
Schreiben wir D* = Z c, A", soist wie oben nlc,, = LD"(x), = k!s(n, k). Wir
n=k
erhalten daher

Dk An
T > " s(n, k) N (2.21)
. n>k .
oder damit gleichbedeutend
log(1 + X) £ X"
% = Z s(n, k) e (2.22)
. n=k .

Die Stirlingzahlen 1.Art kann man als bekannt ansehen, da sie sich sehr leicht
berechnen lassen. Sie gentigen der Rekursion

s(n + 1, k) = s(n,k — 1) — ns(n, k) (2.23)
mit den Randbedingungen s(n,0) = [n = 0] und s(0,k) = [0 = k].

Denn wegen (x),,, = (x),(x —n) ergibt sich die Rekursion durch

n+1
Koeffizientenvergleich in

Z s(n +1Lk)x* = (x — n)z s(n, k)x".

Die Matrix s = (s(n, k) beginnt folgendermafien:

1 0 0O 0 0 0
0 O 0 0 0

0 -1 O 0 0 0
o2 -3 1 0 0 0
"o 6 11 -6 1 0 0
0 24 -50 35 —10 1 O

0 —120 274 —225 85 —15 0
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Analog gibt es eine eindeutige Darstellung x" = Z S(n, k) (x), -
k=0

Die Koeffizienten S(n, k) heiflen Stirlingzahlen 2. Art. Sie sind durch die
Rekurrenz

S(n +1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k) (2.24)

und die Randbedingungen S(n,0) = [n = 0] und S(0,k) = [k = 0] festgelegt.
Denn x(x), = (x =k + k) (x), = (¥)y;1 + k(x).

Die Matrix S = (S(n, k)) sieht folgendermafien aus:

1 0 O 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
0o 1 3 1 0 0 0
o 1 7 6 1 0 0
0 1 15 25 10 1 O

0 1 31 9 65 15 1

Aus der Definition ist klar, dass S = s™' oder anders ausgedriickt, dass
Z S(m, k)s(k,n) = [m = n] gilt.

Analog zu (2.21) gilt hier

Ak 00 Dn
T ; S(n, k)E (2.25)
bzw.
(eX _1)k B 00 Xn
Dennsel— chk .Dannist c, —LA—ZSn i)(x), = S(n, k).

n=k

Aus der deﬁmerenden Glelchung der Stirlingzahlen 2. Art x" = Z S(n, k)(x), ergibt

sich eine weitere Darstellung fur die Potenzsummen

> i = $08(m ) T = Y Sl ) Sl 1

0<i<n >0 >0 J 1>0
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n—1
Die Potenzsummen S (n) = Z k™ wurden urspriinglich von Jakob Bernoulli (1654-
k=0
1705) studiert. Er hat dabei die nach ihm benannten Bernoulli’'schen Zahlen B
entdeckt und gezeigt, dass S, (n) ein Polynom in n vom Grad m + 1 ist, das explizit

durch

m—|—1

Su(n Z ™ (2.27)
k=
gegeben ist.
Um diese Formel abzuleiten, betrachten wir die so genannte exponentiell-
erzeugende Funktion ZSm( — der Folge {S, (n)},., bei festem n. Es ergibt sich
m>0
X m m . k m X m
2 Sum) =0 5 ) k=) ) —
m>0 m>0 ML g<i<n 0<k<n m>0

(2.28)

x  e¥—-1 e -1 X
> et =— -
0§k<n (§] - 1 X (§] - ]_

Wir miissen dazu die formale Potenzreihe

< genauer studieren. Wir wissen

et —1
) et —1 X Xx? ) ) .
bereits, dass =14— 21 + 3— + ... ein Inverses besitzt, weil der konstante Term
ungleich 0 ist.
Dieses schreiben wir in der Form
X 00 Xk
< _1_;0]31‘?' (2.29)

Die dabei auftretenden Koeffizienten B, sind gerade die Bernoulli’schen Zahlen.

Die rechte Seite von (2.28) ist das Produkt zweier formaler Potenzreihen

enX kxk 1 B X]
X ; ! g; j!
m!nm*j“Bj
_Z;m k+]§1:m k' ! §m k+121:m _J+1)'J'

Koeffizientenvergleich liefert dann sofort (2.27).

Wir wollen nun die Bernoullischen Zahlen genauer untersuchen.
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Nach Definition ist

X k-1 B X]
1="2 =2 = =
X >l ! >0 J!
-y X eyt e LD
m k+j—1=m ' m m 0<j<m m + ]- - J + ]') ' J'
Daraus ergibt SlCh durch Koeff1z1entenvergle1ch

m-+1

. |B, =0 furm>0.
j

j=0

Diese Gleichung wird oft symbolisch in der Form

B+1D)"-B" =0 (2.30)
fir m > 1 geschrieben. Dabei soll die linke Seite nach dem binomischen Lehrsatz
entwickelt werden und danach jedes B'durch B, ersetzt werden. Der Exponent i

wird also durch seinen ,,Schatten” (umbra) ersetzt und wird zum Index. Das ist der
Prototyp des sogenannten umbralen Kalkiils.

Daraus lassen sich die Bernoulli’schen Zahlen B, der Reihe nach berechnen. Wir

konnen (2.30) also als Definition der Bernoulli’schen Zahlen interpretieren.
Man erhilt daraus die folgende Tabelle:

|n|0123 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Bl 4404040404 0 &%

Wir fithren nun die Bernoullischen Polynome B, (y) ein durch

B,(y)=(y+B)" = i[k

k=0

Dann schreibt sich (2.27) in der Form

1

(n+B)"" —=B"") = m—H(BmH(n) —B,.(0) (2.31)

S,.(n) =

m—+1

Als Spezialfdlle erhalten wir
n’ +3n°B, +3nB, 2n®*—-3n"+n nmn-3)(n-1)
82 (n) = = =
3 6 3
2 N2
S;(n) = %(n4 +4Bn’ + 6B,n* + 4B3n) = % = (S, (n))2 .
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3. Die Bernoulli’schen Zahlen und Polynome

In der umbral-definierenden Gleichung fiir die Bernoullizahlen

B+1)" —B" =0 firm>1
soll die linke Seite nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt werden und danach
jedes B'durch B, ersetzt werden. Das Herunterfallenlassen des Exponenten mutet

uns etwas suspekt an. Wir wollen es daher in einer Weise formulieren, die der
heutigen Anforderung an Exaktheit gentigt. Dazu betrachten wir den Vektorraum
C[x] der Polynome in x mit komplexen Koeffizienten und definieren ein lineares

Funktional F durchF(x") = B, . Dann lautet die definierende Relation fiir die
Bernoullischen Zahlen

F(Ax")=F((x+1)") - F(x")=0 fiir n > 2.

Weiters ist F(Ax) = F(1) =1 und F(Al) = F(0)=0.
Nun fithren wir ein weiteres lineares Funktional L ein durch L(f) = £(0).
Es erfiillt

0 fiirn > 2
L((x"))=Lnx"") =11 firn =1
0 firn=20

Somit ldsst sich die definierende Relation fiir die Bernoulli-Zahlen auch in der Form

F(Ax") = L(Dx") fiir alle n € Nschreiben.

Da sowohl F als auch L linear sind, bedeutet das einfach

F(Af) = L(Df) (3.1)

fur alle f € Clx].

Diese Gleichung haben wir hier nur fiir Polynome abgeleitet. Sie scheint aber
allgemeiner zu gelten. Denn wendet man sie auf f(x) = ¢™ an, so ergibt sich

F(e"™™ —e™) = L(te™) oder (e' —1)F(e™) = (e' — 1)2 FeOE

n!

= t, was uns wieder

zur urspriinglichen Definition (2.26) zurtickfiihrt.
B,t" ¢

n! e —1

. Manchmal schreiben wir auch

In umbraler Notation ist also e” = Z
in dhnlichen Fallen ¢, um das umbrale Symbol B von der Zahl B zu

unterscheiden.
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So wie es hier steht, ist das jedoch ohne zusétzliche Uberlegung sinnlos, da
F(Z f)= Z F(f;)) nur fur endliche Summen gilt und auf eine unendliche Summe wie

e8]
e =) x* 1 & nicht anwendbar ist. Wir miissen hier anders vorgehen: Wir
k=0 :

betrachten die formale Potenzreihe ¢*' = Z%Tk in einer Unbestimmten T mit
— k!
Koeffizienten aus dem Ring der Polynome C[x]. Ist G ein lineares Funktional auf

dem Ring der Polynome C[x], so ordnen wir einer £P.R ) a,(x) )T* e C[x][[T]], wo
k
also die Koeffizienten Elemente des Rings der Polynome C[x]sind, die formale

Potenzreihe G(z a, (x)T ZG a, (x))T* € C[[T]] zu. Dann definiert G auf diese
K

Weise eine lineare Abbildung G : Clx][[T]] > (C[[T]] Beachtet man, dass fiir
Zkak e C[[T]] gilt Zka Zal Z(z b, _xa,(x))T" ist, so ist klar,

dass G(b Zak T)G Zak )T*) ist. Man kann also G mit formalen

Potenzreihen, die x rucht enthalten, vertauschen.

k k
. (x+1)T _ xT\ _ kT_= kT_=

Es ist dann F(e e )—;(AX )k! ;LDX 0 T

Die linke Seite ist F(e*'e® — ™) = F(e' —1)e") = (' — 1)F(e*"). Also ist in diesem

T

eT—l

Damit haben wir der obigen Ableitung einen exakten Sinn verliehen.
Im Nachhinein kénnen wir sagen, dass diese Gleichung auch fiir Potenzreihen im
tiblichen Sinn gilt, wenn wir auf irgendeine Art, z.B. mit Sdtzen der komplexen

Sinne F(e*") =

Analysis, beweisen, dass die Reihenentwicklung von einen positiven

Konvergenzradius besitzt.

Beachtet man dass g(x) =

eine gerade Funktion ist, d.h. g(—x) = g(x) erfiillt, so folgt sofort, dass B,, ., =0

2n+1
fiirn > 1 gilt, wie aus der Tabelle zu vermuten war.

Interessanterweise hat bereits einige Jahre vor Jakob Bernoulli der japanische Mathematiker Seki
Takakazu (1642-1708) ebenfalls die Bernoulli’schen Zahlen entdeckt, obwohl es damals keinerlei
wissenschaftliche Kontakte zwischen Japan und Europa gegeben hat. Das ist ein schones Beispiel fiir
die ziemlich mysteriose Tatsache , dass in der Mathematik neue Ideen oft v6llig unabhéangig
voneinander von verschiedenen Leuten fast gleichzeitig gefunden werden.
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Bemerkung: Die Bernoullischen Zahlen haben eine sehr interessante
zahlentheoretische Eigenschaft, die von den Astronomen Thomas Clausen und Karl
Georg Christian von Staudt unabhéngig voneinander um 1840 gefunden wurde. Es

. 1 a1 . .
gilt B,, + )  — € Z.Hier ist die Summe iiber alle jene Primzahlen pzu erstrecken,
(p—1)2n p

fiir welche p — 1 ein Teiler von 2n ist. Beispielsweise sind das fiir 2n = 12 die
Primzahlen p = 2,3,5,7,13. Daher gilt
11 1 1 1 691 3421 1

B,+(E++-+-+—2)=- =
2 3 5 7 13 2730 2730

Wir haben die Bernoulli’schen Zahlen charakterisiert durch die Identitat

< B
XX ! = Z—k‘Xk. Ersetzt man hier die Unbestimmte X durch den
€ — k=0

) .. _ > B )
Differentiationsoperator D, so erhdlt man S 1= Z k_l; D", wobei
k=0 .

1 1 DD
D 21 31 T
Somitist A=¢® —1=D-S.

Aus der Gleichung A = DS mit invertierbarem S ergibt sich noch einmal, dass ftir

S =

f € C[x] genau dann A""'f = 0 ist, wenn f € C[x],, dem Teilraum der Polynome von
einem Grad < nist.

Denn A™"'f = S™'D""'f und daher ist die Gleichung mit D""'f = 0 &quivalent,
woftir die Aussage trivial ist.

Damit lassen sich die Bernoullischen Polynome auch durch die folgende Formel
ausdriicken:

=B
K B.x"" = Zk_l;Dan =S'(x"). (3.2)

k=0

o0

ST = z %Dk kann symbolisch wieder in der Gestalt ¢ geschrieben werden. Die
k=0 ™

obige Identitdt wird dann in Analogie zum Taylor’schen Lehrsatz
e"Px" = (x + B)".

Daraus ergibt sich fiir die erzeugende Funktion der Bernoullipolynome

Tn TexT
> B, () = (3.3)
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Das folgt aus

S

B 1
Z Z k'l' kX Zkl; TkZ%TIZ

' k+l=n 1

T xT

= e

el —1
In umbraler Schreibweise wire das ZT—‘(B +y)t = eTB) = oTBeTY - TLeTy.

n! e —1

Das ldsst sich sofort exakt machen:

T(x Ty Tx T Tx T T
F(eT)) = F(e™e™) = e WF(e™) = e yeT—
Es gilt
AB_(x) = DSB, (x) = DSS 'x" = Dx" = nx""',d.h.

AB (x)=B,(x+1)—B, (x) = nx"". (3.4)

Da alle Operatoren linear sind, heifit das, dass fiir jedes Polynom p(x) = )| ax" gilt
Ap(x + B) = AZak (B +x)* = Dp(x).
Das bedeutet anschaulich, dass die Bernoulli’schen Zahlen als ein Hilfsmittel

angesehen werden konnen, welches Differenzen in Ableitungen tiberfiihrt.

Daraus ergibt sich wieder

n—1 n—1

E (B (k+1) =B, (k) = (m + DZ k™ , d.h. unsere wohlbekannte Formel
k=0 k=0

Bm+1 (n) - Bm+1 (O)
m—+1

S, (n) =

Eine andere Folgerung aus B, (x) = S'(x") und der Tatsache, dass S™ als fPR in
D mit D vertauschbar ist, ist
DB, (x) =DS 'x" =S 'Dx" =S '(nx""), d.h

B! (x) =nB, ,(x). (3.5)

Die Bernoulli’schen Polynome verhalten sich also beztiglich der Ableitung D wie die
Potenzen x".

Daraus folgt nach dem Taylor’schen Lehrsatz

BH(X+Y)=Z%‘;(X)YI‘ = || B (5"

Symbolisch hiefse das

n n
eyDBn(X) — eyDeBDXm — e(B+y)DXn — (B +y+ X)n _ Z( Jyk(B + X)nfk'

47



Aus der Operatorgleichung S™' = % = E Dk.

e _1 k=0

ergibt sich
B, (x) = %x“ (3.6)
und
A
—B,(x) =x". 3.7
"B, (x) = x ©7)

Daraus sieht man unmittelbar
D

AB,(x)=B,(x+1)—B,(x) = AZXH = Dx" = nx""'
und fiir x = 0 die definierende Gleichung (B +1)" —B" =[n =1].
Durch Integration von (3.5) erhalten wir

f B, (s)ds = j; B““( >dS — B,.(y)— BHH(X)'

n—+1 n—+1

B, (X + 1) - B, (X)

Speziell ergibt sich f o B, (s)ds = =x" und fiir x =0

n+1
) "B, (s)ds = [n = 0]. (3.8)
A n :
Da auch BBH (x) = x" ist, folgt
x+1
= f B, (s)ds
fiir alle n € N und daher auch
A x+1
S6(x) = S1(x) = f f(t)dt (3.9)

fur f € Clx].

Man kann sich diese Gleichung sehr leicht plausibel machen: Wenn man %f (x) als

Stammfunktion F(x)von f(x)interpretiert, steht auf der linken Seite

A(% f(x)) = F(x + 1) — F(x) . Das ist auch der Ausdruck auf der rechten Seite.

Da B, (x) ein Polynom n-ten Grades ist, bilden die Polynome B, (x) eine Basis des
Vektorraums der Polynome. Daher hat jedes Polynom f(x) eine eindeutig bestimmte
Darstellung der Gestalt
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f(x) = Z % p . (x). Um die Koeffizienten a, zu bestimmen, schreiben wir
k! :

f(x)=>_ ik‘ B, (x) = Z% S™'x" . Daraus folgt Sf(x Z—xk und somit nach
dem Taylorschen Lehrsatz

x+1 1
ak:LD%ﬂ@:dIﬁ%ﬂ) IJIYf Lfo u:fD%@m

Wir erhalten somit die Entwicklung

Bi?) (3.10)

n

So gilt etwa x" = Z[k B, (x).

Auch die Formel (3.10) ladsst sich auf eine grofiere Klasse von Funktionen erweitern.
Wendet man sie etwa auf f ( ) = e™ an, so ergibt sich

b
n—k+1

— Z f fetd = &1 > Bk('x) “, d.h. wir erhalten wieder die erzeugende
s

Funktion der Bernoullipolynome.

Die Gleichung Af(x) = nx""' hat einerseits die Lésung f(x) = B, (x), aber auch
g(x) = (—1)"B, (1 — x). Denn setzt man z = —x, so erhilt man

gx+1)—g(x) = (-1)"[B,(z) = B,(z+ 1)) = (-1)" 'nz""' = nx""".

Da sich zwei Losungen der inhomogenen Gleichung nur um eine Losung der
homogenen Gleichung unterscheiden und die homogene Gleichung Ah(x) = 0 nur
Konstante als Losungen hat, gilt also B, (x) = (—1)"B, (1 —x) + c,. Wegen

B,, (1) —B,,(0) = 0 ist c,, = 0. Durch Differenzieren ergibt sich

B,, ,(x) =—B,, ,(1—x). Also gilt allgemein

B,(1—x) = (~1)"B, (x). (3.11)
Dieses Resultat folgt nattirlich auch sofort aus der erzeugenden Funktion der

xT
B,(x) = ;e_ T Denn

™ (_T)e(lfx)(fT) TexT
-1)'B, (1—x)= = .
> —(-U'B,(1—x) T T

Fiir x = o bedeutet (3.11), dass B, (1) = (—1)" B, gilt. Das ist aber aus der
1

definierenden Relation (B +1)" — B" = [n = 1] unmittelbar klar, weil B, = —— und
2

B2H+1
Symbolisch bedeutet das (B +1)" = (-B)" fiir alle n € N. Dafiir schreibt man auch
kurz B +1 = B. Dann ldsst sich (3.11) folgendermafSen formulieren:

=o,n > o, gilt.

B+1-x)"=(-B-x)" = (-1)" B+ x)".
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Ein weiteres interessantes Resultat ist der
Satz von Raabe:

m—1
w8, () = B, (9
k=0 m
) . Tn TeXT
Das ergibt sich aus Z ' B,(x) == ! folgendermafien:
n! e —

. x+k, T" 1 mT)" x4k
g, AL o LDy vk

m ~n! m n! m
I mT v T xT+kT
= mT e " = mT e
me" —1 e’ —1
Dabher folgt
x+k

m-—1 mnian (7)Tn

xT m—1
» i
emT _1

k=0 n>0 n!

T T T
Te" e —1 Te

T 1" -1 T o1

1

Fiir m = 2 ergibt sich daraus z.B. B, (3) = —(1 — = B, .
Nun wollen wir einige Folgerungen aus der Potenzreihenentwicklung der
komplexen Funktion — . herleiten:
e J—
o] Z2k
a zcotz =Y (—4)°B
Das ergibt sich aus
cosz . e +e” & +1
ZCotz = 7 — =1z— — = 12— =
sin z e’ —e e’ —1
_ e’ —1 2iz
o 2iz 1 e21z -1
2 2 o] 2 2k
_Az, 2z shp )
2 e’ -1 iz (2k)!
o] . . Z2k71
b tanz = —1)* 454" - 1)B
2 202
Das folgt aus der Identitdt 2 cot 2z = o8 2T S % _ cotz—tanz.

COS 7 Sin z
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1 e s
Aus cotz + tan— = — ergibt sich
Sl 7

0o k
=> (- o (7 = 2By o (3.15)

sinz {25 (2k)!

Bemerkung: Man kann tanz auch in der folgenden Gestalt schreiben:

T 3 5 7
tanz = y —2L 2! :—+2—+16—+272— . 3.16
Zk:(zk—n! 13! 5! 7! (3.16)

454~ —1)

wobei die so genannten Tangenszahlen T, , = (—1)*" o

B,, natiirliche

Zahlen sind.

Beweis. Wir definieren Polynome T, (x) durch
k 2

smz—l—xcosz' 3 z
_ZT k!—x-l—(l-l—x )z + (2x” 4 2x) o T

COSZ — X sin z o
Dann rechnet man leicht nach, dass

d sinz 4+ xcosz d sinz +xcosz .
dz cosz —xsinz dx cosz — xsin z

Koeffizientenvergleich liefert

/

T,.,(x)=01+x)T, (x) (3.17)
mit der Anfangsbedingung T, (x) = x
Man sieht daraus, dass die Koeffizienten von T, (x) natiirliche Zahlen sind, dass
deg T, =n+1istund dass T, (0) =0,T,,,,(0) =T, ., € N ist.
Aus (3.17) kann man T, |, sehr leicht berechnen. Das ist auch eine sehr einfache
Methode, um die Bernoullizahlen zu berechnen.

In der Kombinatorik zeigt man, dass diese Zahlen auch eine unerwartete
kombinatorische Interpretation besitzen: T, | ist die Anzahl der up-down-

n—1

Permutationen von 2n — 1 Elementen.

Vergleicht man die Potenzreihenentwicklung von z cot z mit der so genannten
Partialbruchzerlegung

2 Z2 Z4

k>1
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so ergibt sich die Formel von L. Euler (1736)

2n—1__2n
3 1 :(_1)H*1M_ (3.18)
k™ (2n)!

2
Besonders wichtig sind die Spezialfélle Z kig = % und Zki ==

Diese Partialbruchzerlegung, die wir auch in der Form

00

ﬁcotﬁx———i 1 Z[ 1 + —hmz

nln X \x+n x-— N—voo - ,Nx—i—n
schreiben konnen, stellt eine der schonsten Entdeckungen von L. Euler dar. Gustav
Herglotz hat dafiir einen sehr einfachen elementaren Beweis gefunden. Dieser geht
allerdings davon aus, dass man schon weifs, was man beweisen will.

Er betrachtete die beiden Funktionen f(x) = mcottx und g(x)=—— Z
n=1 n

versuchte moglichst viele gemeinsame Eigenschaften zu finden, um schheﬁhch zZu
zeigen, dass sie {iberhaupt tibereinstimmen.
Zunichst fillt auf, dass beide Funktionen fiir alle nicht ganzzahligen Werte definiert
und dort stetig sind. Das ist bei f klar und folgt bei g aus der Tatsache, dass die
Reihe in einer Umgebung von jedem x ¢ Z gleichmaflig konvergiert. Beide
Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich periodisch mit Periode 1. Weiters sind
beide Funktionen ungerade, d.h. f(—x) = —f(x),g(—x) = —g(x).
Sei nun h(x) = f(x) - g(x) = meotmx — (- — 3 o).

X “9n —x
Dann ist h ebenfalls fiir alle nicht ganzzahligen Werte definiert und dort stetig und
periodisch mit Periode 1 und kann auch auf alle ganzzahligen Werte stetig erweitert
werden, indem man h(n) = 0 fiir n € Z setzt.

Dazu gentigt es wegen der Periodizitédt zu zeigen, dass limh(x) = 0 ist. Das ergibt

x—0

sich folgendermafsen:
Aus der Reihenentwicklung von Sinus und Cosinus folgt
TX COS X — Sin TX

) 1 )
lim|mcotmx ——| = lim - =
x=0 X x—=0 X S1n X
(mx)? (mx)?
TX — + == TX + — 2
. . —TX
= lim 5 = lim =0.
x—0 X' — + e x—0 37(

= 0.

Aufderdem ist hm Z

—~n® —x
Somit ist h(x) eine auf ganz R definierte stetige ungerade Funktion mit Periode 1,
die auf den ganzen Zahlen verschwindet.
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Die entscheidende Eigenschaft, die Herglotz gefunden hat, ist die
Funktionalgleichung

E)—l—h(x—i_l

h
(2 2

) = 2h(x). (3.19)

Diese kann sofort sowohl fiir f(x) wie auch fiir g(x) verifiziert werden:

cos = sin (:os(TYX + WX)
X x+1 9 9 9 9
Denn f<§) + 1 ) =m|— WQX - 1T2X - 2“.712}(—13}( = 2f(x)
sin—  cos— sin(— + —)
2 2 2 2
1 1 1 1 . .
und < + T =2 + , woraus sich alles ergibt.
2y X T x+2n x+2n+1
2 2

Da die Funktion h(x) stetig und periodisch ist, besitzt sie ein Maximum m .
Sei x, € [0,1] ein Punkt, wo dieses Maximum angenommen wird, h(x,) = m.

Aus (3.19) folgt h(%) 4ttt

h(%) = m fiir alle n. Wegen der Stetigkeit ist also auch h(0) = m. Es ist jedoch

) = 2m und daher auch h(%) = m. [teration ergibt

h(0) = 0 und daher h(x) <0 fiir alle x € R wegen der Periodizitit. Da h ungerade
ist, muss h = 0 sein. Damit ist alles gezeigt.

Diese und andere Partialbruchzerlegungen kénnen am elegantesten mit den Methoden der
komplexen Funktionentheorie abgeleitet werden. Elementare Zugénge findet man auch bei K. Knopp,
Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, oder bei N. Bourbaki, Fonctions d une variable
réelle.

Die Bernoulli’schen Polynome spielen auch eine bedeutende Rolle in der Theorie der

B (X) eQﬁikx

Fourierreihen. So gilt fiir n > 2 die Darstellung ——— = — ——— im Intervall
n! ez oy (2mik)

[0,1]. Fir x = 0 und gerades n ergeben sich daraus wieder die Formeln von L.Euler

Daraus ergibt sich auch, dass die Bernoullischen Zahlen B, abwechselnde

Vorzeichen haben und dass speziell (—1)""'B,, > 0 ist. Auflerdem lasst sich daraus

folgern, dass lim | =22 = oo ist.

n—oo

2n
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X -X 2 4
X X
e te =14+ —2 ' + —4 ' + ... hat ein Inverses, welches wir

Die formale Potenzreihe
in der Form

- Z = ™ schreiben, wobei wir wieder die umbrale
e +e k=0
Darstellungsweise benutzen. Daraus folgt (e* + e *)e™ = 2. Koeffizientenvergleich
liefert
(E+1)" +(E—-1)" =0 ftir n > 1. Esistklar, dass E, ,, =0 ist.

Wir nennen diese Zahlen Eulerzahlen. Die ersten Eulerzahlen sind aus der folgenden
Tabelle ersichtlich:
n | 01 2 345 6 7 8 9 10

E, -1 0 5 0 —61 0 138 0 —-50521

2n+1

Die positiven Zahlen (—1)"E,, haben wieder eine kombinatorische Bedeutung. Sie
geben die Anzahl der up-down-Permutationen von 2n Elementen an.

Mit Hilfe der Eulerzahlen erhalten wir auch die Potenzreihenentwicklung von .
cos z

! ‘ fj . (3.20)

coS z e1Z +e” =

Vergleicht man die Partialbruchentwicklung

™ o 1 3 5 B ) )
lese D_f F_pg gy T=otoz o2 +..
2

mit der Potenzreihenentwicklung, so erhilt man

1 1 E
Ooki1 = 1— 32k—+1 + 521(—+1 —4...= (_1)k —4k+1(2;k)' kL
00 TY3
Beispielsweise ist —1) = — oder T
F g:;( 2k +1 kz; (2k + 1) 32

Wir wollen nun eine weitere Klasse von Zahlen betrachten, die sehr eng mit den
Eulerzahlen verwandt sind. Wir definieren sie als die Koeffizienten der formalen

Potenzreihe
e X"

1+e*
Aufserdem defmleren wir die Eulerpolynome E (x)durch

2
EH(X):HGD 1+E _;[] = (e +x)". (3.21)

Dabei haben wir das umbrale Symbol fiir die Zahlen e, mit e bezeichnet.
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Esistdann (1+ E)E (x) =2x", also E (0)+ E (1) = 0 fir n > 0. Oder anders
ausgedriickt

(e+1)" +e»=0 (3.22)
fir n > 0.

Daraus lassen sich die e, der Reihe nach berechnen.

Aus (3.21) folgt auch sofort E,' (x) = DE, (x) = nE,_, (x).

X X

2 2 g2 . .
1 1= % folgt, dass das eine ungerade Funktion ist und dass daher
o X

e? +e?
alle e, ftir n > 0 Null sind.

Aus

Wir zeigen nun, dass

221171 621171 = (_ 1)“ T2n71 (323)
gilt.
Das folgt aus
T2 22 2 . .
l1—itans=1— e‘E ei =— © — = durch Koeffizientenvergleich.
e? fe 2 e? fe 2 e

Damit ergibt sich wieder eine sehr einfache Formel fiir die Tangenszahlen T, :
T2nfl = (_ ]‘)n C?Il*l 4
wobei die C, wegen (3.22) durch die umbrale Formel
(C+2)"+C"=0firn>0

gegeben sind.
Nun wollen wir noch die Eulerpolynome durch die Eulerzahlen ausdriicken:
_Db
E,(x) = H_QGD X = 926 2,9 ~p: % -
e? +e? e’ +e?
1 k n (D n—k
=Rl Sl

Speziell gilt E, = 2"E(3).
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Die ersten Eulerpolynome sind
E,(x)=1

E,(x
E,x)=x(x-1)(x"—-x-1)
Aus E (x) = 2 X' = 1 x" ergibt sich eine weitere Formel:
1+E 1+4
n k_n
B,(x) =3 (-1 =
k=0 2

Auf weitere Einzelheiten wollen wir nicht mehr eingehen. AbschliefSend sei nur
bemerkt, dass auch ein einfacher Zusammenhang mit den Bernoullipolynomen
existiert:

2D D 2D
nk = DE = =2 - t =
n—-1 (X) n(X) 1 + eD X (eD -1 eQD o 1)X
=2B,(x) - 2""'B, ().
e” +1
Aus 5 E (x)=x",dh E (x+1)+E, (x) =2x" ergibt sich

B, (1) + (1B, ()

=2 +3 -+ +(-D)"(n -1 = 5
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4. Die Euler’sche Summenformel.
Wir wollen nun die allgemeine Euler’sche Summenformel ableiten:

Satz 4.1. Fiir eine Polynomfunktion f(x) Qilt
£(0)+ ...+ f(n —1) = f f(x dx——f ) —£(0 Z ( B () — £2(0)),

k>1
Beweis.

Fiir jedes Polynom f(x )gilt

f(x):——f = [ Z » D t)dt_z f

Daraus erglbt sich durch Summatlon sofort d1e obige Behauptung.

Bm+1 (X + 1) B Bm+1 (X)
m + 1

Fiir f(x) = x™ reduziert sich das wieder auf die Formel x™ =

und ist daher wegen der Linearitdt mit dieser Formel dquivalent.

Unser Ziel besteht nun darin, diese Formel auf eine grofiere Klasse von Funktionen
zu erweitern. Dazu benotigen wir eine endliche Version mit Restglied.

Diese Formel wurde zuerst 1732 von Leonhard Euler publiziert und kurze Zeit spater unabhingig
davon von Colin Maclaurin gefunden. Die Version mit Restglied stammt erst von S.D. Poisson 1823.

B
Dazu sei P,(x) die Funktion, die auf [0,1] mit & tibereinstimmt und periodisch
n.

mit Periode 1 ist. Dabei ist B, (x)das Bernoullipolynom n-ten Grades. Wegen
B,(0) =B,(1) ist P,(x) fur n > 2 stetig auf ganz Rund es gilt Pn/(x) =P  (x).

Satz 4.2 (Euler’sche Summenformel)

Sei f m -mal stetig differenzierbar. Dann gilt

f(0)+...+f(n—1) = f f(x)dx + £ (f(0) — f(n)) + %<f<k”(n)—f<“)(0)>+R

m

mit dem Restglled

_ IIl 1 (In
f m f

Beweis.

Fiir m =1 ist P,(x)

PZ/(X) = x — x| — . Daher gilt

-1 n—1

f P,(x = J;l(x—%)f/(x—i—k)dX:Z( DE(x + k)|, —foerk

k=0 k=0 k=0
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Daraus folgt
= [ fGodx ++(50) — () + [P, () (x)dx

Allgemein ist

f P, (x)f® (x)dx = Pk+1(x)f<k>(x)0 0 P (0)f ) (x)dx =
o Bk+1 (k k+1)
_ m[f —f j: P, (x)f*™ (x)dx.

Daraus ergibt sich alles.

Beachtet man, dass die Bernoullizahlen B, ,, = 0 sind fiir n > 0, so kann man die

Formel fiir eine (2m + 1) —mal stetig differenzierbare Funktion auch in der folgenden
Form schreiben:

= fnf(X)dX L2 + i ( 2k 1 f<2k’1)(0)> + R’an

mlt R’Zm - f 2m 2m dX = f 2m+1 2m+1) (X)dX :

Bei diesen Formeln ist das Restglied von entscheidender Bedeutung, weil es i.a. nicht
gegen Null konvergiert. Ist allerdings f(x) eine Polynomfunktion, so kann nichts
passieren und wir erhalten das obige Resultat.

Wir betrachten einige Beispiele:

a) Wir wenden die Euler’sche Summenformel zuerst auf f(x) =

an, ersetzen n

x+1
durch n —1 und wihlen m = 1. Wir erhalten dann
n HP d n
R d—X+l+i—f 1(X2)leogn+l+i—f ALY
2 n 1 X 2 2n 1 X 2 2n 1 x

Da lim f 1<2X ) dx wegen der Beschréanktheit von P, (x) existiert, existiert auch der
1

n—oo X

Grenzwert

n—o00

lim[l—#%—l—...—i—l—logn]:ﬂ{. 4.1)
n

Man nennt ~ = 0,5772156649... die Euler’sche Konstante oder Euler-Mascheroni’sche
Konstante.
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Die Eulersche Konstante ist nach ™ und € eine der wichtigsten und seltsamsten Konstanten, die in
der Mathematik eine Rolle spielen. Wahrend man von T und e weif3, dass sie transzendent sind,
konnte man das fiir die Eulersche Konstante noch nicht beweisen. Ja, man hat nicht einmal noch

zeigen konnen, dass sie irrational ist. Man kennt 10° Stellen der Dezimalentwicklung von ~y. Aus

solchen numerischen Berechnungen ergab sich jedenfalls, dass ihr Nenner grofier als 10**%% sein
miisste, falls sie wirklich rational sein sollte.

In diesem (und den meisten anderen Fillen) strebt das Restglied in der Euler’schen
Summenformel nicht gegen 0. Denn sonst ergébe sich etwa

=B
N = % + E 2—;{1‘ Die Reihe auf der rechten Seite ist jedoch haushoch divergent, da
k=1

> % x** {iberall divergiert.

Die Euler’sche Summenformel liefert sogar etwas mehr als (4.1) , ndmlich die
asymptotische Abschdtzung

1 1 1
H =1+=-+..4+—==logn + ~+ O(—). (4.2)
2 n n

Bemerkung.

Aus (4.2) ergeben sich sofort die folgenden unendlichen Reihen

1 1 1
l— =4+ =——4—... =1log? 43
57371 g (4.3)

und

1 1 1 1 1 3
l+-——4+=+-——++— ..=—log2, (4.4)
3 2 5 7 4 2

die deshalb interessant sind, weil (4.4) als ,Umordnung” der Reihe (4.3)
interpretiert werden kann.

Das sind die tiblichen Gegenbeispiele aus der elementaren Analysis, welche zeigen, dass sich bei einer
Umordnung einer nur bedingt konvergenten Reihe der Grenzwert dndern kann.

Die erste Reihe ist lim (H,, — H,) und die zweite lim [H — %HQH — %H

n—oo n—oo

n{*

b) Nun machen wir dasselbe mit f(x) = log(1 + x) . Es ergibt sich

logn!:log1+...+logn:fnlogxdx—i—loﬁ—l—fnmdx,d.h
1 2 1ox
P,(x)[ n P
logn!:(n-l—l)logn—(n—l)—l—ﬂ +f Q(QX)dx
2 X | 1ox
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Daraus ergibt sich

logn!:(n—i—%)logn—n—i—u—i—O[l (4.5)
n
mit einer konstanten .
Um « zu berechnen setzen wir o, = logn!— (n + 4)logn + n.
Dann ist
2a, =2logn!+2n — (2n 4+ 1)logn = 2log(2-4---2n) — (2n + 1)log2n + 2n + log 2.
Weiters gilt
Oy, =1og(2n +1)!1— (2n + £)log(2n +1) + (2n + 1).
Subtrahiert man die beiden Gleichungen, so erhélt man
2-4.--2n 2n 1
200, — 0y, =10 —(2n+1)lo + —log(2n +1) —1+ log2.
n 2n+1 g13(2n+1) ( ) g2n+1 2 g( ) g
und daher
o = lim(2a, —a, ) = lim{log(——2""2% /&)~ 2n + 1)log(l — ——)] + Slog2 — 1
oot M s g1.3-..(2n+1) T on1 28 ’
Nun hat John Wallis 1656 die Formel
2 2
3:2-4-4-6-6-8---:hm 2-4---2n 2n+1: lim 2-4.--2n Ji (4.6)
4 3.3.5-5-7-7-- 1w-x(1-3---(20n+1) 2 w13 (20 + 1)
gefunden.
Wegen M =1- ;2 kann man sie auch in der Gestalt
(2n+1) (2n +1)
T 1 1 1
A T | P | R P
4 [ 32][ 52][ 72]
schreiben.
DerreziprokeWertéz3'3'5'5'7'7'”:21.3'3'5'5'7'7'”
w 2:4-4-6-6-8--- 2.9.4.4-6-6-8---
liefert wegen 1 — ! == (2n _1)(2211 +1) die Formel
(2n) (2n)
2 00
S
T L 4n

Aus ihr ergibt sich, dass der erste Term auf der rechten Seite gegen log % strebt.

n—oo n

Der zweite konvergiert wegen lim [1 - 1] _1 gegen —1.
e

Daher ist o = log~/2r .
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Aus (4.5) ergibt sich somit die Stirling’sche Formel (1730)

logn!:(n—i—%)logn—n—i—log\/ﬂ—i—O(l). 4.7)
n

Durch Exponentiation ergibt sich daraus die tibliche Form

n

n!:Jﬁ[E

€

[1 +0 [1]] (4.8)

n

Einschub iiber die Wallis“sche Formel:

Diese Formel ist ein zentrales Resultat der Differential- und Integralrechnung und taucht in den
verschiedensten Verkleidungen auf. So fand Leonhard Euler (1707 - 1783) im Alter von 22 Jahren zwei
Fortsetzungen der Funktion n! auf nichtganze Werte:

Einerseits schrieb er n! in der folgenden Form, die auch fiir beliebige reelle x > —1 sinnvoll ist:

B 117n2n 217n3n 31711411

"~ 14n 2+n 3+4n

Andererseits fand er die Integraldarstellung

n!= f " thetdt, die ebenfalls fiir x > —1 statt nsinnvoll ist.
0

n!

Es stellte sich heraus, dass beide Formeln dieselbe Funktion liefern.

1]' \/2.4.4.6.6.8...
—|'= , aus der
2 3.3-5-5-7-7---

1 o L 00 2 3] 2 00 2 /TC
i iy | = 207" = -8 2 = — sy = -8 5 = —
zwelten[Z]. j; tZe 'dt j; se " ds fo s(e™)'ds fa e " ds .

Aus der ersten Formel ergibt sich

2
Euler fand aber noch einen weiteren Zugang zur Wallis’schen Formel. Er versuchte in Analogie zum
Fundamentalsatz der Algebra, welcher fiir Polynome eine Produktdarstellung angibt, eine dhnliche
Formel fiir das ,Polynom unendlichen Grades” sin wx zu finden. Da diese Funktion die einfachen
Nullstellen x = 0,£1,+£2,... besitzt, vermutete er also, dass sich sinwx in der Form

sin tx = axH (x +n)(x —n) schreiben ldsst. Da dieses Produkt jedoch nicht konvergieren wiirde,

n=1

verteilte Euler die Konstante a so auf die einzelnen Faktoren, dass ein konvergentes Produkt entsteht:

00 2 :
sinmx = bXH[l - X—Q] .Aus lim 22 = ¢ ergibt sich b = .
1 n X

x—0

Uberraschenderweise hat die Funktion sin wx wirklich diese Darstellung. Es gilt also

sinﬁx:ﬁ[l_x_z} 4.9)

X

2 00
Fiir x = { erhélt man daraus — = H[l -
T 1

1 ] und das ist wieder das Wallis“sche Produkt.

2
n

Entwickelt man beide Seiten von (4.9) in Potenzreihen, so erhilt man

(mx)” _ 2 1
1—T+—...—1—X ZF‘F—
2
Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich wieder die Formel i? = % .
n
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Derartige heuristische Uberlegungen sind in den heute iiblichen Mathematiklehrbiichern nur selten
zu finden. Aber ohne sie wére die Entwicklung der Mathematik wohl kaum méglich gewesen. Sie
spielen in der Evolution der Mathematik eine dhnliche Rolle wie die ,zufélligen” Mutationen in der
Biologie. Im Nachhinein findet man nattirlich immer wieder elementare Tricks, mit welchen man
diese aufregenden Formeln zu Abfallprodukten relativ uninteressanter Uberlegungen degradieren
kann. Wir wollen das nun am Beispiel der Wallis“schen Formel zeigen:

Wir gehen von der trivialen Ungleichung

T ™ My

9+ 2k+1 9 . 2k 9 .+ 2k-1
f2 sin® " xdx < fz sin™ xdx < | ?sin®™ xdx

0 0

0
und der Formel

s n—1
. sin" x-cosx n-—1 . -2
fsm“ xdx = — + fsm“ xdx, n>1,
n n

die sich durch partielle Integration der linken Seite ergibt, aus. Wegen

f 2 gin xdx = 1 und f 2dx = = erhalt man
0 0 2

T

0

3-5---2k+1

1-3---(2k —1)
2.4 2k

und f 2gin** xdx =
0

T
5

iy

Da die Folge f 2 sin®**! xdx monoton abnehmend ist, existiert der Limes fiir k — oo.
0
Aus der obigen Ungleichung ergibt sich also
242 . 1-3--(2k—1) =
lim ———— = lim —
k—x3.5...9k +1 kox 2.4...9k 2
und das ist gerade die Wallis’sche Formel.

Weitere Bemerkungen zu diesem Themenkreis findet man in meinem Buch
»,Grundideen der Mathematik”.

Es sei noch erwéhnt, dass sich die Euler’sche Produktdarstellung von sin wx sehr
einfach aus der Partialbruchzerlegung von wcot Tx ergibt:

sin Tx X {x* —n’®
ergibt sich durch Integration

Aus (logsinmx) =

2

logsinmx = a + logx + Z log(1 — X—Q) mit einer Konstanten a . Das bedeutet, dass
n=1 n

sinTx = e xH gllt Dividieren wir beide Seiten durch x und lassen dann

n=1

sin mx
x — 0 gehen, so ergibt sich " = lim
x—0 X

= T.
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Wir wollen hier auch noch einen elementaren Beweis fiir die Euler’sche Formel
E— = — angeben der von Josef Hofbauer stammt. (A Simple Proof of

2
1+ 212 + 312 +-= % and Related Identities, Amer. Math. Monthly 109 (2002), 196-
200).
Wir gehen von der Formel sin2x = 2sinx cosx aus und erhalten

1 1 1] 1 n 1 11 n 1
o . 9 X 2 X | g2 X Lo X+ T

S — COS — S — _

9 1 9 mn 9 sin

Fir x = g gibt das

1 1

]_ pu— = -_—
sin? ™ 4|gn2 T

2 4
[teriert man diese Uberlegung, so erhilt man nach n Schritten

1= 1
1:EZ 2k + )n’

=0 Sin2 2n+1
Wegen sin’(m — x) = sin” x ist das gleichbedeutend mit
2 %! 1
T L ek
4 g T
2n+1

Nunist sinx < x < tanx fir 0 < x < g und daher auch

1 1 1

>— > cot’x = —1.

sinx ~ x° sin® x
Daraus ergibt sich
o2y L 12 12 12

IO 2k +Dr ~ 4r &= 2k + 177 T 4" & sin? 2k + ) 4»

2n+1 4n+1 2n+1

oder

83~ 1 1
1> Gk >1——.

T = (2k +1) 2"

2
Fiir n — oo ergibt sich daraus Z; — = und daraus folgt sofort Ziz =
= (2k +1)° 8 n 6

o0

x. 1 >
Dem2(2k+ 2_2 Z

k n= n=1

Aklc,o

=1
i
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Wie schon erwidhnt spielt das Restglied in der Euler’schen Summenformel eine
ausschlaggebende Rolle. Ich will hier nicht ndher darauf eingehen, sondern nur einen
Satz formulieren, dessen Beweis im Buch , Concrete Mathematics” von Graham,
Knuth und Patashnik ausfiihrlich dargestellt ist.

Satz 4.3
Sei f(x) fiir x > 0 definiert und unendlich oft differenzierbar. Geht £™ (x) fiir alle m > m,

f<m)(x)‘ dx, dann gilt fiir m > m,

monoton gegen 0 und existiert f :
0

. n f(n) By cera
Z f(i) = . f(x)dx - + ;mﬂ )(n) +

0<i<n

+C + e B2m+2 f(2m+1) (n)
m,n (2m + 2>!

Dabei ist C eine Konstante und 0 <0 <1.

m,n

Das bedeutet, dass in diesem Fall das Restglied zwischen 0 und dem ersten Term, der
nicht mehr berticksichtigt wird, liegt. Obwohl die unendliche Reihe divergiert, kann
man mit Hilfe des Restglieds sehr gute numerische Resultate erzielen.

Beispielsweise ist fiir f(x) = log(x + 1)

0
logn!:nlogn—n+bﬁ+log /2fn+ 1 _ 1 3+ Q.Ilr'
2 12n  360n 1260n”

Fiir die harmonischen Zahlen H, = Zi ergibt sich analog

k=1

1 m B B
H =logn +N 4+ —— 2k + 0 2m+2 .
! S ; 2kn®* " (2m + 2)n™" "

Diese Formel eignet sich dazu, die Euler’sche Konstante beliebig genau zu

berechnen. Beispielsweise ergibt sich fiir n = 10" und m = 250 der korrekte Wert
von ~ auf 1271 Dezimalstellen.

Man beachte, dass das nur durch die Tatsache ermoglicht wird, dass man logn
beliebig genau berechnen kann.
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5. Lineare Rekurrenzen.

Unter einer homogenen linearen Differenzengleichung oder Rekurrenz versteht
man eine Gleichung der Gestalt

fn+k)+a_,(n)fn+k—-1)+..+an)f(n+1) +a,(n)f(n) =0, (5.1)

wobei k eine feste Zahl, die Ordnung der Gleichung, und a(n),a,(n),...,a, ,(n)
gegebene Funktionen sind.

Fiir jede Wahl von Anfangswerten £(0),...,f(k — 1) gibt es eine eindeutig bestimmte
Losungsfunktion f:N — C, da aus (5.1) die Werte f(i),i > k, der Reihe nach

berechnet werden konnen. Die Menge aller Losungen der Gleichung (5.1) bildet
einen k -dimensionalen Vektorraum, weil mit f, und £, auch jede Linearkombination

M, + pf, wieder (5.1) erfiillt und jeder Anfangsvektor eine Losung ergibt. Eine Basis

dieses Vektorraumes wird auch als Fundamentalsystem von Losungen bezeichnet.
Die Gleichung (5.1) wird auch oft in Vektorform geschrieben:

1 0 0
f(n + 1) f(n)
f(n +2) O 1 e || @D (5.2)
) aw —am) ) —a, @)Y
oder kurz
f(n +1) = Ef(n) = A(m)f(n) (53)

wenn man jeweils k aufeinander folgende Werte von f zu einem Vektor f
zusammenfasst. Die eindeutig bestimmte Losung bei vorgegebenem Anfangsvektor
£(0) ist dann

f(n) = A(n—1)---A(0)f(0) (5.4)

Ist {f,f,....f,} ein System von k Losungen, so kann man fiir jedes n € N die
Vektoren f,(n),...,f (n) zur Matrix

F(n) = (f,(n),....f (n)) (5.5)
zusammenfassen und erhilt dann die Matrixlosung
F(n) = A(n —1)...A(0)F(0). (5.6)
Daraus ergibt sich fiir die Determinanten

det F(n) = (—1)"a,(0)a,(1)...a,(n — 1) det F(0) (5.7).

65



Auferdem st {f,,f,,...,f,} genau dann eine Basis fiir den Lésungsraum, wenn
det F(0) = 0 ist.

Beispiel:.

Man verifiziere, dass f,(n) = n und f,(n) = 2" Loésungen von

f(n+2) — 30=2f(n + 1) 4 2 f(n) = 0
sind und eine Basis bilden.

Wenn wir nun die allgemeine inhomogene Differenzengleichung
fn+k)+a,_,(n)f(n+k—1)+..+a(n)f(n+1)+a,(n)f(n) = gn) (5.8)
mit einer gegebenen Funktion g(n) betrachten, so ist unmittelbar klar, dass sich die

allgemeine Losung dieser inhomogenen Gleichung von einer speziellen Losung der
inhomogenen Gleichung nur um eine Losung der homogenen Gleichung
unterscheidet.

Es gilt also wie in der linearen Algebra bei linearen Gleichungssystemen das Rezept "Allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung = spezielle Losung der inhomogenen Gleichung +allgemeine
Losung der homogenen Gleichung'".

Wir wollen nun zunéchst homogene lineare Differenzengleichungen mit
konstanten Koeffizienten betrachten, weil es fiir diesen Fall explizit angebbare
Losungen gibt.

Die einfachste Differenzengleichung ist (E —al)f(n) = f(n 4 1) — af(n) = 0 mit der
Losungf(n) = a"f(0).
Die allgemeine homogene Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten hat die
Gestalt

fn+k)+a, fn+k—1)+..+a,f(n)=0 5.9
mit komplexen Zahlen a;. Wir konnen dabei annehmen, dass a, = 0 ist. Man nennt

dann k die Ordnung der Gleichung.
Es ist zweckmaflig, das in Operatorform zu schreiben:

p(E)f(n) = (E* +a,_ E*" +...+a,)f(n) =0 (5.10)
Nun weifs man aus der Algebra, dass jedes normierte Polynom k-ten Grades tiber
den komplexen Zahlen als Produkt von Linearfaktoren geschrieben werden kann:

p(z)=z"+a_ 72" +..+a,=z-N\)zZ—-N\,)(z—N\). (5.11)
Daher lésst sich auch der lineare Operator p(E) in derselben Weise faktorisieren

p(E)=E*+a_E" +..+al=E-X\DE-X\]I-(E-X\]I. (5.12)
Man nennt dann (5.11) das charakteristische Polynom des Differenzenoperators

(5.12).
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Der einfachste Fall ist jener, wo alle Wurzeln des charakteristischen Polynoms
verschieden sind. Hier fiihrt ein Ansatz von Leonhard Euler zum Ziel: Man schaut
nach, ob es Losungen der Gleichung (5.10) der Gestalt f(n) = \" gibt. Wenn das der
Fall ist, muss also speziell

N fa, N 44+ a N\ = Osein. Das ist fiir X\ = 0 dquivalent mitp(\) = 0.
Jedes solche X\ muss also eine Wurzel der charakteristischen Gleichung sein.
Wenn alle Wurzeln verschieden sind, gibt es also k derartige Losungen und daher
ist auch jede Linearkombination

f(n) = X} 4+ Xy + oy Ny

eine Losung. Diese Losungen sind linear unabhéngig, weil det F(0) = 0 hier erfiillt
ist. (Es handelt sich um die bekannte Vandermonde-Determinante).

Man sieht das aber auch sehr einfach direkt:

k

Sei ZCQ\? = 0. Wir zeigen 0.B.d.A. dass dann ¢, = 0 ist. Nun ist
i=1

(E =XDX = (N, = NN

k
Daherist 0 = (E = \,I)(E = X\,I)...(E=XTI)> cX' =c,(\, = X,)...( = NN
i=1

und somit ¢, = 0.

Beispiel.
Betrachten wir die Fibonacci-ZahlenF, . Sie sind die Losungen der Rekursion
Fn+2 - Fn+1 - Fn = 0 (513)

mit der Anfangsbedingung F, = 0,F, = 1.
Man kann sie sehr leicht der Reihe nach berechnen:

n|0123456789
F 10112 3 5 8 13 21 34°

Nun wollen wir eine explizite Gestalt der Losung finden. Die Gleichung lautet in
Operatorform (E* —E —1)F, = 0.

Nunist x> —x — 1= (x —a)(x —3) mit

oo L+B 1-v5

d 8=
2unB2

Die allgemeine Losung der Rekurrenz ist daher xa.” 4 p3". Um die Koeffizienten X
und p zu finden, wahlen wir n = 0 und 1 und 16sen das Gleichungssystem. Es ergibt
sich

F = . (5.14)
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In der Matrixform lautet die Rekurrenz fiir die Fibonaccizahlen

Fn—l Fn O ]‘ Fn—? Fn—l 0 ]‘ '
= = : 5.15
Fn Fn+1 L1 anl Fn 11 ( )
Fiir die Determinanten folgt die Formel von Cassini
ananJrl - Fr? = (_1)“ : (516)

Bemerkung: Die Formel (5.14) konnte man auch durch Diagonalisierung von (5.15) erhalten.

Nun wollen wir die Formel fiir die Fibonacci-Zahlen auch noch mit erzeugenden
Funktionen ableiten. Hier ist

F(X) = ZFHXH = FO + F1X —+ Z(Fn + Fn+1)Xn+2 _
0 0
=X+ (X* + X)F(X)

und daher F(X) = — >~
(1-X—-X)
Partialbruchzerlegung liefert
1 1 1 1 &
F(X) = - = " BYX
(X) u—B[l—uX 1—BX] (X—B;(u F)
Koeffizientenvergleich liefert wieder (5.14).

Aus der trivialen Identitat
O 1]1}11’1

o 1" (o 1y
1 1] {1 1] |1 1
fiir m > n und (5.15) folgt sofort F, =F F +F _F

n— m-n+1 m-—n

. Daraus ergibt sich eine
niitzliche zahlentheoretische Eigenschaft der Fibonacci-Zahlen. Sei ggT(a,b) der
grofste gemeinsame Teiler von a und b. Dann gilt

geT(F ,F)=gegT(F ,F ) . (5.17)

Mit Induktion ergibt sich daraus

geT(F ,F)=F

m’ " n ggT(m,n)*

(5.18)

Z.B.istggT(F,,,F ) = ggT(144,2584) = 8 = F;.
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Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung werden i.a. komplexe Zahlen sein,

auch wenn die Losung selbst reell ist. Sei z.B. die Rekurrenz

f(n +2) — 2f(n + 1) 4+ 5f(n) = 0 mit den Anfangswerten f(0) = f(1) =1 gegeben. Hier

ist das charakteristische Polynomx® — 2x + 5 = (x — 1 — 2i)(x — 1 + 2i).

(14 2i)" 4+ (1—2i)"
2

gern in reeller Gestalt. Dazu schreiben wir1 + 2i = +/5¢" . Dann ergibt sich

) et 4 g ind

Somit ergibt sich als Losungf(n) =

. Wir mochten die Losung aber

f(n) = (/5) — = (+/5)" cos(nd), wobei ¥ gegeben ist
durchtan§ = sind _ 2.
cos

Als néchstes betrachten wir den Fall, wo eine mehrfache Wurzel der
charakteristischen Gleichung existiert, also eine Gleichung der Form

(E —al)*f(n) =0 (5.19)

Der einfachste Fall ergibt sich fiira = 1. Hier reduziert sich (5.19) auf die Gleichung

A (n) = 0, (5.20)
deren Losung wir bereits kennen. fist ein beliebiges Polynom von einem Grad
kleiner alsk . Ein System von k linear unabhédngigen Losungen ist hier zB

(D

Nunist (E —al)*f(n) = 0 gleichbedeutend mit A" [m] =0, d.h. mit

n

a
f(n) = a" <Co +cn+...+ Ck_lnk_1>, weil
k . .
) (_ 1)1a7nfk+1f(n + k _ 1) —

1

a " M(E —al)f(n) = Z

k
i

fn+k—1i f(n
<_ 1) ( n+k—i ) = Ak (n)
a a

23

ist.
Die allgemeine Losung von (5.19) ist somit

f(n) = a" <co +cn+...+ ck_lnk_1> (5.21)

Man hitte das auch folgendermafien ableiten kénnen:
Aus E = (E —al) 4+ al folgt

f(n) = (E"f)(0) = L((E — al) 4 al)"f = Z[T a" 'L(E —al)'f

i>0

oder anders ausgedriickt
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= Z c; [111] a" (5.22)
L(E—al'f 7

i

a

mit ¢, =

Es ist also genau dann (E - al)*f = 0, wenn f(n)

I
-
S L
0
—_——
- B
\—/
gju
—
97]
Py

Eine dhnliche Uberlegung liefert, dass f(n [k ]a eine Losung von (5.19) ist mit

der Eigenschaft, dass die Losungen f, = (E — al)’f(n) = [k L 1] "0 <j<k,

linear unabhéngig sind, also eine Basis bilden.
Wihlt man die Basiselemente in der Reihenfolge{f,_,,...,f,}, so gilt
Ef, = af, +f_,j> 0, und Ef; = af. Beziiglich dieser Basis hat also der

Verschiebungsoperator E als Matrix gerade ein maximales Jordankastchen , d.h. also
eine k x k -Matrix der Gestalt

a 1 0 - 0

0O a 1 - 0
‘|=al+D

0 0 1

0 0 a

mit D* = 0.

Man kann sich diese Resultate auch folgendermafSen plausibel machen: Betrachten wir statt der

Gleichung (E — al)f = 0 die ,benachbarten” Gleichungen

(E-al)(E—(a+¢e)l)---(E—(a+ (k—1)e)D)f =0 mitden k linear unabhingigen Losungen

(a+1ie)",0<i<k—1 .Da jede Linearkombination von Lésungen wieder eine ist, ist auch

(a+e) —a"
3

wird daher erwarten, dass das dann auch eine Losung von (E — al)"f = 0 ist. Allgemein betrachten

wir die Losung

eine Losung dieser Gleichung. Fiir ¢ — 0 streben diese Losungen gegen na""'. Man

i 1

PICESONC D

=0 J

i

n
- . Lasst man hier € gegen Null gehen, so strebt dieser Ausdruck gegen[ ; ] a" . Es
ile

ist also zu erwarten, dass das ebenfalls eine Losung ist.

Natiirlich ist diese heuristische Uberlegung kein Beweis. Sie macht aber das Resultat erst wirklich
verstandlich. Durch solche Uberlegungen hat man urspriinglich iiberhaupt erst die Lésungen der
obigen Gleichung gefunden. Es ist schade, dass in der heutigen Mathematik diese anschaulichen
Aspekte oft unter den Tisch fallen, weil logische Exaktheit wesentlich hoher eingeschétzt wird als die
genauso wichtige intuitive Zugangsweise, die ihrer Natur nach nicht ,exakt” sein kann.
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Sei eine lineare homogene Differenzengleichung oder Rekursionsgleichung mit
konstanten Koeffizienten in der Form (5.9) gegeben. Wir schreiben sie dann mit dem
Operator E in der Form (5.10).

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ldsst sich das Polynom p(x)in der Form

p(x) = (x = XN)ee(x = X\,) = (x —p,)"...(x — )" schreiben, wobei die X, alle
Nullstellen und die p, alle verschiedenen Nullstellen von p(x) durchlaufen.
Dann schreibt sich (5.9) auch in der Form

(E—p, D" .(E—pJID)sf(n) =0 (5.23)

Da die Faktoren auf der linken Seite miteinander kommutieren, ist jede Losung f,

von
(E—p,)"f,(n) =0 (5.24)

auch Losung von (5.23).

Wenn wir zeigen kénnen, dass die k Funktionen f; linear unabhéngig sind, ist also

jede Losung von (5.23) eine Linearkombination der f;.

Wir benétigen das folgende
Lemma

Auf V, = {f ((E—ND¥f = 0} ist E —pl fiir p = X\ invertierbar.

Das folgt aus der einfachen Bemerkung, dass in einem KRE
1—x)1+x+--+x")=1—x""ist. Auf V, ist (E —\I)* = 0. Daher ist

_ k-1 (B _ VT _
dort |I— (E=N) (B M)i = I und somit |I — (E-N) invertierbar.
(=) )= (B=N) (=X
. E—\| . .
Alsoistauch E—pl=(E-=X)+ XA —p)Il=N—p)|I— N invertierbar.
M J—

Seialso f; +...+f = 0 mitf; € V, . Dann zeigen wir oBdA dass f, = 0 ist. Dazu
wenden wir den Operator B := H (E —p.1)" an und erhalten

i=1
Bf, = B(f, ...+ 1) = 0.
Nunist fir X\ =, (E—X)"f, €V, . Speziell istalsoBf, € V, . Da B auf V,

invertierbar ist, ist also f, = B™'(Bf)) = 0.

Wir haben also gezeigt, dass der Vektorraum der Losungen der Gleichung (5.23)
immer die direkte Summe der Teilrdume der Losungen der Gleichungen (5.24) ist.
Die Auflosung linearer homogener Differenzengleichungen mit konstanten
Koeffizienten ist also theoretisch sehr einfach.
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Wir wiederholen die wesentliche Idee: Die Gleichung 1.0rdnung f(n + 1) = af(n) mit
vorgegebenem Anfangswert f(0) hat die eindeutig bestimmte Losung f(n) = a"f(0).

Die allgemeine Gleichung (5.9) kann in der Gestalt

f(n+1) 0 1 0o - 0 f(n)
f(n +2) 0 0 1 ... 0 f(n +1)
fn+k—1) 0 0 0o - 1 ||fn+k—-2)
f(n + k) —ay A Ay -t T q||f(n+k—1)

d.h. in der Gestalt f(n + 1) = Ef(n) = Af(n) geschrieben werden.

Die Losung hat dann formal dieselbe Gestalt wie bei der Gleichung 1. Ordnung;:
f(n) = A"(0).

Man rechnet leicht nach, dass das charakteristische Polynom der Matrix A gegeben
ist durch

det(N[—A)=X\+a, N "'+.+aX+a,

Vom Standpunkt der linearen Algebra aus bedeutet das folgendes:

Die Abbildung, welche die Losung f der Gleichung in den Vektor f(0) € C*
tiberfiihrt, ist ein Vektorraumisomorphismus. Der Verschiebungsoperator E fiihrt
den Vektorraum der Losungen in sich tiber. Ihm entspricht daher bei dem
Isomorphismus ein linearer Operator auf C*, d.h. eine k x k -Matrix A , welche die
oben angegebene Gestalt besitzt.

Die Differenzengleichung (5.10) bedeutet, dass der Operator p(E) auf dem
Losungsraum der Nulloperator ist. Daher muss auchp(A) = 0, die Nullmatrix, sein.

Der Vektorraum C" ist die direkte Summe der Teilraume Ker((A — jI)kj ). Auf einem

k-1 (N
solchen Teilraum gilt A*f = (A —p I+ pI)"f = > [k},x?k(A —pI) L.

k=0

Aus allen diesen Uberlegungen ist klar, warum gerade die Funktionen der Gestalt
n
f(n) = [k] a" als Losungen von homogenen linearen Differenzengleichungen mit

konstanten Koeffizienten auftreten und keine anderen.
Die homogene Gleichung (5.9) bedeutet, dass die Funktionen E*f,k € N, einen

endlich-dimensionalen Vektorraum aufspannen. Man kann daher unsere Ergebnisse
auch folgendermafien formulieren:
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Satz 5.1

Die Menge der Translationen E'f einer Funktion f : N — C spannt genau dann einen

endlich-dimensionalen Vektorraum auf, wenn f eine endliche Linearkombination von
n

Funktionen der Gestalt f(n) =,

] .

Als Beispiel der obigen Uberlegungen betrachten wir die Differenzengleichung
f(n +3) — 7f(n + 2) + 16f(n + 1) — 12f(n) = 0 mit den Anfangswerten

f(0) = f(1) = f(2) = 1. Wegen x* — 7x* 4+ 16x — 12 = (x — 3)(x — 2)’ ist ein
Fundamentalsystem von Lésungen gegeben durch {2",n2",3"}. Die eindeutig
bestimmte Losung mit den gegebenen Anfangswerten ist f(n) = 3" — n2".

Nun wollen wir noch die erzeugenden Funktionen homogener linearer Rekurrenzen
charakterisieren. Es stellt sich heraus, dass das gerade die echten rationalen
Funktionen, d.h. die rationalen Funktionen ohne Polynomanteil sind.

Satz 5.2
Seien ay,a,...,a,_, komplexe Zahlen, k > 1, mit a, = 0. Dann sind die folgenden

Bedingungen fiir eine Funktion f : N — C dquivalent:

1) Zf(n)X“ = mmit QX)=1+a,_,X+..+a,X" und degP < k.

n>0 (2()()
2) Fiir alle n € N gilt die Rekursion

fn+k)+a,_fn+k—1)+..+a,f(n)=0.

Beweis. Das folgt unmittelbar, wenn man die beiden Seiten der folgenden Identitit
vergleicht:

I+a, X +...+2a,X)> f0)X" = £(0) + (f(1) + a,_,f(0))X + ...

n>0

+(f(k —1) +... + a,f(0))X*" +
> X" (f(n+ k) +a fn+k—1)+...+a,f(n))

n>0

Aus diesem Resultat ergibt sich eine weitere Methode, Rekurrenzen zu l6sen. Sei
(X)=X"+a, X'+ +a,=(X=X)(X=X\,)(X=X\,) das
charakteristische Polynom der Rekursion. Schreibt man
r(X)=(X=X)....X=X\,)=(X—- pl)kl (X = us)ks , wo die p, alle verschieden sind,
so ergibt sich

Q) = Xr() = (1= X0 (1= X0 (1= X"
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Somit ist

DX — P(X)
;ﬂ x (1—p,X)" (1= p,X) e (1= p X)"

Nun kennt man aus der Analysisvorlesung die Partialbruchzerlegung. Diese besagt,
dass sich eine echte rationale Funktion, wie sie auf der rechten Seite vorkommt,
folgendermafsen schreiben ldsst:

P(X) RSN
(1=, X)" (1 = p, X oo (1 — p X)) Z ; 1—pX)"

Das kann man durch Koeffizientenvergleich verifizieren. Zum richtigen Verstandnis benotigt man
allerdings eine gewisse Vertrautheit mit der komplexen Analysis. Die linke Seite hat Pole der

Ordnung k; in den Punkten X = —. In einer gewissen Umgebung dieser Punkte lésst sich die linke
B

Seite in eine Laurentreihe entwickeln. Die rechte Seite ist die Summe der so genannten Hauptteile

dieser Laurentreihen, die aus den Termen mit den negativen Potenzen von (1 —p,;X) bestehen. Die

Differenz der beiden Seiten ist dann eine rationale Funktion ohne Pole, also ein Polynom. Da wir
vorausgesetzt haben, dass die linke Seite eine echte rationale Funktion ist, muss dieses Polynom das
Nullpolynom sein.

Beachtet man nun, dass
1 n -+ J —1

— = . a" X"
(1 - a‘X)J n>0 ~] - 1

ist, so ergibt sich wieder

k;

f(n) = Z Z Ciju?

i =1

j—1

n+j—1]

Zum Beispiel ist f(n) ist genau dann ein Polynom von einem Grad degf < k, wenn
Zf (n)X" = % gilt, wobei P(X) ein Polynom mit einem Grad < k ist. Der
n>0 -

Grad von f ist genau dann gleich k —1, wenn P(1) = 0 ist.

Als weiteres Beispiel wollen wir die Rekurrenz
f(n + 3) — 7f(n 4 2) + 16f(n + 1) — 12f(n) = 0 mit den Anfangswerten
£(0) = £(1) = £(2) = 1 mit Hilfe erzeugender Funktionen 15sen.
Wir wissen, dass
PX) P(X)

f(n)X" = - it
2 )X = e X 12 (1-3X)(1—2X} &
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Nun ergibt sich
1-7X +16X* —12X") 1+ X + X* + {(3)X" +...) =1—6X + 10X, d.h.
1—6X + 10X’ 1 1 1
S ()X = LD + _ -
1-3X)1-2X? 1-3X 1-2X (1-2X)
Die gesuchte Losung ist alsof(n) = 3" +2" — (n +1)2" = 3" —n2".

Bemerkung: In der Analysis lernt man Methoden kennen, wie man die Partialbruchzerlegung konkret
bewerkstelligen kann. Zur praktischen Bewiltigung derartiger Aufgaben wird man aber heutzutage
ohnehin zum Computer greifen. So liefert etwa Mathematica sowohl die

erzeugende Funktion

GeneratingFunction[{a[n] ==7a[n-1] -16a[n-2] +12a[n- 3],
a[0] =a[l] ==a[2] ==1}, a[n], n, x]

1 +6x-10 x?
{{ (-1 +2x)2 (-1 +3x) }}

als auch die Partialbruchzerlegung

1-6x+10x"2

Apart[ ]
1-7x+16x*2-12x"3
~ 1 ~ 1 ~ 1
(-1 +2x)2 -1+2x -1+3x

wie auch die gesamte Losung der Rekurrenz

RSolve[{a[n] ==7a[n-1] -16a[n-2] +12a[n- 3],
a[0] =a[l] =a[2] ==1}, a[n], n]

{{a[n] »3"-2"n}}

Abschlieiend wollen wir noch die inhomogene Gleichung p(E)f(n) = g(n)
betrachten. Hier brauchen wir nur eine spezielle Losung. Jede andere Losung
unterscheidet sich von ihr nur um eine Losung der homogenen Gleichung. Ob eine
explizit angebbare Losung vorhanden ist, hdngt von der Funktion g ab. Besonders
einfach ist der Fall, wo g(n) auch Losung einer homogenen linearen

Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten, also eine Linearkombination
n

von Funktionen von der Form K

]a“ ist. Denn seiq(E)g(n) = 0. Dann ist

auchq(E)p(E)f(n) = 0. Die allgemeine Losung dieser Gleichung kennen wir aber

schon. Wir brauchen die Losung nur mit unbestimmten Koeffizienten anzusetzen,
wobei wir die Terme der homogenen Losung ignorieren konnen und in die gegebene
Gleichung einzusetzen.
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Beispiel.

Gesucht sei die Losung der Gleichung f(n + 2) — f(n + 1) — 2f(n) = (—1)"
mitf(0) =f(1) =1.

Hier ist (E +1)(E —2)f(n) = (—1)" = g(n) und(E + 1)g(n) = 0.

Daher ist(E + 1)*(E — 2)f(n) = 0.

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist

an(—1)" + b(—1)" + c2".

Da die letzten zwei Terme die allgemeine Losung der homogenen Gleichung sind,
konnen wir sie zundchst ignorieren und den Ansatz f(n) = an(—1)" machen. Das

ergibt a(n+2+n+1—2n) =1 oder 3a = 1. Somit ist
(—1)”1’1

f(n) = —2—

(n) 3

Nun brauchen wir blof$ eine Losung der homogenen Gleichung addieren, so dass
sich die gesuchten Anfangswerte ergeben. Das ergibt

7 1 2
f(n) = 52“ + [—1’1 +={(=1)".

3 9

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Wir hitten auch mit den erzeugenden Funktionen arbeiten kénnen.

Um sich das Leben zu erleichtern, ist es oft vorteilhaft, f(n)auf negative Werte n zu
erweitern, indem man dort f(n) = 0 setzt. Dann lautet die Rekurrenz
folgendermafien:

fn)=f(n—1)+2f(n —2)+(-1)"[n > 0]+ [n=1] furallen € Z.

Somit gilt fiir die erzeugende Funktion F(x)

F(x) = xF(x) + 2x°F(x) + 1 +x.
1+x

Daraus folgt
2
Fx) = 14+x+x y
(1—2x)(1+ x)
Die Partialbruchzerlegung ergibt
7 1 1 1 1 1
F(x)=— +— s == ,
91—-2x 3(1+x) 91+x
woraus das Ergebnis folgt.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Rekurrenz
n
f(n +1) — 2f(n) = 2" [3] .
Hier ist (E — 2I)f(n) = g(n) mit(E — 2I)'g(n) = 0. Eine spezielle Lésung muss also
(E —20)’f(n) = 0 erfiillen.

(n* —6n® +11n* — 6n)- 2"
; :

Es ergibt sich f(n) =

76



Nun wollen wir die Situation noch von einem anderen Gesichtspunkt aus betrachten.

Im einfachsten Fall
(E —al)f(n) = g(n) haben wir fiir g(n) =b" mitb=a, (E—al)b" =(b—a)b" und

daher f(n) = b :
—a
Was passiert aber, wenn g(n) nicht diese einfache Form hat?

Dann schreiben wir symbolisch

1 11 1, a  a
fn)=———gn)=—=——gn) = (= + — + —+... =
E
=gmn—1)+agn —2)+---+a"'g(0)
Wir miissen uns im Nachhinein {iberlegen, ob das Resultat wirklich eine Losung ist:

Das ergibt sich aber sofort aus
(E —alf(n) = g(n) + ag(n —1) +---a""g(1) + a"g(0) -

—a(g(n —1) +---a"'g(0)) = g(n)

Analoges gilt fiir die Gleichung

(B —al)*f(n) = g(n).
Hier liefert der symbolische Zugang

_ 1 _ 1 1 _ 1+k_1 im—i—k
f(n)_—(E—aI)k g(n)——Ek —(I— %)k gn) = Ei 1 JAE g(n) =
k n—1 .
=gn—k)+ k_lag(n—k—l)—l—---—l— k—la g(0)

und man verifiziert wie oben, dass das wirklich eine Losung ist.

in

Im allgemeinen Fall der Gleichung p(E)f(n) = g(n) kénnen wir den Operator ®)
b

Partialbriiche zerlegen und dann mit Hilfe der obigen Formeln eine spezielle Losung
finden.

Eine weitere Methode ist die von Lagrange stammende Variation der Konstanten.
Sei die inhomogene Gleichung p(E)f(n) = g(n) gegeben. Diese lautet in

Matrixschreibweise
0
0
f(n +1) = Ef(n) = Af(n) + g(n), wobei g(n) =| . |ist.
g(n)
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So wie oben sieht man sofort, dass eine Losung der inhomogenen Gleichung gegeben
ist durch

fn)=gn—1)+ Agn —2) +--- + A" 'g(0).

Sei nun F(n) = (f (n),...,f.(n)) die Matrix, die aus einer Basis von Losungen der
homogenen Gleichung besteht. Dann folgt ausf,(n) = A"f,(0), dass F(n) = A"F(0)

gilt. Speziell ist also A" = A*"A™" = F(n)F(0) '(F(i)F(0) ") = F(n)F(i) .

Haben wir also irgendeine Basis von Losungen der homogenen Gleichung und
bilden daraus die Matrix F(n), dann ist

f(n) = g(n —1) + F(n)F(n — 1) 'g(n = 2) + - + F(n)F(1) 'g(0) =
— F(n) 3" F(i + 1) g(0)
0<i<n
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.
Das ldsst sich auch folgendermafien formulieren:
f(n) = F(n)c(n) mit Ac(n) = F(n + 1) 'g(n) oder F(n + 1)Ac(n) = g(n).
Die Idee besteht also darin, die Konstante ¢ in der Losung der homogenen
Gleichung f(n) = F(n)c als Funktion von n anzusetzen und diese Funktion dann aus
der Gleichung F(n + 1)Ac(n) = g(n) zu berechnen.

Beispiel. Wir suchen eine spezielle Losung der

271 371
Rekurrenzf(n + 2) — 5f(n 4 1) + 6f(n) = 2". Dann kénnen wir F(n) = . 3““]
3 1
gt B gt
wihlen, woraus sich F(n + 1) = 5 ) ergibt und somit
B 3n+1 3n+1
Ac,(n) —7 e n 2" 1
=| ., |. Daraus folgt schliefilich ¢,(n) = ——,c,(n) = 1 — — und somit die
Ac,(n) 2 2 .

Losungf(n) = 3" —2" —2"'n.
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6. Stirlingzahlen I

Wir haben die Stirlingzahlen 2. Art S(n, k) als die Koeffizienten der eindeutig
bestimmten Entwicklung

= Y S,k (%), (6.1)
k=0
definiert.
Sie sind durch die Rekurrenz
S(n 4+ 1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k) (6.2)

und die Randbedingungen S(n,0) = [n = 0] und S(0,k) = [k = 0] festgelegt.

Es gibt viele verschiedene Bezeichnungen fiir die Stirlingzahlen.
D. Knuth (Amer.Math. Monthly 99 (1992), 403-422) hat eine andere Notation

n

vorgeschlagen, die oft verwendet wird. Er schreibt S(n, k) = {k

}, um anzudeuten,
dass diese Zahlen auch eine kombinatorische Bedeutung haben, die mit Mengen zu
tun hat (Anzahl der Partitionen von n Objekten in k nichtleere Teilmengen). Weiters

n

1l Auch diese haben eine

nennt er die positiven Zahlen [s(n,k)| = (—1)* “s(n,k) =

kombinatorische Interpretation (Anzahl der Permutationen von n Objekten mit
genau k elementfremden Zyklen).

Alle diese Stirlingzahlen sind also nichtnegativ.

Dadurch werden manche Formeln einfacher. Das sieht man z.B. wenn man die
Rekurrenzen

- T

und

n n—1 |n—-1

i) P
auf beliebige ganze Zahlen n,k erweitern will. Wenn wir verlangen, dass die
Randbedingungen

0 0 n n

ol =k = [k = 0] und {0}: 0 =[n=0]
erfiillt sein sollen, erhalten wir eine eindeutig bestimmte Losung.

n -k
Es stellt sich dann heraus, dass K| = {_ } fur alle n,k € Z gilt.
-k -k —k—1 k-1

Denn | erfiillt die Rekursion N S 1 T + a1l d.h.
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—k k-1 [-k-1 k41 —k k |
{_n»+n{ 1 }: 01 oder Ch41 +(n—1) Cnt1 =14 , also dieselbe

wie

Wir wollen aber bei der zuerst verwendeten Bezeichnung bleiben. Es ist dann
n n

s(n, k) = (=1)"* K K

. Statt |, | schreiben wir gelegentlich c(n, k).

Wir zeigen nun, dass die Formel

auch fur negative n richtig bleibt, wenn wir

1 1 1 . 1
X) , = =— = s(—n,k)x* = s(—n,—k)—
T B s N NP Dl L A Ph

als formale Potenzreihe in — schreiben. Wir kénnen das intuitiv als ,Polynom vom
X

Grad —n “ ansehen. Wir wollen also zeigen, dass

(%), = Ss(on,—K)x* = 3 (~ 1) Sk n) = (6.4)
k>n k>n X
gilt.
Denn das stimmt fiir n = —1, weil (x) , = P _1 1 _ l_%+%_ 4.
x+1 x 1+ l X X X
X

und S(k,1) =1 ist.
Nun wenden wir Induktion an. Wir miissen zeigen, dass
(0 (1" Sk nx ™ = (x +1)(x), = () = ) ()" Slkn — Dx "
k k
gilt. Koeffizientenvergleich liefert
S(k + 1,n) — nS(k,n) = S(k,n —1). Da der erste Koeffizient, der von Null verschieden
ist, S(n,n) =1 ist, sind daraus alle Koeffizienten eindeutig festgelegt und stimmen

mit den angegebenen tiberein.

. 1 .
Wenn wir in (6.4) x durch ——ersetzen und n und k vertauschen, so lautet die
X

Formel

k
X

Z S(n,k)x" =

6.5
= (1—x)(1—2x)-(1 — kx) (6.5)

oder gleichbedeutend
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. 1
;S(Hk’k)x Tl -2 (1 —kx)’

Wir hitten diese Formel auch folgendermaflen ableiten konnen:

Aus k!S(n,k) = LA*" folgt > S(n,k)t" = %LAkZXntn = %LA“ - ! o
N . n . — X

Nun ist

A k!t"

I—tx  (1—tx)1—t(x+1))1—-t(x+k)
Das ergibt sich sofort mit Induktion, denn
Ak+1 1 — AkA 1 — Ak( 1 o 1 ) —
1—tx 1—tx I—t(x+1) 1—tx

B k!t ( 1 1 - (k + 1)1t

I—tx+1)-Q-tx+k) I-tx+k+1) 1-tx (@—tx))1—t(x+k+1)
Daher ist

tk

ES(n, k)t" = .
n>k (1_t)(1_2t)"'(1_kt)

Die dazu inverse Formel lautet

tn k
nZ;S(n,k)(1—t)(1—2t)-~-(1—nt) - (6.6)

Ein direkter Beweis folgt wieder aus (2.21):

Ssmp -

- n! k!
liefert
A" 1 D* 1 D"
L) s(nk =L— =L— =tk
zn: ) T T Yoo f o
Setzt man in (6.6) t = 1 , so ergibt sich
X
1
x =) (=1 s(nk) =2 (1" s(nk)(x), (6.7)
HZ; (X+1)(X+n) n>k

Wir betrachten nun die so genannten Exponentialpolynome
0, (x) = Z S(n, k)xk. (6.8)
k=0

Sie erfiillen o, ,,(x) = Z S(n + 1,k)x"* = Z (S(n,k — 1) + kS(n, k) )x* = x¢, (x) + xDo, (x).
Also gilt

0 (x) = x(@,, () + @, (x)) = (x(1 + D))"1. (6.9)
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Die Folge der Exponentialpolynome beginnt mit 1,x,x* + x,x3 + 3x° + X,
Der Operator x(1 + D) ist etwas unhandlich. Man kann ihn aber eleganter darstellen.
Fiir jedes Polynom f(x) gilt

x(1 + D)f(x) = e *(xD)e*f(x). (6.10)

Wegen der Linearitit gentigt es, das fiir f(x) = x* zu zeigen. Hier ergibt sich

e =(xD)e*x" = e_Xx(eXXk + exkxk_l) = x4+ kx* = (x(1 + D))x"
Man kann daher ¢, (x) auch in der Form
9,(x) = ¢ X(xD)"¢*1 = ¢ ¥ (xD)"¢* (6.11)
schreiben.
Die Polynome ¢, (x) erfiillen also

(xD)"e* = @, (x)e™. (6.12)
Wenn man e* als Funktion (und nicht als formale Potenzreihe) betrachtet, so ergibt
sich
kn k
(Dt = (DI T X - TR
Man erhilt also die Formel von Dobinski

Pu(x) =)

k>o

ank
k!

(6.13)

Fiir x =1 ist b, == ¢,(1) die Anzahl aller Partitionen einer n —elementigen Menge.
Man bezeichnet die b, auch als Bellzahlen.
Die ersten dieser Zahlen lauten b, = 1,b, =1,b, =2,b, = 5,b, =15,b, = 52,---
Fiir diese gilt also
1 n
b,=—) — 6.14
=X (6:14)

Wir haben schon die exponentiell erzeugende Funktion der Stirlingzahlen 2. Art
gefunden.

n (eT 1)k

ZSnkn‘— T

(6.15)

Daraus ergibt sich die erzeugende Funktion der Exponentialpolynome

T_n — — k Tn k — 1)k _ X(eT—l)
2. 0u(0)— = 2. 2 S(n,k)x" FTRPIRPIE LR b p I e 7 (6.16)
n : n k
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Wir wollen nun eine andere Ableitung geben:
Sei U : C[x] — C|[x]| der lineare Operator, der durch

U(x), =x" (6.17)
definiert ist.

Nach (6.1) ist das gleichbedeutend mit

Ux" = ¢, (x). (6.18)
Nun gilt
Ux(x—1),) = U((x)y,,) = x"" =xx" =xU((x),) -
Daraus folgt wegen der Linearitat
U(xp(x — 1)) = xU(p(x)) fiir jedes Polynom p(x).

Also auch
UGxp(x)) = xU(p(x + 1)) (619
Fiir p(x) = x" liefert das
UE"™) = Ux") =xU((x+1)") =x). [EJ U(x").
Daher gilt
O (x) = XZ@ 0, (x). (6.20)

Fiir die erzeugende Funktion liefert diese Uberlegung

Tn_ nTn_ nTn_ T T x
En 0, (x) = En Ux = —Uzn X =Ue™ =UQ+(e” —1))" =
_ (X)n T n _ Xn T n _ x(eTfl)
—UE YR (e —1)" = E —n!(e -1)" =e .

Speziell erhalten wir fiir die Bellzahlen die folgenden Formeln:

S by = e, 6.21)

bn+1 = i{i]bkv (622)

Zs(n, k)b, =1. (6.23)

Wir wollen nun an ein paar Beispielen zeigen, wie man in der Vergangenheit diese
und dhnliche Formeln rein symbolisch , abgeleitet” hat. In den meisten Fillen wissen
wir ja schon, wie man diese Ableitungen exakt machen kann.
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In umbraler Schreibweise lautet (6.21) € = ¢° . Differenziert man diese Identitit,

t e'—1 t bt (1+b)t
= e

so erhdlt man be” =e'e” ' =e'e Koefflzlentenverglelch liefert (6.22). Setzt

man e' —1=u, so ergibt sich e" = """ = (1 +u)’ = > (b), % und

Koeffizientenvergleich liefert (b), =b(b—1)---(b—k+1) =1, d.h. (6.23).

Ist f(x) ein beliebiges Polynom, dann folgt daraus (siehe (6.19)) f(b + 1) = bf(b) und
daraus mit Induktion f(b + k) = (b),f(b). Denn es ist F(x(x —1),) = F((x),) und
daher F(xf(x)) = F(f(x + 1)) .

> A(0)

Die Newtonentwicklung f(x) = 1l

(x), von f(x) ergibt hier wegen (b), =1

. _ — A(0) . o AM(x)
die Formel f(b) = ZT und allgemeiner f(b + x) = Z 0
Speziell liefert das

Ak n

. Das ist nichts anderes als b, = Z S(n, k). (Achtung: das ist kein

b, _ZL
k=0

erkelschluss. Wir sind hier von (6.21) als Definition der b, ausgegangen und haben
alles daraus abgeleitet).

Wihlt man in f(b + 1) = bf(b) das Polynom f(x) = (x —1)", so erhalten wir
n
k] b, (6.24)

11

b, =b(b—1)" => (-1)**

k=0

Das bedeutet, dass b, = A"b, ist, wenn wir Ab, = b, ,, —b, setzen. Mit dieser

Formel lassen sich die Bellzahlen sehr einfach berechnen.
Denn die Tabelle
b, b, b,

Ab, Ab, Ab,
A’h, A’b, A’b,

lasst sich sukzessive vergrofsern, wenn man beachtet, dass b,,, = b, + Ab, ist:

1 2 5 15
1 2 5
1 2 1 3 10
1 3
=1 = =2 7
1 2 5
2 5
15
n n
Nach (6.19) gilt A"f(b) = h,(b)f(b) mit h (x) =) (—1)" [k] (%), -
k=0

Dabei ist h (b) =[n = 0], weil (b), =1 ist.
Weiters ist b"h (b) = h (b)b"™ = A"b™ = n![n = m].
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Daraus ergibt sich weiters, dass
h_ (b)h, (b) =n![n = m]

m

ist, d.h. dass diese Terme symbolisch orthogonal sind.
Das sieht etwas mysterios aus. Wir wollen nun schauen, was das wirklich bedeutet.
Die Polynome

h,(x) = 3 (~1) [k] (), s (6.25)

heifsen Poisson-Charlier Polynome.

Die ersten Terme sind

hy(x) =

h(x)=x-1

h,(x) =x"—3x+1

h,(x) =x" —6x" +8x —1

h,(x) = x' —10x* +29x°24x + 1

Wenden wir auf h (x) den Operator U(x), = x" an, so ergibt sich

Uh, (x) = Z(— 1)

n—k n
X" =(x—-1)".
k=0 k

Ihre erzeugende Funktion ist daher

Zhn(x) :' = Uflz(x -1)" % = U eV = efTZ(X) T e '(1+T).

n '
n>0 . n>0 n!

Ist F' das lineare Funktional, welches durch F((x),) =1 oder dquivalent durch
F(x") = b, definiert ist, so gilt also

F(h, (x)h,,(x)) = n!n = m],

d.h. die Polynome h (x) sind orthogonal beziiglich des linearen Funktionals F .

Wir wollen nun gleich etwas allgemeiner das lineare Funktional F betrachten,
welches durch
F((X)n) = an (626)

bzw. F(x") =) S(n,k)a* = ¢, (a) definiert ist.

k=0

Bemerkung;:

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung nennt man eine Verteilung, die auf den

k
2 die
k!

—a

natiirlichen Zahlen konzentriert ist mit der Wahrscheinlichkeit P(k) = e

Poissonverteilung. Die Formel von Dobinski besagt also, dass F(x") = E(X"), also
der Erwartungswert der Zufallsvariablen X" beztiglich der Poissonverteilung,
gerade ¢, (a) ist oder anders ausgedriickt, dass das lineare Funktional F durch die
Poissonverteilung gegeben ist.
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Dieses Funktional erfiillt
F((x),p(x)) = a"F(p(x + k)). (6.27)

Denn F(x(x — 1)+ (x =k +1)(x — k),) = F((x),,,) = a"™ = a'F((x),) -

Esist also F(p(x +k)) = F(a " (x),p(x)) und somit wieder

F(A*p(x)) = F(a~*h,(x,a)p(x)), wobei

k k(k

| - Z[ .]a-%x)kj(—l)-i —etx),  (629)

k

h, (x,a) = a* Z
0

=0 | J

ist.

Wegen F(a *h,(x,a)(x),) = F(A"(x),) = (), F((x), )

ist fiir n <k F(h (x,a)x") =0 und fiir n =k F(h,(x,a)x") = a"k!.

Somit ergibt sich insgesamt die Orthogonalitédt der allgemeinen Poisson-Charlier
Polynome h (x,a)beziiglich des linearen Funktionals F':

F(h,(x,a)h,(x,a)) = a*k![n = k]. (6.29)

Wenden wir auf h (x,a) den Operator

U(x), =x" (6.30)
an, so ergibt sich
n n
Uh, (x,a) = Y (—=1)*a* [k] X" = (x —a)". (6.31)
k=0
Ihre erzeugende Funktion ist daher
T" -1_(x—a)T —aT T" —aT X
Zhn(x,a) ' =Ue =e Z(X)n F=e (14 T)". (6.32)
n>0 n: n n:

Die Polynome h (x,a) erfiillen die Rekurrenzrelation
h, . (x,a)=(x—n—a)h (x,a) —nah  (x,a) (6.33)

mit den Anfangswerten h (x,a) = Lh,(x,a) =x—a.
Da die Polynome h (x,a) eine Basis des Vektorraums der Polynome bilden, gibt es

eine eindeutig bestimmte Darstellung
n+1

th (X7 a‘) = Z thj (X7 a) = Cn+1hn+1 (X7 a‘) + Cnhn (X7 a) + Cnflhnfl (X7 a’) :
=0

Dabei gilt ¢, = F(xh ,,(x,a)h,(x,a)) = 0,j <k — 1.

Wenden wir darauf den Operator U an, so erhalten wir
UxU 'Uh,(x,a) =c, (x —a)"" +c,(x —a)" +¢,_,(x —a)""
Nun ist

n—1
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UxU™' (x") = U(x(x),) = U((x),(x — n) +n(x),) = U((x),,) + nU((x),) =
= x"*! + nx" = (E + §D>Xna

dh. UxU™' =x(1+ D).

Das folgt auch aus (6.18) . Denn UsU g, (x) = Ux™" = p,.,(x) = x(1 + D), (x).
Also ist die linke Seite
UxU 'Uh, (x,a) = x(1+ D)(x —a)" =x(x —a)" + nx(x —a)"" =

=(x—a)"+n+a)(x—a) +na(x—a)"
Das ergibt
xh, (x,a) =h , (x,a) +(n+a)h (x,a) +nah ,(x,a)
oder
h . (x,a) =(x—n—a)h (x,a) —nah  (x,a).

Bemerkung;:
Sei ¥ ein beliebiges lineares Funktional auf C[x] mit F(1) =1 und seien F(x") =a, dieso

genannten Momente beziiglich F .

Es gibt genau dann eine Folge von Polynomen p, (x) mit degp, = n, wo der Koeffizient
von x" gleich 1 ist (wir sagen dann, dass das Polynom normiert ist), die beziiglich F
orthogonal sind, d.h. F(p;(x)p;(x)) =0 fiir i = j und F(p,(x)p;(x)) = 0 erfiillen, wenn
fiir alle n die so genannten Hankeldeterminanten H, der a, von 0 verschieden sind,

H, = det(a,,;)!,, = 0. In diesem Fall stimmen die Polynome

a[] al a2 anfl
a’l az ag an X
2
1 Ay a3 a, . an+1 X<
W)= det| . : : : : (6.34)
n—1 : . . . :
n—1
a, a, . Ay, X
n
ay Ay Ape o gy X
(—=1)" det(a,, . )"
; . . . 1 : :O
mit p,(x) tiberein. Auflerdem ist p, (0) = = i31)ij=0
n—1

Zum Beweis gehen wir mit Induktion vor. Die Behauptung sei bereits fiir n —1
bewiesen. Dann ist klar, dass F(x'q,(x)) = 0,0 < j < n, gilt, weil dann zwei Spalten

gleich sind. Aulerdem ist F(x"q,(x)) = H, . Nach Induktionsvoraussetzung

n—1
= 0 ist. Dann ist aber der Grad der Determinante
gleich n, weil der Koeffizient von x" von 0 verschieden ist. Das innere Produkt
F(q,(x)q,(x)) ist genau dann von 0 verschieden, wenn H, = 0 ist.

konnen wir annehmen, dass H

n—1
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Im Fall der Poisson-Charlier Polynome h (x,a) und dem linearen Funktional
F(x") = ,(a) gilt

h11(07 a‘) - (_a’)n
und
H n 2 n
H—“ = F(x"h, (x,a)) = F(h, (x,a)") = a"n!.
n—1
n+1
Wir erhalten daher H = a'’ [[(k!) und H,, = det(a,, ), =a""H,.

k=0

Ist eine beliebige Folge a, gegeben und sind alle Hankeldeterminanten H ,H , = 0,

dann ist durch diese Hankeldeterminanten die Folge eindeutig festgelegt, weil man
a,,8,,-- aus den H, und a,,a,,--- aus den H , der Reihe nach bestimmen kann.

n,l

Wir erhalten daher den

Satz 6.1
Fiir die Hankeldeterminanten der Folge ¢ (a) der Exponentialpolynome gilt

n+1
n

H, =a Tk (6.35)
k=0
und
Hn,l = det(amﬂ):j:o = anHHn (6.36)

und durch diese Determinanten ist die Folge ¢, (a) eindeutig festgelegt.
Speziell ist die Folge b, der Bellzahlen die eindeutig bestimmte Folge reeller Zahlen, fiir

n

welche H, = H , = Hk!ﬁ'ir alle n € N erfiillt ist.

k=0

Wir wollen nun einen weiteren Beweis geben. Dazu zeigen wir zuerst, dass

F(f(x)g(x)) = 3 D*UL(x)D Ug(x) -, (6.37)
gilt.
Denn
F((x),(0),) = a"F(x + m),) = a"U(} [k]<x>n_k<m>k> = ) )

nakkmkn
:;EDXDX|

x=a *

Wegen der Bilinearitidt stimmt es allgemein.
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Wendet man die Formel (6.37) auf die Poisson-Charlier Polynome an, so ergibt sich
k

F(b,,(x.a)h, (x:8)) = 357 (D" (x — a)"D(x — a)")
k .

also ein direkter Beweis fiir die Orthogonalitit.

=a"n![m =n],

x=a

Weiters gilt

k

m_.n a
@111+11(a) = F(X X ) = ZFD§@1H (a)Dﬁ@ll(a)' (6'38)
k .

Damit konnen wir einen weiteren Beweis fiir die Hankeldeterminante liefern.
Denn diese Gleichung kann folgendermafien interpretiert werden: Sei

C = [Di@i(a) n

. ] . Das ist eine untere Dreiecksmatrix, die in der Hauptdiagonale
J: i,j=0

lauter Einser hat und daher detC, =1 erfllt. Sei D, = (i!ai[i = j])?j:o die

Diagonalmatrix mit d,; =ila' und detD, =] Jila'.
i=0

Dann gilt
(LpiJrj (a’))nJ = CnDnC;

Geht man zu den Determinanten tiber, so folgt H, = detC, detD, detC, = H ila'.

i=0

Das Resultat tiber H, , ergibt sich aus (6.20) und der folgenden Bemerkung, die

1

k

i,j=0 "
k=0 =

n (D
leicht zu verifizieren ist: Sei b, = Z[ ]ak Dann gilt det (bl ﬂ) IJ = det( o ])

Die Hankeldeterminante H  wurde zuerst 1978 von P. Delsarte berechnet. Sein

Beweis bentitzt ebenfalls die Orthogonalitidt der Poisson-Charlier Polynome. Nach
(6.28) ist

h,(xa) ="
mit

(n,j) = Z[J(—a)ll-ks(k, p.

k]aﬂk(—l)nk(x)k = Z[ ] (=) kz k, j)x’ = Zd (n,j)x

k
Dann ist d(n,n) =1 und d(n,j) =0 fiir j > n.
Sei S = (d(j, k)) - Dannist S eine untere Dreiecksmatrix, wo in der

Hauptdiagonale lauter 1 stehen. Es ist also detS =1.
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Nun ist

F(h, (x,a)h_( Zd n, j)x E m, k)x"*) = Zd(n, jd(m,ka,,, .

Das bedeutet, dass
S (ai " ),njzo S' eine Diagonalmatrix ist, wo in der Hauptdiagonale F(hh;) = a'i! steht.

Geht man zu den Determinanten tiber, so erhilt man wieder die
Hankeldeterminante.

Bemerkung.
Wir kdnnen das lineare Funktional F durch F((x) ) =a

—n

auf negative Indizes
erweitern. Dann bleibt die Relation (6.29) erhalten, weil dann

a'F((x),) =1=F((x), é) = F((x).(x=n).,)

gilt. Wir konnen nun (6.7) Verwenden um ¢_ (x) zu definieren:
Pou(@) =F") =) (1" "s(kn)F =>"S(-n,~k)a

sodass also fuir alle 1;1 € Z die Formel -

¢, (x ZS (n,k)x (6.39)

keZ
gilt. Fiir negatives n ist das eine formale Laurentreihe in der Unbestimmten x. Man
kann daher dort nicht mehr x =1 einsetzen.

Nach Satz 2.1 kann man den linearen Operator (xD)" in der Gestalt Z f (x)D

darstellen. Diese Darstellung lautet hier

(xD)" =Y S(n,k)x"D*. (6.40)
k=0
Das folgt mit Satz 2.1 sofort aus (6.11).

Noch einfacher sieht man es, wenn man beide Seiten auf alle Polynome x™
anwendet:

Es ergibt sich fiir die linke Seite

(zD)nXm — mIlXIH

und fiir die rechte Seite

> S(n,k)x*D*x™ = > §(n,k)(m), x

k=0 =

Wegen

= i S(n, k) (m
k=o

stimmen also beide Seiten iiberein.
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Daraus ergibt sich auch sofort die inverse Relation

x"D" = i“s(n, k)(xD)". (6.41)

Aus (2.26) ergibt sich
n k (k)
> Sk = - <—1>“[']eﬂ

n n! ) E j=o0 J
und daraus durch Koeffizientenvergleich
n k k_n
1 ki . LA™X
S(n,k)=—>» (-1)*7?| . = . 6.42
@1 = () UJ = (642)
Dieselbe Formel hétten wir auch erhalten, wenn wir statt der erzeugenden Funktion
D® Ak

in der Unbestimmten T den Operator z S(n,k)— = — Dbetrachtet und auf x"

n!

k
angewendet hitten. Denn das liefert auch sofort S(n, k) = L % X"

Der Operator U erfullt

U™'DU = A (6.43)
Denn U'DU(x), = U 'Dx" =nU 'x"" =n(x),_, = A(X),.
Das ist also gleichbedeutend damit, dass A(x), = n(x),_, ist.
k
Wir wissen bereits dass D = log(1 + A) = z (1)< A? gilt.
k>1
Daher ergibt sich
UDU™ =1log(x+ D). (6.44)
Das folgt aus
ky1—1 k
DU = ¥ (- A Y s e D),
k>1 k k>1 k
Das bedeutet, dass
log(1 + D)g, (x) = 19, _, (x) (6.45)

gilt.
k
Man kann U auch in der Form U = Z %(A ~D)* darstellen. Denn

k>0

e XX = ot (Pli(('X) tk = e(et_l—t)x .

Die Behauptung folgt nun aus (2.10).

Fiir U™ ergibt sich wegen e U ™"e™ = eth(l}i—)'ktk = 80+ 070 analog

k
U=y %(log(l +D) - D).

k>0
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Fiir beliebige k,1 € N gilt die Orthogonalitadtsrelation
LD"x' = L(1), x"™ = 11[k = 1] = k![k = 1] = LD'x". (6.46)
Aus der Linearitéit folgt weiters, dass
LE(D)g(x) = Le(D)f(x) (6.47)

fiir beliebige Polynome gilt. Es bleibt auch noch richtig, wenn f(x) eine formale Potenzreihe
und g(x) ein Polynom ist.
Wir kénnen nun auf dem Vektorraum C[x]| ein inneres Produkt definieren durch

(£(9)|a(x)) = LE(D)g(x). (6.48)

Dann sind alle Eigenschaften eines inneren Produktes erfiillt. Speziell ist
(f(x)‘f(x)) = LZ akazaXI = Lz aka_lexl = Z:k!|ak|2 >0.

X

Vn!

Préhilbertraum der Polynome. Die Vervollstindigung ergibt einen Hilbertraum F,

Daher bilden die Polynome ein vollstandiges Orthonormalsystem im

der oft als Fockraum bezeichnet wird.
k

Dieser Hilbertraum besteht aus allen formalen Potenzreihen z ay % mit

k
Z|ak|2 < 0,
£ n n+1

In diesem Hilbertraum gilt x = -1 =

Jn! \/(n+1)!7D«/a=\/Hw/(n—1)!-Man

nennt daher den Multiplikationsoperator auch creation operator und den
Differentiationsoperator annihilation operator.

Der Multiplikationsoperator und der Differentiationsoperator sind adjungiert,
x" =D. Das folgt aus

(s ) = (T s ) = VAl 3 = ] = Vil = =] = (G=|D

n
X

n n
=nx 7sz

=(n+1)i

Nk

Weiters gilt xD

k  _k
. . ; a X . . .
Die formalen Potenzreihen €™ = Z—— sind Eigenfunktionen des
vk! k!
|a|2n %
Differentiationsoperators und haben die Norm ||eax|| = z —=e 2.
n!
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_lal®

Sei f,(x) =e 2 " die entsprechende normierte formale Potenzreihe.

Dann gilt
(D)™, (%) [, (x)) = (O S(n, k) (x D)L, (x)|f, (x

k=0

i S(n, k) (D ( )‘Dkfa(x))ziS(n,k)laPk.

Andererseits ist
2 2
\m _la® k k mw kn k Xk

GDFEG) = (Dfe 2o = * (PSR
Daraus folgt ((xD)"f, (x)[f, (x)) = e an la{{'—z‘k.
" !

Somit ergibt sich wieder die Formel von Dobinski.

Bemerkung;:
Sei (p,(x)) eine Folge von normierten Polynomen, die orthogonal beziiglich F sind.

Dann gibt es ¢ ,d,, sodass gilt
pn+1(X):: C(__Cn)pn(xj-_-dnpnfl(x)' (6“49)

Denn das Polynom xp,(x) hat Grad n + 1 und kann daher als Linearkombination von
n+1

Po> D1y, Doy dargestellt werden, xp, ( Z APy (x). Dabei ist wegen der Orthogonalitit

= TR i k<~ st F(xp, (), () = i, () (e () = . el

deg(xp,) < n ist.

Man kann dann zeigen, dass die erzeugende Funktion der Momente durch einen
Kettenbruch darstellbar ist. Genauer gilt

1
F(x")t" =
2K ar

1—cyt—

d,t*
l—ct——2

Der allgemeine Beweis wiirde hier zu weit fithren. Wir wollen es nur fiir den
Spezialfall der Stirlingzahlen direkt zeigen.

Wir wissen, dass die orthogonalen Polynome fiir das Funktional F mit den

Momenten F(x Z S(n,k)a* die Poisson-Charlier Polynome sind. Hier lautet die

Rekurrenz h ,(x,a) = (x —n—a)h (x,a) —nah _ (x,a). Esistalso

c,=n+a,d, =na.
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Dabher ist nach diesem Satz

Z(i S(n,k)a*)t" = 1 e

n>0 k=0 1 —at —

2at’

1—(1+a)t— P
= (2 +a)t — oM

Wir schreiben nun statt a wieder x und betrachten die erzeugende Funktion der
Momente
k tk

f(x, 1) = 3 (O S0 k) = (P Sm k)t =3 .

: ; (1—t)-(1-kt)

Dann gilt
tx £ t

f(X,t):1+1 " X,ﬁ

). (6.50)

Da f(x,t) als formale Potenzreihe in t ein multiplikatives Inverses hat, konnen wir

f(x,t) = ﬁ schreiben, wobei der konstante Term von g(x,t) gleich 0 ist.
— 8lX,
1
Es gilt genauer f (x,t) = f(x,t) = mit f (x,0) =1. Nun ist
it genauer f,(x, ) = (%) = {5 mit £,(x0)
f(Xv L)
f(x,t) = ﬂ’cl)—fztt) Auf f, konnen wir dieselbe Operation anwenden und gelangen
— t)f(x,
auf diese Weise zu einer (formalen) Kettenbruchentwicklung
1
f(x,t) =
0( ) 1 Cl (X)t
1_ c,(X)t
1—-.
1 . 1
Setzt man f(x,t) = , soist also f (x,t) = .
— ¢ ()t (%, 1) 1— ¢, (x)tfy(x, 1)
Daraus ergibt sich
RN L1 C 1) B 3 S €0t
1 1—c., ()t (x,t) 1 — ¢, (x)t L—c(x)t — ¢ L, (X)th,(x,1)
£ (x,t) 1
oder
fi(X, t) - 1 — Ci+1 (X)t

L—c. ()t — ¢ ,(X)t — ¢, (t(E (%, 1) — 1) .
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Daraus folgt

f(x,t)—1= (ot -
B R Y B S (AR
_ c,(x)t :
1= (@) + e (9)t - bl

() + e, ()t~ AN

Genauso ergibt sich
t
f(x,t)—1= () .
1= (e + ¢, ()t - cafxle ot

Daher ist
tx t )= tx
- 2
1—t 1—t 1—(1+C1(X))t— CI(X)CQ(X)t t2
1= (1 () + ) — 2OTIE
Vergleicht man diese beiden Formeln, so ergibt sich wegen (6.50)
c,(x)=x

¢, (x) to,(x)=1+c(x)=c(x)=1

¢y ()5 (x) = ¢y (X)ey (x)x = ¢y(x) = x
¢y (%) + ¢, (%) =1+ cy(x) + ¢4(x) = ¢,(x) = 2
Mit Induktion folgt nun

Cy, 1 (X) = x,0,,(x) = n,n > 1.

Wir erhalten also

SO Sk = F ) = ——— e
n>0 k=0 1 S i
1 C,y(X)t
1—...

Das kann auch nach obiger Umformung in der Gestalt

SO>S, k)t = 1

n>0 k=0 1 _ Xt _ 1Xt2

2
1 (1+x)t— 2xt

2
1—(2—i—x)t—3xt

geschrieben werden.

(6.51)



Speziell ergibt sich fiir x =1 der Kettenbruch

> btt = L : (6.52)
n tz
n 1 _ t . 2t2
1-2t— 30
1-3t— "
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7. Stirlingzahlen II

Wir betrachten nun Partitionen von {1,2,---,n}, d.h. Zerlegungen von {1,2,---,n} in
disjunkte nicht-leere Mengen, die wir Blocke nennen. Da jeder Block eine Menge ist,
kommt es auf die Reihenfolge der Elemente innerhalb eines Blockes nicht an. Wir
konnen sie daher in aufsteigender Reihenfolge anordnen. Auf die Reihenfolge der
Blocke kommt es auch nicht an. Wir wollen sie so anordnen, dass die ersten Elemente
jedes Blockes eine absteigende Folge bilden. Eine solche Darstellung ist offenbar
eindeutig bestimmt. Wir nennen sie die kanonische Darstellung. Ein Beispiel fiir eine

Partition von {1,2,---,9} in 4 Blocke in kanonischer Form wére etwa 8 ‘ 367 |2 |16.
Diese besteht aus zwei einelementigen Blocken, einen zweielementigen und einen
dreielementigen Block. Die Anfangselemente 8-3-2-1 sind abnehmend angeordnet.
Wir konnen diese Partitionen induktiv erzeugen.

Fiir n =1 gibt es nur eine Partition. Sie besteht aus einem Block 1.

Fiir n = 2 gibt es zwei Partitionen: Die Partition 21, die aus zwei einelementigen
Blocken besteht und die Partition 12, die aus einem Block besteht.

Haben wir alle Partitionen von {1,2,---,n — 1} bereits konstruiert, so geben wir das

neue Element n entweder ganz nach links als neuen Block n| oder der Reihe nach in
jeden der vorhandenen Blocke als letztes Element.
Fiir n = 3 ergibt das auf 2/1 angewandt

3 ‘2 ‘1, 23 |1, 2 |13

und auf 12 angewandt

3]12,123.

Ist umgekehrt eine Partition gegeben, so ist das grofite Element entweder ein eigener

Block oder das letzte Element eines mehrelementigen Blocks, kommt also bei der
obigen Konstruktion vor. Man erhélt also bei diesem Prozess alle Partitionen.

Wenn wir einer Partition mit k Blocken das Gewicht x* zuordnen, dann ist das
Gesamtgewicht aller Partitionen von {1,2,---,n} gegeben durch das

Exponentialpolynom
0,(x) = Z S(n, k)xk. (7.1)
k=0

Wenn man wie oben nun ein weiteres Element einftigt, so entsprechen einer Partition

mit Gewicht x* k + 1 neue Partitionen mit Gesamtgewicht x*** + kx* .
Auf C[x] gibt es einen linearen Operator, der das liefert, ndmlich x(1 + D).

Denn
x(1+ D)x" = x(x* + kx*).
Daraus folgt wieder
P (%) = X(Py, (%) + @, (%)) = (x(1 + D)) 1. (7.2)
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William Y. C. Chen hat in seiner Arbeit “Context-free grammars, differential
operators and formal power series”, Theor. Comp. Sci. 117 (1993), 113-129, eine neue
Interpretation der formalen Differentiation von formalen Potenzreihen eingefiihrt,
die vom Begriff der kontextfreien Grammatik einer formalen Sprache inspiriert ist.
Dadurch wird u.a. die Komposition formaler Potenzreihen vereinfacht.

Sei A ={a,a,,a,, -} eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge von
miteinander vertauschbaren Unbestimmten und C[A] der Vektorraum aller
Polynome iiber A, d.h. aller endlichen Linearkombinationen von Wortern a, a; ---a,

lll

mit Buchstaben a, € A.

Eine kontextfreie Grammatik G iiber dem Alphabet A wird definiert als eine
Menge von Substitutionsregeln, die Buchstaben des Alphabets durch gewisse Worter
oder Polynome tiber A ersetzen. M.a.W. eine Grammatik G ist eine Abbildung
G:A— C[A]:

{a, — G(a,),a, — Gla,), -} (7.3)

Mit Hilfe einer Grammatik G wird die Ableitung oder Derivation D = D
folgendermafien definiert: Ist u =a € A, so sei Du = G(u). Ist u ein Wort tiber A,
dann sei Du die Summe aller Worter, die man erhilt, wenn man der Reihe nach auf
alle Buchstaben des Worts u die Substitutionsregeln von G anwendet. Fiir beliebige
Polynome wird D linear fortgesetzt, d.h. D(u 4 v) = Du + Dv. Aus der Definition
folgt unmittelbar, dass fiir zwei Worter u,v die iibliche Differentiationsregel fiir das
Produkt D(uv) = uDv + (Du)v gilt. Denn D(uv)erhélt man, indem man zuerst alle
Buchstaben von u substituiert, wobei jeder Buchstabe von v unverandert bleibt und
dann dasselbe mit v macht. Wegen der Linearitdt von D gilt das fiir alle Polynome.

Daraus ergibt sich wieder mit Induktion die Leibnizformel
n

k

n

D" (uv) = Z

k=0

D* (w)D" ™ (v). (7.4)

Fiir Polynome in einer Variablen x und der Grammatik {x — 1} stimmt D mit der
tiblichen Ableitung tiberein.

Es ist blo8 zu zeigen, dass Dx" = nx""' gilt. Das ist fiir n = 1 nach Definition der
Grammatik erfiillt. Allgemein ist

DXn — D(XXn—l) — (DX)Xn—l + XDXn—l — Xn—l + X(n o l)Xn—Z — an—l )

Als einfaches Beispiel einer allgemeineren Grammatik betrachten wir z.B.
A ={a,b,c} und G = {a — ab,b — bc,c — ca}. Dann ist
Da = ab,

D(ab) = (ab)b + a(bc) = ab® + abc,
D’(ab) = D(ab® + abc) = (ab)b® + a(bc)b + ab(bc) + (ab)be + a(bc)c + ab(ca) =

= ab’ + 3ab’c + abc’ + a’bc.
Im allgemeinen Fall kann man D auch in der Gestalt

D= iG(abl) + iG(a?) + iGr(aug) + -+ schreiben.
Oa, Oa, Oa,
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Bei gegebener Grammatik G und dazugehoriger Derivation D interessiert man sich
besonders fiir die Folge der Polynome, die sich durch sukzessive Anwendung von D

aus einem Element p € C[A] ergeben: p,Dp,D’p = D(Dp),--- und fiir die erzeugende

Funktion dieser Polynome
2

t t
Dann ist klar, dass
Gen(p + q,t) = Gen(p, t) + Gen(q, t) (7.6)
und
Gen(pg, t) = Gen(p, t)Gen(q, t) (7.7)

gilt. Die zweite Formel ist eine unmittelbare Folgerung der Leibnizformel.
Die Zuordnung p — Gen(p,t) ist also ein Algebrahomomorphismus.

Aufierdem gilt
Gen(Dp, t) = D,Gen(p, t). (7.8)

Im Fall, dass A = {x} und D der tiibliche Differentiationsoperator ist, ergibt sich
Gen(p(x),t) = ¢"p(x) = p(x + t).

Ordnet man einer Partition © von {1,2,---,n — 1} mit k Blocken das Gewicht XYE zu,
dann entstehen bei dem oben angegebenen Prozess aus n genau k + 1 Partitionen
von {1,2,---,n}, deren Gesamtgewicht XY 4 kXYK ist.
Das Gesamtgewicht aller Partitionen von {1,2,---,n} ist also
> S(n,k)XY* . (7.9)
keZ
Dabei ist natiirlich S(n,k) =0 wenn k < 0 oder k > n ist.

Daraus ergibt sich

> Sm+ 1, k)XY" = > S0 k) (XY + kXY*) =3 (S(n,k —1) + kS(n,k))XY*.

keZ keZ keZ

Koeffizientenvergleich liefert wieder die Rekursionsformel (6.2).

Um einfacher rechnen zu konnen, suchen wir einen linearen Operator D auf dem

Vektorraum C[X, Y] aller Polynome in X,Y , welcher D(XY"*) = XY*"" 4+ kXY*

erfiillt. Ein solcher Operator ist D = XYi + Yi.
0X oY
Dann ist also
> S(n + LK)XY" = D> S(n,k)XY")
und daher
> S k)XY" =D"> S(0,k)XY* = D*X. (7.10)
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Wir konnen diese Situation nun im Lichte der obigen Definition betrachten. Wir
haben hier den Vektorraum C[X, Y] iiber dem Alphabet {X,Y} und den
Differentiationsoperator D = D, fiir die Grammatik {G(X) = XY,G(Y) = Y}.

0 0
Denn D = 8XG( )+ 0YG( ).
Die Substitutionsregel ist eine unmittelbare Folgerung des oben angegebenen
Ubergangs von einer Partition von n — 1 Elementen zu einer mit n Elementen. Man
braucht nur zu schauen, was mit den entsprechenden Gewichten passiert.
Fir f,g € C[X, Y] gilt daher die Leibnizformel

D"(fg) = i[k

k=0

D'f-D" g, (7.11)

Daraus lassen sich einige Identitédten fiir die Stirlingzahlen herleiten.
Z.B.ist

S(n + 1, k) = i(jJS(j,k 1) (712)

j=o

Denn es ist

n n
> S +1,k)XY" =D""'X = D"DX = D"(XY) = Z(jJDjXDn‘jY = Z[J(Z S(, XYY,
1
Aus D™™ = D™D" ergibt sich

D™'X = D™ Y S(n,k)XY" = ZS n,k) Z( ; JDJXDH‘ k=

—ZSnkZ( JZSJ, XYK" IYE.

Daraus folgt

m
> S(m +n,k)XY" = Zs n,i Z( .sz(j,l)XY“iim—j.
1

Daraus ergibt sich schhethh
m
S(m + n,k) = Z[ ; Jim—JS(n, 1)S(j, k — ). (7.13)

i?j

Die obige Konstruktion kann noch allgemeiner gefasst werden:

Wir ordnen nun einer Partition © = B, |B, |-+|B, von {1,2,---,n} in k Blocke B;,

1
wobei B; genau ‘B j‘ = i; Elemente besitzt, das Gewicht w(r) = fig; g; ---g; zu, wobei
alle vorkommenden Buchstaben kommutierende Unbestimmte bedeuten sollen.
Wenn wir von einer Partition n ausgehen, die dieses Gewicht besitzt und auf alle
moglichen Arten das Element n + 1 einfligen, so ergeben sich k + 1 Partitionen mit

den folgenden Gewichten: Wenn n + 1 einen Block fiir sich bildet, so ist das Gewicht
f+18.8;, g, - Das entsteht aus w(n), indem wir f, durch f g, ersetzen.
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Wenn wir n + 1 zum j—ten Block hinzufitigen, miissen wir in w(n) das Element 8,
durch g4, ersetzen. Somit ist das Gesamtgewicht aller Partitionen, die aus n

entstehen, gegeben durch Dw(n), wobei der Operator D jeweils eine der k + 1
Unbestimmten aus dem Produkt durch ein neues Wort ersetzt und zwar f — £, g,
und g; — g;,, -

Z.B.istDf g g g; = f.g.878 86 + 2f,8.8,8.86 +{,858; +{,88.8. .

Oder D*, = D*(Df,) = D*(f,g,) = D(f,g; +f,g,) = f,g} + 3f,g,8, + g, ist das Gewicht

aller Partitionen von 3 Elementen: 3 ‘2 ‘1, 3

12,2|13, 231,123

Die Anzahl aller Partitionen von {1,2,---,n} mit k, einelementigen Blocken, k, 2-
elementigen Blocken,... und k, n-elementigen Blocken, wo nattirlich
k, +2k, +---+nk, =n ist, ist

n!
k k,look tatoothe opta
Somit ergibt sich
D = y f n! ky Ko L. ko 7 14
c2Z kz%_n K, 1k, 1ok, 111 o g e o1 B2 B0 714)
> kj=k

Dabei lauft die innere Summe iiber alle nichtnegativen k; mit z k; =k, z jkj=n.

Hier ist also das Alphabet die Menge {f,.f,f,,--,g,,8,,8;,---} und die Grammatik G
die so genannte Faa di Bruno Grammatik

{fo — fig,f, — f,g,,f, = fig,--,8 — g8 — gga"'}' (7.15)

Der Name der Grammatik rithrt daher, dass die Formel von Faa di Bruno tiber die

Differentiation zusammengesetzter Funktionen damit bewiesen werden kann.

Satz 7.1 (Formel von Faa di Bruno)

Sei F(t) = f(g(t)) eine zusammengesetzte Funktion. Sei D, der Differentialoperator di
u

und sei Fn = D?F(t)7fk = DE (f(u))u=g(t)7gk = Dlt{g@) :

Dann gilt

3 n! k, k k
F,o=2 6 D K ok K, 81 82" 8 (7.16)
k=0 ku,,,?knkl!kgl---kn!l!12!2---n!n 2

Zum Beweis gentigt es, sich zu tiberlegen, dass mit diesen Bezeichnungen
D f, = fi,,g, und D,g, = g,, ist.
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Wenden wir das auf F(t) = ¢Y mit g(t Z Sk & an, so ist F(t Z cn

k>1 ' n>o
, = LD{F(t).
Wir erhalten daher die bekannte Formel
n! Kk K, t
= 1gf2 gt 7.17
nzkzk K1 1ok, 11l ol o i 01 B2 7B (7.17)

Ziki=n

Diese ldsst sich natiirlich auch einfacher beweisen:

81 gz - gg
Bl o Bspn By S22 B33 |t t t*
ell 2 3l — ell 2! @3! :E: 1! Z Z

i

ky kl ! ko

k, _k, k
— Z g,'85°85" - Lk 42k, +3k, 4
k ok k. v
k17k2,k37,,,k1!k2!kg!"‘l!12!23!d"‘

Dabei muss man folgendes beachten: Das ist eine Identitit fiir formale Potenzreihen
in der Unbestimmten t. Als zweiter und dritter Term kommt ein formal unendliches
Produkt vor. Jede Potenz t" kommt dabei nur in den ersten nFaktoren vor. Das
heifit, dass das unendliche Produkt auch so gewonnen werden kann, dass man aus
endlich vielen Faktoren einen nicht konstanten Term und aus den restlichen Faktoren
den konstanten Term 1 wihlt.

Um die Gleichheit zu zeigen, gentigt es zu zeigen, dass alle Koeffizienten
tibereinstimmen. Hier gentigt es also fiir jedes n die ersten n Faktoren zu betrachten.
Dabei gibt es keinerlei Schwierigkeiten. Im letzten Ausdruck wird tiiber alle Folgen
k,, k,,k,,--- summiert, bei welchen nur endlich viele Terme = 0 sind. Wir fassen nun

alle jene Terme zusammen, bei welche ) "ik; = n ist, um die angegebene Formel zu

erhalten.

Die Polynome

Y Y,y y = E ! k, _k k
Il( 1) 27“.7 n) y 1 2 ... n
k k k 1 J2 n

k1,~~~.,knk1!k2!"'kn!1!12!2"'n!n 3 ¥

Ziki=n
heifien Bellpolynome. Aus dem obigen ist klar, dass man die Bellpolynome als

Ableitung
fYn(YuYza"'vyn) =D"f (718)

schreiben kann, wenn man das Alphabet {f,y,,y,, .-} und die Grammatik

{f — fy,,y, — Y1+1} (7.19)
betrachtet. Denn in (7.14) reduzieren sich alle f_ auf f.
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Wir konnen damit das obige Resultat auch in der Form

t2 t:}
f'+ysi‘+...

n n
t yit+ys 3

Lo b
Gen(f,t):ZD(f);:fZYn(yl,---,yn) fe 2

n>0 n>0 n '

(7.20)

schreiben.

n! k

Yoy .y eine

n
: n
Wenn wir analog zu D"f = E fi E " A
k 1k !k 11lf o2 ...nln
k=o k,,-k, P12 n

Formel fiir D"f, wollen, so folgt aus der Faa di Bruno Grammatik, dass wir blof3 alle
Indizes von f, um 1 erhohen miissen, d.h. wir erhalten

N |

E 2 n! . )

an = f yry S oyt

1 k+1 - - . bk k
k=0 klv"'vknkl!kz!"'kn!l!12!2---n!n

Daher ist nach der Leibnizformel

. ) n1(n—1 - . n1(n—1
D', = D" (Df,) =D" (fy,) = Z I DYy, = Z .

k=0 k=0

D"ty . (7.21)

Setzen wir
n! K,k K
Yo = 2 Y Ys ey
nk k k k 1 Y2 n o
k1+'~'+kn:k kl!kZ!"'kn!1!12!2"'Il!n
k, +2k,+--+nk, =n
n
. k
SO ISt alSO Yn(XyUXyQ?'”?Xyn) - Yxlk(y17.“7yn)x - ¢(an0)7
k=0

wobei ® der Homomorphismus ist, welcher ®(f, ) = x* erfiillt und alle anderen
Unbestimmten festldsst.

Wenden wir & auf (7.21) an, so erhalten wir
n—1
k

ZYnka = XZ

1
Vs E : Ynfkfl,lx

oder durch Koeffizientenvergleich

Yo=Y 1

=1

nki1(n —1
Yan—j,k—l . (7.22)
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Wir betrachten nun die unendliche Matrix (Yn_k )mk ,» die so genannte Jabotinsky-

n,k=

Matrix fiir die Bellpolynome.

1 0 0 0 0
0 vy, 0 0 0
0 vy, Vi 0 0
M) =1 Vs 3YiYs vi 0
0 4

v. 4y, +3y; 6yiv, ¥

2 3
Setzt man y(t) = y;t + vy, %r + 3 %r + -+, s0 gilt
2 2
ijt_,m](yngz 1}’(1;) y(t)
112! "

ETREDY
und

9 goee

. . . .
weil e =>"3"Y x" — gilt.
' n.

n k=0

Die ganze Matrix hangt nur von y(t) ab, kann also aus der ersten Spalte rekonstruiert

werden. Man kann das aber sukzessive machen, indem man (7.22) verwendet. Damit
kann man der Reihe nach alle Zeilen berechnen.

Wenn man einigen oder allen Unbestimmten Zahlen zuordnet, gelten die
entsprechenden Formeln nattirlich auch in diesem Fall. Das einfachste Beispiel ergibt

x(e'—1)

sich, wenn man alle y, = 1 wihlt. Dann geht ¥ in e tiber und es ergibt sich

Y, = S(n,k). Die Jabotinsky-Matrix reduziert sich auf die Matrix der Stirlingzahlen

zweiter Art.
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8. Polynomfolgen vom Binomialtyp

In diesem Kapitel wird die Theorie der Polynomfolgen vom Binomialtyp, die von Gian-Carlo Rota
entwickelt wurde, behandelt. Ich halte mich dabei an die Arbeit von Adriano Garsia, ,, An Exposé of
the Mullin-Rota Theory of Polynomials of Binomial Type”, Linear and Multilinear Algebra 1 (1973),
47-65.

Wir kennen bereits

Satz 8.1 Jeder translationsinvariante Operator A auf C[x]| ist als formale Potenzreihe im

Differentiationsoperator D darstellbar, A = Za—“'D“. Dabei ist a, = LAX".

n>0 n:

Denn LAx" = LY 2 Dix" = a

| n°
k>0

Definition 8.1 Ein translationsinvarianter Operator Q heifit Delta-Operator, wenn gilt
Q1 =0,Qx = 0. (8.1)

Dann ist also Q = ¢,D + ¢,D* +--- mit ¢, = 0.
Jeder Delta-Operator Q ldsst sich daher eindeutig in der Gestalt Q = DT schreiben,
wobei T ein invertierbarer translationsinvarianter Operator ist. Sehr hdufig schreibt

man T~' = ¢(D)als formale Potenzreihe in D, sodass also Q = % gilt.
!

Beispiele von Delta-Operatoren sind

a) Der Differentiationsoperator D .

b) Der Differenzenoperator A = E —1.

c) Der verschobene Differenzenoperator I —E™'.

d) Die Abel-Operatoren DE".

e) Der Laguerre-Operator K, definiert durch

Kf(x) = — fo Yo' (x + t)dt. (8.2)

K ist translationsinvariant, weil E*Kf(x) = — f Tetf! (x +t +a)dt = KE'f(x) gilt.

0

Nach Satz 8.1 ist K = ZﬂD“ mit a, = LKx" = —fwe’tnt“’ldt = —nl.
n>0 1° 0
Dabher ist
K=-D-D'—D' =2 (8.3)
I1-D

Hier ist also (D) = -1+ D.
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Wir haben schon einige Polynomfolgen {~,(x)} kennen gelernt, welche eine Basis
des Vektorraums der Polynome bilden und fiir welche ein Delta- Operator Q = g(D)
existiert, welcher Q~, = n~, , erfullt. Das einfachste Beispiel ist die Folge x", die
zum Delta-Operator D gehort. Ist a(D) irgendein invertierbarer

n

translationsinvarianter Operator, dann ist o, (x) = a(D)x" ebenfalls eine Folge,
welche eine Basis des Vektorraums der Polynome bildet und Do, (x) = na, (%)

erftillt. Die Folge x" ist dadurch ausgezeichnet, dass sie Lx" = [n = 0] erfdillt.

Bezeichnet man mit U den Operator, der durch U~ (x) = x" definiert ist, so
kommutiert das folgende Diagramm:

xS X

gD) | D

Esistalso U'DU = g(D).

Ein Beispiel ist v, (x) = (x), mit Q = A = e” — 1. Hier istalso U"'DU = e” — 1. Die
Folge (x), ist wieder unter allen anderen, die auch Q~, = n~, , erfiillen, durch
L~, =[n = 0] = Lx" ausgezeichnet. Das ldsst sich mittels U in der Form L = LU

ausdriicken.
Das fiihrt zur

Definition 8.2 Ein invertierbarer Operator U auf C[x| heifit umbraler Operator, wenn
LU =L und U™'DU ein Delta-Operator ist.

Satz 8.2 Zu jeder formalen Potenzreihe G(X) = ZGHX“ mit G, = 0 existiert ein

n>1
eindeutig bestimmter umbraler Operator Uy, so dass gilt U;'DU, = G(D). Wir sagen, U,
ist der zu G assoziierte Operator.

Beweis.
Wir zeigen zuerst, dass es hochstens einen solchen Operator geben kann. Der

k
Taylor’sche Lehrsatz besagt, dass p(x) = Z% LD*p(x) ist und daher
o K¢

k
X
[=) —LD" 8.4
; , (8.4)
gilt.
k
. X
Daher ist U, = IU, = ZELD“UG.

k>0

Nun ist LD*U, = LU,G(D)* = LG(D)"* und daher muss gelten

106



k
X
U, = ;ELG(D)I‘. (8.5)

Umgekehrt konnen wir fiir gegebenes G(D) einen Operator U, mittels (8.5)
definieren.

k
Dannist U,1 = ZX—'LG(D)I‘l =lundfiirn>1

k>0
n l
Ux" =02 Y GG -G, . (8.6)
a4 e A [
Da G, = 0 ist, ist degU;x" = n und daher ist die Folge (U.x"),., eine Basis von
Cl[x]. Das impliziert, dass U invertierbar ist.
Aus (8.5) folgt nun LU, = L und

DU, =Y (kX_ll)! LG(D)* = Z%L(G(D))kG(D) = UG(D).

Damit ist alles gezeigt.

Daraus ergibt sich der wichtige

Satz 8.3 Seien U, und U, die umbralen Operatoren die zu den formalen Potenzreihen
F(X) = ZFHX“,G(X) = ZGHX“ assoziiert sind, dann gilt

n>1 n>1

UpUg = Upee- (8.7)

Beweis. Trivialerweise ist LU, U, = LU, = L.

Da DU, = U,F(D) und DU, = U,G(D) gilt, ist

DU.U, = U,F(D)U, = U, U.,F(G(D)).

Das heifst, dass U, U, der umbrale Operator zu F o G ist, wie behauptet.

Sind g und G beziiglich der Komposition inverse formale Potenzreihen, dann ist
U =1,.
Definition 8.3 Eine Folge von Polynomen {~,(x)} mit deg~, = n heifit Basisfolge zum
Deltaoperator g(D) = E g D", wenn

* 7, (0) = [n = 0] (8.8)
und
gDy, =nv, (8.9)

gilt.

Wenn wir einen Operator U durch Ux" = ~, (x) definieren, so gilt
LUx" = L, = Lx" und g(D)Ux" = g(D)y, = n~y, , = Unx""' = UDx", d.h.
UDU™' = g(D). Das bedeutet, dass U =U,".
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Wir wollen uns an die folgende Notation halten:

Bei gegebener formaler Potenzreihe G(X) = ZGHX“ mit G, = 0 bezeichnen wir die

n=1

bezuiglich der Komposition inverse formale Potenzreihe mit g(X) = Z g X".
n=1

(Manchmal schreiben wir G(X) in der Exponentialform G(X) = ZQX“ . Dann soll

n=1 n!

auch g(X) = Zg—“‘ X" in der Exponentialform geschrieben werden.)

n=1

Der mit G assoziierte umbrale Operator U, ist gegeben durch

k
U, =Y = LG(D)" (8.10)
k>0 k'
Er ist charakterisiert durch
LU, =L (8.11)
und
DU, = U,G(D). (8.12)
Es gilt
D = g(G(D)) = G(g(D)), (8.13)
Ug' =1, (8.14)
und
U,D =g(D)U,. (8.15)

Die Basisfolge zum Delta-Operator g(D) ist gegeben durch

Yo = Ugx™ (8.16)
Sie erfiillt
g(D)’\{n = nr\{nfl' (817)
Weiters ist
k
Ug' = U, = > = L(g(D))" (8.18)
° = k!
und
n 14
w=Ux" =n1> 2 S @G G, (8.19)
= 0! Ky +--+k,=n '

Satz 8.4 Ist {~,} die Basisfolge fiir g(D) dann gilt die folgende Verallgemeinerung des
Taylor’schen Lehrsatzes

- kf; “fli{(!x) L(g(D))". (8.20)
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X

Denn aus (8.18) folgt 1= U,U = UGEFL(g(D))k = ““i{(f) L(g(D))".
k>0 . k>0 .

Definition 8.4 Eine Folge {~,(x)} von Polynomen heifit Folge vom Binomialtyp, wenn
deg~, =n und

(x4 y) = i[k]wmk(y) (5.21)

k=0

fiiralle x,y € R gilt.

Satz 8.5 Eine Folge {~,(x)} von Polynomen ist genau dann vom Binomialtyp, wenn sie die

Basisfolge fiir einen Delta-Operator ist. Das ist gleichbedeutend damit, dass sie das Bild der
Folge {x"} unter einem umbralen Operator ist.

Beweis
Sei zuerst ~, = U,x". Dann wissen wir bereits, dass {~,(x)} eine Basisfolge zu g(D)

k=0

11 n
ist. Wir wollen zeigen, dass ~,(x +y) = Z[k]«yk(x)ﬂ(nk(y) gilt.

Nunist v, (x +y) = E'y,(x) und EY =IE' = N‘i{(? L(g(D))*E' nach (8.20).
k=0 .

Weiters ist Lg(D)*E" = LE'g(D)". Daher ist E' = Z%LEy(g(D))k.
k=0 .

Wendet man beide Seiten auf ~ (x) an, so ergibt sich (8.21), weil {~,(x)} eine
Basisfolge zu g(D) ist.

Sei umgekehrt {~,(x)} eine Polynomfolge vom Binomialtyp. Dann ist

Y,.(0) = [n = 0]. Denn das stimmt fiir n = 0. Fiir n = 1 ergibt sich

V1 (0) = 7, (04 0) = v (0),(0) + ~,(0), (0) = 27,(0) und daher ~,(0) = 0.

Wissen wir schon, dass ~,(0) = [k = 0] fiir alle k < n gilt, so ergibt sich aus der
Binomialeigenschaft, dass ~,(0) = ~,(0 + 0) = ~,(0)~,(0) + ~,(0)~,(0) = 2~,(0) und
daher ~,(0) = 0 ist.

Wir definieren nun einen Operator U durch Ux" =~ . Dann ist U invertierbar und
erfiillt LU = L. Sei nun Q = UDU'. Dann ist

Qvy, = UDU 'y, = UDx" = Unx""' = n~, ;.

Wir brauchen also nur mehr zeigen, dass () translationsinvariant ist.

Wir schreiben die Binomialeigenschaft in der Form

. - X .
B, (%) = —”‘i{(, JLEQH, ().
k=0 :
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Da {~,(x)} eine Basis des Vektorraumes der Polynome ist, heifit das dass

B = S g gilt.
k=0 k!

Dann ist aber QE* = et () vy _ ZMLEka+l — E'Q.
= (k—1)! = k!

Beispiele
1) Fur G(X) = X ergibt sich g(D) =D und ~,(x) = x".

2) Fiir G(X) = log(1 + X) ist g(X) = ¢* —1 und daher g(D) = A. Die zugehorige
Basisfolge ist v, (x) = (x), . Die Binomialeigenschaft ist die Vandermonde’sche
Formel. Der verallgemeinerte Taylor’sche Lehrsatz ist die Newtonentwicklung

p(x) = Z(T{—)'I‘Akp(o) . Der zugehorige umbrale Operator ist
k>0 :

U, = Z’;—iL(loga + D)),

k>0

3) Fiir G(X) = e* —1 ist g(X) = log(1 + X) und daher g(D) = log(1 + D). Die
zugehorige Basisfolge ist die Folge ~, (x) = ¢,(x) der Exponentialpolynome. Das
liefert noch einmal log(1 + D)y, (x) = nyp, ,(x). Der zugehorige umbrale Operator U

k
ist hier gegeben durch U, = ZX—' LA . Das sieht man hier unmittelbar, weil

k>0

Uy(x), = x" ist.

n

n

k

Die Binomialeigenschaft bedeutet hier ¢, (x +y) =

k=0

¢, (%), . (v). Sie folgt auch

unmittelbar aus der erzeugenden Funktion der Exponentialpolynome.

Satz 8.6 Seien {~,} und {p,} zwei Polynomfolgen vom Binomialtyp die zu den formalen
Potenzreihen G(X) und R(X) assoziiert sind und sei U definiert durch Up, = ~,. Dann
ist U=U,Uy' =U, .. und U bildet jede Folge vom Binomialtyp auf eine andere Folge
vom Binomialtyp ab.

Beweis Up, = ~, bedeutet, dass UU x" = U x" gilt, d.h. dass UU,; = U, ist.
Istalso {=,} eine Folge vom Binomialtyp und U, der assoziierte umbrale Operator,
dannist Up, =U_ Ux"=U x".

GoR™! GoR loP
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Was bedeutet Up, =~ ? Sei Ux" =0, (x) und p, (x) = Zakxk . Dann ist

k=0

Up, (x) = Z a, Ux" = Z a,0, (x). In umbraler Notation schreiben wir statt
k=0 k=0

Ux" = 0,(x) kurz o(x)" und Up,(x) = Zakok(x) als p,(a(x)) und nennen das die
k=0

umbrale Komposition der Folgen {p,} und {o,}.
Es gilt dann ~,(x) = p,(0o(x)) = UUpx" = Ugzx", d.h. U, = U U oder
U, =00

Satz 8.7 Sei {~,(x)} die Basisfolge zu g(D). Dann gilt die Formel von Rodrigues
1
ﬁ\{n(X) - E— ’\{117 (X) ° (8'22)
g'(D) "'
Beweis. Zum Beweis gehen wir von (8.10) aus und erhalten
k
X
Ux =) ELG(D)kg.

Nun gilt LQx = L(Qx - xQ) = LQ".

Daher erhalten wir
k

k k
Upx = > = LG(D)'x = 3 = LkG(D)<'¢'(D) = 3 ——— LG(D)'G'(D),
‘= k! =0 k! = (k—1)!
d.h.
U.x = xU,G/'(D). (8.23)

Aus (8.15) folgt U,G'(D) = G'(g(D))U,..
Dabher gilt auch

Ugx = xU,G'(D) = xG'(g(D))U.. (8.24)

Aus D = G(g(D)) folgt I = G'(g(D))g’(D) . Daher lasst sich (8.24) auch in der Form

Ux=x

U, (8.25)

schreiben.

Wenn wir das auf x""' anwenden, ergibt sich die Formel von Rodrigues.

Die Formel von Rodrigues kann auch folgendermafsen formuliert werden:

1 n
Va(x) = [zm] L. (8.26)
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Nun ist es wieder Zeit fiir einige Beispiele.

1) Fiir g(D) = e” —1= A ist g/(D) = ¢” = E und es ergibt sich

(%), =B )E),, =x(x =1 (x—n+1).

2) Fiir g(D) = log(1 4 D) ist g'(D) = N _i O und daher ¢, (x) = x(1+ D)y, ,(x).

3) Wahlt man g(D) =1—e¢ ", d.h. g(D)p(x) = p(x) — p(x — 1), dann ergibt sich
g'(D) = e ® und daher N\, (x)=xEy, (%) =x(x+1)--(x+n—-1)= (x)(“).

Aus g(X)=1—e" folgt fiir die inverse formale Potenzreihe G(X) = log ! !

Das stimmt mit der bereits bekannten Formel

xlog— 1 )" (X)(n> i x+n-—1
e 1-7 = [—1_Z] = Z—Z = Z

n n! n

ZII

tiberein.

4) Wiahlen wir in (8.24) G(X) = e —1, dannistalso U x" = ¢, (x), so erhalten wir
U.x = xU,G'(D) = xU,e” = xU,E.

Das ergibt

Poin (%) = Ugxx" = xUEx" = xUqg(x +1)" = x(¢ +1)".

n

k

n

Das bedeutet ¢, (x) = XZ

k=0

¢, (x). Beachtet man, dass ¢, (x) =Y S(n,k)x"* gilt,

k=0

n
so folgt durch Koeffizientenvergleich S(n + 1,k) = Z [ . ]S(i, k — 1), eine Identitat, die

i=0n

wir schon in (7.12) auf andere Weise hergeleitet haben.

Die Formel von Rodrigues hitte auch folgendermafien abgeleitet werden kénnen:
Die Pincherle - Ableitung von g(D) ist g(D)x — xg(D) = g'(D). Daher ergibt sich

1 1 B
g(D)x D) X (D) g(D) =1

Setzt man R = g(D), T = gﬁ, so giltalso RT — TR =L
g

Mit Induktion folgt daraus
RTII o THR — nTn_l.
Denn RT"" — T""'R = (RT" — T"R)T + T"(RT — TR) = nT" + T" = (n + 1)T".
Sei nun ~, (x) = T"1. Dann ist L~ (x) = Lﬁﬁ%l (x) =[n = 0].
g
Auflerdem ist g(D)y, = RT"1—T'R1=nT"'"1=n~,_,.
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9. Der Satz von Lagrange

Wir wollen nun die Folgen vom Binomialtyp mit Hilfe von erzeugenden Funktionen
beschreiben.

Satz 9.1 Eine Folge {~,(x)} ist genau dann vom Binomialtyp, wenn gilt
) g _ o, (9.1)

n>0 n ‘

wobei G(Z ZG Z" mit G, = 0.

n=1

Wir wissen bereits, dass logz (X Zn Z R, (x)Z" ist, wobei R, (x) ein Polynom
n>0 n

ist.

Die Binomialeigenschaft bedeutet

wnx+y _ Vi (%) W ( Ne(y) e
Z Z lid £| Z - A Zé'

n>0 n>0 k+/¢=n k>0 ' >0

Daraus folgt R.(x+y)=R.(x) +R.(y). Da Rk(x) ein Polynom ist, gilt
R, (X) = G,x . Da der Koeffizient von Z von

eGle+G2xZ2+-~- _ eGleeGQXZZ-F'-' _ (1 + G1XZ + '_')eG2x22+~-~

G,x ist, muss also G;x = ~,(x) = 0 sein.

Die Umkehrung ist wegen ¢*“?e’®* = > Klar,

Wir hitten dieses Resultat auch aus der Darstellung des umbralen Operators
schlieflen konnen.

Denn
k k
,\{n(X) Zn — UGexZ — ZX_L(G(D))kexZ — ZX_L(G(Z))keXZ —
>0 n! k>0 k! k>0 k!
k
X
- S C@) =
23
Bemerkung
Setzt man T (x) = Ty (' x) ,sogilt I' (x +y) ZF I', . (y). Wir sagen dann, dass
n!

die Folge {I',(x)} eine Polynomfolge vom Faltungstyp ist.

Sei nun Z’\{II—(X)ZH = X . Dann ist DZ ’\{Il A Z ’\(n 7n und
n>0 11° n>0 I11° 1>0
g(D) Mzn — Z ,\{n (X) Zn.
n=>0 n. ! n>0 n '
Das bedeutet Zg—w 78 — (%) A Z ny, (%) 7n
n=>0 n. ! n>0 n ! n>1 n !

Daher gllt g(D)ﬁ{n(X> = nﬁ{nfl(x)'
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Schreibt man G(Z) in der Form G(Z) = ZG—"‘Z“ , so folgt aus der Formel

n>0 I:
Gy x
'\{H(X) Zn — exG(Z) —e kzz;klz ,
n>0 n!
/
Yn (X) n xG(Z) Gk k_xG(Z)
dass 227" =G(Z)e = —7Z%e
; n! @) ; k!
und daher
/
’\{n (O) Zn — G(Z) — Zgzk
n>1 n! k>1 k'
ist.

Das bedeutet, dass ! (0) = G, ist und dass es zu jeder vorgegebenen Folge G, mit
G, = 0 eine eindeutig bestimmte Folge {~,(x)} vom Binomialtyp gibt, welche
~(0) = G, erfiillt.

Die Beziehung ZLTC)Z“ = ¢*” kann auch durch die Jabotinsky-Matrix

n>0 n:

ausgedriickt werden. Schreibt man ~,(x) = Z N, X", 50 nennen wir die Matrix
k=0

Jo = (’\fn,k )io,k:o (9.2)
die zu G assoziierte Jabotinsky-Matrix.
(Eine ausfiihrliche Darstellung der Jabotinsky-Matrizen findet man in der Arbeit von Donald E. Knuth,

Convolution Polynomials, die von seiner Homepage http://www-cs-faculty.stanford.edu/~knuth/ heruntergeladen
werden kann.)

Es ist dann - wie bereits in Kapitel 7 gezeigt -

7 7 [, G(z) G2y
(LE;E;"')JG _[LT,T, . (93)
Denn die k —te Spalte der linken Seite ist Z Vo Z—' . Andererseits ist
n>0 n:
G Z k e n Zn Zn
( ) — [Xk]e G(Z) _ [Xk]ZZ“{kak _ ZP\{rLk iy
k ' n>0 k=0 n ! n>k n '
Weiters ist
1 1
* n > V(%)
Je = Ya XkJ = . (9.4)
I [Z e [
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Insgesamt ist also

1
’ x > )
(1}2,2_,...)(](; o | = (LZ’Z_,) 1 _ Z’\{n(x) 7r — exG(Z)'
112! X 12" &) 4 nl

Satz 9.2 Fiir je zwei beziiglich der Komposition invertierbare formale Potenzreihen F,G

gilt
Jedo = Jeop- (9.5)
Das folgt aus
1 1
7 7 x 7 7 M(x) FZ) Fz? |1
(17_7_7"')JFJG 2 :(17_7_7"')JF :(17—7 7) =
112! X 1121 Va(x) 17 21 Vo (%)

— Z ’\{n (X) F(Z)H — eXG(F(Z»‘
n!

n>0
Speziell ist J;' = J,.

Wir hitten das obige Resultat auch direkt aus J.J, =

Z kpn,j’\{j,k ] SChlieBen
J

n,k>0
konnen.
Denn

szpmj’\fj,kxk = Z@Il,_j(z ﬁ\{jﬁkxk) = Z‘ijUGXj = UGZ‘Pn,ij = UgUpx" = Ugpx".
k j J k j j

Als Beispiel betrachten wir G, (Z) = Z__ Za“_lz“.
1—aZ n>1
n+k—1 n—1
Hier ist G (Z)" = ; CRVARE Z; _— "*7". Daher ist
n! n—1 n—k
f\{n,k - F k _ 1 a
Z

Z Z

Aus (G, 0G)(Z) = —2B____1-b7 - G,.,(2)
1—-aG,(2) 1—a1 o 1—(a+Db)Z

ergibt sich J, J, = Jq

a+b :
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Transferformeln fiir die Basispolynome

Nun wollen wir einige weitere geschlossene Formeln fiir die Basispolynome {~, (x)},

die zum Delta-Operator g(D) = b gehoren, ableiten.

¢(D)

Satz 9.3 Fiir n > 0 gelten die folgenden geschlossenen Formeln, die als Transferformeln
bezeichnet werden,

Vo (%) = g'(D)p(D)"'x", (9.6)
Vo (x) = @(D)"x" — (@(D)")'x", (9.7)
N, (x) = xp(D)"x" (9.8)

Wir zeigen zuerst, dass die rechten Seiten von (9.6) und (9.7) dieselben Polynome
beschreiben. Es ist

g (D)D) = [%] PD)"™ = o(D)' — De/(D)p(D)" = ¢(D)" == (¢(D)")D.
Daher ist

g'(D)p(D)"'x" = @(D)"x" — (p(D)")'x"".

Der letzte Ausdruck kann nun folgendermafien geschrieben werden:
kp(D)an o (@(D)n)lxnfl — kp(D)an o (QP(D)HE o EKP(D)H)XH71 — E(P(D)IIXH71~

Damit wissen wir, dass alle drei Ausdriicke dieselben Polynome beschreiben.
Sei p, (x) = xp(D)"'x"". Dann ist

D n n n n
g(D)p,(x) = mg'(D)&P(D) Ux" = g/(D)p(D)'Dx" = np, ,(x).

Wir miissen nur mehr zeigen, dass Lp, (x) = 0 fiir n > 0 ist. Das folgt aber aus (9.8).

Beispiele
1) Nun konnen wir die Basispolynome fiir den Abel-Operator DE" berechnen. Hier
ist (D) = e*". Folglich ist nach (9.8) ~,(x) = x(x —na)""". Das sind die Abel-
Polynome o, (x) = x(x —na)"".
Die Binomialeigenschaft bedeutet hier

n

(4 y)(x+y—na)t =) [k] x(x —ka)'y(y — (n —k)a)" "
Das Analogon zur Taylor’schen Formel ist

£(x) = Z%fwka)

fir Polynome f(x). Das ldsst sich auch folgendermafien ableiten:
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Der umbrale Operator fiir die umbral-inversen Polynome zu den Abel-Polynomen ist
k
U= z:%L(De_"lD )*. Diese Polynome B, (x) sind daher gegeben durch
— k!

n

k

n

I
B.(x) = Ux" = 3 LD"e™x" = 37 Kk

XkL(X + a}k)nfk — Z
k k' k

k

x~ (ak)’“k.

Es gilt also
n
x" = Z [k] (ka)" *x(x —ka)*".

k

k I

Auferdem folgt aus (3, (x) = Z% LD"e*’x" = Z% LD*(x + ak)", dass fiir jedes
k : k :

Polynom f(x) die umbrale Formel

k
f(B(0) = D17 (ka)
k .
gilt. Daraus folgt wieder die verallgemeinerte Taylor’sche Formel.
Fiir die erzeugende Funktion ergibt sich

Z Bn(?() Zn — exg(Z) _ exZef“Z'
n.

n

2) Fur den Laguerre-Operator K = — N DD ist (D) = D —1 und daher sind die

zugehorigen Basispolynome, die so genannten Laguerre-Polynome L (x) gegeben

durch
L (x)=x(D-1"x""

n

Das ergibt
n n! n— ]. .
L, (x)= ZE K1 (—x)* fir n > 0.
k=1 .
| n— 1
Die Koeffizienten % [k B 1] werden oft als Lah-Zahlen bezeichnet.

Aus De ™ —e ™D = —e ™ ergibt sich e*De * = D —1 und daher auch
L, (x) = xe*D"e *x" .

Wegen Ko K = — N KK =1= % = % = D sind die Laguerre-Polynome

IR IR

1-D
selbstinvers, d.h. L (L(x)) = x".
—-X
Esistalso G(X) = g(X) = ——.
() = 8(X) =

Das ergibt fiir die erzeugende Funktion der Laguerre-Polynome

Ly oo (9.9)

n!

n
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ist. Wir wollen hier

Die Transferformel liefert ~_(x) = xp(D)"x" ", falls g(Z) = @
¢

und im Folgenden immer ¢(0) = 1 voraussetzen. Das ist keine besondere
Einschrankung, weil man alle Resultate auf diesen Fall zurtickfiihren kann.

Nun istp(Z)* = e*'*%? =3 "4, (x)—, wobei die Folge {1, (x)} wieder eine Folge vom
n>0

Binomialtyp ist. Daher ergibt 51ch

n n n— ]- n—1—
1,09 = 565" = x>, ) —zzwkm)(k—,)kx e

k>0 ' k>0 .

n—1 .
- an k k
Speziell ist also

n—1
f\{n,nfk = k rLI)k (n) (910)
n—1

Bei festem k > 0 ist das ein Polynom in n vom Grad 2k, weil sowohl " als auch

P, (x) Polynome vom Grad k sind. Daher konnen wir ~,  , aufalle reellen oder komplexen
y—1

y erweitern, indem wir ~, _, = U, (y) setzen.

Speziell konnen wir ~ , fiir alle n,k € Z definieren. Dann ist ~, =1 fiir alle n € Z und
Vox = 0 fiir k >n. Dennist n > 0 und k > n, so ist die rechte Seite das Nullpolynom.

Die Erweiterung von S(n, k) auf beliebige ganze Zahlen ist dieselbe wie die in Kapitel 6

betrachtete, weil die betreffenden Polynome fiir natiirliche Zahlen die angegebenen
Rekursionen erfiillen.

Beispiel
Betrachten wir als Beispiel g(Z) = e” — 1. Dann ist ¢*“* = ZZ s(n, k)x" Z— also
n>0 k=0 n!
. Z U, (x) [ Z ]X
= s(n,k). Hierist ¢(Z) = und daher Lt =] .
Nk (n, k) ¢(Z) o _1 HZ; 0l oL _1

Man schreibt in diesem Fall oft 1 (x) = (—1)"xo, (x) und bezeichnet die Polynome o, (x)
als Stirling-Polynome.

Es ergibt sich

1 1 3x—1 x? —x 15x* — 30x* + H5x + 2
O X)=—,0X)= —,0,X) = ,0.(X) = ,0,0X) = e
(0 = 20,) = 2.02) = 2,9 = 5 (9 =
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Die Formel von Lagrange

Diese expliziten Formeln fiir die Basispolynome kénnen auch dazu verwendet
werden, die Inverse einer formalen Potenzreihe beziiglich der Komposition zu
berechnen.

Dazu benétigen wir das folgende

Lemma.
Sei a(x) eine formale Potenzreihe und b(x) ein Polynom. Dann gilt

La(D)b(x) = Lb(D)a(x) (9.11)
Beweis.

Wegen der Linearitit ist (9.11) bewiesen, wenn LD"x" = LD"x" gilt. Das ist aber
Kklar.

Sei nun g(t) = g,t + g,t° +... eine formale Potenzreihe mitg, = 0. Dann wissen wir
. . =t . iy . .
bereits, dass die Inverse G(t) = E G, o beziiglich der Komposition existiert. Wir
k=1 .

wollen nun zeigen, wie die Koeffizienten berechnet werden kénnen. Wenn wir t

durch g(t) ersetzen, erhalten wir t = Z%g(t)k . Sei Q :=g(D) = Zg—“'D“ der
k . n:

n=1

zugehorige Delta-Operator, den wir in der Gestalt Q =

I]))) schreiben. Sei (~,(x))

die zu G gehorige Basisfolge. Aus t = Z%g(t)k folgt D = EG—‘;Q“ und daher
k . n .

ist

G, = LD, (x) = LDx&(D)"x" " = L(xD + 1)d(D)"'x" " = Lo(D)"x" " = LD" "(x)".

Diese Formel wurde 1770 von Lagrange bewiesen.

Satz 9.4 (Inversionsformel von Lagrange)

Sei g(t) =gt + %tz + ... :% eine formale Potenzreihe mit g, = 0. Dann ist die
: P
o] k
inverse formale Potenzreihe gegeben durch G(t) = Z G, % mit
k=1 .
G, = LD"'o(x)". (9.12)

Als Beispiel sei g(t) = te™ und G(t) die inverse Reihe. Fiir diese gibt es keine
elementare Darstellung. Ihre Potenzreihenentwicklung ldsst sich dagegen sehr
einfach finden. Es ergibt sich G, = LD" '™ = n"" und daher ist

Glt) =

119



Etwas allgemeiner sei g(t) = te™ und G(t) die inverse Reihe. Hier finden wir

n—1
G, = LD"'e"™ = (na)""'. Daher istG(t) = Z&tn :

n!

n

Satz 9.5 (Formel von Lagrange):

Sei f(t) eine formale Potenzreihe. Dann ldsst sie sich nach Potenzen von 4 entwickeln und
es gilt

Cy

— (9.13)

=Sl
mit
c, = LD"'o(x)"f'(x). (9.14)

Beweis.
Aus f(D) = ZC—ka folgt

k=0 k!
¢, = LE(D), (x) = LED)xo(D)"x"" = L(xf(D) + £'(D))o(D)"x"" = LE'(D)o(D)"x"" =

= LD"(x)"f'(x).
Beispiele.

Wir wollen im Folgenden immer 0.B.d.A. annehmen, dass ¢(0) =1 ist.
a) Sei ¢(t) =e" und f(t) = e'. Dann ergibt sich
00 n—1
e' = an+ D7 the ™. (9.15)

k=0 n!

b) Sei g(t) = te . Dann ist die Inverse G(t Z

k=1

k=0
kklk
7!

ol
. ay _ e . k+1k !
Daher ist e = e Z

c) Sei f(t) = (1 + t)*und ¢(t) = (1 + t)". Dann ergibt sich

¢, = LD (1 4+ )" x(1 4 £ = 1% mr X]
m4x| 1
Wir erhalten daher
(1+1t) in (14 t)* (9.16)

=0
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wobei die sogenannten Gould-Polynome G, (x,r) durch
X +rn
n

X

G,(x,1) = (9.17)

X+

gegeben sind.

Das sind nattirlich Polynome vom Faltungstyp, wie sich durch
Koeffizientenvergleich aus (1 + t)*(1+ t)” = (1 + t)*" sofort ergibt. Der zugehorige
Delta-Operator Q ist Q = AE™".

Denn bezeichnen wir die zu Q) assoziierten Basispolynome mit n!G, (x,r).

Wenden wir die Formel (9.8) fiir A = an, so erhalten

¢(D)
X 1 X
wirn![n] = (x), = xp(D)"'x"", d.h. x"' = n!ap(D)“—[n]. Andererseits ist wegen
X
AE™ = Eo(D) nach derselben Formel n!G, (x,1) = x(E'¢(D))"x"". Somit ergibt
P
h schlieflich L= LX) [
sich schliefslich G (x,r) = x(E'¢(D))" (D)™ —| _[=xE™—| |=
) = (@) o) 1| e 2| =
Setzt man
B, (¢ i Lt t" i(} Lr)t" = e (9.18)
r( )_ £ rn+1 n - e n( ,I‘) =€ ) .
so ist
B = e = 3G, e = " T ©919)
t) = e = X, 1)t = t". .
' = w0 ' + X I

Wegen g(t) = e ™(e' —1) ist t = ¢ "V (%" —1) und daher e“" =1+ t(eG(t) )r.
Dabher erfiillt B, (t) die Gleichung
B (t) =1+ t(B,(t)) . (9.20)
Fiir r = 0 reduziert sich das auf B (t)=1+t.
Fiir r = 2 ergibt sich

N 2k +1 . 2k
B2(t):1 14t _ L t :ZL t*, (9.21)
2t —~2k+1| k ~k+1|k
1 (2n
Die Koeffizienten dieser Reihe sind die sogenannten Catalanzahlen C, = lnl
n
Fiir r = —1 ergibt sich wieder eine quadratische Gleichung und wir erhalten

IBERERT
2

B_,(t) =14 tB,(—t) =14+t —t> + 2t — 4.
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Ubrigens ist B_,(t) = B0
(=

Die obigen Uberlegungen lassen sich noch etwas verallgemeinern:

Satz 9.6 Sei (~,(x)) Basisfolge zum Delta-Operator Q . Dann ist

€n(9) =, (x+m)

rn
Basisfolge zum Delta-Operator EQ.

Beweis. Setzt manQ = I])) ,s0 st ~, (x) = xp(D)"x"" und daher

¢(D)
Xn—l — @(D)—Il '\{n (X) .
X
Wegen E7'Q = — ist also
E'p(D)

6,.(x) = x(2'(D))"x"" = x(Eg(D))"p(D) " 2l = g 2ol _ Wb XD)

X X X+ rn

Im Fall Q = D ergeben sich wieder die Abelpolynome
(x +rn)" = x(x +rn)"".

X +rn

Seien die Voraussetzungen des Satzes weiterhin erfiillt. Dann ist

Mt” =Y = F(t)* mit F(t) = e“". Das ist gleichbedeutend mit

(9.22)

n!
Z—q{“(x) g(t)" = ™. Analog ist auch e = 1o x N (x + rn)(e’”g(t))n.
n! n!x+rn
Und das bedeutet wieder, wenn man t durch G(t)ersetzt,
1 x t )
F(t)" = — X + rn - .
(®) n!x+rnwn( )[F(t)l]
Sei nun H(t)* = 1 x No(x +n)t"
n!x+rn
Dann sieht man sofort, dass F(tt)r und tH(t)" beztiglich der Komposition inverse

formale Potenzreihen sind. Denn es ist H(FLtr) = F(t) und daher

t H[ ¢ ]r:t
F(t) (F(t)
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Satz 9.7 Seien F(t) und H(t) formale Potenzreihen mit F(0) = H(0) = 1, so dass F(i)r

und tH(t)" beziiglich der Komposition inverse formale Potenzreihen sind. Setzt man
X __ f\{n(X) n b
F(t)" = Z—n! t", dannist

H(t)" = 1_x N, (x + rn)t". (9.23)

n!x+r

Zum Beweis gentigt es zu bemerken, dass man g(t)aus F(t) zurtick gewinnen kann
und dass dann die obige Situation vorliegt.

Beispiele

1) Wahlt man F(t) =1+t und r =1, so ist H(t) :L,weil d L
1—t 14+t 1—-t

inverse Funktionen sind. Hier ist

(L4 t) = Z%t und[l—lt]x = Z—(X 0Dy o

n!

n

Esistalso (x +n—1), =

(x +n),, wie es sein soll.
X+n

Wihlt man F(t) =14t und r beliebig, so ist die inverse Funktion von

t t
= egeben durch tH(t)" wobei H(t) =1+ tH(t)" ¢ilt. Denn setzt man
Fley (Ht)rgg (t) (t) (t) g

tH(t)" fiir t in L - = ! — ein, so ergibt sich Lt)r =t. D.h. H(t)" ist die
F(t)"  (1+41t) (14 tH(t)")

oben definierte verallgemeinerte Binomialreihe B (t)*. Deren Koeffizienten sind also
X +rn

X

X+4+rn| I
2) Fiir F(t) = €' ist die inverse Funktion von te ™ gegeben durch tH(t)", wobei
H(t) = E,(t) durch die Relation H(t) = ™" eindeutig festgelegt ist. Es ist dann

X t" t
E (t) = X+rm)—= x(x +rn)" "t —.
(t) §X+m( ) - 22; ( ) "

n

t

3) Fiir F(t) = —<— ergibt sich F(t)" :[ —t 1] = " x0,(x). Hier sind die o, (x)
L e — . n:
wieder die Stirling-Polynome. Die inverse Funktion von % =1—e"ist
tH(t) = log n L o Daher ergibt sich
1 1Y) o,(x+n)
—lo =xy ————=t" 9.24
[t & 1— t] ; n! (9.24)
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. t . . .
Sei g(t) =gt +g,t° + ... :m eine formale Potenzreihe mit g, = 1.
P

Dann ist p(Z)* = e***** = ", (x) =, wobei die Folge {1, (x)} wieder eine Folge vom

n>0

Binomialtyp ist.

Betrachten wir wieder die zu G gehorige Jabotinsky-Matrix (f\{n,k> . Hier ist wie wir bereits

n—1

Wissen /\{n,k = [n _ k] ll)nfk (n)

Dann gilt fiir die zu g gehorige Jabotinsky-Matrix (En’k>

Lol
in,k = [Z ]F

Es gilt also

n (n—1 j
Zj:“fn,ﬁj,k = JZ;[J B 1]lpnj(n)[k] b, (~k) = [n = k].

B(2) = (2262 2" = (2|22 = [k]wnk<—k>.

Wir haben fiir die Stirlingzahlen gezeigt, dass S(n, k) = [s(—k,—n)| = (—1)" *s(—k,—n) gilt.
Das ist ein Spezialfall von

Satz 9.8 Fiir beliebige Paare von zueinander inversen formalen Potenzreihen g(X) und
G(X) gilt
in,k = <_ 1)Ilik’\{—k7—n (925)

falls g, =1 ist.

Denn wir haben

k-1 n
(=)™ Voo = (= ) [ _k ]wkﬂu(_k) = [k] b, (k) =€,

n

Wir konnen also die inverse Jabotinsky-Matrix einfach dadurch gewinnen, dass wir die
Eintragungen der urspriinglichen Matrix liber den angegebenen Polynomzusammenhang auf
negative Werte erweitern.

Die Formel von Lagrange ldsst sich noch in einer anderen Richtung verallgemeinern:
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Satz 9.9 (Formel von Lagrange-Biirmann).
Mit denselben Bezeichnungen wie in Satz 9.5 gilt:

f(t) ¢ |t *
2k 9.26
1— 5 0/(t) gk'[dﬁ] (0:20)
mit
c, = LD"(x)"f(x). (9.27)
Beweis.

Wir verwenden hier die Formel ~, (x) = g'(D)p(D)""'x" und die Tatsache, dass

|t |t by
=[] =[] 0+ o0
gilt.
Daraus folgt
Ca :L& n(X)—Lﬂ(O&Q o(D)"'x" = Lf(D)o(D)"x" = LD"f(x)d(x)".
(+t7) ©(D) (87) o)
Beispiele
a) f=10(t)=e":
1 . k vk

b) Ganz analog ergibt sich

m-+t

I+t i

1—|—t—l't n=0

ooy
. t)r] . (9.28)
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10. Shefferfolgen

Sei g(D) ein Delta-Operator. Wir wollen nun alle Polynomfolgen {s, (x)} mit
degs, = n bestimmen, fiir welche gilt

g(D)s, = ns,_, . Wir nennen eine solche Folge {s,(x)} eine Sheffer-Folge zum
Operator g(D).

Eine solche Folge ist die zu g(D) gehorige Basisfolge {~,(x)}.

Ist s(D) ein invertierbarer translationsinvarianter Operator, dann ist durch
s,(x) = %D)m{n(x) eine Sheffer-Folge gegeben.

Wir wollen nun zeigen, dass jede Sheffer-Folge diese Gestalt besitzt.

Sei S der lineare Operator, der durch Ss, (x) = ~,(x) definiert ist. Dieser Operator ist
wohldefiniert, weil eine Sheffer-Folge eine Basis des Vektorraums C[x] ist.
Wegen degs, = degn, ist S invertierbar. Wir miissen nur zeigen, dass S
translationsinvariant ist.

Nun ist Sg(D)s, (x) = nSs, ,(x) = nv,_,(x) = g(D)~,(x) = g(D)Ss, (x), d.h.
Sg(D) = g(D)S . Daraus folgt Sg(D)" = g(D)"S fiir alle n € N.

Nun lésst sich der Translationsoperator E* als formale Potenzreihe in g(D)

darstellen, E* = Z a“' g(D)" . Dabei ist a, = LE"~,(x). Daraus folgt E*S = SE* und
n:

n

S = s(D) ist translationsinvariant.
Wir erhalten somit

Satz 10.1 Eine Polynomfolge {s, (x)} ist genau dann eine Sheffer-Folge zum Delta-Operator
g(D), wenn ein invertierbarer translationsinvarianter Operator s(D) existiert, so dass gilt

s, (x) = ! ~,(x). Der Operator s(D)™' hat dann die Gestalt s(D) ' = ZS“—(O)g(D)“.

s(D) = n!

Hier ist nur mehr die letzte Aussage zu zeigen. Diese ist aber klar. Denn ist

s(D)* = Z%g(D)k ,soist a, = Ls(D) '~ (x) = Ls, (x) = s, (0).

Daraus lassen sich alle Eigenschaften der Shefferfolgen ableiten.
Wir wollen nur einige wenige erwdhnen.
Die erzeugende Funktion ist gegeben durch

Sn(X) n __ 1 xG(Z
Zn: " Z _S(G(Z))e @, (10.1)

Dennaus S 0¥ zn _ g folgt

— n!
ZSH(X) A o e Pl e PR SRPNTCC NS SpeCIc)
-~ n! s(D) 5" n! s(D) s(G(2))
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Die Folge {s,(x)} ist genau dann eine Shefferfolge beziiglich g(D), wenn gilt

k=0

su(x+¥) = i[k]sk<x>wnk<y>. (102)

Das ist gleichbedeutend mit

— ql — k! Ty

ZMZH :Zsk(x) 7k MZ[.

Ist {s,(x)} eine Shefferfolge beziiglich g(D), so folgt (10.2) unmittelbar aus der

Binomialeigenschaft
n

k

n

x4y =)

k=0

e GOV (V)

wenn man s(D)"' anwendet.
Ist umgekehrt (10.2) erfiillt und S definiert durch S™'~, = s, dann gilt
E'S™, =87, (x +y) =S7E',

, 1 L s
und das bedeutet, dass S™' = translationsinvariant ist. Daher folgt aus

s(D)
S, =s,, dass {s, (x)} eine Sheffer-Folge ist.

Die umbrale Komposition zweier Sheffer-Folgen ist wieder eine Sheffer-Folge.

1 1
Sei =— ,t =— .Sei U, d brale Operator mit
ei s, (x) <D) Y. (%), t, (%) “D) ¢, (x). Sei U, der umbrale Operator mi
Ugx" = ~,(x). Analog sei U, der umbrale Operator mit U,x" = ¢, (x). Dieser
erfullt U.D = {(D)U.

1 1
Ux'=—U.U.x".
T DsED)) T

Sei 1. (x) = 5. (t(x)). Dann st 1. (x) = LDUF

Sind die s, (x) Sheffer-Polynome, dann auch a's, (bx) fiir beliebige a,b = 0.

n_.n

. . : . D
Denn sei Ux" = a"x". Dannist U ein umbraler Operator mit g(D) = — und
a

G(D) = aD.

Sei eine Sheffer-Folge durch die erzeugende Funktion Z—S“(X) 7" = _1 oXG(2)
> ol s(G(2))
gegeben. Dann ist s, (a) = Lzm]}kx“ =L 1 @G(D) g0
- Kl s(G(D))
VG
Setzen wir in der Formel von Lagrange-Biirmann f(t) = 0 und (t) = e 5o
S

ergibt sich
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eVt

mlt Cn — LDneanG(x) : — L 1 e(11a+y)G(D)Xn — Sn (na + y)
s(G(x))  s(G(D))
Das ergibt die Formel
) yG(Z)
Z Sn (na’ + Y) (Ze—aG(Z))n — 1 € : ) (103)
— n! s(G(Z)) 1 —aZG'(Z)

Die Hermite-Polynome

Die Sheffer-Folgen zum Differentiationsoperator sind die so genannten Appell-Folgen. Sie
D

sind von der Gestalt s (x) = %x“. Fiir s(D) = © D_ L ergeben sich die Bernoulli-
S

Polynome, die wir schon studiert haben.

Eine wichtige Appell-Folge bilden die Hermite-Polynome H (x).

Sie sind definiert durch

D2
H (x)=e 2x". (10.4)
Ihre erzeugende Funktion ist
Hk(X) k L xZ -z xZ
Z Z"=e 2e" =e 2e". (10.5)
— k!
Aus
o
e 2xe? =x—D (10.6)
ergibt sich
H, (x)=(x—D)"l. (10.7)
Denn es ist
D2 D2 DQ D2 D2 D2 D2

H(x)=e 2xe?e 2x" ' =e 2xe?H_ (x)=(e ?xe?)'l=(x—D)"L.
Daraus ist ersichtlich, dass die Hermite-Polynome eng mit dem Multiplikations- und
Differentiationsoperator verkniipft sind.

Daraus ergibt sich auch sofort die Rekurrenzrelation

H, (x)=xH,_,(x) - (n - 1H, ,(x), (10.8)
weil
° DH (x)=nH, ,(x) (10.9)

gilt.

Man verifiziert sofort, dass die Hermite-Polynome auch durch die folgenden Determinanten
gegeben sind, weil sie dieselbe Rekursion erfiillen und die Anfangswerte H (x) =1 und

H,(x) = x haben.
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x 1 0 0 0
x 2 0 0

0 X 0 0

H, (x) = det| .

: n—2 0

0O 0 O X n—1

0O 0 O 1 X

Sie erfiillen die Differentialgleichung
H”(x) — xH' (x) + nH_(x) = 0. (10.10)

Denn es gilt D(x — D) — (x — D)D = 1 und daher
(x — D)H, (x) = (x — D)DH, (x) = D(x — D)H, (x) - H,(x) = DH,, (x) - H,(x) = nH, ().

n

Diese Differentialgleichung bedeutet, dass das Hermite-Polynom H_(x)Eigenfunktion des
Operators (x — D)D mit Eigenwert n ist.

Schreibt man umbral

D2
e 2 =¢", (10.11)
2k
also Z:(—l)k 2]21{‘ = Z%Dk, dann ist hdas lineare Funktional
k . .
n
h=Le ? (10.12)
D2k
_ n __ _ 1)k n
und h = hx _sz:( 1) T
Damit gilt auch
H (x)=e"x" = (h +x)". (10.13)
DQ DQ

Denn H (a) = LePe 2x" =Le 2e™x" =h((x+a)")=(h +a)".
Es ist klar, dass h,, ., = 0 und h,, = (—1)"(2k —1)!! ist.
Daher ergibt sich

(—1)F(2k — 1) !x" 2, (10.14)

H,(0 = Z[Qk

k

Uberdies ist H, (—x) = (—=1)"H, (x) und H,(0) = h

n*
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D2
Genau so zeigt man mit dem Funktional Le ? , dass
n

X" = 2[21(] 2k —DIH, ,, (x) (10.15)

gilt.

Weiters gilt die Formel von Rodrigues

2 2
X

H, (x ) (—1)"e2D" (10.16)
Diese folgt unmittelbar aus e? Def7 =D—-x.
Nun ist
LQ ,LQ i n (I 7& n n
- n 92T 9 _ .9 k P n—k _ _1\k n—k
(D—x)"f(x)=e?D" *f(x)=e kz:o k](D e 2)D"f(x) —;( 1) [k H, (x)D" f(x).

Wiéhlt man f(x) = H,(x), so ergibt sich

H,.(x) = (~1)"(D - x)"H(x) = ) [k] (=)™ Ho () (§)yi Hy i ()

k>0

Das liefert die
Formel von Burchnall-Feldheim-Watson

ny(j .
H,,(x)= Z[k] K k!I(=1)"H,_, (x)H,_ (x) (10.17)
k=0
o
Wir betrachten nun das lineare Funktional F = Le ? auf den Polynomen.
DZ D2

Dieses erfiillt FH, (x) =Le2e 2x" =[n=0].

Fiir n > k ist F(x*H, ) = 0. Das ergibt sich mit Induktion aus
P(<H,) = B 'xH, ) = F(e (H,, () + nH,_ (x).
Esistalsoauch F(H H )=0 fir m=n.

m n

Weiters ist F(H?) = H(H,xH, ,) = F(nH’_,) und daher F(H?) =
Wir erhalten also
F(Hm(X)Hn (X)) - n![n = m] (1018)

Die Hermite-Polynome sind also orthogonal beziiglich des linearen Funktionals F .

Daraus ergibt sich die folgende Linearisierungsformel

H, (x)H,(x) =) [ 1 e [ H o () (10.19)
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Denn schreibt man H_(x)H (x) = Z ay o H ok (%),
k
D
SO gllt S ? Hm (X)Hn (X) = Z a‘InwLnkamﬂHlik
k
D2

und daher (m +n —k)la_,, , =LD"" ¥ 2 H, (x)H, (x) = FD"™"H,(x)H,(x)).
Die Leibniz’sche Formel liefert nun

Dm+n—kH ( . m + o= k j m+n—k—j
m X)Hn(X) - Z . D Hm (X)D Hn (X)
: J
J
Somit ist
1 m+n—k
am+117k - m : J (m)j(n)ernfk*jF(Hrrlﬁi(X)HkJrjfm (X))

Der letzte Term verschwindet, aufSer wenn m — j=k + j—m, d.h. 2j = 2m — k ist.
Daherist a,, ., , = 0, wenn k ungerade ist und

m)(n
a‘m+1172k = [k ] [k] k ' .

Das lineare Funktional F ldsst sich durch ein Integral darstellen:

F(p) = —— f e 2p(t)dt. (10.20)

—— [ e 7H,()H,, (t)dt = n!m = m]. (10.21)

Da F durch FH, = [n = 0] eindeutig festgelegt ist, miissen wir nur zeigen, dass

% f e TH. (t)dt = [n = 0] ist.
™

Das stimmt fiir n =0 und n =1.
Fiir n > 1 erhalten wir durch partielle Integration

oo 2 oo 2 t2
[ePH, (0t = [e 7 (tH, (1) — (n — DH, ,(t))dt = —e *H,,(t)], = 0.
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Dieses Resultat hidtten wir auch direkt aus der erzeugenden Funktion ableiten
konnen.

Hk (X) no__ 7%2 xZ
Aus ZTZ =e 2e" folgt

k

1 j—H H - f R S
—fz () /A n(X) T" ?dx :—fe 2e% 2ee 2dx =
2r k! m! V2T Y
00 (x—Z—T)? ] x? A

_ ]- - P 7zT _ ]- 77ZT T
——mfe e dx——mfe edx =¢e _; "

Koeffizientenvergleich liefert sofort (10.21).

Weiters gilt

D 1 °p -t

e?px) = o f e 2p(t + x)dt. (10.22)

Denn rechts und links stehen translationsinvariante Operatoren A,B, welche
LA = LB erfillen. Dann ist aber LE'A = LAE' = LBE' = LE'B.

Wir betrachten nun eine allgemeinere Klasse von Hermite-Polynomen, ndmlich
D? (v) z
X vy : . H X) 7n VS x
H(x) = Vv"H, (—=) =e 2x" mit erzeugender Funktion Zﬁz =e 2%
v ~  n!
Fiir die umbrale Komposition ergibt sich
D’ D’ 7VD—2 f(erW)D—2

HYHYx)=c *HY(x)=c¢ ?e 2x"=e¢  2x"=H{"(x),

n n

Speziell ist H, (H(x)) = ~2"H, (—=) mit erzeugender Funktion e** .

V2
Die Formel
n n
HO (s 4 y) = Z[k]Hi"><x>H£:"L(y> (10.23)
k=0
2
folgt aus dem binomischen Lehrsatz durch Anwendung der Operatoren e ? und
-
e 2 zuerstauf x und dann auf y.
Als Zwischenresultat erhalten wir die Sheffer-Eigenschaft
n (11
HY(x+y) =D | ) [H Gy ™ (10.24)
k=0
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Wir wollen nun das Funktional h genauer studieren. Nach Definition gilt

tz

h(e™)=-e 2. (10.25)
1
Beachten wir, dass % =| 22" gilt, so folgt
: k
1

-5 1

h(e*") = 228" =
S kZ:U k V142t

Sei nun f(x) eine formale Potenzreihe, deren Koeffizienten Polynome in x sind.

(10.26)

Dann gilt
h(e"f(x)) = e 2h(f(x —t)). (10.27)

Es gentigt nattirlich, das fiir f(x) = e zu zeigen. Denn dann gilt es durch

Koeffizientenvergleich fiir alle x" und daher allgemein.

Nun ist
(t+2)* 2z t t

h(ee”) =h(e*"")=e 2 =e 2e 2e " =¢ 2h(e¥)e " =e 2h(e™ ).

Unter denselben Voraussetzungen gilt auch

1 X

J1+2t h(f(\h + 2t ))-

h(e*'f(x)) = (10.28)

Wir brauchen das wieder nur fiir f(x) = ™ zeigen.

Wir fithren dazu vorldufig eine neue Unbestimmte w ein, die wir spéter giinstig
wahlen.

Dann ergibt sich

h(e*"™) = h(e™e* ). Nun wenden wir (10.27) an und erhalten

2

h(exwexztﬂ((wa)) _ ei?h(e(xiw)zt+<X7“Y><Z*W)) _ h(ex2t+x(27W(1+2t))+v\72tfwz+7).

. .. ) zZ
Jetzt wihlen wir w so, dass der Koeffizient von x verschwindet, d.h. w = T

+
Dann erhalten wir
2 2

X _ Z 1 _ Z 1 XZ

h(ex2t+xz) — h(ex te 2(1+2t)) — e 2(14-2t) — h(eM)

Wir kénnen nun die folgenden Formeln beweisen.
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Formeln von Doetsch

Zn 1 X'z
H 2 eltz 10.29
STH (0% = e (1029
und
z" X L
H B E—C 10.30
Z: 2n+1(X) 11! (1 + 2Z)3 € ( )

Die erste Formel folgt aus

ZHQn( — hz 211 o h(e(a2+2ax+x2)z) — e zh( x’z dex) _

d2Z

142z

9 2a%7?
1 a“z—

142z __

e

NS 12z

Die zweite ergibt sich folgendermaBen

DM (@) 1y =B (@ + )™ = h((a ) = o h(e o et =

ael+22 ) , '
= + eol Zh eX ZXGdex )

V14 2z ( )

Nun ist

2 1 x 2azx 1 « 2az 1 21222 2aZ
h ex ZXGQaZX — em — h e mx _ 122 B '

( ) VI+2z V1422 ) 142z ( ) 1+ 2z ( J1+22

Wegen h(x) = 0 haben wir also insgesamt
lil‘rQZZ

ZH2 1(a)Z_n = ae—
— Tl (14 22)

Weitere Anwendungen von h findet man in der Arbeit von I. Gessel und P. Jayawant ,,A
triple lacunary generating function for Hermite polynomials*, http://front.math.ucdavis.edu/ .

Die Laguerre-Polynome

Wir haben die Laguerre-Polynome L, (x) als die Basispolynome zum Laguerre-

definiert.

D
Operator
P D

Wir definieren nun die Laguerre-Polynome der Ordnung o > —1 als die Sheffer-
Polynome
L (x) = (1 =D)L, (x). (10.31)

In dieser Notation ist L, (x) = L V(x).

n
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Esist L™ (x) = 1 - D)LV (x).

n

Weiters ist

n (I
LO9(x 4 y) = [ LY ()L, (v). (10.32)

Aus L, (x) = x(D —1)"x"" folgt L'*(x) = (1 - D)*"'x(D — 1)"x"",

Die Pincherle Ableitung ergibt (D —1)*x — x(D—1)* =n(D —1)*".

Somit ist

LY%)=1-D)"(D-1"x" —nD-1)""'x"" = (-1)"A-D)"*(x" —nx"" +nx"").

Das heifst
o + n k — n k k
n__( 1\n _ —Q n—+ao
I x' = (=1) 0 [k]( 1) x “D*x""™.

1) = (C1P (1= D)5 = (-1 3 (1)

k

Das ergibt die klassische
Formel von Rodrigues

LYx) = x (D —-1)"x""™ = x “e*D"e *x"™ (10.33)

n

und

LY(x) = (D —1)*"x" (10.34)

n

Auflerdem haben wir die explizite Darstellung

" n!n—i—u
LY (X):ZF

= n—=k

(—x)~. (10.35)

Die umbrale Komposition zweier Laguerre-Polynome ist sehr einfach. Es gilt
L(u) (L(ﬁ) (X)) — (_ 1)11 L(B*(X*n) (X) ) (1036)

n n

Denn sei U der umbrale Operator der Laguerre-Polynome. Er erfiillt
UD =D(D —1)"'U. Daherist Ul—D)=(1-D)"'U und
L(LY(x)) = (1 D) UL (x) = (~1)° (1= D) UL = D) = (~1)°(1 = D)’ * "' Ux"

Fiir 8 = a reduziert sich das auf
—-D-1)"L (x)=—-D-1)""x(D-1)"x""'"=—-D-1)""(D-1)"x —n(D-1)"")x""' =x".

Das bedeutet, dass die Laguerre-Polynome selbstinvers sind, d.h.

LY(LY(x)) = x" (10.37)
erfiillen.
Die erzeugende Funktion der Laguerre-Polynome ist gegeben durch
L(1?> (X) n ]' X%
Yo = ————e P (10.38)
= n! (1-272)"
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In diesem Zusammenhang sei bemerkt, dass die Formeln von Doetsch einen
Zusammenhang zwischen Hermite-Polynomen und Laguerre-Polynomen vermitteln:

12
H,, (0 = (-1'2'L,7 (5) (10.39)
und
1,2
Hyyo (0 = (1) 2'L2 (5. (10.40)
12
D 1 n H2 (X) Z 1 2?1)(2;) L<n 2)(};) Z d 1 f d
enn )Rl = et Y = — £ 7" und analog fiir die
Z:( T N Z 0l &

zweite Formel.

Sind s, (x) und t,(x) Sheffer-Polynome, dann bilden sie jeweils eine Basis des
Vektorraums der Polynome. Daher existieren Konstanten c, ,, die wir

Verbindungskonstanten nennen wollen, so dass gilt

t, (x) = Z ¢, 5, (x) . Die rechte Seite kann auch als umbrale Komposition der
k=0

Polynome c, (x) = ch,kxk mit den s, (x) interpretiert werden: t (x) = c(s(x)).
k=0
Wir wollen wieder ein paar Beispiele betrachten.

a) Wie schauen die Verbindungskonstanten c,, im Fall (x +n —1), = Z €, (%),

k=0
aus?
Sei U der umbrale Operator mit Ux" = (x), und V jener mit Vx" = (x+n—1), ,.

Dann bedeutet die gesuchte Gleichung Vx" = Uc,(x) oder ¢, (x) = U 'Vx".
Nunist U= U, mit G(Z) =log(1+Z) und V = U;; mit H(Z) = log N

1 . Daher ist
7

U™ = U, mit g(Z) = ¢” —1.Somitist U"'V = U_; mit

log— 1 Z

H(Z))=e¢ "2 - 1=———-1=——

a(H(2) =
Lz Lz _ | n—1
Wegene "2 =e #! = ;%Z“ istalso c,(x) =L, (—x) = Z%[k _ 1]Xk'
Dabher ist
n n! n—l
(x+n-1), = kzoﬁ K1 (%), (10.41)
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b) Die , Verdopplungsformel” von Erdelyi
Z n!
= k!

n—1

L, (ax) = K1

(1—a)" " a*L, (x). (10.42)

Wir setzen wieder L, (ax) = ¢(L(x)). Nunist L (ax) die Basisfolge zum Operator

j—D. Wir suchen daher eine Deltareihe f(t) mit j bt f( ¢ ). Wenn wir t
a D-1 a t—1 t—1

t
durch ersetzen, erhalten wir f(t) = ait —1 — b

_1 t+a-—at
a(t—1)

Die Basispolynome zu (D) sind nun nach der Transferformel gegeben durch
n—1 (11 n 1 —1
. _ n_n-1 __ _ k _n-k . n—-k __ n_ o n—k k
p,(x)=x((1—a)D+a)'x"" = kZ;[k](l a)a" "(n—1)x"" = ; 0 [k B 1](1 a)" " (ax)".

Damit ist alles gezeigt.

Wir betrachten nun das lineare Funktional F, auf dem Vektorraum der Polynome,

das durch F,_(p) = Lﬁp(x) definiert ist.

Es gilt L(1— D) “'x = (o + 1)L(1 — D) *? und mit Induktion

L1-D)*“'x* = (a+ 1) (e + k)L - D)y,

Daher ist

F (L(::)(X)Xk) — L(]_ . D)_a_lzk (_ 1)n(1 o D)u+nX11 — (_ 1)11 (OL + 1) . (OL T k)L(]_ . D)—u—k—l—o—uﬁ—nxn.

a

Nun ist (1 — D) x" fiir k < n ein Polynom in x ohne konstanten Term. Daher ist
F (L¥(x)x") = 0 fiir k < n.
Fiir k = n ergibt sich aus der obigen Formel

F (LYx)x") = (D) (a + 1) (a +n)L1 - D) 'x" = (=1)" (e +1)--- (o + n)n!.
Da der hochste Koeffizient von L' (x) gleich (—1)" ist, gilt also

F (LYx)LY(x)) = n!(a +1)---(a 4+ n)[n = m]. (10.43)
Die Laguerre-Polynome der Ordnung o > —1 sind also orthogonal beziiglich des
linearen Funktionals F, .

Wegen der Orthogonalitidt verschwinden in der Darstellung
n+1

) X) = ZC117kL<l(:)(X)
k=0

alle Koeffizienten mit k < n — 1. Weiters ist ¢ —1, weil die hochsten Terme

n,n+1 -
iibereinstimmen miissen.
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Es gibt also Zahlen a, ,a , so dass gilt

L (%) + Lo (%) = 2, LY (x ( )+a, LY (x).

Um a, zu bestimmen, brauchen wir nur die Koeffizienten von x" zu vergleichen. Es
ergibtsich a, =2n+a +1.

Wir erhalten schliefslich die Rekursionsformel

L (%) 4+ (x — 2n — o — DEY(x) + n(n + o)L (x) = 0. (10.44)

Diese kann auch aus der erzeugenden Funktion (10.38) gewonnen werden. Denn

L 1 s o
setzt man {(Z) = Z#'X)Z“ = We 271, so verifiziert man sofort, dass
n>0 I -

(1-Z2)*1"(Z) + (x — (1 + a) (1 — 2)f(Z) = o ist. Koeffizientenvergleich liefert dann (10.44).

Das Funktional F, kann auch als Integral dargestellt werden:

[o¢]

FLQXX))::T?&%;ESquﬁsXpbodx. (10.45)

Hier gentigt es wieder p(x) = x" zu betrachten.

) —04—1 ) —a—1
n — _ —Q— Il n — _ n '
Fx"=L(1 LE D (—=1)"n! 0 ]
Alsoist F (x") = (o + 1)(a +2)--- (v + n).
L 1 +1+n)
Andererseits 1lt ‘e x"dx Hotltn) =(a+1)(a+2)(x+mn).
g jo’x oD~ @TDEF )

Daher ist (10.45) bewiesen.
Ein anderer Zugang

Die letzten Formeln lassen sich noch einfacher beweisen, wenn man den folgenden
Zugang wihlt:

Sei {p,(x)} eine beliebige Folge von Polynomen mit degp, =n und p,(0) = [n = 0].
Wir definieren nun zwei Operatoren auf dem Vektorraum der Polynome durch

Tp, = p,,, und Rp, =np, ;.

Wenn {p,(x)} eine Folge vom Binomialtyp ist, dann ist R = g(D)

o . 1 .
translationsinvariant und T = EW nach der Formel von Rodrigues.
g
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Dann ist Tp(x) = f p(t)dt und R = DxD.

0

Sei p, (x) = —

n!’

Dann lassen sich die Laguerre-Polynome der Ordnung 0, die durch

n n k
LV(x)=n!> (-1 [kJ% definiert sind, auch in der Form
=0

S —(1-T)"1 (10.46)

schreiben.
Dann ist klar, dass die Folge selbstinvers ist. Denn (1 — (1 —T))" = T" gibt

n n n (())
=T =) (1) [k b &)

n! o k!

n

k

n

(1-T)y1=3 (1)

k=0

und das besagt gerade L'”(L”(x)) = x".
Auch die Verdopplungsformel ldsst sich sehr einfach beweisen:

LY@ (g ary1 = (- a4 a( - T))1 = Z[n] (1= oy ax LG,

n! 1k k!
XU
Seinun o > 1. Dannsei p, (x) = = (o) ,x".
) (a+1)(a+2)---(a+mn) (©)
n+1
Sei T.x"(ar) , = x""(a0)_, ,. Dannist T, = x °Tx", weil x *Tx"x" = —— st
(a+n-+1)

und R, = D(x + aT)D, weil D(x + aT)Dx" = DxDx" + ax" = n(n + a)x" " gilt.
In diesem Fall ergibt sich

—n n

Man zeigt wie oben die Verdopplungsformel und die Eigenschaft, selbstinvers zu
sein.

(@) LYx)=@1-"T,)"1. (10.47)
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