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\Vorwort

In dieser Arbeit wird ein endlicher Algorithmus fiir die Division eines algebraischen
Potenzreihevektorg durch einen Modul C K[z], der von algebraischen Potenzrei-
henvektoren erzeugt wird und Hironaka’s Box-Bedingung erfullt, entwickelt.

Die dafur bendétigten Methoden - Normalisierung, Standardbasen und Babylonische
Division - werden im ersten Kapitel beschrieben.

Das zweite Kapitel beschaftigt sich mit allgemeinen Eigenschaften von algebraischen
Potenzreihen.

Um konstruktiv mit algebraischen Potenzreihen arbeiten zu kénnen, fihren wir in Ka-
pitel drei den Begriff eines Codes ein. Wir werden sehen, dass fir jede algebraische
Potenzreihgy ein sie eindeutig beschreibender Cqdé, G) € Klx,y|? x K[z,y]
existiert. Weiters werden wir fuir konkrete algebraische Potenzreihen solche Codes be-
rechnen.

Das vierte Kapitel wird das Rechnen mit Codes von algebraischen Potenzreihen eror-
tern.

In Kapitel funf beweisen wir einige wichtige Lemmata, die den Zusammenhang zwi-
schen Moduln von algebraischen Potenzreihenvektoren und deren Codes beschreiben.
Das sechste Kapitel befasst sich mit der Konstruktion eines Codes einer minimalen
Standardbasis eines Moduls, der von algebraischen Potenzreihenvektoren erzeugt wird.
Dies wird dann an einigen expliziten Beispielen demonstriert.

Das Ziel von Kapitel sieben ist die Beschreibung eines endlichen Algorithmus fir die
Division eines algebraischen Potenzreihenvektors durch einen Modul, der von algebrai-
schen Potenzreihenvektoren erzeugt wird und Hironaka’s Box-Bedingung erfiillt. Dazu
wird zuerst ein Algorithmus zur Konstruktion einer reduzierten Standardbasis derarti-
ger Modulen beschrieben. Die Konstruktion einer reduzierten Standardbasis und die
effektive Division werden dabei zuerst fiit,-reguldre Moduln bewiesen, dann wird

der Fall eines allgemeinen Moduls mittels Induktion auf dgnregularen Fall zu-
rickgefiihrt. Weiters werden in diesem Kapitel einige Beispiele zu diesen Algorithmen
gerechnet.

An dieser Stelle mdchte ich mich bei meiner Familie fiir die moralische und finanzielle
Unterstitzung wahrend meines gesamten Studiums und Prof. Herwig Hauser fir die
gute Betreuung bei meiner Diplomarbeit bedanken. Weiters ein recht herzliches Dan-
keschon an Thomas Bruschek fiir das Korrekturlesen dieser Arbeit, an meinem Freund
Clemens fir die immerwahrende moralische Unterstitzung und an meine Mitstudenten
Romana und Florian fir die vielen netten Stunden wahrend unserer Studentenzeit.

Innsbruck, Oktober 2005

Dominique Wagner






1 Vorbereitungen

1.1 Notationen

In den Kapiteln 3 bis 7 seien die Buchstabenp, r und s fur fixierte Zahlen inN
reserviert. Die Buchstabenj, k£ und/ werden immer zwischeh<i < p,1 < j <mn,
1 <k <rundl <! < svariieren. Weiters werden in Kapitel 7 die Buchstaeimd
" zwischenl <!’ < rundr 41 < [”s variieren.

Weiters sei{zy, . .., x,} eine Menge von Variablen, wobei wir gelegentlickals Ab-
kirzung fur(zy, ..., z,) verwenden. MitK [z], K[z] und K {z} bezeichnen wir den
Polynomring, den (formalen) Potenzreihenring bzw. den Ring der konvergenten Po-
tenzreihen in dem Variablenz, ..., z, Uber einem Korpek der Charakteristik).
Elemente inK [z]® und K [z]* werden wirPolynomebzw. (formale) Potenzreihenvek-
torennennen. Dabei stehen GroRbuchstaben stets fir Polynome und Kleinbuchstaben
fur Potenzreihen.

Weiters setzen wig’ = (z1,...,x,—1) und bezeichnen mig = (y1,...,y,) zZusétz-

liche Variablen.

Vektoreng € K[xz]* werden wir als
9= car®e
a,l

entwickeln, wobeic,; € K unde; = (0,...,0,1,0,...,0) € N*® die kanonische
K[z]-Basis vonK[z]*® sind. AlsTragervon g bezeichnen wir die Menge

supg) = {(a,1) e N* x {1,...,s};cas # 0}.

Wir sagen, ein Vektoy € K[z]® ist durch einen Vektoh in K[z]* teilbar, falls es
eine Potenzreihe € K[x] mit g = ah gibt.

Vektoren der Formx®e; nennen wilMonomvektorerEin monomialer Untermoduwion
K[z]? ist ein UntermodulM von K [z]®, der von Monomvektoren erzeugt wird. Er ist
also ein kartesisches Produkf = [],_, M; von MonomidealenV; in K[z]. Die
Elemente von\{ sind gerade jene Potenzreihenvektoren mit Tragér #a {(a, 1) €
N™ x {1,...,s};2%, € M}. Daskanonische direkte monomiale Komplemeor
M in K[x]* ist der Untervektorraum ¢d/) von K [z]* der Potenzreihenvektoren mit
Trager inI” = (N" x {1,...,s}) \ I'. Klarerweise gilt:M & co(M) = K[z]*.

Mit (g1,...,g,) bezeichnen wir jenen Untermodul vdii[x]®, der von den Potenz-
reihenvektorernyy, . .., g. € K[z]* erzeugt wird. Manchmal werden wir ihn auch mit
(gx) abkurzen (falls der Bereich, in deknvariiert, aus dem Kontext heraus Klar ist).

Ein formale Potenzreihé € K[z]® heil3t einealgebraische Potenzreihevenn sie
eine polynomiale Relatio®(x, h(x)) = 0 erfillt, wobei P ein von0 verschiedenes
Polynom inK{z1,...,z,,t] inn + 1 Variablen ist, d.h.

P(z,h(z)) = poh® + ... 4 pa—1h+pa =0

mit Polynomery; = p;(z) € K|[z]. Ein algebraischer Potenzreihenvektst ein Vek-
tor in K [x]*, dessen Komponenten alle algebraische Potenzreihen sind.
Fur Details Uber algebraische Potenzreihen siehe Kapitel 2.



1.2 Normalisierung

Wie wir in Kapitel 3 sehen werden, benétigen wir die Normalisierung, um einen Code
einer algebraischen Potenzreihe zu konstruieren.

1.2.1 Algebraische Seite der Normalisierung

Definition 1.1. SeienR ein kommutativer Ring mit Einselemeng, und.S eine mul-
tiplikativ abgeschlossene Menge. Dann definieren wir Bérg der BriicheRg, der
manchmal auch mi§—' R bezeichnet wird, als

RS:{g;reR7s€S}.

Wahlt man spezielb' als die Menge aller Nicht-Nullteiler vo®, so nennt man den
resultierenden Rins dentotalen Quotientenringodertotalen Ring der BriicHevon
R und bezeichnet ihn mit Qu@R).

Definition 1.2. SeienR C S kommutative Ringe mitz = 15.

¢ Ein Elementz € S heiltganz tiberR, wenn es eine algebraische Gleichung der
Form
a"+ca" M4 epmiatce, =0 (%)

erflllt, wobeic; € R. Die Gleichung(x) nennt man dann ein@anzheitsglei-
chung

S heildtganz UberR oder eineganze Erweiterung vof, wenn jedes Element
b € S ganz UbeR ist.

R heildtganz abgeschlossen § wenn jedes Element va$i, das ganz tbeR
ist, bereits inR liegt.

R heifdtganz abgeschlossewenn R in Quot(R) - dem totalen Quotientenring
von R - ganz abgeschlossen ist.

R heif3tnormal wenn R ein reduzierter (d.h.R besitzt keine nilpotenten Ele-
mente) und ganz abgeschlossener Ring ist.

Bemerkung.In einem Korper sind algebraische Elemente auch ganze Elemente (und
umgekehrt), denn dort macht die Normierung der Ganzheitsgleichung keine Probleme.

Lemma 1.1. SeienRk C S eine Ringerweiterung und € S. Dann gilt:
a ist ganz UbeR <= R][a] ist ein endlich erzeugteR-Modul.
Speziell ist jede endliche ErweiterugdC S eine ganze Erweiterung.

Beweis. Seia € S ganz UbetR. Dann existiert eine algebraische Gleichu?@:) = 0,
wobei P € R[X] ein normiertes Polynom vom Gradist. Sei weiterd7(a) € R|a]
fur ein PolynomG € R[X]. Division mit Rest vonG durch P liefert G = QP + R’
mit deg R’) < n. Wertet man diese Gleichung inaus, so ergibt sicli*(a) = R'(a).
Dies zeigt, das#[a] als R-Modul von den Elementeh a, . .., a" ! erzeugt wird.
Umgekehrt: Seieny, . . ., ¢: endlich viele Erzeuger voR[a] als R-Modul. Dann sind
die ¢; Polynome vom Grad; in a. Setzt man num — 1 gleich dem Maximum der
d;, so folgt, dass das Elememt € R|a] eine R-Linearkombination deg; ist. Damit
erhalt man eine Ganzheitsgleichung diir O



Folgerung 1.2. SeiR C S eine Ringerweiterung und seien, .. ., a; € S ganz Uber
R. Dann ist der RingR[a, . . ., at] ein endlich erzeugteR-Modul.

Beweis. Verwendet das letzte Lemma und Induktion Uber O

Lemma 1.3. Seienk C S C T Ringerweiterungen. Ist € T ganz UberS und.S ganz
Uber R, so ista auch ganz UbeR.

Speziell gilt: Seie® C S und.S C T ganze Ringerweiterungen. Dann ist aughC T
eine ganze Ringerweiterung.

Beweis.Seia € T ganz UbelS. Dann existiert eine Ganzheitsgleichung der Form
a"+cad" 4. +ep1a4c, =0,

wobeic; € S. Nach dem letzten Lemma ist der Ri8§ := R|cy, ..., ¢,] ein endlich
erzeugterR-Modul. Weiters istS’[a] ein endlich erzeugte$’-Modul, denna ist ganz
UberS’. Folglich istS’[a] ein endlich erzeugteR-Modul und damit ist: ganz GberR.
Die Zusatzfolgerung ist klar. O

Definition 1.3. SeiR C S eine Ringerweiterung. D&yanze AbschlusBs vonR in S
ist die Menge aller Elemente va# die ganz tbeR sind.

Ist S = Quot(R), so bezeichnen wir den ganzen Abschluss Ramit R. Der wichtig-
ste Fall ist jener, bei der® ein Integritdtsbereich un = Quot R) sein Quotienten-
korper ist.

Ist R ein reduzierter Ring, so nennt mahdie Normalisierung vonk. Wir werden sie
im Folgenden mit? bezeichnen.

Beispiel 1.1. (Spitze) Wir betrachten den Ring
R :=Clz,y]/(y*> — 2°).
Wie wir schon gesehen haben, igkein normaler Ring, denn fir

- Y
t:= S € Quot(R)

gilt t2 = i—z = g;; = x. Damit istt ganz UbetR und erfillt die Ganzheitsgleichung
X2 —z=0.
Tatséchlich ergibt sich fur die Normalisierung vén
R=Clz,y,t]/(y* — 23, o — 2,y — t3) = C[t].
Um zu zeigen, dasiskein Element vorR ist, betrachten wir die folgende Abbildung:
¢: Clz,y] — Cltl;z — %,y — t°.

Man sieht leicht, dasg? — 23 im Kern vong enthalten ist. Es gilt sogar

Ker(¢) = (2% —4%).
Denn: SeiP € Ker(¢). Dann kdnnen witP folgendermafen schreiben:

P=Q* —a*) +ro+r1 -y,



wobeir; € C[z]. Damitist0 = ¢(P) = P(t%,t3) = ro(t?) + r1(t?) - t3. Der Term
ro(t?) besteht nur aus geradeiPotenzen, hingegen besteht der Texift?)¢® nur aus
ungeraden-Potenzen. Daraus folgt, dags= r; = 0 gelten muss. Daher folgt mittels
des Homomorphiesatzes fir Ringe

R =Clz,y]/(® — y°) = C[t*, ],
und somit ist = m klarerweise kein Element voR.
Beispiel 1.2. (Schleife)Wir betrachten den Ring
R :=Cla,y]/(y* — 2® — 2?).

Wiederum ist

t:= % € Quot(R)
ganz uUberz , dennt erfillt die Ganzheitsgleichung

X?—z—-1=0.
Der Ring R besitzt die Normalisierung

R=Clz,y,t]/(y* — 2 — 2%, o+ 1 -2,y +t — %) = C[t].

Um zu zeigen, dass tatsachlich kein Element voR ist, gehen wir wie im letzten
Beispiel vor und erhalten

R = Clz,y]/(y* — 2* — 2 = C[t* — 1,£* — 1],
woraus sofort ¢ R folgt.
Beispiel 1.3. (Achsenkreuz)Wir betrachten folgenden Ring:
R :=Clz,y]/(z - y).

Dieser Ring ist nicht normal.
Denn: Betrachte

X
= € Quot(R).
ui= € QuotR)
Dann gilt
u2:u,

denninR gilt 2%(z + y) = 2® = z(x + y)2. Weiters kann leicht nachgepruft werden,
dassu kein Element vorR ist.

Beispiel 1.4. In diesem Beispiel betrachten wir den Ring

R := C[z]/(x?).
Fir diesen Ring gilt
Quot(R) = R.
Denn: Fir Elemente in
a—+ bx
QUO(R) - {C—‘y—dl"a’b’Qd € C7c7é O}

4



(warec = 0, so warec + dx ein Nullteiler in R) gilt

a+br (a+bxr)(c—dr) acH x(bc— ad)
c+dr (c+dx)(c—dr) c?

€ R.

Damit ist R ganz abgeschlossen.
Rist jedoch nicht normal, denR ist nicht reduziert (zum Beispiel istein nilpotentes
Element vonR).

Lemma 1.4. Seienk C S Ringe. Dann ist der ganze Abschlu8s von R in S ein
Unterring vonS, der R enthélt. Weiters isis ganz abgeschlossen & Speziell gilt
also, dass die Normalisierung eines Ringes normal ist.

Ich werde hier den Beweis nur fur den Fall, déssoethersch ist, anflhren. Die Aussa-
ge gilt auch fur nicht-noethersche Ringe, ist dann jedoch schwerer zu beweisen. Siehe
etwa [dJP0O].

Beweis. Sei alsoR ein noetherscher Ring. Es ist zu zeigen, dass fir ganze Elemente
a undb aucha — b und ab ganz sind. Aber diese Elemente liegen im RiR@, b],

der nach Folgerung 1.2 ein endlich erzeugieModul ist. Da wir R als noethersch
angenommen haben, folgt daraus, d&&| und R[a — b] endlich erzeugté&-Moduln

sind. Daraus folgt mit Hilfe von Lemma 1.1, dass- b undab ganz sind. Der Rest der
Behauptung folgt aus Lemma 1.3. O

Beispiel 1.5. Jeder ZPE-Ring ist ganz abgeschlossen:
Seii (z,y € R) ganz lberR. Weiters sei 0.B.d.A. g9z, y) = 1. Dann existieren

c; € Rmit
n n—1
X X X
<) + <> +...+cCho1 (> +c, =0.
Y Yy Y

Multipliziert man die Gleichung miy™, so ergibt sich
2" = —y(az" ey ).

Folglich isty ein Teiler vonz™. Da aber gg{z,y) = 1 vorausgesetzt wurde, folgt
y € R* und somitg € R.

Beispiel 1.6. Seienk ein ganz abgeschlossener IntegritatsbereichAiathe multipli-
kativ abgeschlossene Menge von Nicht-NullteilerrRinDann ist der Quotiententring
R 4 ganz abgeschlossen:

Seix ein Element des Quotientenkdrpers vBn, das ganz UbeR 4 ist. Da endlich
viele Elemente vorRR4 einen gemeinsamen Nennerc A haben, existieren; € R
mit - e

x+ — =0.
a

g Dgrl gy
a
Multipliziert man die Gleichung mi&™, so erhalt man
(az)™ + ci(azx) P 4 ...+ cp1a" 2 (ax) + cpa™ ' = 0.

Somit istax ganz UberR. Da R ein ganz abgeschlossener Integritéatsbereich ist, folgt
darauszz € R. Setzt man nun := ax € R, so erhdltman: = 2 € R,.

Lemma 1.5. SeiR ein Integritatsbereich. Dann ist der ganze Abschlisgon R in
Quot R) ganz abgeschlossen.



Beweis.Seiz € Quot(R) ganz uberR. Da R ganz UberR ist, folgt, dasse ganz tiber

Rist. Somit gilt:z € R. O
Lemma 1.6. (Normalisierungslemma)SeiR = K|z,...,x,] ein endlicher Inte-
gritatsbereich Uber einem unendlichen Korger Weiters seil der Transzendenzgrad
vonK (zy,...,xz,) Uber K. Dann existierenl Linearkombinationem, . . ., y; derx;
mit Koeffizienten ink’, sodassk ganz UberK [y, ..., yq] ist. (y1,...,yq Sind dann
algebraisch unabhéngig un [y, . . . , y4] €in Polynomring.)

Beweis. Siehe etwa [ZS75]. O
Satz 1.1.SeiR = K|z, ...,x,] ein endlicher Integritatsbereich Uber einem Kérper
K. Weiters seF’ eine algebraische Erweiterung des Quotientenkorpéfs, , . . ., z,)

von R. Dann ist der ganze Abschlugg- von R in F ein endlicher Integritatsbereich
Uber K und ein endlicheiR-Modul.

Beweis. Verwendet das Normalisierungslemma; siehe etwa [ZS75]. O

Satz 1.2. Sei X ein lokaler algebraischer Integritatsbereick, eine Komplettierung
von R und R der ganze Abschluss vdi Dann gilt: Der ganze Abschluss vanist
gleich der Komplettierung voR, d.h.

~

R=R.
Beweis. Siehe etwa [Rui93]. O

Satz 1.2 ist eine spezielle Version von Zariski’'s Main Theorem (vgl. Satz 1.10).

Lemma 1.7. SeiR ein noetherscher reduzierter Ring uRdseine Normalisierung. Sei
I C Rein Ideal, das einen Nicht-Nullteiler vaR beinhaltet. Dann gilt:

1. R C Homg(I,I) C R.
2. Ist I weiters ein Radikalideal, so gilt: Hop{I, ) = R N Homg(I, R).
Beweis. Siehe etwa [dJPOQ]. O

Satz 1.3. (Kriterium fur Normalitat von Grauert und Remmert) SeiR ein noether-
scher reduzierter Ring. Weiters dei= /I C R ein Radikalideal mit folgenden Eigen-
schaften:

1. I enthalt einen Nicht-Nullteiler voi.

2. Seip ein Primideal inR, sodassR,, nicht normal ist. Dann folgtp 2 I.
Dann istR genau dann normal, wenR = Homg(Z, I) gilt.

Beweis.Der Beweis dieses Satzes verwendet das letzte Lemma; siehe etwa [dJP0O].
O

Bemerkung.Im ComputeralgebrasysteBINGULAR wird genau dieses Kriterium zur
Berechnung der Normalisierurig) eines reduzierten noetherschen Ringegerwen-
det. Die Idee dabei ist, dass man den RRyg= R mittels eines geeigneten Idedls
auf den Endomorphismenring; = Homg, (1o, Ip) C R vergroRert. Dieser Vorgang
wird nun mit R; wiederholt. Damit erhélt man eine aufsteigende Folge von Ringen

R =Ry g Ry ; ; Ry, = HomRk(Ik,Ik),

sodass auf Grund des Kriteriums von Grauert und Remmgrt: R gilt. (Der Algo-
rithmus muss irgendwann stoppen, denn nach Satz 1R esidlich tberR.)



1.2.2 Geometrische Seite der Normalisierung

In diesem Abschnitt séK stets ein algebraisch abgeschlossener Kérper.

SeienX eine Varietat tbekK und

der affine Koordinatenring voX (mit I < K[Z,..., Z,] Primideal).
Weiters seild,, der lokale RingvonX ina € X, 0, = K[X]n,-

Definition 1.4. Sei X eine Varietdt (ibeK. Dann nennt man einen PunkE X einen
normalen Punkt vorX (oder X normal ina), wenn der Ring9, ganz abgeschlossen
in seinem Quotientenkdrp& (X ) ist. Die VarietatX heil3tnormal wenn sie in jedem
Punkt normal ist.

Beispiel 1.7. Jeder regulare Punkt voXi ist ein normaler Punkt.
Beispiel 1.8. Die Spitzex? = 3?2 ist in 0 nicht normal (vergleiche Beispiel 1.1).

Beispiel 1.9. Die Schleifez® = y? + y? ist in 0 nicht normal, denn := £ ist kein

Element des Ringe8,,, aberu € K(X) istganz tibet),,, dau? = 1+y gilt (vergleiche
Beispiel 1.2).

Satz 1.4. Sei X eine normale Varietat und sél = Sing(X) C X der singulére Ort
von X. Dann gilt:
codimy (S) > 2.

Beweis. Siehe etwa [Mum99]. O
Korollar 1.8. SeiX eine Kurve. Dann gilt:
X ist nichtsinguldr <= X ist normal.

Definition 1.5. Man nennt eine VarietdX' nichtsingular in Kodimensioi, wenn sie
in allen Punktern € X mit codimy ({a}) = 1 nichtsingular ist.

Satz 1.5. Sei X C A" eine irreduzible affine Hyperflache. I nichtsinguléar in
Kodimensionl, so istX eine normale Varietat.

Beweis. Siehe etwa [Mum99]. O

Beispiel 1.10. Der Kegelz? + y? = 22 ist in 0 singular. Er ist dort aber nach dem
letzten Satz normal.

Bemerkung.Fir eine VarietafX gilt:
X nichtsingular= X normal=- X normal in Kodimensior.
Die umgekehrten Richtungen gelten jedoch im Allgemeinen nicht!

Definition 1.6. SeienX eine Varietat und. eine endliche algebraische Erweiterung
von K(X). EineNormalisierung vonX in L ist eine normale Varietak’ mit K(X) =

L zusammen mit einem endlichen surjektiven Morphismus X — X, sodass die
induzierte Abbildungr* : K(X) — K(X) = L die gegebene Inklusion vdR(X) in
List.

Ist L = K(X), alsor birational, so nennt maX undr eineNormalisierung vonx.



Beispiel 1.11. Wie wir in Beispiel 1.1 gesehen haben, ist

(AL, f)

mit f : Al — Ot — (¢2,3) die Normalisierung der Spitze
C=V(Y?-X3) CA%

Weiters ist

(A, g)
mitg: A' — Dt — (t2 — 1,t(t*> — 1)) die Normalisierung der Schleife

D=V(Y?- X% X?) C A~

Satz 1.6. Fir jede VarietédtX und jede endliche algebraische Erweiterubg K(X)
existiert genau eine Normalisierung vonin L.
Genauer: Seiem; : X; — X zwei Normalisierungen voX in L. Dann existiert ein

eindeutiger Isomorphismus: X, — X,, sodassr; = my ot gilt und sodass* die
identische Abbildung voh nachL ist.

Beweis. Siehe etwa [Mum99]. O

Satz 1.7. (Universelle Eigenschaft der Normalisierung)SeienX undY Varietaten.
Weiters seiery : Y — X eine regulare Abbildungy(Y’) dicht in X undY" normal.
Dann existiert eine regulare Abbildurig: Y — X, sodass das Diagramm

kommutiert.

Beweis. Siehe etwa [Sha94]. O
Satz 1.8. Die Normalisierung einer affinen irreduziblen Varietét ist wieder affin.
Beweis. Siehe etwa [Sha94]. O

Satz 1.9. Die Normalisierung einer projektiven Varietd in einer endlichen alge-
braischen Erweiterund. O K(X) ist wieder eine projektive Varietat.

Beweis. Siehe etwa [Mum99]. O

1.2.3 Zariski's Main Theorem

In der bisherigen Diskussion der Normalisierung sind wir auch im geometrischen Tell
immer wieder auf Ideale von Polynomen und algebraischen Konstruktionen tberge-
gangen. Trotzdem besitzt die Normalisierung auch einen geometrischen Inhalt. Dieser
hat mit den “Zweigen” einer Varietat zu tun. Um diese Idee zu verstehen, werde ich zu-
erstden Falk = C betrachten und eine naive topolgische Beschreibung &iwegges
angeben:

SeienX eine Varietat Gibe€, © € X ein abgeschlossener Punkt usig= Sing(X') C



X der singuléare Ort votX . Weiters sel/ C X eine genliigend reguléare und genigend
kleine Umgebung vor in der komplexen (oder starken) Topologie (bestehend nur aus
abgeschlossenen Punkten).

Zerlege nurlJ \ S in der komplexen Topologie in Komponenten:

U\S=WViU...UV,.
Dann heiRen die Abschlus3g, .. ., V,, die Zweige vonX in x.
Beispiel 1.12.Sei X die ebene Kurve
X =V(2® —y* +2%) CC%

Weiters seil/ folgende Umgebung des Nullpunktes (dem einzigen singularen Punkt
der Varietéat):
U={(z,y);lz| <e lyl <e}

fur ein kleinesz. Dann “zerfallt”
U N (X\{(0,0})

immer in 2 Teile. Denn i/ N X gilt:

|z =yl -z +yl = |z <e-]al.

Daher ist entweddtr — y| < /e|z| oder|z + y| < /e|z|. Klarerweise kénnen (falls

e < 1ist) nicht beide Falle gleichzeitig auftreten. Jeder der beiden Zweige ist zusam-
menhé&ngend. Daher erhalten wir(ih 0) zwei Zweigeron X, die durchjz — y| < ||

und|z + y| < |x| beschrieben werden kénnen.

Beispiel 1.13.Sei X der Kegelry = 22 in C? und sei
U=A{(z,y,2);|z| <&yl <e |z] <e}.

Nun definieren wir eine stetige surjektive Abbildung:

{(s;t);]s] < Ve [tI < Vet — XN (U\{(0,0,0)})
(Sat) B (527t275t)'
Daher istX N (U\{(0,0,0)}) das stetige Bild einer zusammenh&ngenden Menge und
somit selbst zusammenhangend. FolglichXam Ursprung nureinen Zweig

Nun stellt sich die Frage, ob es einen rein algebraischen Weg gibt, mit diesen Zwei-
gen umzugehen. Ein Weg, um die Existenz mehrerer Zweige in einem Punkk
festzustellen, ist, dass malberlagerungsraumeom folgenden Typ sucht:

f:Y =X,

sodass
e f~1(a) fur allea € X eine endliche Menge ist und
e f birational ist.

Damit wissen wir, dass fuf ~'(z) = {zi,...,z,} und eine kleine komplexe Um-
gebungU C X vonz das Urbildf~1(U) in n Komponenten zerfallt, d.h.:

FHU)=U,U...UU,,



wobei dieU; kleine Umgebungen det; sind. Dann ist jedeg(U;) die Vereinigung
einiger Teilmengen von Zweigen durehin anderen Worten: Wir erhaltendisjunkte
Teilmengen der Menge der Zweige véhin z, wobei jede Teilmeng¢ (U;) von den
Zweigen vonY in x; herruhrt.

Es gibt einen kanonischen Weg, um derartige Uberlagerungen zu finden(Befgn=
(X, ) die Normalisierung vorX, S = Sing X) c X der singulére Ort vorX und
S" = f~1(9). In diesem Fall definierf einen Isomorphismus vo¥i\ S’ nachX\S.
Daher istU \ S homeomorph zur disjunkten Vereinigung der Mendgén\ S’. Wir
erhalten damit eine kanonische Zerlegung der Menge der ZweigeXvan x. Der
Hauptbestandteil vodariski's Main Theorenbesagt nun, dass eine normale Varietat
in jedem ihrer Punkte nur aus einem Zweig besteht!

Der Vollstandigkeit halber gebe ich verschiedene Versionen von Zariski's Main Theo-

rem an:

Satz 1.10.(Zariski's Main Theorem) SeiK ein algebraisch abgeschlossener Korper.
Dann gilt:

1. Orginalform: SeiX eine normale Varietét tibeK. Weiters seif : ¥ — X
ein birationaler Morphismus mit endlichen Fasern von einer Varigtditach X .
Dannistf ein Isomorphismus vor auf eine offene Teilmengé C X.

2. Topologische Form: SeienX eine normale Varietat tbe€ undx € X ein
abgeschlossener Punkt. WeitersSek Sing(X ) der singulére Ort vonX . Dann
existiert eine Basi$U; } von Umgebungen var, sodass

U\ S
fur alle i zusammenhangend ist.

3. Potenzreihen-Form: SeienX eine normale Varietat ibeK undz € X ein

normaler (nicht notwendigerweise abgeschlossener) Punkt. Dann ist die Kom-
plettierungO,, ein Integritatsbereich, der in seinem Quotientenkdrper ganz ab-

geschlossen ist.
(Vergleiche Satz 1.2.)

4. Grothendieck’'sche Form: Seif : Y — X ein Morphismus von Varietaten
UberK mit endlichen Fasern. Dann existiert ein Diagramm,

ye-—— = 7
N4
X

wobeiZ eine Varietaty eine offene Teilmenge vdhund g ein endlicheMor-
phismus ist.

5. Zusammenhangssatz:Sei X eine Varietéat tibeiK, die in einem abgeschlosse-
nen Punkt: normal ist. Weiters sef : Y — X ein birationaler Morphismus.
Dannistf~!(z) (in der Zariski-Topolgie) eine zusammenh&ngende Menge.

Beweis. Siehe etwa [Mum99]. O
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1.3 Einfuhrung in Standardbasen und Mora’s Tangentialkegel Al-

gorithmus
Eine Monomordnungauf der MengeN™ x {1,...,s} ist eine totale Ordnung,, auf
N™ x {1,..., s}, die mit der Addition inN™ vertraglich ist und die keine unendlich

absteigenden Folgen zulasst. Man nennt eine derartige Ordiradgiert, wenn fur
alle (o, 1), (B,m) € N* x {1,...,s} gilt: |a] < |G| impliziert (a,1) < (8, m).
Eine Erweiterung<. von <,, ist eine Monomordnung aufi"*? x {1,...,s}, de-
ren Einschrankung adfi” x {v} x {1,...,s} flr alle y € N? mit der von<,, auf
N™ x {y} x {1,..., s} induzierten Ordnung tbereinstimmt.

Wir identifizieren Monomordnungen ad¥* x {1,..., s} immer mit der zugehdrigen
Ordnung der Monomvektoren i [x]°.

Der Initialmonomvektoin(g) eines Potenzreihenvektags= >, ; caz®e; € K[z]°
bzgl. <, ist jener Vektore,; 2 e; der Entwicklung vory, der bzgl.<,, minimal ist, d.h.,
der den inN™ x {1,..., s} kleinsten Exponentefr, ) von g besitzt. Im Folgenden
nehmen wir an, dass¥e; in der Entwicklung vory Koeffizient1 hat. Dann schreiben
wir g alsg = x®e; — g und nennerg denRestvon g.

Fur einen Untermodul C K[z]® definieren wir deninitialmodul bzgl. <,, als je-
nen Untermodul i) von K [z]*, der von den Initialmonomvektoren aller Elemente
von [ erzeugt wird.

Fir eineK-AlgebraR mit K [z] C R C K[z] definieren wir
Rige = Ripm = { ——a,b€ R,bem
loc -— l14m — 1+b7 ) ) )
wobeim =K[x] <$1, . ,iL’n> N R.

Definition 1.7. Sei R® dass-fache kartesische Produkt des Rindemiit K[z] C R C
K[z]. Weiters seied ein Untermodul vorR® und{gy, ..., g,} C I. Wir sagen:

e g € R°\ {0} hat eineR-Standarddarstellunglurch{g, ..., g}, falls g eine
Darstellung der Form
9=> hig

mit ; € R* und in(h;) - in(g;) > in(g) fir alle: besitzt.

e Ein Element: € R? ist eineR*-Normalformvong bzgl.{g1,..., 9.}, fallsg—h
eine R-Standarddarstellung durdlgy, . . ., g.-} besitzt und entwedeér = 0 oder
in(h) ¢ (in(¢g1), - -.,in(g,)) gilt. Dann schreiben wih € NF(g, {91, ..., 9.}, R®).

e {g1,...,9-}isteineR*-Standardbasison/, falls die Meng€{in(g1), . . . ,in(g,)}
den Initialmodul if{I) erzeugt.

Bemerkung.Der folgende wichtige Satz aus der Theorie der Grobnerbasen fir Poly-
nomringe liefert einen effektiven Test auf Idealzugehdrigkeit:

Satz1.11 Seig € KJz] ein Polynom,I C K]Jz] ein Ideal und{gs,...,g.} eine
Grébnerbasis vord. Dann gilt:

0 ist eine Normalform vog bzgl.{¢1,...,9,} < g€ 1,
g besitzt eine vonf verschiedene Normalform bzdl;, ..., 9.} < g ¢ I.
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Ein &hnliches Resultat gibt es auch im Falle von Standardbasen. Jedoch tritt dort neben
den beiden obigen Fallen noch ein dritter Fall auf, namlich jener, dass keine Normal-
form vong bzgl. der Standardbasfg;, . . ., g, } existiert.

Beispiel 1.14.Seienn = 1, g := x—22%,g := zund[ := (g;) C K|[z]. Dannist{g; }
eine Standardbasis des IdealKlarerweise giltr ¢ (x — ). Daher existiert keine
K [z]-Standarddarstellung vapdurch{g; } und0 ist keine Normalform vory bzgl.
{g1}. Dartiber hinaus ergibt sich fur eine Normalfohne K|[z]\ {0} ausz —h € {(g1)
durch Auswerten if): h(0) = 0, also in(h) € (in(g1)). Daraus folgt aber, dagskeine
K|[z]-Normalform bzgl{g: } besitzt.

Definition 1.8. Wir sagen, dass der Modiit®* die EigenschaffNF) besitzt, falls fir
alle {g1,...,9-} € R*undg € R?® eine R*-Normalform vong bzgl. {g:,..., 9}
existiert.

Satz 1.12.SeiR* ein Modul, der die Eigenschaft (NF) hat. Weiters sele@ R® ein
Untermodul und= C I eine Standardbasis vah Dann gilt:

1. Firjedesf € R? gilt: f € I < NF(f,G,R*) =0.

2. Ist J C R® ein Untermodul mit/ C I, dann folgt aus if/) = in(J) bereits
I=J.

Beweis. Vergleiche [GP02]. O

Satz 1.13.SeiR? ein Modul, der die Bedingung (NF) erfullt. Weiters seign. . . , g, €
R undI = {gi,...,9-) € R*. Dann sind folgende Bedingungen &quivalent

1. {g1,...,9,} ist eineR*-Standardbasis vo.
2. Jedey € I besitzt eineR-Standarddarstellung durcfys, . . ., - }.
3. Furalle g € I gilt: NF(g,{91,--.,9-}, R®) =0.
Beweis. Vergleiche [GP02]. O

Aus den letzten beiden Satzen erhalt man, falls man Standandardbasen von Untermo-
duln und Normalformen von Elementen effektiv berechnen kann, einen Test auf Zuge-
horigkeit zu einem Untermodul.

Fortsetzung von Beispiel 1.14Wir haben gesehen, dass (§F{g: }, K[z]) = 0 ist.
Daher erfullt der Ringi [x] die Bedingung (NF) nicht! Dartiber hinaus gilt iKi[x]:
{¢1} ist eine Standardbasis des Idedls= (g) = (g, 1), ohne Uberhaupt eine Basis
davon zu sein ung € J, obwohlg keine K [z]-Standarddarstellung durdl, } besitzt.
Im Potenzreihenring<[z] gilt (g) = (g,91) = (¢91) und somit istg; eine Stan-
dardbasis vor/. Weiters istz = (} ;2 z")g1 eine K [z]-Standarddarstellung von
g durch {¢g,}. Damit hatg eine K[z]-Standarddarstellung durcfy;} und es gilt

0 € NF(g,{91}, K[x]). AuRerdem wirde aus € NF(g,{g1}, K[z]) \ {0} wie-
der h(0) = 0 folgen, also itih) € in(I), was ein Widerspruch wére. Daraus folgt:
NF(97 {91}7 K[[l‘]]) = {O}

AuRerdem, d& .~ z' = ﬁ € K[x]io. gilt, folgt mit demselben Argument: NE, {91}, K[2]i0c) =
{0} undg = L - g1 ist eineK[z];o.-Standarddarstellung durly, }.

Der folgende Satz zeigt, dass das obige Beispiel verallgemeinert werden kann. Er wird
in Kapitel 6 ein wichtiger algorithmischer Bestandteil sein.
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Satz 1.14.(Tangentialkegel-Satz und -Algorithmus)
1. K[z]; . erflllt die Bedingung (NF).
2. In K[z];,. sind die Bedingungen 1.,2. und 3. des letzten Satzes aquivalent.

3. SeienG, Fy, ..., F, € K[z]; . gegeben. Dann existiert ein endlicher Algorith-

loc

mus ("Tangentialkegel-Algorithmus”), der

(a) Polynome/ undH berechnet, sodags eine Einheit inK [z];, . undU ' H
eine K [x]; .-Normalform vonG durch{Fy, ..., F;} sind.

loc
(b) Polynomesy, ..., G, berechnet, sodadgs, . .., G, } eineK|[z]; .-Standardbasis
von(Fy,..., F)ist.

(c) entscheidet, old&f € (F}, ..., F}) gilt.
Beweis. Vergleiche [MPT92]. O
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1.4 Babylonische Division

Die Babylonische Division ist eine Variation der euklidischen Division fiir Polynome,
die im Artikel [ACJHDb] entwickelt wurde. Der Unterschied zur euklidischen Division
besteht darin, dass man allgemeinere Leitmonome zuldsst: Im Falle der Babylonischen
Division missen diese nicht maximal bzgl. einer Monomordnuryirsein.

Ich werde in diesem Abschnitt kurz die Schreibweisen und Ergebnisse von [ACJHb]
zusammenfassen.

Definition 1.9. Der Untermodull von K [z]* erfullt Hironaka's Box-Bedingunfzgl.
<y, wenn cdl) ein kartesisches Produkt von direkten Summen von endlichen freien
monomialenK [z, . . ., z;]-Moduln ist, d.h.

CO(I) = H @;L:o Drezy, K[['rlv s 7'%'47‘]] -’
=1

mit endlichen Mengett;; C N™.

Definition 1.10. PolynomvektorenP;, ..., P. € K|[z]® bilden eineJanet-Basis mit
Reichweitemy, ..., n, < n, wenn der durchPy, ..., P, erzeugte Untermodul von
K|z]® gleich der direkten Summej_, K[z1,...,2,,] - Py ist.

Bemerkung.Im Potenzreihenfall gilt die analoge Definition.

Janet-Basen verfeinern die Definition von Grébner- bzw. Standardbasen. Theorem 2 in
[ACJHDb] besagt, dass sie durch Hinzunahme (zur Grébner- bzw. Standardbasis) von
geeigneten monomialen Vielfachen konstruiert werden kann.

Definition 1.11. Man nennt Monomvektoren®te;, ,--- , % ¢;, mit (o, ) im Tré-
ger von P, Leuchttirmefur P, ..., P. bzgl. der Reichweitem, ..., n,, wenn die
e ,...,x% e, eine Janet-Basis mit Reichweiten, ..., n, des von ihnen er-
zeugten monomialen Untermodulg von K[z]* bilden und wenn die Restg;, =
x** e, — Py, fur alle k im kanonischen direkten monomialen Komplemenr{t\d9 von
M in K|z]® liegen.

Seien PolynomvektoreR,; € K|x]|® der Form

S

X «
Py =a% — E E Cal,ym® em = %€ — Py

m=1~eNn

mit Leuchttirmenc®e;, Reichweitem,,; und Koeffizientere,; ., € K gegeben, wo-
bei (o, 1) in einer endlichen Teilmengeé vonN" x {1,..., s} variiert.

Weiters seient = U, ey (e + N™) x {{} und FF = (N" x {1,...,s}) \ E,
sodassVl = @(qnevK[T1,... Tn,,] - 2% und N = co(M) aus Polynomvektoren
in £ bzw. F" bestehen.

Definition 1.12. Die Babylonische Divisioreines Vektors? € K[z]® durch dieP,;’s
bzgl. der Leuchttirme“¢; und der Reichweitem,,; besteht darin, dass man jeden
Monomvektorz?e; in der Entwicklung vonP durch ein monomiales Vielfaches des
RestesP,; ersetzt.

Genauer: Seip, 1) im Trager vonP, dann liegt(p, [) entweder inF’ (wobeiz’e; dann
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nicht ersetzt wird) oder irE. Liegt der zweite Fall vor, so existiert ein eindeutiges
(o, 1) € V, sodasgp, ) der Menge(a + N™=t) x {l} angehdrt. Dann schreiben wir
p = a+ v mitv € N Nun ersetzen wir irP jedesz?e,, fiir das(p,l) € FE gilt,
durch den Polynomvektar” - (Py + Poy) = 2% - Py + > 0, >, CalymTT TV €.
Dies liefert uns ein neues PolynoRt = P — a¥ - P,; € K|[z]*.

Dann wenden wir den Substitutionsprozess Bufan und erhalten sukzessive Poly-
nomvektorenP”, P, usw.

Der Algorithmus terminiert fuk € N, falls der Tréger jenes PolynomvektaPs*),

den man nach derh-ten Substitutionsschritt erhalt, ganz iliegt. (In diesem Fall

kann keine weitere Substitution mehr durchgefiihrt werden.) Man kann zeigen, dass
dies der Fall ist, wenn der ModW/ = ©, ey K[21,. .., %n,,]| - %¢; Hironaka’s
Box-Bedingung erfullt.

Satz 1.15. SeienP,; mit (a,l) € V C N" x {1,...,s} eine endliche Menge von
Polynomvektoren id([x]* mit Leuchttirmer:®e; und Reichweitem,,;. Wir nehmen

an, dass der monomiale ModM = &, jyev K21, ..., Tn,,] - 2% Hironaka’s Box-
Bedingung erfillt. Dann terminiert die Babylonische Division jedes Polynomvektors
P € K|[z)* durch dieP,;’s bzgl. der Leuchttirme®e; und der Reichweiten,,; in
endlich vielen Schritten und liefert uns eine Zerleguhg= > A, P, + R mit ein-
deutigend,; € Klz1,...,z,,,] undR € co(M). Speziell gilt: DieP,,’s bilden eine
Janet-Basis mit Reichweiten,;.

Beweis. Siehe [ACJHD]. O

Beispiel 1.15. Wir werden die Babylonische Division anhand eines einfachen Beispie-
les demonstrieren: Betrachte jenes Idedifx, y], das von den folgenden Polynomen
erzeugt wird:

Pl = .1/3 - 1'4,
P, = m2y2 -z,
Py = 2%y —ay® -2’

Wir verwenden eine Monomordnung, aufN?, die durch eine Linearform : N> —

R mit Komponenterk = (1,1+4), wobeié > 0 geniigend klein gewahlt wird, gegeben
ist. Auf jener Region voiN?, die wir betrachten werden, stimmt diese Monomordnung
mit der graduierten lexikographischen Ordnung mit y Uberein. Die Initialmonome
sind dann

Ml = yS’
My = 2%
Ms; = 2%y

Die zugehorigen Reichweiten siggd1 und 1. Daraus ergibt sich
in(l) = K[z,y]y* ® K[z]2*y® @ K[z]zy
mit direktem kanonischen monomialen Komplement
co(l) = K[z] ® Ky ® Kzy ® Ky* & Kay®.
Py, P, und P;5 sind Polynome mit Leuchttirmeh/,, M-, M3 und Reichweiterz, 1,

1. Weiters erfiillt! Hironaka’s Box-Bedingung. Damit sind alle Voraussetzungen des
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letzten Satzes erfiillt.
Wir wollen nun
P =yt
durch P, P, und P3 bzgl. der Leuchttirmé/,, M,, M3 und der Reichweitef, 1, 1
babylonisch dividieren. Dabei erhalten wir

o= yeyP

P+ zty

P 42?2ty
P42 Py ady? 42T
-P1+x2~P3—|—a:-x2y2+x7
“Pi+ax? - Pyda-Py+a” 4 2P

|
S - B

mit RestR = 27 + 2% € co(I).
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2 Der Ring der algebraischen Potenzreihen

In diesem Abschnitt sei stet&§ = R oder C. Weiters seien: = (z1,...,z,) und
Y= (Y1, Yp)-

2.1 Algebraische Potenzreihen
Zur Erinnerung:

Definition 2.1. Eine formale Potenzreihg € K[x] heil3talgebraisch wenn es ein
Polynom

P(z,t) = ap(@)t? + a1 ()P~ + ...+ ap_1(2)t + ap(z) € K]z, 1],
P # 0 gibt, sodas®(z, f(x)) = 0.

In anderen Worten:Algebraische Potenzreihen sind gerade jene Elementdor),

die algebraisch UbeK [z] sind. Damit bilden sie (nach den Eigenschaften von alge-
braischen Erweiterungen) einen Ring - deing der algebraischen PotenzreihéMir
werden ihn im Folgenden miY,,, K (x) oderK (x4, ..., x,) bezeichnen.

Es gilt: Ist f eine algebraische Potenzreihe rfii0) # 0, dann ist auclty := %
eine algebraische Potenzreihe. '
Denn: Da f eine algebraische Potenzreihe ist, existiert ein ¥a@rschiedenes Po-
lynom P(z,t) = ao(x)t? + ... + ap(z) € K[z, t] mit P(z, f(z)) = 0. Dann gilt
fur Q(z,u) = ay(x)uP + ap—1(z)uP~! + ... + a1(z)u + ap(z) € K|z, u] jedoch:
Q(z,g(x)) = 0. Und damit isty eine algebraische Potenzreihe.

Daraus folgt, dass all¢ € K (x) mit f(0) # 0 in K(z) Einheiten sind. Somit ist der
Ring der formalen Potenzreihen ein lokaler Ring mit maximalem Ideal

{f € K{x); f(0) = 0}.

Satz 2.1. (M. Artin’s Approximations-Satz) Seim das maximale Ideal eines Ringes
von konvergenten Potenzreihen uhdias maximale Ideal des zugehdrigen Ringes von
formalen Potenzreihen. Weiters gei= (fi1, ..., fq) € K{z,y}? mit f(0,0) = 0.

Dann gilt: Istg(z) = (g1(z), ..., dq(z)) € K[x]? eine Losung des Systerfig, y) =

0, dann existiert fur jedea € N, o > 1, eine Lésungy(z) = (g1(z),...,g94(x)) €
K{z}?von f(x,y) = 0 mit

Beweis. Siehe etwa [Rui93]. O
Folgerung 2.1. Jede algebraische Potenzreihe ist konvergent.

Beweis.Fir jede algebraische Potenzreifi@xistiert ein von0 verschiedenes Poly-
nomP € K|z, t] mit P(z, f(z)) = 0. (Ist P(0,0) # 0, so setzeP := P - t. Fir P gilt
klarerweiseP(0,0) = 0, P # 0 und P(z, f(x)) = 0.) Nach Artin’s Approximations-
Satz (vgl. Satz 2.1) existiert dann fiir jedeg N, o > 1, eine konvergente Potenzreihe
fa(z) € K{x}, deren Taylorentwicklung bis zum Gradmit jener vonf(x) Uberein-
stimmt und dieP(z, fo(x)) = 0 erfullt. Waren nun allef,, verschieden vory, so
hatte die polynomiale GleichunB(z,¢) = 0 unendlich viele verschiedene Losungen
in K [«], was unmdoglich ist. O
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Beispiel 2.1. Es ist klar, dass die Potenzreihe
f=3a"
k>0

(als Teilreihe der geometrischen Reihe) fit < = < 1 konvergiert. Weiters kann
man zeigen, dasgkeine algebraische Potenzreihe ist.

Damit gilt:
K(z) C K{z} ¢ K[z].
2.2 Substitution

Seieny = (y1,...,Yp) Undt eine weitere Variable. Weiters s&i € K[z][t] ein¢-
reguléres Polynom vom GradMit F' bezeichnen wir im Folgenden den algebraischen
Abschluss des Quotientenkorpers \iifiy]. Sei¢ € F eine Nullstelle vorp.

Fir f(y,t) € Kly,t] seiR(y,t) € KJy][t] der Rest der formalen Division vofi
durch P bzgl. dem Initialmonont?. Wir setzen

f(y,§) = R(y,€) € F.
Lemma 2.2. Es gilt:
1. Die Abbildungf(y,t) — f(y,¢) ist ein K-Algebrenhomomorphismus.
2. Ist f € K{y,t)und f(y,&) = 0, dann ist algebraisch Ubef([y].

3. Ist f € K(y,t) und¢ algebraisch Gbei [y], dann istf(y, ) auch algebraisch
tber K[y (d.h. f(y, &) € K(y)).

Beweis. Vergleiche [Rui93]. O
Satz 2.2. Seienf, g1,...,9, € Nmitg1(0) = ... = ¢,(0) = 0. Dann liefert die
Substitutionf (g1, . . . , g») wieder eine algebraische Potenzreihe.

Beweis. Zuerst nennen wir einige Variablen um, indem wir(z), ..., g.(z) schrei-

ben. Dann betrachten wir die Division
f(@) = Q(z,2)(xn — gn(2)) + R(z, 71, ., Tn-1),

wobeiR(z,x1,...,2n-1) € K[z1,...,2,-1]. Damit gilt:

fl@r, .. xn_1,90(2)) = R(z, 21, ..., Tp—1).
Nun liegt mit

y=(z,21,...,%n-1),t = xpn, P =z, — gn(2),& = gn(2)

dieselbe Situation wie in Lemma 2.2 vor. Damit gilt:

flx1, . @no1,0n(2)) € K{z,21,...,Zp_1).
Wiederholt man dasselbe Argument weitere- 1 mal, so ist die Aussage des Satzes

bewiesen. O
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2.3 Ableitung

Satz 2.3. Die partiellen Ableitungen einer algebraischen Potenzreihe sind wieder al-
gebraische Potenzreihen.

Beweis.Seif € N,, und

P(z, f(z)) = ao(z) f(x)’ + ...+ ap(z) = 0.

Leiten wir diese Gleichung partiell naeh ab, so ergibt sich

P . ' p—1 |
0= (P, 1) = D2 9 4 2L N o g it
J ¢ j=0

- 8352 — 8z2

()

Wahlen wirP mit minimalem Grad, so ist die Sumn(€) ungleich null. (Denn wére sie
null, so wiirde fitP(z,t) = 9, f - X0~ (p — j)a; (z,t)t? 71 gelten:P(x, f(z)) =
0 und degP) < deg P), was ein Widerspruch zu unserer Wahl vBrist.) Da die
Ableitungend,,, a; dera;’s wieder Polynome sind, ist die Potenzrethe f algebraisch
UberK (x)[f] und folglich auch Ubef (x). O

2.4 Divisionssatz fur algebraische Potenzreihenvektoren (Existenz)

Dazu wiederholen wir zuerst den Divisionsatz fiir formale Potenzreihen von Grauert-
Hironaka-Galligo (vergleiche etwa [Hir77]).

Satz 2.4. Seil ein Untermodul vori [z]* mit Initialmodul in(1) bzgl. einer Monom-
ordnung<, aufN" x {1, ..., s}. Weiters sei c@l) das kanonische direkte monomiale
Komplement von ifT) in K[x]°. Dann gilt:

I ®co(l) = K[z]°.

Wird der Untermodul vongy, ..., g. € K[x]® erzeugt, so folgt aus dem letzten Satz,
dass jeder Vektof € K[z]* eine Zerlegung der Form
F=) arg+c
k

mit einem eindeutigen € co(!) besitzt. Die Potenzreihenentwicklungen der Quotien-
tena; und des Resteskdnnen bis zu einem beliebigen Grad durch einen endlichen
Algorithmus berechnet werden. Der Regt unabhangig von der Wahl ven, . . ., g,
(aber abhangig von der Monomordnugg).

Aus dem letzten Satz folgt weiters:

Korollar 2.3. Seien!, J Untermoduln vorK [z]* mit J C I undin(J) = in(I) bzgl.
einer Monomordnungc,, aufN™ x {1, ..., s}. Dann gilt bereitsJ = I.

Die Existenz des Divisionssatzes firr algebraische Potenzreihen wurde urspriinglich
von Hironaka fiir Ideale, die die Box-Bedingung erfiullen, bewiesen. Vergleiche [Hir77].
Wir formulieren den Satz hier fir Moduln:
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Satz 2.5. Seil ein Untermodul vorK [z]*, der von algebraischen Potenzreihenvekto-
ren erzeugt wird. Angenommeh erfiillt Hironaka’s Box-Bedingung bzgl. einer Mo-
nomordnung<, aufN" x {1,...,s}. Dann ist fur alle algebraischen Potenzreihen-
vektorenf € K[x]* der Resic der formalen Potenzreihendivision vgndurch I ein
algebraischer Potenzreihenvektor.

Der letzte Satz impliziert, dadseine reduzierte Standardbasis, bestehend aus algebrai-
schen Potenzreihenvektoren, besitzt.

Lasst man Hirnoka’s Box-Bedingung weg, so ist der Redr Division im Allgemei-

nen nicht mehr algebraisch. (Dividiere zum Beispigldurch (z — y?)(y — 22) =

xy — 23 — 3 + 2%y? mit Initialmonomay.)

In Kapitel 7 werden wir eine konstruktive Version von Satz 2.5 beweisen.
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3 Codes von algebraischen Potenzreihen

Im Folgenden seK stets ein Korper der Charakteristik Weiters seien die Variablen
x = (x1,...,x,) UNdy = (y1,. .., y,) fixiert.

3.1 Definition eines Codes

Definition 3.1. Ein Muttercode (inx undy) ist ein polynomialer Zeilenvektoll =
(Hy,...,Hp) € K[z,y]” mit H(0,0) = 0, dessen Jacobi-Matrik,H bzgl.y in 0
invertierbar ist, d.h.

DyH(0,0) € Gl,(K).

Die Invertierbarkeit vonD, H(0,0) kann auch folgendermafen umformuliert wer-
den: Fur jede gradkompatible Monomordnung Béfwird das Initialideal des Ideals
(H1(0,y),...,Hpy(0,y)) C K[y] vonya,...,y, erzeugt. Daher existiert ein linearer
Koordinatenwechsel in deg’s, sodass das Initialmonom (if;(0,y)) von H;(0,y)
furallel < i < p gleichy; ist.

Der Babyreihenvektoeines Muttercoded/ € K|z, y|P ist gerade jener Vektot =
(h1,...,hy) € K[z] mit h(0) = 0, der die eindeutige Lésung von

H(z,h(z))=0

ist. Also isth durch H bestimmt. Existenz und Eindeutigkeit vénsind auf Grund

des Satzes Uber implizite Funktionen fur formale Potenzreihen gesichert. Es gilt sogar,
dass die einzelnen Komponentendes Babyreihenvektors auf Grund des Satzes tiber
implizite Funktionen fir algebraische Potenzreihen (vgl. [Art69]) wieder algebraische
Potenzreihen sind.

Ein Vektor von algebraischen Potenzreitieg= (hq,...,h,) € K[z]? heillt einBa-
byreihenvektarwenn es einen Muttercodé € K|z, y]? gibt, derh definiert.

Ein Vatercodeist ein VektorG = (Gy,...,G,) von PolynomerG, € K|z,y]®. Er
unterliegt keinen weiteren Bedingungen.

Ein Familiencodest ein Paa(H, G), wobei H € K|z,y]? ein Muttercode undz €

K[z, y]**" ein Vatercode in denselben Variablen sind.

Man sagt, dass die algebraischen Potenzreihenvekgoren , g, € K[z]* denFami-
liencode(H, G) € K[z,y]P x K[z,y]**" haben, wenn fir allé < k& < r gilt:

gk = Gi(z, h(z)) € K[x]°,

wobeih € K[z]? der durchH definierte Babyreihenvektor ist.

3.2 Existenz und Konstruktion eines Codes einer algebraischen Po-
tenzreihe

Satz 3.1. Fir jede algebraische Potenzreigec K[z] kann man aus einer algebrai-
schen Relatio®P(z,t) = 0 fiir g (d.h. P(z, g(x)) = 0) und der Taylorentwicklung von
g bis zu einem genligend hohen Grad einen Familien¢ca€r) € K|z, y)? x K|z, y]
vong konstruieren.

Beweis. Vergleiche auch Appendix in [AMR92].
Betrachte die algebraische Menge

V= {(z,t); P(z,t) = 0} C A% x Ag = ATHL,
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Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir voraussetzen,flaseduzibel

ist. Ist dies nicht der Fall, so faktorisieren wi; und da wir die Taylorentwicklung von

g bis zu einem genligend hohen Grad kennen, kénnen wir leicht feststellen, welcher der
Faktoren vonP die algebraische Potenzreihals Nullstelle hat. Weiters kénnen wir
ohne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, dass die algebraische Potenzreihe
keinen konstanten Term hat, d.i(0) = 0 ist, und dass = (0, 0) ein Element vorl/

ist, d.h., dass auch keinen konstanten Term hat.

Auf Grund von Satz 1.6 existiert die Normalisierung vignin K (V') (und diese ist

bis auf Isomorphie eindeutig), d.h. es existiert eine algebraische normale Nfeage
AP mit K(U) = K(V) und ein endlicher birationaler Morphismus: U — V.

Auf Grund von Satz 1.8 wissen wir, da§swieder eine affine algebraische Varietat ist.
Daher kénnen wir eine Einbetturig C A’ wahlen, sodass : U C AP — V C

A" durch die Projektion : AP — AT (2,41, ..., y,) — (x,y1) induziert

wird.

Seienfy, ..., By, € K[z,y1,. . .,y,] definierende Gleichungen fuF, d.h.

KUl =Kz, y1,...,yp)/{F1, ..., Fm).
Wir betrachten nun die folgende Auswertungsabbildung:
¢: A — V CAY 2 — (2,9(2)).

Auf Grund der universellen Eigenschaft der Normalisierung (vgl. Satz 1.7) existiert
eine regulare Abbildung’ : A% — U, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

U—= sV

i

n
A&K

Nun lokalisieren wirl” und U in den Punkterm = ¢(0) = (0,0) € V C A% bzw.
b= ¢'(0) € U C A%™P. Bezeichnen wir jetzt die Komplettierungen vbhC A’
inaundU C A" in b mit V bzw. U, so ergibt sich (vgl. Satz 1.2) das folgende
kommutative Diagramm:

U——=V
|/
K

4

&
AT

Auf Grund von Zariski’'s Main Theorem (Satz 1.1O)ﬁAz§eine irreduzible:-dimensionale
Varietét. Diese enthalt den Graph voh der aber eine-dimensionale Mannigfaltig-
keit ist. Somit istU selbst glatt.

Daher hat die Jacobi-Matrix def;'s (1 < i < m) bzgl. y1,...,y, im Punktb
Rangp. Folglich existiererp Linearkombinationerd, ..., H, der Fy, ..., F,, so-
dass(H4,. .., H,) ein Muttercode der algebraischen Potenzrejhien Punktb ist.
Nach Konstruktion gilth; = g. Somit kannG = y; als Vatercode der algebraischen
Potenzreihgy gewahlt werden. Damit haben wir die Existenz eines Familiencodes fur
g bewiesen.

O

22



Bemerkung.Wie man an Hand des Beweises des letzten Satzes sieht, ist es moglich,
den Vatercod&s immer gleichy; zu wahlen. Dann isj gerade die erste Komponente
des Babyreihenvektorsvon H.

3.3 Beispiele
Beispiel 3.1. In diesem Beispiel sei die Potenzreihe
1 1 ) 10 22
g@) =V1+or—1=co——a?+ -2 - —at+ 2%+ — ... cR[z]

3 9 81 243 729

gegeben. Diese ist eine algebraische Potenzreihe, denn fur
Pla,t)=(t+1° -2 -1=*+3t>+3t -z

gilt P(x, g(x)) = 0. Weiters isty eine um0 zentrierte Potenzreihe, dep(0) = 0. Um
einen Code fuy zu finden, betrachten wir den Ring

R:= Kz, t]/(t® 4+ 3t + 3t — 2).

Abbildung 1:€ = V(P(z,t)).

Der RingR ist normal, denn die ebene Kurve
€:=V(P) C R?
(siehe Abbildung 1) ist auf Grund von
grad P(z,t)) = (—1,3t* + 6t + 3) # (0,0) V(z,t) € R?

nichtsingular und damit nach Korollar 1.8 normal. Also dilt= R.
Nach dem Beweis des letzten Satzes ist daher

H = »+3y>+3y—uz,
G =y

ein Code fir die algebraische Potenzrejhe
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Probe: H = 3 + 3y? + 3y — z erfiillt alle Voraussetzungen fir einen Muttercode,
dennH (0,0) = 0 und

DyH(0,0) = (3y* + 6y + 3)(0,0) = 3 € Gl (R).

Weiters definiert? auf Grund der Bedinguny(0) = 0 eindeutig den Babyreihenvek-
tor h(z) = v/1+ = — 1. AuBerdem gilt:

G(z,h(z)) = h(z) = g.
Damitist(H, G) = (y* + 3y® + 3y — =, y) ein Familiencode fuy = ¢z + 1 — 1.

Beispiel 3.2. In diesem Beispiel wollen wir einen Familiencode fur die algebraische
Potenzreihe
1

g(x)::1+13+$2

finden. Offensichtlich isy ist eine algebraische Potenzreihe, dgenflllt P(z, g(x)) =
0 mit

—l=—z+2*—2*+—... e R[z]

Px,t):=(t+ 1)1 +x+2%) —1=tx® +tox +t+x+2°
Weiters giltg(0) = 0. Auch der Ring
R =Rz, t]/{ta* + tz +t + z + %)

ist bereits normal, denn die ebene Kue= V(P) (siehe Abbildung 2) hat keinen
singularen Punkt (grad(z,t)) = (2tx+t+1+2z, 22 +2+1) # (0,0) V(x,t) € R?)
und ist damit nach Korollar 1.8 normal.

Abbildung 2:D = V(P(x,t)).

Damit ist wiederum? = R und
H = y+yr+y+a+ 2,
G =y
ein Code fir die gesuchte algebraische Potenzreihe.
Probe: H erflllt alle Anforderungen an einen Muttercod&(0,0) = 0 und
DyH(0,0) = (2% + 2 +1)(0,0) = 1 # 0.

Weiters definiertd eindeutig die Babyreihé(z) = — 1 € R[z]. Auch die
BedingungG(z, h(z)) = g(x) ist erfllt.

.
1+z+z2
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Beispiel 3.3. In den letzten beiden Beispielen haben wir gesehen, dass es leicht ist,
einen Code fiur einen normalen Ring zu konstruieren. Daher betrachten wir nun einen
nichtnormalen Ring:
Sei

P(z,t) =t — 2% — 22
Dann hat die ebene Kurve

& =V(P) CR?

(siehe Abbildung 3) im Punkp, 0) einen singularen Punkt (gréél(z,t)) = (—3x2 —
2x,2t)) und damit ist(0, 0) nach Korollar 1.8 kein normaler Punkt véh (Andere

Argumentation: Die Kurvef besteht im Punkt0,0) aus zwei verschiedenen Asten
(vergleiche Beispiel 1.12) und ist daher nach Zariski's Hauptsatz nicht normal.)

Abbildung 3:€ = V(P(z,1)).

Wir wollen nun einen Code fir die Potenzreihe

1 1 1 5
=avlto=x+-2>— 2%+ =2 — 2+ — ...
glx):=zv1l+ux m+2x g% +16:(: 125" + € R[z]
finden. Klarerweise isj eine algebraische Potenzreihe, dererfullt P(z, g(x)) = 0.
Weiters giltg(0) = 0. Die algebraische Potenzreigdst gerade jener Zweig vo8,

derin(0, 0) die Steigungt1 hat (siehe Abbildung 4).

,\\/7/ 7

Abbildung 4:g(z) = 2v1+ z, 2 > —1.

Wie wir schon festgestellt haben, ist

R := R[z,t]/{t* — 2% — 2?)
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kein normaler Ring. In Beispiel 1.2 haben wir gesehen, gass- % ganz UberR ist
und dass

R =R,y y2)/(x+1—y3,y1 + 2 — ) = Ryo]
die Normalisierung vorR ist. Fur den von uns gesuchten Zwegigon € isty, = % in

einer kleinen Umgebung vom Ursprung gleiciDamit erhalten wir im Punktz, y; =
t,y2) = (0,0, 1) folgenden Code fir die algebraische Potenzrgihe

H{ = x—l—l—y%,
Hy, = +y2—y§’,
G = Y1-

Probe: H' = (H{,Hj) = (z 4+ 1 — y3,y1 + y2 — y3) erfullt alle Bedingungen fir
einen Muttercode, denA’(0,0,1) = (0,0) und

0 1 0 1
Dﬁmqmn<4m Lﬁﬁ>@mn<ﬂ J>€GAM.

Weiters ist der Babyreihenvektéf = (hf, h%) durchH'(x, h(x)) = 0 eindeutig be-
stimmt: das Gleichungssystem

r+1-hE = 0,
Ry +hhy —hy =
besitzt die eindeutige Losung
W= (W ) = (xv/TF 2, VI T 2)
mit A(0) = (0, 1). Auch die Bedingund(x, h'(z)) = g(x) ist erfullt.

Suchen wir nun einen Code figrim Punkt(0, 0, 0), so betrachten wir die Taylorent-
wicklung vonH'’ im Punkt(0, 0, 0). Es ergibt sich:

H = z+1-(p+1)°=2—-2y—y3,
Hy = yi+@ya+1)—(y2+1)°=y1 —ys —3y3 — 2o.

Man kann leicht nachpriifen, da&l, G) = ((z — yo + ¥2, 51 — ¥3 — 3y2 — 2u2), y1)
ein Code (im Punk(0, 0, 0)) fur die algebraische Potenzreihe= z+/1 + z ist.

Analog ergibt sich fiir den zweiten Zweig vén also fir die algebraische Potenzreihe
g = —2V1+z,
folgender Code (im Punkp, 0, 0)):

(H",G") = ((x +2y2 — y3,y1 — ¥ + 3y5 — 2y2),y1).

Bemerkung:Wie schon im letzten Abschnitt erwahnt wurde, kann das Computeralge-
brasystenSINGULAR die Normalisierung eines Ringes berechnen:
(Vergleiche [GP02].)
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>LIB "normal.lib”; LIB “surf.lib”;
>ring A=0,(x,t),dp;
>ideal [=t2-x3-x2;
>list nor=normal(l);
'normal’ created a list of 1 ring(s)
>def R=nor[l]; setring R;
>norid;
norid[1]=0
>normap;
normap[1]=T(1)2-1, normap[2]=T(1)3-T(1)

Dies liefert fur die Normalisierung voR := K|z, t]/(t* — 23 — 22):
r:&=A'— & T(1) — (T(1)>-1,7(1)% -T(1)).
Daher gilt
R=K[z,t,T(1)]/{x — T(1)® + 1,t — T(1)® + T(1)) = K[T(1)].
Man sieht also, dass auSINGULAR dasselbe Ergebnis liefert!
Beispiel 3.4. Sei

1 3
g(x) == 231+ 2 + 22 :x3+§x4+ §x5+... € R[z].
Die Potenzreihg ist eine algebraische Potenzreihe, denn fur
Pz, t):=t* =21+ o +2?) =t —2® — 27 — 25

gilt P(x, g(z)) = 0.

Abbildung 5:F = V(P(z,t)).

Weiters gilt P(0,0) = 0. Der Ursprung ist der einzige singulére Punkt der ebenen
Kurve

F=V(P)CR?

(siehe Abbildung 5). Damit isf0, 0) kein normaler Punkt voff. Tatsachlich besitzt
Fin (0,0) zwei verschiedene Zweige. Einer der beiden Zweige ist gegeben durch die
algebraische Potenzreigsiehe Abbildung 6).
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Abbildung 6:g(z) = 23v1 + o + 22,2 € R.

Wir wissen nun, dass der Ring
R :=R[z,t]/(P)

kein normaler Ring ist (wohl aber reduziert). Das Elemgnt= ;—3 € QuotR) ist
ganz Ubet, dennys erflllt die Ganzheitsgleichung? — (1 +x +2?) = 0. Tatsachlich
ergibt sich fur die Normalisierung voR:

R

Rz, y1,y2)/(yi — (1 + 2+ 2%), 45 — 1 —z — 2®,y; — 2°y2)
Rlz,y1,92]/ (Y3 — 1 — & — 2%, 51 — 2°y2)
= Rlz,p]/(ys —1 -z —2?)
Bemerkung:SINGULAR liefert fur die Normalisierung dasselbe Resultat:
V(TP -T@P+T1)+1) SR — 7,
(T(1),T(2) — (T(1),T(1)°T(2)).

Il

Damit ist

H = (95*1*$*$2791*$3y2),
G = Y1

ein Code fir unsere algebraische PotenzrgihBabei muss man jedoch beachten,
dass dieser Code noch nicht zentristt genauer: Da wir nach dem Beweis des letzten
Satzes wissen, dass nach unserer Konstruktion des Codeg, stetg gelten soll, hat
das algebraische Gleichungssyst&rte, h(x)) = 0, d.h.

ya—1l—az—a> = 0,
y1— 2y, = 0,
nur dann eine eindeutige Losung mit(z) = g(x), wennhsy(z) gleichv/1 + x + 22
ist, d.h., wenn wir den Code im Puni@, 0, +1) betrachten! Man kann leicht nach-

prifen, das§H,G) = ((y2 — 1 — x — 22,51 — 2%y2),y1) im Punkt(0,0,1) dann
tatsachlich einen Familiencode fiifz) = x3v/1 + z + 22 darstellt.

Man erhélt einen Code figrim Punkt(0, 0, 0), indem man die Taylorentwicklung von
H im Punkt(0, 0, 0) betrachtet. Es ergibt sich:

H = ((y2+1)?2-1—a -2y — 2y +1))
= (Y3 +2ys —x— 2%y — 2Pyo — 2°),
G = Y-
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Beispiel 3.5.In diesem Beispiel wollen wir einen zentrierten Code fiir die Potenzreihe

1
g:(x2+m)m:x+m2+§$3+ER[[$]]

finden. Klarerweise isy eine algebraische Potenzreihe. Weitergigerade einer der
beiden Zweige der nichtnormalen ebenen Kurve

G =V(t? — (2® + 2)*(1 + 2?))

durch den Ursprung (siehe Abbildungen 7 und 8).

-15 -1 05 _— 05 1

Abbildung 8:G = V(2 — (22 + z)?(1 + 22)).

Wir betrachten dazu den Ring
R =Rz, t]/{t* — (2 + 2)?(1 + 2?)).

Dieser ist reduziert, jedoch nicht normal. Das ComputeralgebrasyRiteauLAR lie-
fert fur die Normalisierung voiR:

71':9 :V($2—y§+l) —’97(35’92) - (xay:23+xy2_y2)
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Abbildung 9:G = V(22 — 32 +1).

Bemerkung:Die Normalisierungi = V(22 —y3+1) von  ist tatséchlich eine normale
ebene Kurve (siehe Abbildung 9). Man kann leicht nachprifen, dass

H = (xz_yg—'_l»yl_yg_ny“!_yZ)a
G = wun
ein Familiencode vog im Punkt(0, 0, 1) und
H = (2% —y5— 2,51 — ¥ — ¥ — Y2 — ),
G = wun

ein Familiencode vog im Ursprung ist.

Beispiel 3.6. Natlrlich kbnnen wir mit demselben Verfahren auch Codes flr algebrai-
sche Potenzreihen in mehreren Variablen konstruieren:

Sei etwa
g(w1, 2, 03) = 21234/ 1 + 2% — 22 € K21, 29, 23].

Dann ergibt sich fiir die Normalisierung des Ringes
R:= K[x17x27x3’t]/<(t + x%)Q - x%xg(l + x%»

mit Hilfe von SINGULAR:

X=V(@i-y+1)CK' — X =V(t+a3)*—ata3(1+a})) C K",
(21,72, 73,92) — (21,72, T3,7123Y2 — 23).

Wie man leicht nachprifen kann, ist also

H = (27 —y5 + 1,41 — 113392 + 23),
G = wn
ein Familiencode vog im Punkt(0,0,0,0,1) € K°. Folglich ist
H = (af —y5 — 2ys, 91 — 2123y2 — 1173 + 3),
G = wn

ein Code vory im Ursprung.
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4 Rechnen mit Codes algebraischer Potenzreihen

Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, bilden die algebraischen Potenzreihen einen Ring.
Weiters ist auch die Komposition von algebraischen Potenzreihen wieder algebraisch.
In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie man diese Verknupfungen mit Hilfe
von Codes durchfihrt.

Betrachtet man mehrere algebraische Potenzrejhen ., g, gleichzeitig, so ist es
vorteilhaft, mit nur einem gemeinsamen Muttercode (und mehreren Vatercodes) fiir al-
le Reihen zu arbeiten. Wie erhélt man aber einen derartigen Muttercode?

SeienH? € K[z,y’]s fur j = 1,...,r die r verschiedenen Muttercodes der alge-
braischen Potenzreihen, ..., g,. Dabei seieny/ = (yi,...,y). ) furj =1,...,r
disjunkte Mengen von Variablen. Dalirekte Produktd der H7's ist durch den Zei-
lenvektorl = (H',...,H") € [[;_, K[z,y’]"" = K[z,y]” gegeben, wobej aus

der Menge alley’ besteht ungp = >°7_, p; ist.

Lemma 4.1. Der oben konstruierte Zeilenvektéf € K|x, y]? ist wieder ein Mutter-
code.

Beweis. Die erste Bedingundi (0,0) = (H',..., H")(0,0) = 0 ist klarerweise er-

fullt, da die einzelnenH"'s diese Bedingung erfilllen. Auch die zweite Bedingung
DyH(0,0) € Gl,(K) ist erfillt, denn die Jacobi-Matri¥, H ist eine Blockdiago-
nalmatrix, wobei die einzelnen Blécke gerade die Jacobi-Matrizen/’(0,0) der
einzelnen Muttercodes sind. Diese sind jedoch nach Voraussetzung im Ursprung inver-
tierbar, und damit ist auck, H (0, 0) invertierbar. O

Weiters gilt: Der durch den Muttercodé/ (x,y) eindeutig bestimmte Babyreihen-
vektorh = (h',...,h") ist gerade die Ansammlung aller Babyreihenvektaién=
(h1,..., 1)) € K[z]? der Muttercodeg?”.

Der Ubergang zum direkten Produkt von Muttercodes ermdglicht uns also, dass die
von uns betrachteten algebraischen Potenzrajhen ., g, alle den gleicheMutter-
codeH (z,y) und Babyreihenvektdi(z) haben.

4.1 Addition, Subtraktion und Multiplikation von algebraischen
Potenzreihen

Gegeben seien zwei algebraische Potenzrejhamd g; in K [«] mit Familiencodes
(H',G') € K[x,y']P* x K[z, y'] bzw. (H?,G?) € K[z, y?]"* x K[z, y?] und ein Po-
lynoma € K|[z]. Weiters seif = (H', H?) der gemeinsame Muttercode der Reihen
g1 und g, (vgl. Konstruktion oben). Dann sind

(H,G*+G?), (H,a-G') bzw. (H,G'-G?)
klarerweise Familiencodes der algebraischen Potenzreihen
g1tg2, a-g1 und g; - go.

Beispiel 4.1. In diesem Beispiel suchen wir einen Code fur die algebraische Potenz-

reihe
g:=22V1+x+52°/1+2(V1+z—1).
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Dazu zerlegen wig in uns bereits bekannte algebraische Potenzreihengd=a -
g1+b-g1- g2 mit

a:=2b:=5z% g :=av1l+x go:=V1+x—1.
Wie wir bereits aus Beispiel 3.3 wissen, ist
(H',G") = ((—y3 — 3y3 — 242 + y1, —¥5 — 2y2 + T), 1)
ein Code fir die algebraische PotenzrejheWeiters ist nach Beispiel 3.1
(H?,G?) = (x — y3 — 3y5 — 3y3,43)

ein Code fir die algebraische PotenzrgjheNach der Konstruktion am Beginn dieses
Kapitels ist

(H,G) = ((—y5 — 395 — 2y2 + Y1, —y5 — 2y2 + =, % — y3 — 3y3 — 3y3), (y1,43))
daher ein Familiencode fiiy;, go) € K[x]?. Folglich ist nach obigen Uberlegungen
(Hy,Gg) = ((—v5 —3y5 —2y2 + 1, —y3 — 2y2 + =, — y5 — 3y3 — 3y3),
2y1 + 52%y1y3)

ein Code fur die algebraische Potenzrejhe

4.2 Komposition von algebraischen Potenzreihen

Gegeben seien algebraische Potenzreijen. ., g,, f mit g;(0) = 0,...,g,(0)
0 und zugehorige CodefH,,,G,,) € Klz,y'Pr x Klz,y'l,...,(Hy,,Gy,)
Klz,y"P» x Klz,y"],(Hy,Gs) € K[z, 2]" x K|z, 2].

Gesucht sei ein Code der algebraischen Potenzreihe

m |l

g, 9n) € K(1,...,70).

Lemma 4.2. SeiH, = (H',...,H") € [T- K[z, y7|Pi = K|z, y]P der gemein-
same Muttercode der Reihen, ..., g, (vgl. Konstruktion am Beginn des Kapitels),
dann ist

H = (Hf(Gy,. -, Gy, 2), Hy(2,y)) € Kz, 2]" x K[z, y]",
G = Gy(z,2) € K[z, 2]
ein Code fir die algebraische Potenzreifg, . . ., gn).
Beweis.Dazu zuerst eine kleine Vorlberlegung: Da (ié,,, Gy, ), ..., (H,,,Gg,.)

Familiencode der algebraischen Potenzreiken. ., g,, sind, missen sie die Bedin-

gung _
Gy, (2, W (x) =g5, j=1,...,n,

erfullen. Wertet man diese Bedingungain= 0 aus, so ergibt sich:
Gy, (0,1h7(0)) = g;(0), j=1,...,n.
Aber es gilth/ (0) = 0 undg;(0) = 0 (vgl. Voraussetzungen). Daraus folgt

G,,(0,0)=0,5=1,...,n.
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Somit ergibt sich futf = (H¢(G1,...,Gn, 2), Hy(x,y)) sofort

H(0,0,0) = (Hs(G1(0,0),...,Gy(0,0),0), Hy, (0,0),..., Hy,(0,0))
= (Hf(0,...,0,0),0,...,0) =0.

Der Polynomvekto#? erfillt auch die zweite Bedingung .,y H (0, 0,0) € Gl -(K)
fur einen Muttercode, denn die Matri . ., H hat folgende Gestalt:

aHf(Gyl (%,9),---,Gg, (T,Y),2) OHy (Ggl (@,9)--,G gy (T,9),2)
— 0z oz
Dy H = oH, () OH,(z.y)
0z oy

Der gemeinsame Muttercodg, der H ;s hangt nicht von: ab und damit isfw =

0. Nach Voraussetzung ist die Untermatﬁm im Punkt(z, y) = (0,0) invertier-
bar. Damit bleibt noch zu zeigen:

5‘Hf(Gg1 (xay)aa" ) GQ" (z,y), Z) S GIT‘(K)
z

Wie wir aber in unserer Voruberlegung gesehen haben,&jj(0,0) = 0, j =
1,...,n, und daraus folgt:

aHf(Ggl (.’ﬂ, y)7 RS ng (l‘,y),Z)
0z

Diese Matrix ist aber invertierbar, dd; ein Muttercode vory ist. Die Bedingung

Gz, h(z)) = f(g1(2); - -, gn())

fir einen Familiencode ist klarerweise erfillt. O

dH(0,...,0,0)

(0.0,0) = ==

Beispiel 4.2. Seienz = (z1, x2, z3) und

f = maxsz\/1+23 — 23,

g1 = x%—l—x%—i—xi
g2 = x3\/1+x1 + 23,
2
— )
g3 = xr1xs + 1 '
Dann sind
(Hy,Gy) = ((a: - 22 229,21 — T1T322 — T1T3 + xg) 21),
(ngGm) = (yl 2 173ay1)
(ng»Gg2) = ((fﬂl - ys - 2y3 +x2,y2 T3 — Y3T3),Y2),
(H937G93) = (yam173 +ya — x23y4)

Codes vorf, g1, g2 undgs. Aus Lemma 4.2 folgt, dass
(H,G) = ((yf — 235 — 220,21 — Y1yaz2 — Y1ya + Y3, 51 — T3 — 45 — a3,
Ty — Y5 — 2ys + a5, Y2 — T3 — Y3¥3, Yar123 + Y4 — 23), 21)
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ein Code fir die algebraische Potenzreihe

2
_ 2 2 2 Lo
flg1,92,93) = ($1+x2+$3)7x1x3+1

xg(l 4+ 2 + x%)

i+ +ad+ad)? -

ist.

Im Appendix sind flir einige weitere algebraische Potenzreihen Codes angegeben.
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5 Codes fur Moduln von algebraischen Potenzreihen

In diesem Kapitel seien algebraische Potenzreifien. ., g, € K[x]* mit zugeho-
rigem MuttercodeH € K|z, y]?, VatercodeG € K|z,y]**" und Babyreihenvektor

h € K[z]P gegeben. (Vergleiche die Konstruktion am Beginn von Kapitel 4 und Lem-
ma4.1.)

Lemma5.1. Seien((y; —h;)-er, gx) und(H; -e;, G, jene Untermoduln vo& [z, y]*,
die von(y; — h;) - e undgg bzw. H; - e, undGi fir1 <i<p,1 <1 <s,1<k<r
erzeugt werden. Dann gilt:

((yi — hi) - e, gr) = (H; - e1, Gi).

Beweis. Sei<,, eine beliebige Monomordnung abif" x {1, ..., s}. Dazu wé&hlen wir
eine Erweiterung<. von <,, auf N**? x {1,...,s}, die bzgl. N? gradkompatibel
ist und diey; < z; furallel < i < pundl < j < n erfillt. Dah; € K[z]
und h;(0) = 0, folgt daraus, dass fur die von uns gewéhlite Termordrufig alle
1<i<pundl <I<sgilt y;-e <cin(h;)-e;. Ohne Beschrédnkung der Allgemein-
heit nehmen wir noch an (vgl. Definition 3.1), dass das InitialmonomAiphzgl. der
Monomordnung<, fiir alle1 < ¢ < p geradey; ist.

Aus H;(z, h;(x)) = 0 ergibt sich, das#; eine Nullstelle vonH, ist, also isty; — h;
ein Faktor vonH,. Daraus folgt H;) C (y; — h;) C K[z, y].

Weiters gilt: Die Initialmodulen vorH;) und (y; — h;) stimmen Uberein, denn sie
werden auf Grund unserer Wahl vene beide vony, . . ., y, erzeugt. Nach Korollar
2.3 folgt daher H;) = (y; — h;).

Man erhdlt die algebraische Potenzreijjg indem man im Vatercodé/;, an Stel-
le von y; die Babyreiheh; einsetzt. Daher sind die Untermodulén, ..., g,) und
(G4,...,Gy) modulo(y; — h;) = (H;) kongruent. O

Im Folgenden werden wiy = (H; - e;, G ), oder auch seine polynomialen Erzeuger
H, -e; undGy, alsCode des Untermoduls= (g;) C K[z]® in K[z, y]® bezeichnen.

Bemerkung.Auf Grund des letzten Lemmas gilt= ((y; — h;) - e;, gx.). Daraus folgt
JNK[z]* =1.

Lemma 5.2. Sei<,, eine Monomordnung adf” x {1,...,s} und <. eine Erweite-
rung aufN"*? x {1, ..., s}, die bzglN? gradkompatibel istund dig;-¢; <. in(h;)-¢;
undy; < zjfirallel < i <p, 1 <1 <5, 1 <5 < nerfillt. Weiters seien
J = (H; -e;,G) undI = (g) Untermoduln vorK [z, y]* bzw.K [z]*. Dann gilt:

in(J) N K[z]* = in(1).

Beweis.Wahle eine minimale Standardbasis vdndie die VektorenH; - ¢; enthalt.
(Dies ist moglich, da nach Voraussetzung e; <. in(h;) - ¢; fur alle: und allel gilt,
und wir 0.B.d.A. i H;) = y; annehmen kénnen.)

Mit G/, 1 < k' < r', bezeichnen wir die restlichen Vektoren dieser minimalen Stan-
dardbasis vou. Aus der Minimalitét folgt, dass deren Initialmonomvektoretific] ®
liegen. Setze nun fir < & < 7': gi = G (z, h(z)).

Auf Grund der Wahl vor<. und der Tatsache, dasg ) ein Element vork [z]* ist
(und die Elementéd; - ¢; und Gy eine Standardbasis vahbilden), ergibt sich, dass
die Initialmonomvektoren voty},, und g, Ubereinstimmen.

Nach Konstruktion gilj,r € J N K[z]* = I. Folglich istg,, eine Standardbasis von
T'und es qgiltifJ) N K[z]* = in(I). O
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6 Konstruktion einer Standardbasis

Das folgende Resultat ist eine direkte Folge aus Mora’s Tangentialkegel Algorithmus.
Es liefert uns ein Verfahren zur Konstruktion des Codes einer Standardbasis eines Mo-
duls, der von algebraischen Potenzreihenvektoren erzeugt wird.

6.1 Konstruktion einer Standardbasis

Satz 6.1. Sei der von den algebraischen Potenzreihenvektgren. ., g, € K[z]*
(die durch ihren Familiencode gegeben sind) erzeugte Untermodukifef*. Weiters

sei eine Monomordnung,, auf N x {1,...,s} gegeben. Dann existiert ein endli-
cher Algorithmus, der aus den Familiencodes gler. . . , g, einen Familiencode einer
Standardbasis von bzgl. <,, berechnet. Speziell ist es also moglich, den Initialmodul
in(I) vonI zu berechnen.

Beweis. Die algebraischen Potenzreihenvektogen . . , g, € K [z]* seien durch Mut-
tercodeH € K|z,y|?, VatercodeZ € K|z, y|**" und Babyreihenvektol € K[z]?
gegeben. Wir erweitern nun die Monomordnuag auf eine Monomordnunegr. auf
NP x {1,..., s}, die aufN? gradkompatibel ist und die fur allep undj, y; - e; <c
in(h;) - e; undy; < x;, erflllt.

DaJ = (H; - e;,Gx) von Polynomen erzeugt wird, kdnnen wir Mora’s Tangential-
kegel Algorithmus verwenden, um eine polynomiale Standardbasig vnkonstru-
ieren. Wie in Lemma 5.2 kdnnen wir eine minimale Standardbasis wahlen, die aus
den VektorenH; - e;, mit in(H; - ;) = y; - e;, und weiteren polynomialen Vektoren
Gy, ...,Gp € K[z,y)*, mit Initialmonomvektoren irk [z]*, besteht. Wir setzen nun
fir 1 < k' < r': g = Gy (z, h). Dann bilden dig3,, .. ., G,» gerade den Vatercode
der algebraischen Potenzreihenvektayen. ., . Auf Grund von Lemma 5.2 bilden
die gx/'s eine Standardbasis des Modiils O

6.2 Beispiele

Beispiel 6.1. In diesem Beispiel wollen wir zeigen, dass

x
g1 = w13/ 1+ aF — 13, g2 1= —_—
\/1+IL'1£L'2

bereits eine Standardbasis bzgl. der graduiert lexikographischen Orenuagf N3
mit z; <, 2 <, x3 des von ihnen erzeugten Ideals

I={g1,92) = (z123\/1 + 2% — 2

2 L3
,—————) C K[x1, 29,7
2 1+$1£C2>_ [[1 2 3]]

bilden. Man kann leicht nachprifen, dass

1 1
((H117H21)aG1) = ((Z/l — X1T3Y2 — T1X3 + xi,yz - 595% + 53/%)7311),
1 1
((H127H22)7G2) = ((y3+ysya — 3,91 + 5@/2 - 5371%2)7313)

Codes der algebraischen Potenzreihgry, € K|x1, z2, 23] sind. Wir erweitern die
Monomordnung<,, auf die graduiert lexikographische Ordnurg auf N3+4 mit
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Y1 <e Yo <e Y3 <e Ya <: 1 < T2 <. x3. Die Ordnung<. erfillt die Voraus-
setzungen von Lemma 5.2. Daher betrachten wir nun das folgende Ideal

J = <H113H213H12’H22’G17G2> c Kﬂ$17$2,$3,y1,y2,y3,y4}]-

Dieses Ideal wird von Polynomen erzeugt und somit kdnnen wir Mora’s Tangential-
kegel Algorithmus zur Berechnung einer StandardbasisA@arwenden. Da Mora’s
Tangentkegel rechnerisch recht aufwendig ist, er ab8miGULAR implementiert ist,
werde ich dies fiir die Berechnung einer Standardbasis/voiitzen:

>ring R=0,(y(1..4),x(1..3)),ds;

>poly  H11=y(1)-x(1)*x(3)*y(2)-x(1)*x(3)+x(2)*X(2);

>poly H12=y(2)-1/2*x(1)*x(1)+1/2*y(2)*y(2);

>poly H21=y(3)+y(3)*y(4)-x(3);

>poly H22=y(4)+1/2*y(4)*y(4)-1/2*x(1)*x(2);

>poly G1=y(1); poly G2=y(3);

>ideal J=H11,H12,H21,H22,G1,G2;

>ideal Jstd=std(J); Jstd;
Jstd[1]=y(1)
Jstd[2]=y(2)-1/2*x(1)*x(1)+1/2*y(2)*y(2)
Jstd[3]=y(3)
Jstd[4]=y(4)+1/2*y(4)*y(4)-1/2*x(1)*x(2)
Jstd[5]=x(3)-y(3)*y(4)
Jstd[6]=x(2)*x(2)-x(1)*x(3)-y(2)*x(1)*x(3)

Dieser liefert uns folgende Standardbasis vdozgl. <.:
yi, Hy, ys, H3, o3 — ysys, T3 — 1123 — Y221 3.
Man kann leicht nachprifen, dass auch
Hlla H217 H127 H227 T3 — YsYya, 55% — T1T3 — Y2213
eine Standardbasis voh bzgl. <. ist (Hf = 1-y; + 1 (23 — 123 — yow123),
H? =1-y3+ (=1) - (x3 — y3y4)). Diese Standardbasis hat nun die im Beweis von
Satz 6.1 gewlnschte Form. Daher setzen wir wie in den Beweisen von Lemma 5.2 und

Satz 6.1 R o
G = (Gl,G2) = (173 - y3y4,:c§ — X1x3 — y2I1933)-

Dieses(z formt den Vatercode der algebraischen Potenzreihen
g = é(x, h) = (91792) = (Ig — h3h4, I% — 1x3 — h2I1$3)7

die eine Standardbasis véilden. Setzt man nun noéh = gy, ho = —14+/1 + 23,
hs = goundhy = —1 + /T + x5 €in, so ergibt sich

g = (92, —91)-
Damit ist gezeigt, dasg undg- bereits eine Standardbasis vba- (g1, g2) sind.

Beispiel 6.2. Wir betrachten die algebraischen Potenzreipen= x123+/1 + 22 — 23
undg; = z123+/1 + 2% + x3. Klarerweise bilden diese bzgl. der lexikographischen
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Ordnung<,, auf N3 mit 23 < zo < 21 keine Standardbasis des von ihnen erzeugten
Ideals

I ={(g1,92) C K[x1,x2,23].

Daher wollen wir in diesem Beispiel den Code einer Standardbasig bemechnen.
Als Erweiterung von<,, wahlen wir die Blockordnung.= (<, <degies) QUf N3+4,
die durch

w2y’ <2y’ = 2 <2
oder(z® = 2% undy® <gegicx v”)
definiert ist, wobey; <gegicx Y2 <degies y3, d-h.

2 2
Y1 <e Y2 <c Y3 <ec Y4 <c Y] <e Y1Y2 <e Y3 <6---<Ey? <g oo <eg 3 <g...

ey e e TR <o <o

Man kann leicht Uberprifen, dass

1 1
((H117H21)7G1) ((yl + Lg — X113 — T1T3Y2, Y2 + 73/% - 7$%)7y1)3

2 2
1 1
(HY,H3),G*) = ((ys — x5 — 2123 + 2123y, Ys — iyif + iff)»ys)

Familiencodes vol; und g, sind und dass die Monomordnurg die Voraussetzun-
gen von Lemma 5.2 erfillt. Daher betrachten wir das Ideal

J = <H%’H217H]?7H227G17G2>'

Wir erhalten mit Hilfe von Mora’s Tangentialkegel Algorithmus folgende Standardba-
sis vonJ bzgl. <.:

1 1 2 2 2
Hy,Hy, H{, Hy, 123,75 — T1T3 — T1T3Y2-
Dem Beweis von Satz 6.1 folgend setzen wir
~ ~ ~ 2
G = (G1,G2) = (2123, 75 — 2123 — T173Y2)

und

§:=G(x,h) = (v123, 23 — 1103 — B133hs) = (96113, vy — wiwgy/1+ 95%) ~

Nach Satz 6.1 i} eine Standardbasis des IdeBls (v1231/1 + 22 —23, 21203+/1 + 23+
2
x3) bzgl. <. und

~ 1 1
(H,G) = (y2 + iyg - 51"?, (z123,75 — 2173 — T173Y2))

ein Code der Standardbagison I.

Bemerkung.Die Standardbasig von I ist noch nicht reduziert. Die reduzierte Stan-
dardbasis vod ist g’ = (22, 7123).
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Beispiel 6.3. In diesem Beispiel wollen wir eine Standardbasis des von den algebrai-
schen Potenzreihenvektoren

gri=21+o+a2-e+a% e goi=(x+2%) e +avl+a-en

erzeugten Moduld := (g1,g2) C KJ[x]? konstruieren. Dabei sek [x]? mit jener
lexikographischen Ordnung,,= (<;e., C)) versehen, die durch

x%; <y xﬁej <= (2% <jex 2% oderi > 7)

definiert ist. (Dabei bedeuték,.., C), dass zuerst die Initialmonome der einzelnen
Komponenten lexikographisch verglichen werden. Nur im Falle, dass diese Uberein-
stimmen, wird dann der Initialmonomvektor durch die Nummerierung der Kompo-
nenten bestimmt. Flr unsere Monomordnung bedeutet dies zum Beispiel, dass
iN(z-e1+x-e3) =x-eyist.)

Man kann leicht nachprtifen, dass

1 1 1

(H'.G") = ((y1—x3y2—x3,yz—§w—§x2+§y§,y3—x2),
y1-e1+Ys - ea),
1 1
(H?,G*) = ((ya—=—2%ys + 5u5 = 52,06 — y3 — 395 — 205),

Ya - €1+ Yo - €2),

Codes der algebraischen Potenzreihemnd g, sind. Wir erweitern die Monomord-
nung <, auf die graduiert lexikographische Ordnufig= (<gegiex, C) auf N1 x
{1,2} mitys < ys < ya < y3 < y2 < y1 < x (wobei wir die Prioritat wieder-
um auf die Koeffizienten aller Komponenten richten). Diese Erweiterung erfillt alle
Voraussetzungen von Lemma 5.2. Daher betrachten wir das Ideal

J = <H11617H21617HéelvaelvH22617H326l7G17G2> g Kﬂ%yﬂ»

wobeil <[ < 2. Mit Hilfe des in SINGULAR implementierten Tangentialkegel Algo-
rithmus’ von Mora berechnen wir folgendermaf3en eine Standardbasis bpgl. <. :

>ring R=0,(y(6..1),x),ds;

>poly H11=y(1)-x*X*x*y(2)-X*X*X;

>poly H12=y(2)-1/2*x-1/2*x*x+1/2*y(2)*y(2);
>poly H13=y(3)-x*x;

>poly H21=y(4)-x-x*x;

>poly H22=y(5)+1/2*y(5)*y(5)-1/2*X;

>poly H23=y(6)-y(5)*y(5)*y(5)-3*y(5)*y(5)-2*y(5);
>vector G1=[y(1),y(3)]; vector G2=[y(4).y(6)];
>vector s(1)=[H11,0]; vector s(2)=[0,H11];
>vector s(3)=[H12,0]; vector s(4)=[0,H12];
>vector s(5)=[H13,0]; vector s(6)=[0,H13];
>vector s(7)=[H21,0]; vector s(8)=[0,H21];
>vector s(9)=[H22,0]; vector s(10)=[0,H22];
>vector s(11)=[H23,0]; vector s(12)=[0,H23];
>module J=s(1..12),G1,G2;

>module Jstd=std(J);

Damit ergibt sich folgende Standardbasis vbhzgl. <.:
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Ya-€1+Ye-€2,Y1 €1+ Y3 e,
H§~el,2H22 . 61,2H22 . 62,H12 . el,H12~eg,H§ ~el72H21 . 61,2H21 . 62,H11 - e,
yroe1+a”-eo, (z+2%) e + (242035 +13) - e2,
(2% — yox3) - €1 + (2y2z + y3z) - ea.

Man kann leicht nachpriifen, dass auch

H11 '617H11'62,H21-61,H21-62,H§-€1,H§'62,
H12'€1,H12'62,H22'61,H22'€2,H§ '61,H§ - €9
(x4 22) - e1+ (. + 202 + 93) - e2, (22 — yo13) - €1 + (227 + y22) - €2

eine Standardbasis vaehist. Diese Standardbasis hat die im Beweis von Satz 6.1 ge-
wlnschte Form. Daher setzen wir

G = ((2% = yoa®) - e1 + (2y3z + y32) €2, (x +27) - e1 + (v + 205 +33) - e2).

Nach Satz 6.1 ist 3
((Hy, H3),G)

ein Familiencode einer Standardbasis YolVill man die algebraischen Potenzreihen-
vektoren der Standardbasis vbmoch explizit berechnen, so setzt man

g = G(z,h)
= ((x+2%)e; + (x + 2h2 + hd)ey, (2% — hox®)ey + (2hZx + hix)ey),

wobeihy = —1++/1 + = + 22 undhs = —1++/1 + z, und erhalt nach einer kiirzeren
Rechnung

G=(31,52) = (@*+2°-2°V1i+az+a?)er + (2>VI+z—27)ez, 92)

= (w-gz —91,92)~

Bemerkung.Diese Standardbasis vdrist noch nicht reduziert.
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7 Konstruktion einer reduzierten Standardbasis und Ef-
fektive Division mit Hilfe von Codes

7.1 Der Fall einesz,-regularen Moduls

Zur Erinnerung: Fir einen Untermodul C K [x]® ist derInitialmodul von I bzgl.
einer Monomordnungg,, jener Untermodul it) von K [x]*, der von den Initialmo-
nomvektoren aller Elemente vdnerzeugt wird. Elementg, ..., g. € K[z]° bilden
genau dann einStandardbasi®zgl. <,, vonI = (g1, ..., g-), wenn deren Initialmo-
nomvektoren den Initialmodul {#f) erzeugen.

Mit co(I) bezeichnen wir das kanonische direkte monomiale Komplement \@h in
in K[x]°.

Definition 7.1. Man nennt eine Standardbagis ..., g. eines Moduls/ eine redu-
zierte Standardbasisvenn die Restg, = g, — in(gx) in co(I) C K[x]° liegen.

Definition 7.2. Wir nennen einen Modul C K[xz]° z,-regulér bzgl. <,,, wenn der
Initialmodul in(I) von I bzgl. <,, von Monomvektoren it [z,,]® erzeugt wird.

Wir werden fiir derartige Moduln dann ohne Beschrankung der Allgemeinheit anneh-
men, dass ifY) von Vektoren der Formx@: - e, mit d,, > 0 und1 < k < ¢ flr ein

t < s erzeugt wird. (Dies kann man durch geeignete Permutation der Komponenten
von K[z]® erreichen.) Somit ist dd) das folgende kartesische Produkt eines endli-
chen freieni [z']-Moduls und eines endlichen freidfi[z]-Moduls:

t
= [[ (@ K2'] - 2),) x K[«]*~".
k=1

Zur Erinnerung:

Definition 7.3. Wir sagen, der Untermodul erfillt Hironaka’s Box-Bedingungzgl.
<y, wenn cdl) ein kartesisches Produkt von direkten Summen von endlichen freien
monomialenk [z1, ..., z;]-Moduln ist, d.h.

co(l) = HEB}”:O Syez,; Klar, .. 5] - 27
=1

mit endlichen Mengery;; C N".

Bemerkung.Klarerweise erfuller:,,-reguldre Moduln die obige Box-Bedingung.

Im Folgenden werden wir einen endlichen Algorithmus zur Berechnung einer redu-
zierten Standardbasis eines von algebraischen Potenzreihen erzepgegularen
Moduls angeben. Spater werden wir den allgemeinen Fall (eines von algebraischen
Potenzreihen erzeugten Moduls) mittels des folgendes Satzes, Satz 7.2 und Indukti-
on Ubern beweisen. Somit stellt Satz 7.1 einen wichtigen Spezialfall des allgemeinen
Falls dar.

Satz 7.1.Wir nehmen an, der von den algebraischen Potenzreihenvektoren , g, €
K[z]® erzeugte und mit der Monomordnugg aufN™ x {1, ..., s} versehene Modul

I C K]Jz]* ist bzgl. <,, ein z,,-regulérer Modul. Dann kann man aus den Famili-
encodes dey, ..., g, mittels eines endlichen Algorithmus den Familiencode einer
reduzierten Standardbasis vdrbzgl. <, berechnen.
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Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:

(1) Wir haben in Lemma 5.1 und Lemma 5.2 gesehen, dass es ausreicht, eine reduzierte
Standardbasis des Untermoduls= (H; - e;, G) = {(y; — hi) - e1, g1) C K[z, y]*

bzgl. der gewahlten Erweiterung. von <,, zu konstruieren. Auf Grund von Satz 6.1
kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Polynomvekto-
renH; - ¢; und Gy, bereits eine minimale Standardbasis vbhilden.

Dal einx,-regularer Modul ist und wir 0.B.d.A. {iH; - ;) = y; - e; annehmen dirfen

(vgl. Definition 3.1), wird der Initialmodul i) von y; - ¢, und Monomvektoren der
Formzdx e, erzeugt, wobei, > 0undl < m;, < s. Nach einer geeigneten Permu-
tation der Komponenten vaii [z]* und Umnummerierung der Vatercod@s, . . . , G,

durfen wir in(Gy) = zdx - e, annehmen.

Somit hat das kanonische direkte monomiale Komplementjoeon in(.J) in K[z, y]*

die Form

co(J) = @,y Bt K] - 2], - em @ @5 K[2] - €.

Wie wir in Punkt (9) sehen werden, ist es fir die Berechnung einer reduzierten Stan-
dardbasis vonl sogar ausreichend (und viel einfacher), wenn wir nur giadiell
reduzierte Standardbasisn J konstruieren. Damit ist gemeint, dass die Standardba-
sis vonJ in den letzters — » Komponenten nicht reduziert sein muss (dort durfen also
y;'s auftreten). Eine derartige partiell reduzierte Standardbasis/\wat also folgende
Gestalt:

r dpym—1 s
, .
b = yirer—by— Y > Ui (@) adem— Y vim(n,y) - em,
m=1 j=0 m=r-+1
r dm—1 s
bk = €k — bk § E Uk m7 n *em — § ’Uk,m(mvy) T €m
m=1 j=0 m=r—+1

Dabei sindui; 1, ('), vitm (2, y), We,mj(z) und vk, (z,y) in 0 verschwindende al-
gebraische Potenzreihen in den Variablén= (z1,...,z,_1) bzw. (z,y) sowiebs,
undb$ Polynomvektoren in

r dpy—1 j s
D=1 @j:O K- le “em D @m:r—HK - em

Beachte, dass;; ,,;(z") unduy ,,,;(x’) nicht vonz,, abhéngen!
Bemerkung.Es ist notwendig)s, undb;, abzutrennen, da der Muttercode nur flin
verschwindende algebraische Potenzreihen definiert ist.

Die ElementeH; - e, r +1 < 1" < s, von J besitzen bereits die obige Form (mit
Wiy mj(x) = 0, b3, = 0 und v (x,y) = H; - er) und sind folglich Bestandtei-

le der partiell reduzierten Standardbasis varDamit mussen wir noch eine partiell
reduzierte Standardbagig, b, (1 <!,k <r,1 <i < p)von

J = (H; ey, Gy) € Ka,y]°

konstruieren. Dazu werden wir zuerst die Polynomvektdiznund b7, bestimmen.
Danach werden wir Codes der Koeffizientenreitgn,,,; (z'), wi,mj(z"), viv m(z, )

und vk, (z,y) konstruieren. Dies wird insbesondere zeigen, dass diese algebraisch
sind.

(2) Um die Polynomvektoref,, undb; zu bestimmen, kann man zum Beispiel mit-
tels Babylonischer Division die partiell reduzierte StandardbasisNdris zu einem
geniigend hohen Grad berechnen. (Ein derartiger Grad istdletwvanax,dy.)
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(3) Um die Potenzreihem;;s ., ; ('), vir m (2', ), we,mj(z) unduvg (2, y) zu bestim-
men, verwenden wir den folgenden Trick: Wir definieremdréuelle partiell reduzier-
te Standardbasigon .J’ als die polynomialen Vektoren

r dm—1 s
/ o ]
By = yi-e—by — § E Wil ;myj * TP Em — E Vil ,m * €,
m=1 ;=0 m=r-+1
r dm—1 s
d o j
B = xpfer—by — E § Uk,mj " TF, " €m — E Uk,m * €m,
m=1 j=0 m=r—+1

Wobei iy mj, Wk,mj, Vir,m UNdug », NUN Neue Variablen sind, die wir im Folgenden
mit » undv abkirzen werden. Im Gbernachsten Schritt werden wir Polyndmg, ;,
Uk,mj, Vi .m UNAVy, , in K[z, u, v, y] konstruieren. Diese werden dann den Mutter-
code(U, V) der Babyreihenvektoren

(u(z"),v(z,y)) = (Witrmj (@), Wi (@), vivr m (2, Y), Vi (2, 1))

bilden. Folglich werdemB;;; und B, die Vatercodes der Reihér: und b sein, die
aber gerade die von uns gewiinschte partiell reduzierte Standardbagishitaten.

(4) Die Konstruktion des Muttercodd$/, V') der partiell reduzierten Standardbasis
von J' erfolgt mit Hilfe der Babylonischen Division. Dazu missen wir aber zuerst
Uberprifen, ob wir diese in der uns vorliegenden Situation auch anwenden durfen:
Dabei stellen wir als Erstes fest, dass kein Monomvektor der Resté&yonnd By,
durchy; - e; oderzdx - ey, teilbar ist. Dartiber hinaus bilden - ¢;; undzd* - e, eine
Janet-Basis mit Reichweitem;; = n + ¢ + i undn, = n + ¢ des Untermoduls
in(J)®K [u,v] = (y;-e), xd*-ex) von K [z, u,v,y]" x {0}*~" C K|z, u, v, y]*. Dabei
seien die Variablen al&e, u, v, y) geordnet und; die Anzahl der- undv-Variablen.
Daher sindy; - ¢; und xd . ¢;, Leuchttiirme vonB,;r bzw. By, bzgl. der Reichweiten

n; undny. Weiters ist klar, dass (') ® Ku, v] (als Untermodul vorK [z, u, v, y|”
betrachtet) Hironaka’s Box-Bedingung erfillt. Damit sind alle Voraussetzungen fiir die
Babylonische Division gegeben.

(5) Um den Muttercod¢U, V') zu berechnen, dividieren wir die polynomialen Erzeu-
ger H; - e; und G, von J' mit Hilfe der Babylonischen Division durch die virtuelle
partiell reduzierte Standardbasi;r und B, von J’ bzgl. der Leuchttirmey; - ¢,
xdx . ¢;, und der Reichweiten;;,, ny.. Diese Division liefert in endlich vielen Schritten
ResteR;;; und Ry, im kanonischen direkten monomialen Komplement

co(J") @ Klu,v] = [[ (@52 Ko u,0] - ) x Kz, u,0,4]°7"

m=1

von in(J") ® Ku,v] in K[z,u,v,y]®. Dricken wir die Reste als Polynomvektoren in
z, aus, so sind sie von der Form

r dm—1 s
Ril’ = E Uil’,mj : f% “em + E ‘/il’,m * €m,
m=1 j=0 m=r+1
r dm—1 s
Rk, = § E Uk,mj . Ifl “em + g Vk,nL *€m,
m=1 j=0 m=r+1
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wobei U/ m;, Uk,mj Polynome in(z’,w) und Viys ,, Vi Polynome in(z, u,v,y)
sind.
BeachtelU,;; ,,; undUy ,,,; hangen nicht vom ab!

(6) In diesem Schritt werden wir zeigen, déssindV” keinen konstanten Term haben:
Ersetzt man inR;; und Ry, die Variablenu und v durch die Potenzreihem(z") und
v(z,y), so erhalt man auf Grund der Tatsache, dg3s) nicht vonz,, undU nichtv
abhéangt, Potenzreihesy, undr;, in co(.J’). Nach Konstruktion liegen;;; undr; aber

in J’. Damit folgt aus dem Divisionssatz fiir formale Potenzreihen (vgl. Satz 2.4), dass
ry undr, beide identisch null sind. Dies impliziert wegen der direkten Summenzer-
legung von c@J’), dass das Ersetzen der Variableand v durchu(z’) undv(z, y) in

U undV null ergibt. Da abew(z') undv(z,y) nach Konstruktion keinen konstanten
Term besitzen, haben authund V' keinen konstanten Term.

(7) Man kann zeigen, dagsundV tatsachlich alle Eigenschaften fir einen Muttercode
erfillen. Dazu muss man noch nachprifen, dass die Initialmonomvektoren der linearen
Terme VOI"IUil/,mj (0, u,v, 0), Uk’,mj (0, u,v, O), V%l’,mj (0, u,v, 0) und Vk,m (0, u,v, O)

bzgl. einer (bzglu undv graduierten) Erweiterung von <. aufN"*7t4x {1, ... s}
geradeuy mj, Uk,mj, Vir,m UNd v, sind. Da dies eine langere Rechnung ist, wird
sie hier weggelassen. Fur Details vergleiche Schritt (f) im Beweis von Theorem 2 in
[ACJHa].

(8) In diesem Schritt zeigen werden wir zeigen, dass ) undv(z, y) tatsachlich die
Babyreihen vorV undV sind:

Nach Definition verschwinden(z’) undv(z, y) in null. Wir haben in Punkt (6) bereits
gesehen, dass;y = Ry (x,u(z'),v(z,y)) undry = Ri(z,u(z’),v(z,y)) null sind.
Da aberu(z’) nicht vonz,, und U nicht vonv abhangt, folgt aus der Zerlegung von
in(J"), dassU (z, u(z")) undV (z,u(z’), v(x,y),y) null sind.

(9) Wie wir soeben gezeigt haben, bilden die
bir, b, Hi - ey,

wobeil <!’k <rundr +1 <!” < s, eine partiell reduzierte Standardbasis von
Dabei sind die Initialmonomvektoren vér, und H; - e;» geradey; - e bzw.y; - ;.
Ersetzt man nun in; die Variableny; durchh;, so erhalt man Vektored,, die eine
reduzierte Standardbasis vérbilden. Denn das Ersetzen vgndurchh; tritt nur in
den letzters — » Komponenten void;, auf und unsere Erweiterung. von <, erfullt
nach Voraussetzung <. in(h;) fur alle ¢, woraus folgt, dass durch diese Substitution
die Reduziertheit vog;, nicht zerstort wird. O

Bemerkung.(1) Wirden wir im Beweis des letzten Satzes eine reduzierte Standardba-
sis vonJ konstruieren, so wirde (im Fall < s) U von v abhangen, woraufhin der
restliche Teil des Beweises schwerer zu zeigen ware.

(2) Im Falles = r ist die im Beweis des letzten Satzes konstruierte partiell reduzierte
Standardbasis voii eine reduzierte Standardbasis vén

Beispiel 7.1. In diesem Beispiel wollen wir eine reduzierte Standardbasis des folgen-
denzs-reguldren Ideals bzgl. der graduiert lexikographischen OrdrupgufN? mit
r9 < x1 berechnen:

I = (2214 z123) C K[z, z2].
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Man kann leicht nachprifen, dass

(H,G) = (51 23 ~ 2By 2 + 3 — 52122), 1)
ein Code der algebraische Potenzrejhe= 23,/ + z124 ist. Dem Beweis von Satz
7.1 folgend betrachten wir das Idedl= (H;, Hy,G) C KJ[z1,x2,y1,%2] und als
Erweiterung<. von <, auf N**2 die graduiert lexikographische Ordnung mit <
y1 < x2 < x1. Dann berechnen wir mit Hilfe von Satz 6.1 folgende Standardbasis von
J bzgl. <.:
Hl, HQ, {L‘%

Damit hatten wir die reduzierte Standardbasis ¥dizgl. <,, bereits gefunden:
b=ux3.

Der Beweis von Satz 7.1 liefert uns jedoch mehr - ndmlich die Konstruktion einer
reduzierten Standardbasis vén und dies wollen wir nun durchfiihren:
Dazu betrachten wir - Schritt (1) des Beweises von Satz 7.1 folgend - das Ideal

1 1
J = (Hy, Ha,x3) = (y1 — x5 — 25y2, Y2 + 593 - 5961@75@-
(Diese Erzeuger vod bilden nach unserer obigen Berechnung eine minimale Stan-
dardbasis.) Daraus ergibt sich
In(‘]) = <y15 Y2, .'I}%>
und folglich
CO(J) = K[[.%‘l]] D K[[l‘l]] - Io.
Somit wissen wir, dass eine reduzierte Standardbasis/\folgende Gestalt hat:

bi = oy — b —wio(z) —uii(xr) - @,
b = 22—0b° —wup(zy) —ur(zy) - 700

Dabei sindu; o(x1), uo(x1), u;,1 unduy(z1) in 0 verschwindende algebraische Po-
tenzreihen inc;, sowieby undb® Polynome inK @ K - zo und1 <4 < 2.

Um den Rechenaufwand zu verkleinern, erinnern wir uns daran, dass der Erzéuger
von J bereits reduziert ist. Damit ergibt sich sofort:

b° =0, ug(r1) =uy1(xzy) =0.

Im néachsten Schritt wollen wib{ und b5 bestimmen. Dazu setzen wif und b, bis
zum Gradd = 2 unbestimmt an und erhalten (maitb, ¢, d, a’, v, ¢, d’ € K):

B! =y —ax; —bry — cx? — dxi79,
B) = yy—dz —bry— 2} —drix0,
B = J}%

Jetzt dividieren wir die Erzeugéi;, H, undz2 von J babylonisch durctB}, BS und
B bzgl.y1, y2, 3 und der Reichweiten, 3, 2. Es ergeben sich folgende Reste

R, = axy+bxy + cx? + dryao,
1 1
Ry, = dz+bxs+(d+ §a'2)x% +(d' — 5T a't' )z o

+ Terme hoherer Ordnung.
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Daraus erhaltenwit = b =c=d =d =V = =0, d = } und folglich
(b e K@ K - 1)
b] = b5 =0.
Nun kénnen wir - Schritt (5) des Beweises von Satz 7.1 folgend - die Standardbasis
Hy, Hy, 2% von J durch die virtuelle reduzierte Standardbasis

By = y1—uio—ui - T,
By = yo—uzp—u2;1 - T,
B = a3,

von J bzgl. der Leuchttlirme;, y2, 23 und der Reichweites, 7, 6 babylonisch divi-
dieren. Wir erhalten folgende Reste

Ry = [ui0—uo — uoua,p — urta,1g] +

[Ul,l — Uy — UpU2,1 — ULU2,0 — U1U2,1U1] c L2,

1, 1 1,
Ry = [u270 =+ iuz,o} + [’U,QJ + Uz, 0U2,1 — 5.1‘1 + §u271u1] - To.
Damit ist
U = (u1,0— uo— gz, — Uiz 1o,
Up,1 — UL — UpU2,1 — UIU2,0 — UIU21UT,
1, 11,
Ug,0 + §U2707U2,1 + ug,0U2,1 — 5101 + iug,lul)

ein Muttercode undBs, B, B) ein Vatercode der reduzierten Standardbésiss, b
von J. Berechnet man mittels des Satzes Uber implizite Funktionen fiir algebraische
Potenzreihen die Babyreihen (1), u;,1(x1), uo(z1) unduy (z1), So ergibt sich

1

Uo(fﬂl) = Ul(il'l) = U1,0(5E1) = Ul,l(xl) = Uz,o(xl) =0, U2,1(5L’1) = 5551-

Daher ist

1
(Uz,l - 59617 (yla Y2 — U2,1$2,$§))

ein weiterer (und viel einfacherer) Familiencode der reduzierten Standarépdsis
vonJ.

Beispiel 7.2. Seien
g1 ::x3m-61+x2'62, goi=(z+2%)-er +aVita e

undI der von den algebraischen Potenzreihenvektgremdg, erzeugte Modul. (Die-
ser ist klarerweise-regular.)
Man kann leicht Uberprifen, dass

, ( 11 1
(H,G) = ((y1—x3y2—xdyyz—ix—ngﬂﬁy%,yg—x?,

1 1 (
y4fxfx27y5+5y§*ix,y6*y§*3y§*2y5),

(y1-e1+ys-e2,ys-e1+ys-€2))

ein Code vorY ist.
Unser Ziel ist es nun, eine reduzierte StandardbasisiViorgl. der Monomordnung
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<p= (<iex, C) (vol. Beispiel 6.3) zu konstruieren.

Wie im Beweis von Satz 7.1 betrachten wir dazu den Mollet (H; - ¢;, Gi), wobei
1 <i<41<1<2undl <k < 2. Weiters wahlen wir als Erweiterung.
von <, auf N*** x {1, 2} die graduiert lexikographische Ordnufig egies, C) mit
Yo < ys < ys < y3 < y2 < y1 < x (wobei die Prioritat auf den Koeffizienten liegt).
Mit Hilfe von Satz 6.1 ergibt sich folgende Standardbasis yon

H’i c €],
(x+2%) e+ (z+ 292 + y3) - ea,
(2% — yoz®) - e1 + (2y37 + y3x) - e,
wobeil < i< 4undl <[ <2 NachLemmab’.2ist
- - 1 1 1 1 1
(H,G) = ((y2— 553 - §$2 + iyg,ys + 51/?, - §$)7

(2% — y22®) - e1 + (232 + y3x) - €2,
(z+22) ey + (x + 2y§ + yg) -e3))

ein Code einer Standardbasis vbond

g = G(z,H(x))
= ((z% = hox®)ey + (2hZx + h3x)es, (x + 2%)er + (x + 2h2 + hd)es)
= (g2, (2% + 2% —2® 1+ z+a2)er + (2*VI+ 2 — 2%)er)

eine Standardbasis vdn o
Somit gl't furJ = <Hi - e, Gl, G2>

in(J) = (y; - e, 2% - e1,7 - ea)

und folglichcqJ) = K -e1 ® K - - e; & K - eo. Die reduzierte Standardbasis vén
bzgl. <. ist von der Form

bu = yi-e— bfl — U41,10 * €1 — Uj1,11 T - €1 — Uqy,20 * €2,
2

by x°-e1 —b] —ui10-€1 — U1l - T e — Ui - €2,

by T-ey — b5 —ug10-€1 — U1 - T e — Uz20 - €2,

wobeil <4 < 4,1 <[ <2undu 10, Wit 11, Wil,20, U110, ¥1,11, U1,20, U2,10, U211,
ug2.20 € K in 0 verschwinden, alsb sein missen. Weiters liegen die Polynomvektoren
bg, by undby in K -e1 & K -z -e; & K - e2. Dajedoch ifh) = 22 - e; gelten soll,
folgt daraus unmittelbar

by = 0.
Wir missen nun also nodi§ undbg, fir 1 < i < 4,1 < [ < 2 bestimmen. Da-
zu schreiben wir die virtuelle reduzierte Standardbasis Jdunter Beachtung von
in(By) = y; - ) als

— o
By = Yi-€ —a; -C-eq,
B, = 2%-ey,
By, = x-eg—c-x-eq,

wobeia,;, ¢ € K. Babylonische Division der Standardba&is ¢, Gl, G5 von.J durch
By, B1, By bzgl. der Leuchttirme; - e;, 22 - e1, - eo und der Reichweitefd,6, 5
liefert folgende Reste:
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R, = 0, Ry = (14¢) - -x-eq,

Rin = a1 -z-eq, Ry = a2 -z-e1,

Ry = (021*%)‘1'617 Roy = (CL22+%)~:€~61,
R31 = azi-z-eq, R3; = azz-zx-ey,

Ry = (as1—1)-x-ey, Ry = (as2+1)-7-ey,
Rsi = (asi—3)-w-er, Repx = (asa+3) @-en
Rs1 = (as1 —2as51)-x-€1, Rgz = (a2 —2as52) T -eq.

Daraus folgt

a1 = a2 = ag1 = azz =0, as1 = as1 = 3,

Il o

1
a2 = az2 = —3, a1 = a1 = 1, a4z = ag2 = —1.
Somit ist
b1 = 1‘2 c €1,
by = xT-eatx-€q

eine reduzierte Standardbasis des Moduls

Beispiel 7.3. In diesem Beispiel betrachten wir die algebraischen Potenzreihenvekto-

ren
€2

- 1 + I
und den davon erzeugten-regularen Modull = (g1, g2) C K[z1, z2]?. Dabei sei
K[z, z2]? mit der graduiert lexikographischen Ordnuag= (<gegiex, C) aUFN™ x
{1,2} mit z; < x5 versehen (vgl. Beispiel 6.3). Wie man leicht nachrechnen kann, ist

. 2.2
g1: ce1+T1T2 - €2, g2 (=T Ty €1 + T2 €2

(H7 G) = ((yl + Y171 — T2, Y2 — £U1$2)> (111 re1+ Y2 eg7y§ cer + T2 '62))

ein Familiencode des Moduls

Wir wollen nun eine reduzierte Standardbasis Vokonstruieren. Dem Beweis von
Satz 7.1 folgend berechnen wir dazu zuerst eine Standardbasis~a{H; -e;, Gi.) C
K[z, y]? wobeil < i,1,k < 2, bzgl. einer Erweiterung:. der Monomordnungs,,
auf N2+2 x {1,2}. Dabei wahlen wir<. als die graduiert lexikographische Ordung
<e= (<deglex,C) Mit y1 < y2 < 1 < x2. Dann ergibt sich folgende minimale
Standardbasis voii:

Hy-e1, Hy-ey, Hy-e1, Hy-ea, (x2 —y171) - €1 + 2122 - €2, Go.

Setzt man nun

G = ((x2 —y121) -1 + 2122 - €2,Ga),
so ist nach Satz 6.1
XTol

§ =Gz, h(z)) = (<f€2 1T - ) e+ 1Ty 62,9) = (91, 92)

T

eine Standardbasis des Modiilszgl. der Monomordnungg,,. Diese ist jedoch noch
nicht reduziert. Daher folgen wir weiter dem Beweis von Satz 7.1. Es gilt

|n(J) = <H1 ©€1,T2 - €1,T " €2>
und folglich cqJ) = K[x1] - e1 + K[z1] - e2. Somit ist die reduzierte Standardbasis

von J von der Gestalt

50



b = yi-er—by —uga(z)-er —uy2(z2)- e,
b1 Za-er — by *U1,1(931) se1 *Ul,z(ﬂfl) €2,
bo = xz'ez—bg—u2,1($1)'€1 —u2,2(9€1)'€2,

wobei w1, w2, 1,1, U1,2, u2,1 Undug o in 0 verschwindende Potenzreihenan
undbg;, b undbs Polynomvektoren itk - e; & K - ey sind. Da aber ith;;) = y; - e,
in(by) = x2 - e; und in(b2) = x5 - e5 gelten soll, folgt daraus sofort

= =5 =0,

Wir definieren die virtuelle reduzierte Standardbasis yais

By = yi-ep—uj1-er — Uy e,
By = xp-e;—uj1-er —uig-es,
By = x3-ex—wug-e; —ugg-es.

Babylonische Division vor#; - ¢; undG durchB;;, B; und B, bzgl. der Leuchttirme
yi - €1, T - €1, To - eo UNd der Reichweiten;; = 2+ 12 44, n; = ny = 2+ 12 liefert
folgende Reste:

Ry = e+ (ur1,2 — ur,2 + u11,221) - €2,

(w111 —ur,1 +wir,121) - €x
Ry = (w121 + w2121 —u21)-e1 + (Ui2,2 + Ui2,2201 — u22) - €2,
Ror = (u211 —u1,171) - e1 + (U212 — u1,221) - €2,
Roy = (uga1 —u2171) - €1 + (ug2 — ug2m1) - €2,
R’y = (w1 —wi1,1%1 +u2,1%1) - €1 + (1,2 — U11,2%1 + U 2%1) - €3,
Ry = (uo1+ Ugm + U21 2U22,1) - €1 + (U2.2 + U2t 1U21,2 + U1 2U222) - €2.

Berechnet man daraus die Babyreilbgn (1), wi2(21), v1,1(21), u1,2(21), ug,1(x1)
undug 2(z1), So erhélt man

wir,1 (1) = wig2(@1) = ur,1(x1) = ur2(z1) = ug1(z1) = ug2(z1) = 0.

Folglich ist
by =y; e, b1 =x3-e1, bo =T - €3

eine reduzierte Standardbasis vbandb, = x5 -eq, bs = x5 - e5 die von uns gesuchte
reduzierte Standardbasis vén

Beispiel 7.4. In diesem Beispiel seiel := 22 + 23,
g:=(x+h%2%) -e; +h-ey

undI = (g) C K[z]? der vong erzeugte Modul. Klarerweise igtbzgl. jeder Mono-
mordnungz-regular.
Man kann leicht Gberpriifen, dass

(H,G) = (y—2>—2°,(z+2%y°)-e1+y-e2)

ein Code vory ist.
Wir wollen nun eine reduzierte Standardbasis des Modlliagl. der Monomordnung
<p= (<deglez, C) aufN! x {1,2} berechnen. Dazu betrachten wir den Modul

J = <H'81,H'62,G> QK[[x,y]]Q.

51



Weiters wahlen wir als Erweiterung. von <,, auf N'*1 x {1,2} die graduiert lexi-
kographische Ordnung mjt< x.
Mit Hilfe von Satz 6.1 berechnen wir zuerst folgende minimale Standardbasig von
bzgl. <.:

H-ei, H-es, (x+y?2%) - e1 + (2% + 2%) - es.

Dann setzen wi€ := (z + y?2?) - e + (22 + 2%) - ea und
G:=G(x,h) = (z+h%?) -e1 + (2> +23%) e = g.

Nach dem Beweis von Satz 6.1 idt, G) ein Code der minimalen (noch nicht redu-
zierten) Standardbasis= g von I. Der Vorteil dieses Codes vapliegt darin, dass
seine Elementé] - e;, H - e; und G eine minimale Standardbasis vdrbilden, was
im Beweis von Satz 7.1 vorausgesetzt wird. Damit ergibt sich

in(J)=(y-e1,y-ez,x-e1)

und folglich cdJ) = K - e; @& K[z] - eo. Wie wir im Beweis von Satz 7.1 gesehen
haben, ist es ausreichend, eine partiell reduzierte Standardbasiszvokonstruieren.
Diese ist von der Gestalt

by = y-e1—b) —ui-er —vi(z,y) - ez,
b2 = H'eg,
b = xz-eg—b°—u-e; —v(z,y)- e,

wobeiu;,u € K undvy,v € K[z, y] in 0 verschwinden sollen. Daraus folgt sofort
up =u=0.

Weiters sind$ undb® Polynomvektoren i - e; & K - eo. Da jedoch ifib,) =y - e;
und in(b) = x - e; gelten soll, ergibt sich

b =b° = 0.
Um die partiell reduzierte Standardbakisb des Moduls
J' =(H-e1,G)
zu konstruieren, betrachten wir dessen virtuelle partiell reduzierte Standardbasis

By
B

Y- €1 — V1€,
r-€ep —vV-eq.

Nun dividieren wirH - e; undG babylonisch durchB; und B bzgl. der Leuchttirme
y - e1, « - e; und der Reichweiten, 3. Dabei ergeben sich folgende Reste

Ry = v —av— 2%,
R = v+2%yu + 2% + 23
Damit ist
(V,(B1,B)) = ((n —zv — z?v, v + 22yv; + 22 +x3),

(y-e1 —v1-eg,x-e1—v-e3))
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ein Familiencode der partiell reduzierten Standardbfasis von J’ und(V, (B, H -
e2, B)) ein Familiencode der partiell reduzierten Standardb@asig? - e, b von J.
Berechnet man die Babyreihenundv vonV, so erhalt man

x(x + 2?)? x4 8

vi(z,y) = Tty 1Y) v(w,y) = TTry@ )

Setzt man nun noch ih= z - e; — v(z,y) - ey flr y die Babyreiheh(z) = 22 + 23
ein, so ergibt sich folgende reduzierte Standardbasigvon

582+563

Tt 1+ z(2? + 23)2

+ €9.

Beispiel 7.5. Wir betrachten den algebraischen Potenzreihenvektor

.’I/‘¢
1= et (s 1407

und den davon erzeugten Untermodut= (g) von K [z1, 2, x3]?. Dabei sei der Po-
tenzreihenmoduK [z, 22, z3]°® mit der graduiert lexikographischen Ordnurg =
(<deglex, C) aUfN? x {1,2} mit z3 < x5 < z; versehen. Der Modul ist x3-regulér.

Bemerkung.Betrachtet man die algebraische Potenzreilgenauer, so erkennt man,
dassrs - e; + (:c%\/m+ T172v/1 + T1224/1 + x%) - e5 €ine reduzierte Stan-
dardbasis des Modult bzgl. der Monomordnung,, ist. Im Folgenden werden wir
zeigen, dass auch der Algorithmus von Satz 7.1 dasselbe Resulat liefert.

Wie man leicht nachrechnen kann, ist

1 1
(H,G) = ((y1+v1y2 — 23,92 + 53/3 - T1Ts,

Ys + 2172(ys — 1) — 23,94 — %yi + %ﬁ),ylﬂ + ysze)
ein Code der algebraischen Potenzrgiheem Beweis von Satz 7.1 folgend betrachten
wir den ModulJ = (H; - ¢;,G) C K[z,y]* wobeil < i < 4,1 <1 < 2,und
wahlen als Erweiterung<. von <,, die graduiert lexikographische Monomordnung
<c= (<deglez, C) @UF N3 x {12} mity; < y2 < y3 < ya < 23 < 22 < 771.
Mittels Satz 6.1 ergibt sich folgende minimale Standardbasisibrgl. <.:

H; e, (x3 — y1y2) - €1 + (2102 + 25 — yam122) - €2.

Daraus fOlgt |mJ) = <y7, *€1, T3 61> und CC(J) = K[[.’Eh 1'2]] -e1+ K[[(El, T, 1’3]] < €9.
Damit hat die partiell reduzierte Standardbasis vatie Form

biv = yi-er—b —uii(z1,22) - e1 —vin(x,y) - e,
bio = H;-eg,
b = wz-er —b° —u(zy,z2) e —v(z,y) - e,

wobei u;1, u, v;1 undw in 0 verschwindende Potenzreihen ubfgl und 4° Polynom-
vektoren inK - e; @ K - ey sind. Daraus ergibt sich wegen(by) = y; - e; und
in(b) = x5 - e; sofort

by =0° =0.

Wir definieren nun die virtuelle partiell reduzierte StandardbasisNea (H; -e;, G):
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Bii = yi-e1r—uj-er — v e,
B = Iz-ep—u-ep—v-eq.

Babylonische Division Voitd; -eq undé’ = (1‘3 —ylyg) -€e1 +(l‘1x2 +LB§ —y4x1x2) ‘€9
durchB;; und B bzgl. der Leuchttirmg; - e, z3 - e; und der Reichweitef + 10 + 1,
3+ 10 liefert:

Ry (w11 — u + ug1uir)er + (V11 — v + ug1v11 + Y1va1)ea,

Roy (u21 + %Ugl - %551902)61 + (v21 + %92021 + %U21U21)€2,

Rs1 = (us1 + m122us1 — 2122 — u?)ey + (v31 + T122041 — T30 — uv)ey,
Ry (u41 — %Uil + %35%)61 + (va1 — %y4v41 - %u41v41)€27

R = (u—uguir)er + (v — us1v11 — Y1va1 + T1T2 + T3 — Yaz1T2)eED.

Berechnet man noch die Babyreihen (x1, x2), u(z1, z2), vi1(z,y) undv(z,y), SO
sieht man

ui (') = u(z’) = var (2, y) = var (z,y) = 0.
Dies vereinfacht den Muttercode der partiell reduzierten Standardbasit wessent-
lich. Es ergibt sich:

1 1
(U, V) = ((ua1 + §U§1 — gT1%2, U1 + X1T2U41 — T1T2,
1
Ugq1 — *U?u + *JU?% (vi1 — v + u21v11,

2 2
2
V31 — T3V, UV — U1 V11 + T1T2 + T5 — YaT122)).

Nach dem Beweis von Satz 7.1 ist somit
(U, V,H), B)

ein Code der reduzierten Standardbgsi®n 7. Will man diese explizit berechnen, so
ergibt sich mitv(z,y) = —2% + yar122 — 1122 — (=1 + /1T + 2122) (23 — yam122 +
331562)

g=1x3-e1+ <x§\/1 + 122 + 122V 1 + 21224/ 1 —|—x%) - eo.

Beispiel 7.6. Seien

L2 3 2.2 2
g1 = 112 el +T1T2 €2+ X7 €3, g2 =TTy €1 +Ta- €2 +T1T5 - €3
1

undI = (g1, g2) C K[z1,x2]? der davon erzeugte Modul. Wie man schnell tiberpri-
fen kann, ist

(H,G) = ((y1 +yz1 — x2,y2 — T122),
(y1-ex +92'€2+$§'€3,y§'€1 + X2 - e + Y222 - €3))

ein Familiencode vou.

Wir wollen nun eine reduzierte Standardbasis desegularen Moduls! bzgl. der
Monomordnung<,= (<degiez, C) Mit z1 < z2 aufN? x {1, 2} konstruieren. Dazu
betrachten wir den Modul = (H; - ¢;, G) C K[x1, 22,1, y2]>, wobeil < i k <2
und1 < [ < 3. Dabei wahlen wir als Fortsetzung ven, auf K[z, 2, y1, y2]® die
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Monomordnung<.= (<gegiez, C) Mit y1 < y2 < 21 < z2. Mit Satz 6.1 ergibt sich
folgende Standardbasis vorbzgl. <.:

H;i e, (xo —y121) - €1 + 120 - €3 + 25 - €3, ya - e1 + o - e + Yoy - €3.
Setzen wir nun
G = ((x2 —yra1) - e1 + 2122 - ea +af - e3,45 - €1 + 7 - €3 + yawa - €3),
soist(H, G) ein Familiencode der (noch nicht reduzierten) Standardbasis
§:=G(z,h(x)) = (91,92)

von I bzgl. <,,.
Weiters gilt in(.J) = (y; - e;, 2 - e1, x5 - e2) und folglich

CO(J) = K[[l‘ﬂ] -e1 @K[[l‘g]] ceg P K[[xl,xg]] - es.

Daher hat die partiell reduzierte Standardbasis.yate Form

b = yi-er — b —uwra(z1) - er — i o(xr) - ea — vy (x,y) - es,
biz = H;-es,

by = Iz'elfbiful,l(m)'el*ul,z(xl)'@*m(ﬂ?,y)'e:‘aa

ba = 552‘@2*53*“2,1(%1)'61*U2,2($1)'62*U2($7y)'63a

wobeil < i7ll < 2. Weiters sind dab%il/71($1), Uil/’Q(.Tl), ul,l(xl), ul’g(.’bl),
u2,1(z1) undug 2(z1) in 0 verschwindende algebraische Potenzreiheminnd b3,
by und b Polynomvektoren ink - e; @ K - ex @ K - e5. Da aber itib;;) = ;i - er,
in(by) = x5 - ey und in(bs) = x5 - e5 gelten soll, ergibt sich sofort

?l/:bi:bgzo.

Dem Beweis von Satz 7.1 folgend betrachten wir den Motu (H; - ), G ). Dann
definieren wir dessen virtuelle partiell reduzierte Standardbasis als

By = yi-er— Uqpr 1+ €1 — Uqpr 2 * €2 — V517 - €3,
By = my-e1—wupi-€r—upg-ex —v1-es,
By = ®mp-ep—wugqi-er —uzo-ex— V- es.

Babylonische Division vot;-¢;s undGy, durchB;;, B; und By bzgl. der Leuchttirme
y; - ey, To - €1, To - eo UNd der Reichweiten;; = 2 + 18 + 4, ny, = 2 + 18 liefert
folgende Reste:

Ry (U11,1 + x1u11,1 — u1,1)61 + (u11,2 + x1u11,2 — U1,2)62+
(v11 + 1011 — v1)es,
(u12,1 + T1u12,1 — U2 1)e1 + (w122 + T1u12,2 — Ug,2)ea+
(vi2 + z1v12 — v2)es,
(u211 — x1us1)er + (u21,2 — x1u1 2)es+
(v21 — myv1)es,
Ry =  (ug21 — z1ug,1)er + (uge2 — T1uz 2)ea+
(
(
(
(
(

Ry =

Ry =

V22 — 331U2)€3a

U1 — T1UI1,1 + T1ug1)er + (U2 — T1ua1,2 + T1ug2)ea+

V] — T1V11,1 + T102 + 2T )es,

Ug,1 + U%M + u21 1u22,1)€1 + (U2,2 + 21 1U21 2 + U2l 2U22 2)€2+
V2 + V21Y2 + Tay2)es.

R1 =

R2 =
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Berechnet man die Babyreihefiz,) undv(z, y), so ergibt sich

quz',l(l’l) = Ui,l’,Q(xl) = ul,l(Il) = U1,2(l”1) = U2,1(1171) = U2,2(l’1) =0

und
(23 — may2)my
v1(T1) = 5= >
(1) z3ys + 2ys — 1
U12($1) - _ yQ(x?—"_lel_xQ)
(1+z1)(2ty2 + 2y — 1)’
(L4 ) (2T — zoyp)
V21 (.1'1) - 1'3 2 1
1Y2 + T7Y2
B r1y2 (2 + 2F — x9)
’U22(J}1> - - 3 2 — )
7Y +x7y2 — 1
ni(z) = (23 — w2y2) (1 + @1)1
3ys + 2ys — 1
v ( _ yp(af faf —ao)
2 xl) - 3 P} — .
T3y +x7Yy2 — 1
Daher ist
(V.(B,H;-e3)) = ((vi1 +z1v11 — v1, 012 + 1012 — V2, V21 — T101,

3
Vg — T1V2, V1 — T1V11,1 + T1V2 + X7, V2 + V21Y2 + TaY2),
(B11, Bi2, Ba1, Ba2, B1, Ba, Hy - e3, Hy - e3))

ein Familiencode der partiell reduzierten Standardbiggis, bo, Hy - es und Hy - e3

von J bzgl. <.. Setzt man irb; und b, flr die Variableny, undy, die Babyreihen
hi(z) = 1111 bzw. ho(x) = x124 €in, so ergibt sich nach dem Beweis von Satz 7.1
die reduzierte Standardbasis vbbzgl. <,;:

T —wz T wz
fri=bi(@, (@) = az - e — Spln ey

5, .4
z1T2 (2727 —T2)
x%mg%»:ci’zgfl

fo = bg(l’, h(m)) = T2 - €2 + es.

Satz 7.2. Seil ein x,-regularer Untermodul vorK [z]* = KJz1,...,z,]*, der von
algebraischen Potenzreihenvektogn. . ., g € K[z]* erzeugt wird und mit der Mo-
nomordnung<,, auf N” x {1,..., s} versehen ist. Weiters seien Familiencodes von
g1, - - -, g gegeben.

Dann existiert fir jeden algebraischen Potenzreihenvelfte K [«]* ein endlicher
Algorithmus, der aus einem Familiencode vfrFamiliencodes von algebraischen
Potenzreiheruy,...,a, € K[x] und von einem algebraischen Potenzreihenvektor
¢ € co(I) C K[x]*® berechnet, sodass

T
f= Z akgr + ¢,
k=1

eine formale Potenzreihendivision vérdurchI = (g1, ..., g,) ist.
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Bemerkung.Der Restc der Division ist eindeutig und hangt nur von der Wahl der
Monomordnung<,, auf K [z1, ..., z,]* ab.

Wir werden Satz 7.2 beweisen, indem wir zuerst @us. . , g, mit Hilfe von Satz 6.1
und 7.1 einen Familiencode einer reduzierten Standardbasik kamstruieren.

Beweis. Auf Grund von Satz 6.1 kdnnen wir annehmen, dass der Médiulrch eine
minimale Standardbasis, .. ., g, € K[z]* mit Initialmonomvektorem:d: - ¢, gege-
ben ist. SeiedH,G) € K[z,y)’ x Kl[z,y]**" ein Familiencode vomy, ..., g, und
h = (h1,...,hy) € K[z]? der Babyreihenvektor des Muttercodés= (H1, ..., H,),
alsog,, = Gi(x, h(z)).

Nach Lemma 5.1 ist der Untermodilil= ((y; — h;) - e;, gx.) von K[z, y]* gleich dem
Untermodul(H; - e;, G).

Sei<. eine Erweiterung der Monomordnurg, auf N"*? x {1, ... s} mity; -¢; <.

in(h;) - e; undy; <. «; far alles, 5, (vgl. Lemma 5.2).

Auf Grund von Satz 7.1 kdnnen wir annehmen, dass wir bereits eine partiell reduzierte
Standardbasis;, H; - e;, by, von J mit Initialmonomvektoreny; - ey, y; - e, z* - ey,

bzgl. <. besitzen{ < I'k <r,r+1 <" <s,1 < i < p). Der Vatercode dieser
partiell reduzierten Standardbasis besteht gerade aus der virtuellen partiell reduzierten
Standardbasi®;;,, H; - ¢;+, By, von J. Der Muttercode vorb;;-, H; - ey, by, ist der
Vektor (U, V') mit KomponenterUsy: ., Uk, mj, Viir,m und Vi .. Die Komponenten
Wit i (21, Wk mj (2, varr m (2, y) Unduy , (, y) des zugehdrigen Babyreihenvektors
werden wir im Folgenden mitu(z'), v(z, y)) abkirzen.

Wir wollen nun den algebraischen Potenzreihenvelftas K[z]° durch den Unter-
modul I = (gx) von K[z]*® dividieren. Dabei nehmen wir ohne Beschrankung der

Allgemeinheit an, dasg denselben Babyreihenvektarwie g1, ..., g, besitzt (vgl.
Konstruktion am Beginn von Kapitel 4. Dann schreiben yvals

f=F(z,h(z)) € K[z, h]*

mit VatercodeF € K|z, y]°.

Nun dividieren wir F' babylonisch durch die Polynomvektoréh;, und By bzgl. der
Leuchttirmey; - e;/, x‘jﬁ - e, und der Reichweiten;;; = n+ g+ 1, ny = n+ ¢. Dabei
seiq die Anzahl dem- undwv-Variablen. Wir erhalten eine Zerlegung

FZZ/L[/ 'Bil’ “rzgk'Bk“"C (*)
k

il

mit Polynomend,;/, A;, € K|z, u,v,y] und einem Polynomvekta® € co(.J’), wobei
J' = {(H; - ey,Gy) (vgl. Beweis von Satz 7.1).

In Lemma 5.1 haben wir gezeigt, dags= (H; - e;, G) = ((y; — h;) - er, gx) Qilt.
Weiters bilden die algebraischen PotenzreihenvektjerH; - e;» undby, laut unserer
Annahme eine partiell reduzierte Standardbasis des Modidsher gilt insbesondere

(bir, Hy - ey, bi) = ((yi — i) - €1, g)-
Ersetzt man in dieser Gleichuggdurchh;, so ergibt sich
(i, Hi - er, bic)lys=n: = (i — ha) €1, g)lyi=n, = (gn) = I.
Nach Satz 7.1 wissen wir aber, dagéz, h(z)) eine reduzierte Standardbasis des Mo-

duls’ ist, d.h.I = (by(z, h(z))) C K[x]*. Somit sind die Vektoreh,;; und H; - e;~
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moduloH K [z]-Linearkombinationen voby, . .., b,.. Folglich sind dieB;; (z, u, v, y)
moduloUsi’ 1, Uk,mjs Vitr,m, Vie,m Und H K [z]-Linearkombinationen der Polynom-
vektorenBy, ..., B,.
Ersetzt man in der Zerlegurig) alsoy durchh(z), u durchu(z’) undv durcho(z, y),
so erhélt man eine Zerlegung
f= Z arby + ¢
k

mit Potenzreihem;, € K[z] und einem Vektor € K[z]*. Klarerweise ist ein alge-
braischer Potenzreihenvektor mit Muttercdd® U, V') und Vatercod€&'. Weiters sind
auch dieaq,...,a, algebraische Potenzreihen. Denn deren Vatercotes. ., A,
sind nach obigen Uberlegungen gewisSe:]-Linearkombinationen der Polynorag;:
und A;. Ihr Muttercode ist durciH, U, V') gegeben.

Es bleibt zu zeigen, dassein Element von c) ist. Dazu entwickeln wiC' folgen-
dermafien:

r dm—1 s
C= Z Z ij(x/,u).le-em—F Z Cm(xvu7vay)'em7
m=1 j=0 m=r-+1

wobeiC,y,; (2’ u) undCy, (z, u, v, y) Polynome in(z’, ) bzw. (z, u, v, y) sind.
Beachte, dass die Polynortig, ; («’, u) nicht vonv abhéngen!

Ersetzt man irC die Variablenu, v undy durchu(z’), v(x, y) undh(z), so erhalt man
fur ¢ folgende Zerlegung:

r dm—1 s
c=>" D Cuyl@ule) -2l -em+ Y. Clwu(@),v(@), b)) - em.
m=1 j=0 m=r—+1
Dabher gilt wie gewlinscht € co([). O

Beispiel 7.7. In diesem Beispiel wollen wir die algebraische Potenzreihe
fri=a? 4+ adag + 231+ 2120 + 21200 € K21, 79]
durch das Ideal
I := <.’L‘§\/ 1+ l‘1$2> - K[[.Z‘l,&?g]]
dividieren.

Bemerkung.Da dieses Beispiel relativ einfach ist, kdnnen wir das Ergebnis der Divisi-
on hier bereits erahnetf:= x5 - 13/1 + z122 + (22 + 2329 + 2122). Im Folgenden
werden wir sehen, dass auch der Algorithmus von Satz 7.2 dasselbe Resultat liefert.

Als Monomordnung<,, auf K [z, z2] wahlen wir die graduiert lexikographische Ord-
nung mitz, < 1. Man kann leicht nachrechnen, dass

1 1

(H,G) = ((y1 — x% - $§y2’y2 + §y§ - 5951332)7?/1)

ein Familiencode void mit Babyreihenvektor

h(z) = (221 + z129, —1 + V1 + z122)

ist. In Beispiel 7.1 haben wir gesehen, dass= z3+/1 + z 1, bereits eine minimale
Standardbasis voh bzgl. <,, ist. Weiters haben wir dort einen Code der reduzierten
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Standardbasis des ldeals= (H;, H, G) bzgl. der Erweiterung<. von <,, auf die
graduiert lexikographische Ordnung &2 mit y» < y; < z2 < x; konstruiert:

1
(Ua (BlvBQaB)) = (U271 - 55617 (ylay2 - u271x27x§>)'

Folglich istb = 22 eine reduzierte Standardbasis Vobzgl. <,,.
Wir schreiben die algebraische Potenzreftas f = F(z, h(x)) mit

F = x%(l + y2)2 + zoy1 + x122.

Dem Beweis von Satz 7.2 folgend dividieren wir nkirbabylonisch durctB;, B, und
B bzgl. der Leuchttiirme;, v, 23 und der Reichweiten, 5, 3. Dabei erhalten wir die
Zerlegung

F=A -Bi+A;-Bo+A-B+C (%)

mit

i _ Ao .2 2 2 2,2
Ay = m9, A = ziy2 + 227 + 2{u2122, A = 27U3 4,

C = 2w%u2,1x2 + 22 + 2122

Ersetzt man in der Gleichur(g) die Variableny undus ; durchh(z) bzw.us 1 (z1) =
121, S0 erhalt man

f=aoVTFaim0-b+ (2320 + 22 + 211)
mit Reste = x3zo + 23 + 129 € CO(I).

Beispiel 7.8. Wir betrachten den algebraischen Potenzreihenvektor

f= (xQ\/m—xQ +at) e + (22V1 + 2+ 2%)es € K[2]?

und den Modull := (g1, g2) C K[x]?, wobei

g1 :::c3\/m~61+x2-62, g2 =(x+2*) e +avVI+z e

Dabei seiK [z]? mit der Monomordnung<,,= (<;e., C') versehen.
Wie wir in Beispiel 7.2 gesehen haben, ist

- 11 1
(H,G) = ((y1—fc3y2—x3,y2—§x—§x2+§y§,y3—x2,

ys —x — %, ys + %yé‘ - %w,ye — Y5 — 3y3 — 2u5),
((2* = yoa®)er + (2y3a + y3w)ea, (z +a?)er + (z + 2y5 + 3)e2))
ein Familiencode der minimalen Standardbasis
§ = Gx,h(z)) = ((2? +2° = 2®V1+ 2+ 22)e; + (2V1+x — 22), 9)

= (z-91—92,92)

von I bzgl. <. Weiters istH; - e, G eine Standardbasis des Moduls= (H; -
er, Gi) C K[z,y]? bzgl. der Erweiterung<. = (<gegiex, C) VON <, Mit yg < ... <
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y1 < z. In Beispiel 7.2 haben wir auRerdem folgenden Vatercode der reduzierten Stan-
dardbasis vory bzgl. <. konstruiert

By = yi-er—ay-x-en,
By = x2~61,
By = z-es4x-eq,
; 1 1
wobeiay; = a1z = ag1 = azz =0, a21 = as1 = 5,022 = as2 = —3, a41 = Q1 = 1

undays = age = —1. Folglich ist
by zxz-el, bo=x-e34+x-€1

eine reduzierte Standardbasis obzgl. <;,.
Um den algebraischen Potenzreihenvelttdurch das Ideal zu dividieren, schreiben
wir falsf = F(x,h(x)) mit

F = (2"y2+y3) - €1 + (zy6 + xys — %) - ea.
Nun dividieren wirF' babylonisch durctB;;, B; und B, bzgl. der Leuchttirme; - ¢;,
x3 - ey, 2 - €5 Und der Reichweite + i, 2, 2. Es ergibt sich

1
FZ:L‘2-Bgl+y3'Bg1+:L‘~B42+1‘~BGQ+(§[L‘—1)-31—$C~B2.

Ersetzt man in dieser Gleichung die Variablgndurch die Potenzreiheh;(x), so
erhéalt man

f=(W1l+z+a2-14+22—VI+z—2) b+ (avV1+2+2?) - by,
alsof € 1.

Beispiel 7.9. In diesem Beispiel wollen wir den algebraischen Potenzreihenvektor

2

f x%x% + + + L3 +(22+ 2 )
= r1x x1]-e -e Trix Tix9) - es
1+ 24 122 1 1 1+ 2 2 142 142 3

durch den Untermodul

I={(g1,92) := <

2.2
“€1 + T1x2 - €2,X7x5 - €1 + T2 - €2
1+£C1

von K [z, 22]? dividieren. In Beispiel 7.3 haben wir gezeigt, dass

(H, é) = ((y1 +yiz1 — 22, y2 — 122), (Y101 + y2€27y§€1 + xz9e9))

ein Code der minimalen Standardbasis

g = G(z,h(z))=(91,92)

von I bzgl. der Monomordnung,= (<degiea; C) aufN? x {1,2} mit z; < x5 ist.
Weiters haben wir dort eine reduzierte Standardbasis des Mdddl$H; - ¢;, Gj,)
K[z, y]?* bzgl. der Erweiterung<.= (<gegies, C) Mit y1 < ya < x1 < T2 VON <,
konstruiert:

by =y e, b1 =x3-e1, bo = w2 - 3.
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Ein Vatercode dieser reduzierten Standardbasis.iast klarerweiseB;; = v; - e,

Bi = z9-¢e1, By = x5 - e5. Nach Satz 7.1 ist darin, by eine reduzierte Standardbasis
von I bzgl. <,,.

Um den algebraischen Potenzreihenveltaiurch den Modull zu dividieren, schrei-
benwir f als f = F(x, h(x)) mit

F = (y1y2x1 + z122 + 1) - €1 + (ylag + y% + x%@) - €3.

Babylonische Division vor¥' durch B;;, B; und By bzgl. der Leuchttirmey; - ¢;,
9 - e1, T - eo UNd der Reichweitel + ¢, 2, 2 liefert:

F = $2'312"‘2/1301'B21+y2'322+331'31+$?'Bz+$1'61.

Ersetzt man in der letzten Gleichung die Variaple: (y;,y2) durch den Babyreihen-

vektorh(z) = ({3-, z122), so ergibt sich folgende Zerlegung vgn

2
Ir{x g X
f<x1+ 12)~b1+<x‘f+ 2 +x§x2>~b2+x1~e1

142 142
mit Restc = x4 - e; € co(I).
Beispiel 7.10. Wir betrachten den algebraischen Potenzreihenvektor
f=(@*+2%)2* + 2>+ )1+ (2> +2°)"2° + 2' +2° + 2) - €5 € K[2]?
und den von
g:= ((:1:2 + x3)29£2 + x) -ep + (CEQ + x?’) - e

erzeugten Untermodul = (g) von K [z]2. Wie man leicht nachrechnen kann, ist
(H,G)=(y —2* =2’y -er + (2% +2) - e2)

ein Familiencode vory mit Babyreiheh(z) = z? + 3. In Beispiel 7.4 haben wir
gezeigt, dass

G=@>+2%) e+ (x+y°22) - ey
ein Vatercode der minimalen Standardbasis G(z, h(z)) = g von I bzgl. der Mo-
nomordnung<,= (<., C) ist. Weiters haben wir dort folgenden Familiencode der
partiell reduzierte Standardbasis des Modiils= (H - ¢;,G) C K[z, y]? bzgl. der
Erweiterung<.= (<gegiex, C) Mity < z von <, aufN'+1 x {1, 2} konstruiert:

(V,B) = ((v1 —av—2%v,v+2%yv; +2° + 23,y — 2 — 2%),

(y-e1—vi-ea,H e,z €1 —v-e3)).
Aus dem Beweis von Satz 7.1 folgt, dass

x2+x3

b=z-ertolzh@) e =z er+ e aa

- €9

eine reduzierte Standardbasis Mobzgl. <, ist.
Um nunf durchl zu dividieren, fuhren wir die Babylonische Division des Vatercodes

F=@l2?+22+a)-e1+@Wad +at +2° 4 2) ey
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von f durchB; =y-e; —vy-eoUndB = x-e; — v - eg bzgl. der Leuchttirme - eq,
z - e; und der Reichweited, 3 durch:

F=y%3 B+ (x+1)-B+ '2® +2* + 2% + 2+ y*230; + 20 +v) - ea.
Ersetzt man in dieser Gleichung die Variablgn; undwv durch

x(z + 2%)? x? + 23

bzw. =
2 v(@) 1+ z(z? + 23)2’

hiz) = 22 3 _
(z) =2 +2°, vi(x) 1+ (22 + 23)

so erhalten wir die Zerlegung
f=a-b+c

von f mit Quotient
a=1+xz+ (22 +23)322

und Rest

2 2)\3,.6 _ .2 _
CZ((x2+$3)4$3+x4+x2+x—(x+x)((x—’—x)x z x>>.e2

1+ z(x? + 23)2

in co(I).

7.2 Der allgemeine Fall

Wir werden die beiden folgenden Satze 7.3 und 7.4 beweisen, indem wir zuerst aus
g1, - - -, g Mit Hilfe der Satze 7.1 und 7.2 sowie Induktion Uber die Anzahl der Varia-
blenn einen Familiencode einer reduzierten Standardbasig/ kamstruieren. Dann
werden wir mittels Satz 7.2 den algebraischen Potenzreihenvglsigkzessive durch

die zuvor berechnete reduzierte Standardbasisivdividieren. (Fur die Endlichkeit

des Algorithmus von Satz 7.4 ist es notwendig, dassfwdurch einereduzierteStan-
dardbasis voii dividieren.)

Satz 7.3.Wir nehmen an, der von den algebraischen Potenzreihenvektoren , g, €
K[z]® erzeugte und mit der Monomordnurg, auf N™ x {1, ..., s} versehene Mo-
dul I C K[z]* erflllt bzgl. <, Hironaka’s Box-Bedingung. Dann kann man aus den
Familiencodes der algebraischen Potenzreihenvektgien. ., g, mittels eines endli-
chen Algorithmus den Familiencode einer reduzierten Standardbasig vagl. <,,
berechnen.

Beweis.Die Idee des Beweises besteht darin, eine gegebene minimale Standardba-
sis vonI, abhéangig von den in den Initialmonomvektoren auftretenden Variablen, in
zwei Gruppen zu zerlegen. Die erste Gruppe bestehe dabei aus jenen Erzeugern, de-
ren Initialmonomvektoren reing,,-Potenzen sind. In den Initialmonomvektoren der
restlichen Erzeuger kommen stets auch andere Variablen vor.

Nach Satz 6.1 seien algebraische Potenzreihenvekigren , g, gegeben, die bereits
eine minimale Standardbasis vdnbilden. Auf Grund von Theorem 2 in [ACJHb]
durfen wir annehmen, dass, ..., g, eine minimale Janet-Basis vanmit Reich-
weitenny, ..., n, sind. Wir ordnery, .. ., g, und permutieren die Komponenten von
K|[x]® derart, dass fur ein < r die Vektorengy, ..., g: bzgl. der gegebenen Mono-
mordnungz,,-reguldr mit Initialmonomvektoremd: - ¢, sind und dass in jedem der
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Initialmonomvektoren der restlichen Vektorep, 1, ..., g, mindestens eine der Va-
riablenzy,...,x,_1 vorkommt. Wegen Lemma 3 in [ACJHb] sind die Reichweiten
Ng1,- .., Np VONGii1, ..., g alle < n. Dies impliziert

I:ZK[[:U]]-gk+ Z K[z'] - g.
k=1

k=t+1

Daher ist es in der nachfolgenden Division nicht notwendig, einen der algebraischen

Potenzreihenvektores, 1, . . ., g- mit x,, zu multiplizieren.
Auf Grund von Satz 7.1 durfen wir annehmen, dass die algebraischen Potenzreihen-
vektoreng, ..., g; bereits eingeduzierteStandardbasis des,-regularen Untermo-
dulsly = (g1,...,g:) von K[z]* bilden.
Mit Hilfe von Satz 7.2 kénnen wir nug;1, . . . , g mittels eines endlichen Algorith-
mus durch den,-reguldren Modully = (g, ..., g:) dividieren. Somit durfen wir
annehmen, dass die Vektorgn, ..., g, bereitsin

t dm—1 s

M = co(ly) = Z Z K[z'] - x), - em + Z K[z] - em
m=1 j=0 m=t+1

liegen. Da der Untermodul nach Voraussetzung Hironaka’'s Box-Bedingung erftillt,
haben die Initialmonomvektoren vgp, 1, . . ., g ihren von null verschiedenen Eintrag
im ersten Summanden

t dm—1
M, = Z Z K[2'] - 22 - e
m=1 j=0
von M. Setzen wir nun .
I' = Z K[z'] - gk,
k=t+1
sogiltl’ C M undin(I’) C M.
Damit kénnen wir nun folgendermafen Induktion Ghemwenden:

Als Erstes stellen wir fest, dass(ifl) als Untermodul des freien endlichéti[z']-
Untermoduls)/; wiederum Hironaka’s Box-Bedingung erfullt. Zweitens, es tritt keine
Division im zweiten Summandel, = an:t-H K[x]-en von M auf. Damit kénnen

wir mittels Induktion Gber die Anzahl der Variablenannehmen, dass wir wissen,
wie man mittels eines endlichen Algorithmus, unter Zuhilfenahme von Codes, eine
reduzierteStandardbasis des [z']-UntermodulsI’ von M konstruiert. Diese Basis,
betrachtet als Vektoren ik [z]*, bleibt bezuglichgi, ..., g: reduziert, denn deren
Elemente liegen idd = co(Iy).

Daher durfen wir annehmen, dags 1, - . ., g bereits eine reduzierte Standardbasis
von I’ bilden. Mittels Induktion tiben kénnen wir den Divisionsalgorithmus von Satz

7.2 aufl’ als Untermodul vorl/ anwenden. Daher wissen wir, wie man effektiv alge-
braische Potenzreihenvektoreniihdurchl’ dividiert.

Dies wenden wir nun auf die Regjg = 2% - e, — gx vongs, ..., g; an. Die algebrai-
schen Potenzreihef, ..., g; liegen in M, da sie eine reduzierte Standardbasis von
Iy sind undM = co(ly) ist. Daher kdnnen wir die Restg durch’ dividieren. Dies
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erlaubt es, von Beginn an anzunehmen, dass die Vektgren. , g; bzgl.g¢11, ..., gr
reduziert sind, d.h., dagg fir 1 < k < ¢in co(I’) liegen. Dal C M = co(Iy) gilt,
bilden die neuen Vektoref, . . ., g, wieder eine reduzierte Standardbasis (der von ih-
nen erzeugte Modul kann verschieden Vgrsein, aber sein Initialmodul ist derselbe).
Insgesamt haben wir also die reduzierte Standardbasis. , g,- von I gefunden. Dies
beweist Satz 7.3.

O

Satz 7.4. Seil ein Untermodul vorK [z]° = K[z, ..., z,]®, der von algebraischen
Potenzreihenvektoreg, ..., g, € K[z]° erzeugt wird. Wir nehmen an, dagsHi-
ronaka’s Box-Bedingung bzgl. einer Monomordnungauf N™ x {1,..., s} erfiillt.
Weiters seien Familiencodes vgn . .., g, gegeben.

Dann existiert fir jeden algebraischen Potenzreihenveltte K [«]* ein endlicher
Algorithmus, der aus einem Familiencode vfrFamiliencodes von algebraischen
Potenzreiheruy,...,a, € K[z] und von einem algebraischen Potenzreihenvektor
¢ € co(I) C K[z]* berechnet, sodass

f=> argr+ec,
k=1

eine formale Potenzreihendivision vérdurch = (g1, ..., g,) ist.

Bemerkung.Wie auch in Satz 7.2 ist der Restler Division eindeutig und hangt nur
von der Wahl der Monomordnung,, auf K[z, ..., z,]*® ab.

Beweis. Auf Grund von Satz 7.3 kdnnen wir annehmen, dass wir bereits einen Famili-
encode der reduzierten Standardbasis. . , g des Untermodul$ C K[z]® besitzen.
Dann gehen wir ahnlich wie im Beweis von Satz 7.3 vor:

Wollen wir einen beliebigen algebraischen PotenzreihenvekterK [x]® durch den
Untermodull = {(g1,...,g,) C K[z]° dividieren, so kbnnen wiyf zuerst mittels
Satz 7.2 durch den Untermodly = (¢1, ..., ¢9:) (vgl. Konstruktion der reduzierten
Standardbasis im Beweis von Satz 7.3), der.jaregulér ist, dividieren. Dies liefert
uns einen Rest id/ = co(lp). Dann kdnnen wir, unter Verwendung von Induktion
ibern und der Tatsache, dags= ), _ ., K[z'] - gx als Untermodul von/ wieder
Hironaka’'s Box-Bedingung erfillt, diesen Rest als Vektodindurch I’ dividieren.
Der daraus resultierende Rest kann, via der InklusionMom K [z]*, als Vektor in
co(I) C KJz]* interpretiert werden. Er wird mit der formalen Potenzreihendivision
von f durchI in K[z]*® ubereinstimmen. O

Beispiel 7.11.1n diesem Beispiel wollen wir die algebraische Potenzreihe
fi=x3+ 100 + T1203 + xgxg + J:§ + xla:gxg — .T?.TJ%J)?) - x%x%
durch das Ideal
I:={(g1,92,93) := (23 + 2123 + 23, 23 + w325 + 27, 2102 + 23)

von K [z1, 22, x3] dividieren. Dabei seK [x1, x4, 23] mit der graduiert lexikographi-
schen Ordnung al® mit z; < x5 < x3 versehen.
Wie man sofort sieht, ist

(H7G) = ((yl —.ﬁg—xll‘%—Jig,yg—.ﬁg—xgl‘%—l‘%,yg—xle—J)g),

(Y1,92,93))
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ein Familiencode vod.

Zuerst berechnen wir eimainimale Standardbasigon I (vergleiche Kapitel 6): Dazu
erweitern wir die gegebene Ordnung auf die graduiert lexikographische Ordnung auf
N33 mity; < y2 < y3 < 21 < 22 < 3 und berechnen eine minimale Standardbasis
des Ildeals/ := (Hy, Hs, H3,G1,G2,G3) C K[x,y]. Mit Hilfe von Singular

ergibt sich

2 2 2 2 4
H,y, Hy, H3, 3+ 2175 +:c§, Ty + T3Th —|—l‘:{,, T1T2 +x§, 7.
et (2 2 3 .2 2 3 3 .4Y ai
FolglichistG = (25 + z123 + x5, x5 + x3x35 + @3, x122 + x5, x7) €in Vatercode der

minimalen Standardbasis
91, 92,93, xil

von . Daraus ergibt sich
in(I) = (23, 23, 1122, 7).
Somit erfullt das Ideal Hironaka’s Box-Bedingung.

Mit Hilfe von Theorem 2 und Lemma 2(b) aus [ACJHb] werden wir nun emimale
Janet-Basiwvon I bzgl. der gegebenen Monomordnung konstruieren:

Dazu zerlegen wir das Initialideal (h) = (3, 23, 122, 21) C K[z] von I, dem
Beweis von Lemma 2(b) in [ACJHDb] folgend, in eine disjunkte Summe:

in(I) = K[x1,29,73] 23 K[, 2] - 73 © K[x1,22] - 2323
® K[z1] - v120 ® K[21] - 2120023 © K[21] - 2] © K[21] - 223,

Dem Beweis von Theorem 2 in [ACJHb] folgend berechnen wir nun mit Hilfe von
Singular  die Normalformen der Monome?, 22, x3z3, v122, 717273, 71, vi73 bZgl.
der zuvor berechneten Standardbasisy., g3, #{ von I (Singular  verwendet dazu
Mora’s Tangentialkegel-Algorithmus). Wir erhalten die folgenden Reste:

3 2 3 2,3
0, —z] — 523, —x{23 — 5373, 0, 0, O, O.
Dabher ist

e 2 o 22 4 3 2 e 2 3 2,.2
Py =23, Py = a5 + a7 + 2523, P3 = x42x3 + :clmz + 523,
P4 = T1T9, P5 = T1X2T3, P6 =T, P7 = Tx3

eine Janet-Basis voh mit Leuchttirmenz3, v2, z3x3, 129, 217273, 71, 223 und
Reichweiter, 2,2, 1,1, 1, 1.

Der nachste Schritt ist nun die Konstruktion eimeduzierten Standardbasisn I
bzgl. der gegebenen graduierten Monomordnung:

DaP;, ..., P; eine Janet-Basis vahmit ReichweiterB, 2,2, 1, 1, 1, 1 sind, gilt insbe-
sonderedl = K[xy,x9, 23] - P1 + ZZZQK[[xth]] - P,,. Dem Beweis von Satz 7.3
folgend betrachten wir nun das Ideal

IO = <P1> = <I§> g K[[J?l,xg,l‘g,]].

Klarerweise istP; bereits eine reduzierte Standardbasis ¥on

Daher dividieren wir nun mit Hilfe von Satz 7.2 die restlichen Elemérie . ., P;
der Janet-Basis voh durch daszs-regulare Idealy, = (x3) C K[z, z9, 3] und
erhalten:
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Py =0 Py + a3+ 23 + 23x3, Py = 13- P| + 2323 + 233,
Py=0-P+z122, P5 =0- P, + 217273,
P6:O~P1—|—:L“11, P7:0'P1+$‘11.’L‘3.

Wir setzenPs := x3x3 + 23z und P; := P, firi = 2,4, 5,6, 7. Klarerweise gilt dann
p?;"'ap'? EM = CO(IO) - Kﬂl’l,l’g]] @KﬂxlaxQ]] © X3,

d.h.,P,, ..., P; sind bzgl.P; reduziert.
Wir betrachten nun das ldeal

7
I' = ZK[[xhxg]] P, C M
k=2

und suchen eine reduzierte Standardbasis davon. Dazu setzen wir zunachst
I = <152, P3> = (x% + x:{’ + x%zg,xgxg + x?x3> C K[x1,z2] @ K[y, z2] - z3.

Wie man leicht nachprifen kann, ist

(@3 + a9)zs, (23 + 1) — iz

eine Standardbasis dégz;, x»]-Idealsl; von M. Damit gilt: in(I’) = (z3x3,23) C
M. Folglich ist die reduzierte Standardbasis Vervon der Form

by = x5 — b7 —uio(w1) — wr1(21)m2 — G10(w1) T3 — U11(T1) 7273,

by = x3m3— b3 — uso(x1) — u21(21)T2 — Uoo(T1)T3 — U21 (T1)T2T3,

wobei b?,b5 € K @ Kxo @ Koz & Kxoxs undu,;, 4;; (1 < 4,5 < 2)in 0 ver-
schwindende Potenzreihenin sind. Da aber ifb;) = 23 und in(by) = z3z3 gel-
ten muss, ergibt sich sofobf = b5 = 0. Babylonische Division der Standardbasis
(23 + a3)x3, (23 + 23) — 2323 von I; durch die virtuelle reduzierte Standardbasis

2 ~ ~
By = x5 — w0 — u11®2 — U10%3 — U1122T3,

2 ~ ~
By = x5w3 — U0 — U21%2 — U073 — U21T23

von I bzgl. der Leuchttirme?, 2223 und der Reichweite0, 10 liefert die folgende
reduzierte Standardbasis véhC M:

by = 23 + 25 — 2xs, by = rixs + Tiws.
Man beachte, dasg,, . . ., P, bereits in
N :=co(l}) = K[z1] ® K[z1] - z2 ® K[x1] - 23 ® K[z1] - 2223

liegen. Daher betrachten wir das Ideal

7
I"=> (K[z1] ® K[z1] - 22) - P. € N.
k=4

Wie man sofort sieht, sind,, . . ., P; bereits eine reduzierte Standardbasis des Ideals
I". Daher gilt: i(1") = K & (2}, 2122, 2323, z120923) € N und

coI'y = KoK 110K 220K 20K 200 K - 13
@K-xlxg@K-x%mg@K~x‘;’x3@K-x2x3.
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Dadie Resté; = x3 —by = —a} + 2w undby = 233 — by = 2723 der reduzierten
Standardbasis;, b, von I; bereits in c§/”) liegen, sindb; und b, bzgl. Py,. .., P;
reduziert. Damit bilden

b1, b2, 172, T1T2T3, 961117 x%xs

eine reduzierte Standardbasis d€fr;, z»[-Untermodulsl’ von M = K(xz1,z2] @
K[[xl, .’EQ]] . l'i

Weil weitersPy = x§~— P, = 0 qilt, ist die reduzierte Standardbagts von I, bereits
bzgl.by, b, Py, ..., P; reduziert. Folglich bilden

x%a m% + ff? - ff?xsa x%% + »T?x?n T1X2, T1X2T3, 55411» f%xs

eine reduzierte Standardbasis des ldéals K[z, z2] bzgl. der gegebenen graduier-
ten Monomordnung.

Nun kdénnen wir mittels Satz 7.4 digivision der gegebenen algebraischen Potenzreihe
f=x3+ 2129 + 12223 + ozgxg + 1:% + zlxgxg — $i’l‘%l’3 — xéx%

durch die soeben berechnete reduzierte Standardbasis des/Ideatsfihren:
Dazu dividieren wirf zuerst mit Hilfe von Satz 7.2 durch das-regulére ldeal, =
(z3). Es ergibt sich

f = (xows + x% + 1203 — T3) - a:% + (z3 + 2129 + 212003 — ToA5T3).
Nun dividieren wir den Rest
Ry := 23+ 129 + T12923 — l’?x%:ﬂg € CO(I(]) = K[[l’l, CUQH 5> K[[l'l,l'g]] - X3

dieser Division durch den Untermodd] = (z2 + 23 — 323, 2323 + 2323) C
K[[:Z?l,xg]] D K[[l‘l,IQ]] - T3,

Ry = —a% - (2323 + 23w3) + (23 + 2102 + 212023 + 2523).
Division des Restes
Ry :=x3+x129 + 12223 + I’?Ig S CO(Il)

dieser Division durcH” = (Py,..., P;) C co(l;) = K[z1] @ K[z1] - 22 @ K[x1] -
x3 ® K[z1] - zoxs liefert

Ry =1-m@0x3 + 27 - 273 + (x3 + 2129)
mit RestRy := z122 € co(I”) = co(I). Zusammengefasst ergibt sich
f = (wows+ a2 +xywows — x5) - 22 — 23 - (x3x3 + 253)
+1-zymows 4+ 27 - 2irs + (23 + 2120).

Beispiel 7.12. Wir wollen den algebraischen Potenzreihenvektor

f= (zg + zlxg + x2) -e1 + (SCllEQ\/l + x1719 + x%xz + 9 + 1) - €9
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durch den Modull := (g1, g2, g3) C K[z1,x2]? dividieren, wobei
g1 = ,’E%mel‘i_m% - €2,
g2 = xi-e1+aoy/l+x1 + 73 e,
gs = T1-€1+T1x2-eq.

Dabei seiK [z1, z2]? mit der Monomordnung<,,= (<gegies, C) Mit 22 < x1 Vverse-
hen.
Wie man leicht nachrechnen kann, ist
(H,G) = ((y1 — 23 — y223,2y2 + 5 — 122,
Y3 — T2 — YaZo,2ys + Y; — 1 — T3),
(yre1 + x3ey, x3e1 + yzea, 161 + T1T260))

ein Familiencode des Untermoduls Weiters ist die Monomordnung .= (<gegies
,O)mitys < y3 < Y2 < y1 < 22 < x1 e€ine geeignete Erweiterung ven, auf
N2+ % {1,2}.

Zur Berechnung eineminimalen Standardbasigon I bzgl. <, betrachten wir den
UntermodulJ = <HZ' -e1, H; - eq, Gk> - K[[xl,l‘g, Y1, Y2, y3,y4]]2, wobeil <7 < 4.
Es ist einfach nachzuprifen, dass

2 2 2 2
Hiey, Hiea, x3e1 + wies + yaxie1, xae2 + yaToes + Tie,
3 3
T1€1 + T1T2€2, Ti€2 + YaY1T172€2 + Y1T7€1

eine minimale Standardbasis vdrbzgl. <. ist. Folglich ist
G = (m%el + $%€2 + ygxgel, To€o + YaToeo + x%el,
T1€1 + T1T2es, Thes + Yay1T1T2€2 + Y175er )

ein Vatercode der minimalen Standardbasis

g = G(z,h(z))
= (91792793594);
wobei

g4 = x‘i’x%x/l + 212961 + (Jclaﬁg\/l + 2129 (\/1 + 21+ l’% — 1) + 33:13) - es,

von I bzgl. <,,.
Mit Hilfe von Theorem 1 und Lemma 2(b) aus [ACJHDb] konstruieren wir nun eine
minimale Janet-Basigon I:
Dazu zerlegen wir den Initialmodul
iN(J) = (yi - €1,y - €2,25 - 1,2 - €, 21 - €1, 27 - €3)

in die folgende direkte Summe:

in(J) = Kz, 22,91,Y2,y3,ya] - yaer © K[z1,22,y1,y2,y3] - ysex
® K[xy, m2,y1,92] - y2e1 @ K[w1,22,51] - yre1 ® K[, 3] - 25e
& K[z1] - 212961 & K[x1] - 2101
SK[x1,22,y1,Y2, Y3, Ya] - yaea © K[x1,22,y1,y2,y3] - yzez
© K[w1,72,y1,92] - y2e2 © K1, 22,91] - yre2 © K[x1, 22] - 2262
© K[z1] - 23ea.
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Dem Beweis von Theorem 2 in [ACJHb] folgend berechnen wir jetzt die Normal-
formen der Monomvektoreme:, y;es, T3e1, x112e1, T1€1, 262, Ties bzgl. der zuvor
berechneten Standardbasis wband erhalten die folgende Janet-Basis von

1.2 1, .2 1 1.3
Yae1 + 5Ti€2 + FY2T5€1 — FYaT1T2€2 — 5T(€1, Y3€1 — T2€1 — YaT2€1,
Yoo, Y€1 — Tiey, T3€1 + Tiey + Yawder, T1Tae1, T1€1,

1 1,2 1.2 3
Yaeo — 5T1€2 + Yse2 — 5T3€2, Y3€2, Y262, Y1€2, T2€2, TiC2.

Daher ist
2 2 2 3
x3e1 + xies + hao(x)zse1, x1z0€1, T1€1, Toea, TieEo

eine Janet-Basis voh mit Leuchttirmeme,, z129e1, 161, T2e2, 25es und Reich-
weiten2,1,1,2, 1.

Somit setzen wir

Py = 22e; + 22ey + ho(z)x3e; = 23T+ 21200 - €1 + 22 - €3
R — — e 3
P2 = Tg€9, Pg = T1x2€7, P4 =xT1€1, P5 = Tie2

und suchen nun eimeduzierte Standardbasi®n
I =K[zy,22] - P ® K[z1,22] - Po+ K[x1] - P3® K[z1] - Py ® K[z1] - Ps.
Dazu betrachten wir, dem Beweis von Satz 7.3 folgend, zuerst den Untermodul
Iy = (P, P,) C K[y, 2]

Dieser kann durch den Familienco@H-, (z3e; + z%es + z3y2e1, 2e2)) beschrie-
ben werden und ist,-regulér. Somit kdnnen wir eine reduzierte Standardbasigyon
konstruieren, indem wir mittels Satz 7.1 eine reduzierte Standardbasis des Moduls

Jo=(Hy-e1,Hy-e9, P, P5)

berechnen. Nach einer langeren Rechnung ergibt sich die folgende reduzierte Standard-
basis bzgl. der Monomordnung. von Jy:

2 2
bi = z3e1 + x7eq,
by = ey,
1 1,
bs = yoe1 — -T1T2e1 — STi€2,
2 8
by = yaea.

Somit bildenb; undb, eine reduzierte Standardbasis Mobzgl. <,,. Weiters gilt:
M = CO(I()) = K[[Ilﬂ -e1 @K[[l’lﬂ cTo €1 @K[[Ilﬂ c €9

und Ps, Py, Ps € M, d.h.,Ps, P,, P5 sind bereits bzgh,, b, reduziert.
Daher betrachten wir nun den Untermodul

5
I'=> K[n]- P
k=3
von M. Man sieht sofort, dasB; = z; - ey, Py = 2115 - e; Und P5 = 23 - ey bereits

eine reduzierte Standardbasis die&gs; |-Untermoduls/” von M bilden.
Dadie Resté; = 23 - e; — by = —27 - e3 Undby = 5 - e — by = 0 bereits in

coI'Y=K-e; K -e20K e K -x1-ea®K 23¢9
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liegen, sindb; undb, schon bzglPs, Py, Ps reduziert.
Zusammengefasst erhalten wir also die folgende reduzierte Standardbagibzgin
<y

Jf% €1 —|—.Z‘% +€2, €2, T1 €1, T1T2 " €71, .13? - e1.

Damit kénnen wir nun di®ivision des gegebenen algebraischen Potenzreihenvektors
f= (23 + 2125 + 22) - e1 + (wr2oV T+ z122 + 220 + 22+ 1) - €2
mit Familiencode
(Ha, F) = (Ha, (a3 + @125 + x2)er + (2122 + 2120y + 2izs + 22 + 1))

durch die reduzierte Standardbasis Vasurchfiihren:

Dem Beweis von Satz 7.4 folgend dividieren wir dazauerst durch den Untermo-
dul Iy = (23e; + x3es + ha(x)xder, w2e5). Wie wir oben gesehen haben, bilden
r3e1 +x2es Undages eine reduzierte Standardbasis ignWeiters ist (wie man leicht
nachrechnen kann)

2
B, = wx3e; — ussey,

By = ey,

B3z = yse1 —ujaT2e1 — ui3ea,

By = yseo,
ein Vatercode und
U = (2u12 — o1, 2u13 + ujsuss, uss + o7)

ein Muttercode der reduzierten Standardbasis. ., b, von Jy. Daher dividieren wir
nun dem Beweis von Satz 7.2 folgend den Vatercbdges algebraischen Potenzrei-
henvektorsf durch die virtuelle reduzierte StandardbaBis Bz, Bs, B4 von Jy:

F = ($2 + SCl)Bl + (Il + I% + 1 + U33)Bg + I1$QB4 + T1U33€E2 + x2e1 + e2.
Substituieren wir in dieser Zerlegung durchhs(x) = —1 4+ /1 + 125 Undu =
(u12, w13, u33) durchu(z’) = (u12(2'), w13(2'), uzs(z')) = (%961, éf%,—ﬁ), SO er-
gibt sich die folgende Zerlegung vgh

f=(za+21)b1 + (ml +1+z (V142129 — 1)) by + (z0e1 + €3 — 23ey)
mit Rest
ci=a9-e1+ey— a5 -ey €Co(lp) = K[z1]-e1 @ K[x1] - 20 - €1 ® K[21] - ea.

Dem Beweis von Satz 7.4 folgend dividieren wir diesen Reasin durch den Unter-
modull’ = K[xz1] - Ps + K[x1] - P+ + K[z1] - Ps von cdIp) und erhalten

C=—1'P5+(l‘2'€1+€2)

mit Restrze; +e5 € co(I’). Zusammengefasst ergibt sich also die folgende Zerlegung
von f:

f:(.I2+£E1)b1—|—(Il—|—1+1‘1(\/1—|—I1I2—1))b2—1'P5—|—(I2'61+62).
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Beispiel 7.13.In diesem Beispiel wollen wir eine reduzierte Standardbasis des Moduls
I = {g1,92,93) C K[x1,z2]* konstruieren, wobei

2 3 4 o 3 5 L 2
g1 = X361 + Tiex + x{x2, g2 := T1X2€1 + Toeg + X1€3, g3 = XTo€o + Ti€2.

Dabei seiK [x1,z2]* mit der Monomordnung<,= (<gegies, C) Mit 1 < z2 Ver-

sehen. Der Modul erfullt, wie wir unten sehen werden, Hironaka’s Box-Bedingung.
Daher kbénnen wir den Beweis von Satz 7.3 anwenden, um eine reduzierte Standardba-
sis vonI zu konstruieren:

Dazu berechnen wir zuerst eimgnimale Standardbasigon I bzgl. <,:
J;Sel + 11?62 + :c‘ll:cgeg, Toeg + :c‘lleg, TriTr2ey + x‘;eg + x?eg, x‘lleg — x%eg.
Daraus folgt sofort i(l) = (z3e1, rae2, 21721, T]e2) Und somit

CO(I) = K~x2-6169K[[961]]-61®K-62@K-x1~62
@K-x?-eQEBK-x§~62@K[[$1,CL'2]]-63.

Dies zeigt, dass der Modiltatséchlich Hironaka's Box-Bedingung bzgl,, erfillt.

Der nachste Schritt ist die Konstruktion eimainimalen Janet-Basigon I:
Dazu zerlegen wir den Initialmodul () von I mittels Lemma 2(b) in [ACJHDb] in die
folgende direkte Summe:

in(l) = K[y, 23] - x%el & K[z1] - x120e1 & K[x1, 23] - 2262 & K[21] - leleg.

Berechnung der Normalformen vaies, z122e1, z2e2 Und xies bzgl. der zuvor be-
rechneten Standardbasis vbergibt

3 4 2 5 5
—xjex — TiToe3, —Ti€2, —Tie3 — Toeg, (.

Damit bilden
2 3 4
P = =xz5e; + xjex + xiT003,
2
P, = x9es+ xe2,
5 5
P3s = x1x9e1 + x7e3 + x5e,

P4 = 1‘41162

nach Theorem 2 in [ACJHb] eine minimale Janet-Basis &on

Um nun eingeduzierte Standardbasi®n I zu konstruieren, betrachten wir, dem Be-
weis von Satz 7.3 folgend, den-reguldren Untermodul

I() = <P1,P2> g K[[.’l?l,IQ]]g.

Wie man leicht sieht, bilde; und P, bereits eine reduzierte Standardbasis &pn
Da der VektorP; noch nicht bzgl.P; und P, reduziert ist, dividieren wir ihn mit Hilfe
von Satz 7.2 durcliy = (P;, P») und erhalten

Py = (x5 — 2223 + xta2 — aSzy + 25) Py + (212001 + 25e3 — 21%;).
Daher gilt mit
B 5 10 z
P3; = z1z9€1 + Ties — xy es, Py := Py,
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fiir den von uns betrachteten Modiil:= (Py, Py, P, P,) = (Py, Py, Ps, P,).
Dem Beweis von Satz 7.3 folgend mussen wir nun eine reduzierte Standardbasis des
K[z1]-Untermoduls 3 3

IIZKIIJH]]-P?,—I—KIIJH]]'PAL

vonM := CO(I()) = K[[Jj’l]] -eq @Ig[[l’lﬂ “T2-e1 @K[[:cl]] -2 @K[[l‘h ZEQH -e3 finden.
Man kann leicht Gberprifen, dagy und P, bereits eine minimale Standardbasis von
I’ bilden. Daraus folgt ifi’) = (z1x2e1, x}es) und somit

co(I') = Kxoey ® K[z1]er ® Kea @ Kxiea @ Kaley ® Kabey ® K[xy, zo]es.

Folglich erfiillt der Initialmodul ifI”) als K [z ]-Untermodul vonM; = K[z1]-e1 &
K[z1]-z2-e1® K[z1]-e2 wieder Hironaka’s Box-Bedingung. Weiters ist die reduzierte
Standardbasis voH von der Gestalt

by = xi11201 — V1 (331)61 - U2($1)€3,

b2 = J,‘[ll'eg

(der Vektor P, ist bereits reduziert), wobei und (z;) und vz(z1) in 0 verschwin-
dende algebraische Potenzreihen sind. Division Pgmlurch die virtuelle reduzierte
Standardbasis

By = x1x2e1 —vieq — vaes,

4
B2 = 1’1'62,

von I’ liefert ~
P3 = Bl — l'(lsBQ + vier + (UQ + ‘rilj))e3'

Daraus ergibt sich die folgende reduzierte Standardbasig’von
by = x120e1 + .73%63, by = .1341162.

Da die StandardbasiB;, P, des Untermoduldy C K[z1,x2]? bereits bzglb;, bo
reduziert ist, bilden

2 3 4 2 3 4
P = x5e; + xies + xiezes, Po = xoea + xie2, b1 = x122€1 — Ties, ba = i€

eine bzgl.<,, reduzierte Standardbasis des Modlls
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8 Appendix: Codes einiger algebraischer Potenzreihen

g (H,G)

M+z-1 (y3 +3y> + 3y — z,y)

T 1 (y2* +yz +y+x+ 2% y)

x/1+z (1 —y3 — 3y3 — 2y2,2y2 + y3 — x),y1)

—zV1+z ((y1 — 3 +3y3 — 22, 2y2 — y5 +x),91)
B3NV +x + 22 ((y1 — 23y2 — 2%, 2y0 + Y3 — x — 22),41)
(@ +a)VT+2? | (1 — 95— v5 —xya — 2,292 +y5 — 2°), 1)
221+ 2122 ((y1 — @3 — 23y2, 2y2 + y3 — 2132),91)

z123+/1 + 2% — 23
z173+/1 + 2% + 23

x3

Vitzizs

x3\/1 + 11 + 23

2
To

xix3+1

231+ 21209 — 23

(1 — m123y2 — 2173 + 23, 22 + Y5 — 23),41)
((y1 + m123y2 — 2173 — 23,22 — 5 + 23), 1)
((y1 + y1y2 — =3, 2y2 + y5 — 2122), Y1)
((y1 — 23 — Y3, 2y2 + Y3 — 23 — 1), 1)
(y1 +yr1z1z3 — 23, y1)

((y1 — 23y2,2y2 + Y3 — T122), Y1)
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