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Einleitung

Wieviele Geraden gibt es im dreidimensionalen Raum, die durch vier gegebene Ge-
raden gehen? Dabei sollen die vier Geraden keine solche Lage einnehmen, sodass die
Anzahl der gesuchten Geraden unendlich wird. Mit Fragen dieser Art befasst sich
das Schubert-Kalkil im fiinften Kapitel dieser Diplomarbeit. Das Faszinierende an
jenem Kalkiil der abzéhlenden Geometrie ist, dass die Anzahl von geometrischen
Objekten mit gewissen Bedingungen rein algebraisch ermittelt werden kann.

In dieser Diplomarbeit werden prinzipiell wichtige Sidtze und deren Anwendungen
in Bezug auf Anzahl und Lage von algebraischen Varietdten erdrtert. Dabei sind
algebraische Varietédten geometrische Objekte, die durch polynomiale Gleichungen
beschrieben werden konnen. Im ersten Kapitel wird der Satz von Bézout als ent-
scheidendes Instrument zur Bestimmung der Anzahl von Schnittpunkten zweier
ebener Kurven bzw. Anzahl der Losungen zweier Polynome iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper hergeleitet. Wir werden einige Anwendungen davon ken-
nenlernen. Mit Hilfe des Satzes von Bézout kann man beispielsweise zeigen, dass
die Anzahl von singuldren Punkten einer ebenen Kurve endlich ist und einer ir-
reduziblen ebenen Kurve vom Grad m durch W_léﬂ beschriankt ist. Am Ende
des ersten Kapitels wird der Satz von Cayley-Bacharach vorgestellt. Dieser besagt
speziell, dass wenn sich zwei Kubiken in neun verschiedenen Punkten schneiden
und eine weitere Kubik durch acht dieser neun Schnittpunkte geht, diese ebenso
durch den neunten Schnittpunkt gehen muss. Genau jener Spezialfall des Satzes
von Cayley-Bacharach liefert neben dem Satz von Bézout einen Alternativbeweis
des Satzes von Pascal, eines Satzes iiber die Lage von Schnittpunkten beziiglich ein
in eine irreduzible Quadrik eingeschriebenes Hexagon. Aufterdem dient er im zweiten
Kapitel dazu, die Assoziativitat der Gruppenverkniipfung beziiglich den elliptischen
Kurven als Gruppe elegant zu beweisen. Wir werden erkennen, dass sich elliptische
Kurven durch elliptische Funktionen parametrisieren lassen, deren Eigenschaften
und Struktur ein wesentlicher Bestandteil des zweiten Kapitels sind.

Unter welchen Bedingungen an die Koeffizienten a,b,c € R besitzt das Polynom
23+ ax® +bx + c eine bzw. drei reelle Nullstellen? Aufschluss dariiber gibt das dritte
Kapitel, das zwei Zahlverfahren zur Bestimmung der Anzahl von reellen Nullstellen
eines Polynoms in einer Variablen iiber einem reell abgeschlossenen Korper behan-
delt.

Der Satz von Bernstein gibt an, wieviel Nullstellen n Polynome in n Variablen
iiber C" besitzen, sofern die Koeffizienten des Gleichungssystems gentigend allge-
mein sind. Im vierten Kapitel wird ein Gleichungssystem in den Filterkoeffizienten
von Wavelets durch einen Koordinatenwechsel in ein neues System umgeschrieben.



Anschliefsend werden wir mit Hilfe des Satzes von Bernstein sehen, dass eine obere
Schranke fiir die Anzahl von Loésungen dieses Gleichungssystems existiert.
Betrachten wir nun ein Dreieck, das beliebig in kleinere Dreiecke trianguliert wer-
de. Wir fiarben die Eckpunkte mit drei verschiedenen Farben, die Punkte auf der
1, 7-Seite des Dreiecks jeweils nur mit den Farben ¢ oder 7 und alle inneren Punkte
beliebig. Dann ist nach dem Sperner-Lemma die Anzahl der dreifarbigen Dreiecke
stets ungerade. Drei Beweise davon sind im sechsten Kapitel angefiihrt. Der Fix-
punktsatz von Brouwer besagt, dass jede stetige Abbildung der n-dimensionalen
Vollkugel in die n-dimensionale Vollkugel einen Fixpunkt hat. Wir werden sehen,
dass sich mit Hilfe des Sperner-Lemmas dieser Satz elementar beweisen lasst. Zuletzt
wird noch ein kurzer Einblick gegeben, wie ebene reelle algebraische Kurven &hn-
lich wie im dritten Beweis des Sperner-Lemmas mittels geschlossener Pfade durch
triangulierte Dreiecke konstruiert werden kénnen.

Abschliefsend mochte ich meinem Betreuer Herwig Hauser fiir seine grofse Unter-
stiitzung bei der Abfassung meiner Diplomarbeit danken.

Innsbruck, Mérz 2008

Matthias Schiechtl
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Kapitel 1

Kurventheorie

1.1 Schnitt von Kurve mit Gerade

Seien f € C|xy, 23] ein Polynom vom Grad n, geschrieben deg(f) = n, und C' =
V(f) == {(x1,22) € C?|f(x1,29) = 0} die dazugehorige affin-algebraische Kurve.
Man nennt das Polynom F := zg - f(It,2) € Clzo, 21, 7] die Homogenisierung
von f und C := V(F) C P5(C) den projektiven Abschluss von C. Weiters ist eine
ebene komplexe und projektiv-algebraische Kurve die Nullstellenmenge V' (F) eines
nichtkonstanten homogenen Polynoms F' € Clzg, 21, x2] in der projektiven Ebene
Py(C). Jede ebene Kurve ldsst sich somit durch die Gleichung F(zg,z1,22) = 0
fiir ein bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmtes homogenes Polynom
F' beschreiben. Diese Definition dient der Vervollstandigung von Kurven, also der
Hinzunahme von unendlich fernen Punkten. Unter topologischer Betrachtungsweise
sind die Kurven als abgeschlossene Teilmengen der projektiven Ebene Py(C) kom-
pakt. Wir betrachten im Folgenden stets ebene komplexe und projektiv-algebraische
Kurven C; und nennen sie ebene Kurven.

Definition. Eine ebene Kurve C' = V(F') heift reduzibel, wenn sie die Vereinigung
von zwei verschiedenen ebenen Kurven ist. Andernfalls heifst sie irreduzibel. Fer-
ner entspricht der Grad von C, geschrieben deg(C'), dem Grad des definierenden
Polynoms F.

Neben dieser mengentheoretischen Betrachtungsweise lassen sich ebene Kurven auch
vom algebraischen Standpunkt analysieren. Allgemein kénnen wir eine reduzible
Kurve C formal als Linearkombination ihrer irreduziblen Komponenten C; schrei-
ben:

C=nCi+...+n,C,.

Dabei sind die Faktoren n; > 0 die Vielfachheiten der Komponenten. Diese formale
Linearkombination tragt die Bezeichnung effektiver Divisor”. Ist C; = V(F}), so
lautet die Gleichung fiir C'

Fi" - .- F' =0.

Wir bezeichnen das Polynom F} - ... - F, als das reduzierte Polynom der Kurve C.
Dieses ist quadratfrei, d.h. jeder Faktor tritt genau einmal auf und die Faktoren



sind paarweise verschieden.

Sei nun C' = V(F) eine ebene Kurve vom Grad m und L die Gerade mit der
Gleichung z, = 0, die keine Komponente von C' sei. Da x5 das Polynom F' nicht
teilt, ist F'(zo,x1,0) ein nicht-verschwindendes homogenes Polynom vom gleichen
Grad m und besitzt somit nach dem Fundamentalsatz der Algebra (siche Satz ?7)
genau m mit Vielfachheit gezéhlte Nullstellen. Also schneiden sich C' und L in
hochstens m verschiedenen Schnittpunkten.

Beispiel 1.1. Seien C' = V (zgz2 — 23) der projektive Abschluss der Neil’schen Para-
bel und die Gerade L sei parametrisiert durch (o, t1) — (to, Adot1, At1) fiir Ay, Ay € C
und sei p = (1,0,0) € L. Als Schnitt von C' mit L ergibt sich die Gleichung

F(to, Aot1, Mit1) = 65 (Ajto — Nota).

Der erste Faktor ¢? beschreibt den Schnittpunkt p, der zweite Faktor einen weiteren
Schnittpunkt ¢ = (A3, A\oA%, A\}). Es ergeben sich somit zwei Schnittpunkte von CNL,
die zusammenfallen, falls die Gerade L waagrecht verlauft, d.h. A\¢ =1 und A\; = 0.

Definition. Seien f = apx™ + ... + a,, und g = box™ + ... + b, mit a9 # 0 # by
Polynome in einer Variablen iiber C. Dann heifst

ao “ .. a/m

Resg , := det by - ZO ©t Om
n

by --- b,

die Resultante von f und g und Res;y die Diskriminante von f.

Die Resultante ist ein homogenes Polynom in den Koeffizienten der Polynome f
und g vom Grad deg(f) - deg(g). Aukerdem besitzen zwei Kurven genau dann eine
gemeinsame Komponente, wenn die Resultante der beiden definierenden Polynome
verschwindet. Fiir den Beweis sei auf [1], p.176 verwiesen.

Der nachfolgende Satz liefert eine obere Schranke fiir die Anzahl von Geraden,
die nicht in einer ebenen Kurve C' enthalten sind und diese in weniger als deg(C')
verschiedenen Punkten schneiden.

Satz 1. Sei C' eine ebene Kurve vom Grad m und sei p ein Punkt im Komplement
von C. Dann schneidet eine Gerade L durch p die Kurve C in genau m verschiede-
nen Punkten mit Ausnahme von hochstens m(m — 1) Geraden, welche C' in weniger
als m verschiedenen Punkten schneiden.

Beweis: Es lasst sich ein geeignetes Koordinatensystem wahlen, sodass p = (0,0, 1).
Sei V(F') die Gleichung von C und ¢ die projektive Gerade mit der Gleichung
o = 0. Wir bezeichnen die Gerade durch A und p mit L. Dann erhalten wir eine
Bijektion zwischen der Familie aller Geraden durch p und deren Schnittpunkte auf



g. Denn jede Gerade L, hat einen eindeutigen Schnittpunkt A = (A\g, A\1,0) mit g.
Offensichtlich gilt

Ly \ {p} = {()\0,)\1,25) c PQ(C>| t € C}

Damit sind die Schnitte von Ly mit C' durch die Gleichung F'(A\g, A1,t) = 0 in t ge-
geben. Weil L, keine Komponente von C ist, verschwindet das Polynom F'(\g, A1, t)
nicht identisch. Wegen p ¢ C' hat es zudem Grad m. L, schneidet C' genau dann in
weniger als m verschiedenen Punkten, wenn F'(Ag, A1, t) eine mehrfache Nullstelle
besitzt, d.h., wenn die Diskriminante ResF( Xo0), 2 (Ao A1) verschwindet. Letztere ist
ein homogenes Polynom in Ao, \; vom Grad m(m — 1), welches héchstens m(m — 1)
Nullstellen besitzt. O

Als Beispiele zur Verifizierung hierfiir seien die drei Kegelschnitte Ellipse, Hyperbel
und Parabel erwahnt.

Definition. Sei C' C C? ecine affine algebraische Kurve und f € C [z, o] das
quadratfreie Polynom von C'. Dann heifst C' glatt oder requldr in einem Punkt p € C,
wenn der Gradient von f in p nicht verschwindet, d.h.,

grad, f = (35(p), 2L (p)) # (0,0).

Andernfalls heifst C' singulér in p. Ferner wird ihre Singularitdtenmenge mit Sing(C)
bezeichnet.

Wire in der Voraussetzung f nicht quadratfrei, d.h. f = ¢* fiir k > 2, so wire

grad, f = (kg"~1(p) 22 (p), k"L (p) 2L (p)).

Aber aus p € V(f) folgt dann, dass ¢"*~*(p) = 0 und somit grad, = (0,0), d.h.,
C' wére in allen Punkten singulér, das einen Widerspruch zu Satz 77 (siehe unten)
impliziert.

Die obige Definition lésst sich anhand des Satz {iber implizite Funktionen im zwei-
dimensionalen Fall erklaren. Dieser besagt némlich, dass fiir offene Teilmengen
U,V C R eine stetig differenzierbare Funktion f : U x V — R in einem Punkt
(u,v) € U x V mit f(u,v) =0 genau dann in einer Umgebung Uy C U von x; bzw.

Vo C V von x5 auflésbar nach x; bzw. x, ist, wenn %11’”) # 0 bzw. %{fg) # 0.

Beispiele fiir Singularitdaten sind in der affinen Ebene der Nullpunkt der Neil’schen
Parabel V(23 — %), des Newton’schen Knotens V(2?3 + 22 — 22), der Lemniskate
V(23(1 — 2?) — 23) und des Kardioids V ((2? 4+ 23 + 424)? — 16(2? + 23)).
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Neil’sche Parabel

Lemniskate Kardioid

Die Fermat-Kurven V(zy — a2} — x) C Po(C) sind fiir n > 1 dagegen glatt.

T 3
1

S

\\N

Fermat-Kurven fiir n = 1,2, 3, 4.

Fiir eine glatte algebraische Kurve lésst sich die Tangente 7,,C' an einen Punkt p € C'
beschreiben durch T,C = {(x1, z5) € C? : g—afl(p)xl + (%‘Z;(p)l’g = c}. Dabei ist ¢ € C
so zu wéhlen, dass p € T,,C.



Definition. Die Vielfachheit 1,(C) einer algebraischen Kurve C' = V(f) in p =
(a,b) € C ist der Untergrad der Taylorreihe von f in p

X1 < K\ O
f(zy,20) = ZEZ(JW(G b)(zy — a)(zy — b)F™ ka
k=0 " i=0 r17T2

homogen ;gm Grad k
Wir schreiben ord,(f) := min {k € N| f;, # 0}.

Sei f; der Term in der Taylorentwicklung von f in p homogen vom Grad k=
ord(f). Die Tangenten der dazugehorigen algebraischen Kurve C' = V/(f) lassen sich
durch die Gleichung f; = 0 ermitteln. Die Vielfachheit einer Tangente ist durch die
Vielfachheit des jeweiligen die Tangente definierenden Polynoms als Komponente
von f; bestimmt. Es gibt somit genau (1,(C') mit Vielfachheit gezéhlte Tangenten in
einem Punkt p € C. Die Neil’sche Parabel V (23 — z?) besitzt etwa im Nullpunkt die
x1-Achse als zweifache Tangente, das vierblittrige Kleeblatt V ((z?+23)3—4x223) die
x1- und zo-Achse jeweils als zweifache Tangente, wahrend das dreibléttrige Kleeblatt
V((2% 4+ 23)* + 32229 — 3) im Nullpunkt drei einfache Tangenten besitzt, namlich
V(xs), V(z1 — x2) und V(1 + x2).

Vierblattriges Kleeblatt Dreibléttriges Kleeblatt

Die Schnittmultiplizitit einer Kurve C' = V(f) und einer Geraden L in einem Punkt
p € CNL, geschrieben f1,(C, L) ldsst sich durch die Dimension des Vektorraumes der
formalen Potenzreihen modulo einem Ideal ausdriicken. Sei dazu 0.B.d.A. p = (0,0)
und L = V(z3). Dann gilt per Definition

pp(C, L) = ordy, f(z1,0) = dimeC[zy, 5]}/ {f, 22) = dimeCllz1, 22]]/ (f (21,0), z2)
= dimcC[[21]]/ {f (21, 0)) -

So ergibt sich beispielweise fir C = V(x; — 23), L = V(z2) und p = (0,0) die
Schnittmultiplizitit u,(C, L) = 1, fiir C = V(23zy + 23 + 23) dagegen die Schnitt-
multiplizitat p,(C, L) = 3, was die beiden nachfolgenden Abbildungen visualisieren.
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Nun liegt die Frage nahe, wie wir die Tangenten an eine ebene Kurve durch einen
vorgegebenen Punkt in der projektiven Ebene finden.

Sei dazu C' = V(F') C Py(C) eine ebene Kurve mit F' als reduziertes Polynom vom
Grad m > 2, ¢ = (qo, 1, ¢2) € P2(C) und D, F := qog—fo—i—qlg—i —i—q2‘97F2. Der Punkt ¢

liegt genau dann auf der Tangente an einen glatten Punkt p € C', wenn D,F(p) = 0.

Definition. Falls degc(D,F) > 1, so heist P,F' := V(D,F) die Polare von C
beziiglich ¢ als Pol.

Die Polare von C' beziiglich ¢ ist eine Kurve vom Grad < m — 1. Schneidet man
sie mit C', so erhélt man die Beriihrpunkte von den Tangenten an C' durch ¢. Wir
wissen nach Satz 1, dass hochstens m(m — 1) Tangenten an C' durch ¢ existieren.
Dies ldsst sich auch mit dem Satz von Bézout (siehe Satz 7?7 unten) begriinden, weil
deg(D,F) =m — 1 gilt.

Es gilt D F' = 0 genau dann, wenn C' aus m Geraden durch ¢ besteht. Sei hierfiir
0.B.d.A. ¢ =(1,0,0). Dann ist die Gleichung D,F = g—i; = 0 dquivalent dazu, dass
F(1,21,22) = f(x1,22) homogen vom Grad m ist. Damit besteht C' aus m Geraden
durch q.

Ferner liegt jeder singulédre Punkt p von C' = V/(F') fiir einen beliebigen Punkt
q € Py(C) auf der Polaren von C beziiglich ¢, weil alle partiellen Ableitungen von
F in p verschwinden. Wir fassen die Ergebnisse in folgendem Satz zusammen:

Satz 2. Sei C = V(F) eine algebraische Kurve vom Grad m > 2 ohne Gerade als
Komponente und q € Py(C) \ C. Dann ist die Polare P,C eine ebene Kurve vom
Grad < m — 1, die mit C keine Komponente gemeinsam hat. Die Schnittmenge
C' N P,C besteht aus den Berihrpunkten von hochstens m(m — 1) Tangenten an C
durch q und den Singularititen von C.

Beispiele. (1) Sei F' = xjxy. Fiir ¢ = (1,0,0) ist die Polare nicht erklart. Fir
g = (\1,0) und A € Cist D,F' = z5. Die Polare ist somit eine Komponente der
Kurve. Dies sind die pathologischen Félle.

(2) Fiir eine glatte Quadrik C' ist P,C eine Gerade.

(3) Gegeben sei das Blatt von Descartes C' mit dem Minimalpolynom F' = x% + 23 —
3xoriTe. Wir erhalten %DqF = —qor1T2 + q1 (3 — ToT2) + q2(v3 — zo1). Die Polare



beziiglich ¢ = (1,0,0) ist das Achsenkreuz z;2o = 0. Ist (g1, ¢2) # (0,0), so ist P,C
eine glatte Quadrik mit der Tangente go1 + ¢122 = 0 im Punkt p = (1,0,0) von C.

1

-1

Blatt von Descartes und seine Polare beziiglich (0, 0)

1.2 Schnitt zweier Kurven und Satz von Bézout

Zunéchst gilt es, eine obere Schranke fiir die Anzahl von Schnittpunkten zweier
Kurven C; = V(F) und Cy = V(F,) mit deg(Cy) = m und deg(Cs) = n in der
projektiven Ebene Py(C) zu finden. Dabei nehmen wir an, dass C) und C5 keine
gemeinsame Komponente besitzen.

Wir wihlen nun einen Punkt ¢ im Komplement von €'} und C5 und betrachten die
Zentralprojektion

mit Zentrum ¢ auf eine nicht durch ¢ gehende Gerade L. Dabei sind die Projekti-
onsgeraden das Geradenbiindel durch ¢q. Wir erhalten die Bildpunkte der Zentral-
projektion II, indem wir die Projektionsgeraden mit L schneiden. Zu jedem ¢ € L
bezeichnen wir die entsprechende Projektionsgerade mit L.. Da eine Gerade die
Kurve C} vom Grad m nach Satz 1 in héchstens m Punkten schneidet, liegen auf
jedem L. endlich viele Punkte aus Cy NCy C €. Um zu beweisen, dass sich C; und
Cy nur in endlich vielen Punkten schneiden, geniigt es daher zu zeigen, dass nur fiir
endlich viele ¢ € L die Schnittpunkte von C und Cs auf L, liegen.

Wir setzen dazu 0.B.d.A. ¢ = (0,0,1) und L := V(x3). Somit ist die Zentralprojek-
tion gegeben durch II(xg, 1, 22) = (x¢, x1). Wir schreiben die beiden definierenden
Polynome von C; und (% folgendermafien:

Fy = apzy + a2y '+ ... +a,, und



F2 = boﬂfg + bl.ng'_l + ...+ bn7

wobei a;,b; € C|[zg, z1] homogene Polynome vom Grad ¢ bzw. j sind. Insbesondere
gilt wegen ¢ ¢ C,Cy, dass ap # 0 und by # 0. Weil F; und Fy keinen nicht-
konstanten gemeinsamen Faktor besitzen, ist die Resultante beziiglich x5 mit der
formalen Bezeichnung Resp, g, (2, 21) ein nicht-verschwindendes homogenes Poly-
nom vom Grad m - n. Fir p = (¢g, ¢1,c2) € C1 N Cy ist ¢y eine Losung der beiden
Gleichungen

ao(co, c1)xy' + ...+ am(co, ¢1) = 0 und

bO(COa 01)5173 + ...+ bn(CQ, Cl) = 07

und daher Resp, p,(co,c1) = 0. Damit sind die Nullstellen von Resp, g, genau dieje-
nigen ¢ € L, fiir welche die Geraden L. Schnittpunkte von C; und C; enthalten.

Satz 3. Zwei Kurven Cy und Cy vom Grad m und n ohne gemeinsame Komponente
in der komplexen projektiven Ebene besitzen héchstens m - n Schnittpunkte.

Beweis: Angenommen, C7 und C5 schneiden sich in mindestens mn + 1 Punkten
D1y« Pmni1- Seien L und q gleich wie oben gewahlt und liege g zusétzlich 0.B.d.A.
auf keiner Geraden durch p; und p; fiir 7 # j. Damit erhalten wir durch die Zen-
tralprojektion II mindestens mn + 1 verschiedene Punkte cy,. .., ¢pnniq auf L, die
aber zugleich Nullstellen von Resp, g, sind. Weil jedoch Resp, g, als ein homogenes
Polynom vom Grad mn hoéchstens mn verschiedene Nullstellen besitzt, erhalten wir
einen Widerspruch zur Annahme. O

Definition. Fiir p = (o, ¢1, ¢2) ist die Schnittvielfachheit 11,(Cy, C) zweier ebener
Kurven Cy = V(F}) und Cy = V(F}) definiert durch die Vielfachheit der Nullstelle

(co,c1) von Resp, p,. Prizise ausgedriickt bedeutet dies

Mp(cb 02) = Ord(Co,Cl)(ReSFLFb)'

Auf diese Weise haben wir die Schnittvielfachheit von ebenen Kurven auf die Viel-
fachheit von Nullstellen eines Polynoms reduziert. Weil Resp, g, als ein homogenes
Polynom vom Grad m - n genau m - n mit Vielfachheit gezéhlte Nullstellen besitzt,
betragt die Summe der Schnittvielfachheiten in den Schnittpunkten von C; und C,
genau m - n. Damit ist der Satz von Bézout bewiesen.

Satz 4 (Bézout). Seien Cy und Cy Kurven in der projektiven Ebene Po(C) vom
Grad m und n ohne gemeinsame Komponente. Dann gilt:

Z pp(C, Cay) = m - n.

peC1NCy

Der Satz von Bézout hat einen lokalen und einen globalen Aspekt. Die Schnittmul-
tiplizitat ist durch das lokale Verhalten der Kurven in der Ndhe des Schnittpunktes
festgelegt.

Analog wie beim Schnitt einer Kurve mit einer Geraden lésst sich die Schnittmul-
tiplizitdt zweier Kurven als Dimension von Vektorrdaumen interpretieren. Fiir zwei
ebene Kurven C; = V(F}) und Cy = V(F3) und einem Punkt p € C; NCy entspricht
sie ndmlich der Dimension des Vektorraums der formalen Potenzreihen modulo dem
Ideal, das von den beiden definierenden Polynomen erzeugt wird. Es gilt somit



1p(Ch, Co) = dimeCl[zy, z2]]/ (F1, Fh).

Beispiel 1.2. Die beiden Kurven C} = V(23 —x¢z?) und Cy = V(23 +x2?) schneiden
sich nach dem Satz von Bézout in neun mit Vielfachheit gezéhlten Schnittpunkten.
Aus den Gleichungen ergibt sich, dass diese in C; N Cy NV (xoz?) liegen. Somit sind
p=(1,0,0) und ¢ = (0,1, 0) die Schnittpunkte von C; und C5. Die Schnittvielfach-
heit in p ldsst sich einerseits iiber die Resultante ermitteln: Resp, r, = 8z32z$ und
somit ist y,(Ch, C2) = 6.

Andererseits ist W := C[[zy, z2]]/ (25 — 23, 23 + 23) = (1, 21, 22, 2129, 23, x123) und
daher wieder dim¢cW = 6.

In ¢ schneiden sich die beiden Kurven mit Vielfachheit drei. Das entspricht ndmlich
der Vielfachheit der Nullstelle (0,1) von Resp, g, = 8z3a$.

Bevor nun konkrete Anwendungen des Satzes von Bézout ertrtert werden, werden
die Wendepunkte einer Kurve definiert. Anschlieffend wird untersucht, wie man
diese findet.

Betrachten wir dazu fiir m > 2 und m ungerade die affine Gleichung
To(xy) = (11 —€1) .. - (1 — €),

wobei ¢; die m paarweise verschiedenen Nullstellen von der Funktion xs(x;) sind.
Nach dem Satz von Rolle (siche Satz 7?7 unten) hat zo(x;) genau m — 1 verschiedene
Extrema und genau m — 2 verschiedene Wendepunkte. Lésst man jetzt die ¢; fiir alle
i gegen Null gehen, so liegt es nahe, den Ursprung als (m — 2)-fachen Wendepunkt
der Kurve V' (zy — 21") zu bezeichnen. Dies motiviert Folgendes:

Wir nennen einen reguldren Punkt p einer Kurve C' in der komplexen projektiven
Ebene einen Wendepunkt von C', wenn die Tangente 7, zu C' in p keine Komponente
von C' ist und C' bei p mit Vielfachheit grofser gleich drei trifft. Dies wird in der
folgenden Definition préazisiert.

Definition. p heift ein r-facher Wendepunkt von C, wenn 7}, ¢ C und p,(C,T,) =
r+ 2 gilt.

Sei im Folgenden F' € C [z, x1, 23] ein homogenes Polynom vom Grad n > 2.

o . 2 . . .
Definition. Wir nennen Hyp := (:2£-)  die Hesse-Matriz von F. Falls F ein
Ox;0x; ) 0<i 71<2
g J =0 >

reduziertes Polynom einer Kurve C' = V(F') C Py(C) ist und deg(det(Hg)) > 1, so
heikt H(C) := V(det(Hp)) die Hesse-Kurve von C.

Um gewisse Eigenschaften der Hesse-Kurve herleiten zu konnen, formen wir ihr

. . . 2
definierendes Polynom um. Wir definieren F; := —gF_ und Fj; = O Wegen der
T, Ox;0x;

Homogenitat von F' gilt die sogenannte Euler’sche Formel
ono + 513'1F1 + .Z'QFQ =n-F

Wir diirfen aufgrund der Multilinearitét der Determinante Zeilen und Spalten der
Hesse-Matrix jeweils mit einem Faktor multiplizieren und zueinander addieren. Mul-
tiplizieren wir die nullte Zeile mit zy und zéhlen fiir j = 1,2 die z;-fache j-te Zeile
dazu, so erhalten wir mit der Euler’schen Formel



Foo Fig Fa N F K
det(HF) = det F01 F11 F21 = nx_—ol - det F01 F11 Fgl
FO2 F12 F22 F02 F12 F22

Verfihrt man analog mit den Spalten, so ergibt sich

nkF F1 F2
det(HF) = nx_—gl - det (TL — 1)F1 Fll F21 . (*)
(n—=1)F Fa Fy

Daraus folgt unmittelbar, dass deg(det(Hp)) = 3(n — 2), falls det(Hp) # 0. Ebenso
kann man daraus schliefen, dass Sing(C) C H(C). Sei dazu p = (po,p1,p2) € C
singuldr und py # 0. Wegen F(p) = Fi(p) = Fa(p) = 0 folgt det(Hp(p)) = 0.
Der néchste Satz besagt, dass ein glatter Punkt auf einer Kurve, die keine Gerade
enthélt, genau dann ein Wendepunkt der Kurve ist, wenn er auf der dazugehorigen
Hesse-Kurve liegt.

Satz 5. Sei C =V (F) C Py(C) eine Kurve, die keine Gerade enthdlt. Dann ist ein
glatter Punkt p € C' genau dann ein Wendepunkt von C, wenn p € H(C).

Beweis: Sei 0.B.d.A. p = (1,0,0) € C glatt mit der Tangente T, = V(z3). Ist
2 <k:=p,(C,T,) < oo, so lasst sich f(xy1,x2) = F(1,21,22) in der Form

flar,z2) = 2fg(x1) + 22h(w1, 22)

darstellen mit ¢g(0) # 0 und h(0,0) # 0. Dies folgt unmittelbar aus der Taylorent-
wicklung von f in (0,0). Somit kénnen wir g und h folgendermafen schreiben:

k 2 3
T1g = asx] +asxr] + ...,

h:bo—i-bl.illl—l-bgl’g—l-... mit bO#Oundai,bjGC

Infolgedessen ist genau dann a; = 0, wenn p ein Wendepunkt ist. Mit Hilfe der
Formel (%) erhalten wir

0 0 b
det(Hrp(p)) = (n—1)?-det [ 0 2ay b | =—2(n—1)?b3as,
bp by 2bo
woraus die Behauptung folgt. a

Mit den bisherigen Ergebnissen lédsst sich aufserdem feststellen, wann die Hesse-
Kurve eine Gerade enthalt. Ist ndmlich eine Gerade L eine Komponente einer Kurve
C', soist L auch in H(C) enthalten. Sei dazu C' = V(F'), L = V(x¢) und F = 2¢G.
Dann ist mit der Notation von oben F; = z¢G; und Fj; = x¢G;; fir 4,7 = 1,2 und
wegen () gilt 2 - det(Hp) = x5 - det(Hg), also det(Hr) = zq - det(Hg).

Der néchste Satz dient der Anwendbarkeit des Satzes von Bézout:

Satz 6. Sei C = V(F) C Py(C) eine Kurve, die keine Gerade enthdlt. Dann haben
C und H(C) keine gemeinsame Komponente. Ist insbesondere p € C' ein einfacher

Wendepunkt, so ist p,(C, H(C)) = 1.
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Beweis: Sei wiederum p = (1,0,0) € C glatt mit der Tangente 7, = V(x3) und
2 <k:=pu,(C,T,) < co. Um die erste Behauptung zu zeigen, muss man die Terme
niedrigster Ordnung der Taylorentwicklung von det(Hp) in p ausfindig machen. Es
ergibt sich aus (x)

det(Hp) = 2572 - G(xg, 1) + o - H(xg, 21, 72), wobei G(1,0) # 0.

Zu diesem Ergebnis kommt man mittels einer umfangreichen Rechnung, weshalb
ein Computeralgebrasystem wie Maple hier dringend zu empfehlen ist. Aus Platz-
griinden wurde an dieser Stelle auf die explizite Darstellung der Polynome G und H
verzichtet. Wegen p,(H(C),T,) < k kénnen C' und H(C') somit in keinem glatten
Punkt eine gemeinsame Komponente haben.

Ist speziell p ein einfacher Wendepunkt, so ergibt sich fiir £ = 3, dass H(C) glatt in
p und die Tangente an H(C) in p verschieden von 7, ist, d.h., 4, (C, H(C)) = 1. O

Weil demnach eine Kurve und ihre Hesse-Kurve keine gemeinsame Komponente
besitzen, konnen wir den Satz von Bézout anwenden und kommen so zu folgendem
Resultat:

Folgerung. Fine algebraische Kurve C' C Py(C) vom Gradn > 2, die keine Gerade
enthdlt, besitzt hichstens 3n(n — 2) Wendepunkte.

Die Ho6chstzahl von Wendepunkten wird nur dann erreicht, wenn C keine Singu-
laritdt hat und alle Wendepunkte einfach sind. Eine nicht-singuldre Quadrik hat
beispielsweise keine Wendepunkte, wihrend eine nicht-singuldre Kubik neun mit
Vielfachheit gezéhlte Wendepunkte besitzt. Weil aber die Schnittvielfachheit einer
Wendetangente mit einer Kubik im Wendepunkt nach dem Satz von Bézout hochs-
tens drei betragt, wihrend sie nach Definition des Wendepunktes mindestens drei
betriagt, muss sie genau drei sein. Somit besitzt eine nicht-singuldre Kubik genau
neun verschiedene, einfache Wendepunkte.

Betrachten wir beispielsweise die glatte Fermat-Kubik C' = V(x3 + 22 + x3). Wegen
det(Hp) = 2161’01’1{)’52

zerfallt die Hesse-Kurve H(C) in drei Geraden. Auf V() liegen drei Wendepunkte,
némlich (0,1, —1), (0, —343iv/3, 1) und (0, —1 —1iv/3, —1). Auf V/(z1) und V (z)
erhalten wir ebenfalls jeweils drei verschiedene Wendepunkte, also insgesamt neun.

Als zweites Beispiel sei das Blatt von Descartes C' = V(23 + 23 — xgz122) gegeben.
Es ist singulér in p = (1,0,0). Wir erhalten

G :=det(Hp) = —2(3z3 + 323 + xox129).

Somit ist die Hesse-Kurve H(C') ein gespiegeltes Blatt von Descartes. Ihr Schnitt
mit C' besteht aus p sowie den drei unendlich fernen Wendepunkten (0,1, —1),
(0,—3 + 3iv3,—1) und (0,—2 — 1iv/3,—1). Mittels Berechnung der Resultante
Resp erhalten wir p,(C, H(C)) = 6. Also besitzt das Blatt von Descartes drei
einfache Wendepunkte und einen Wendepunkt der Vielfachheit sechs.
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-14

Blatt von Descartes und seine Hesse-Kurve

1.3 Anwendungen des Satzes von Bézout

Fiir detaillierte Ausfiihrungen dieser Thematik sei an dieser Stelle [1], Kapitel 2, 6.2
empfohlen. Der nachfolgende Satz gibt ein Kriterium an, wann eine ebene Kurve
rational parametrisierbar ist. Fiir den Beweis wird der Satz von Bézout benétigt.

Satz 7. Eine Kurve C' C Py(C) ohne Gerade als Komponente und mit einem Punkt
p so, dass ord,(C) = deg(C) — 1, gestattet eine rationale Parametrisierung, d.h., es
existiert eine surjektive Abbildung

¢ : P (C) = C,t = (to,t1) — (o(t), e1(t), p2(t)),
wobei @; € Clty,t;] homogen vom Grad deg(C) sind.

Beweis: Sei C' = V(F) und n = deg(F'). Wir setzen p = (1,0,0) € P5(C). Dann
ist f(x1,29) = F(1,21,22) = fo_1 + fn. Zum Parameter (¢,t;) betrachten wir die
Gerade durch p mit dieser Steigung, also

(xl) — A (to) mit \ € C.
i) tl

Der Schnitt dieser Geraden mit C' ergibt

0= foo1(Mo, M1) + fu( Ao, At1) = X7 (fmi (to, t1) + Afu(to, t1)).

WEeil nach Voraussetzung C' keine Gerade enthélt, gibt es nach dem Satz von Bézout
neben dem Schnittpunkt p der Vielfachheit n — 1 fiir A = 0 genau einen weiteren
Schnittpunkt fiir

 Jna(to, 1)

A T )
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Insbesondere haben f, und f,_; keine gemeinsame Nullstelle, weil nach Voraus-
setzung die Kurve C' keine Gerade als Komponente besitzt. Daher ist die gesuchte
Parametrisierung gegeben durch

_ fn—1(to,t1) fn—1(to,t1)
(p(to,tl) o (1’ —lo fn(ltogfl)l , —h fn(lto,olh)1 )

(fulto, t1), —to fa—1(to, t1), —t1 fu—1(to. t1)).

Sie ist surjektiv, weil man zu jedem Punkt ¢ der Kurve C' eine Gerade durch p mit
der Steigung (to, t1) findet, sodass die Gerade die Kurve C' in ¢ schneidet. O

Beispiel 1.3. Das dreiblittrige Kleeblatt V(2% + 23)? + 32}z — 23) vom Grad vier
hat im Ursprung die Ordnung drei und ist folglich rational parametrisierbar mittels
der surjektiven Abbildung

@ (to, t1) — ((t5 + 61)%, =3tots + tot}, =35t + t1).

Definition. Ein lineares System ist ein System linearer Gleichungen in homogenen
Polynomen.

Anstatt die Anzahl der Schnittpunkte zweier Kurven zu bestimmen, kénnen wir uns
auch fragen, welche Kurven durch endlich viele gegebene Punkte in der projektiven
Ebene gehen. Auf diese Weise erhalten wir ein lineares System von Kurven, sodass
die gegebenen Punkte in der Schnittmenge aller Kurven des Systems liegen. Vor
weiteren Anwendungen des Satzes von Bézout wird nun genauer auf solche Kurven-
systeme eingegangen.

Die Menge aller homogenen Polynome Zio+._.+ik:m Qi - - - aikxéo .. :132’“ vom Grad m
in den Unbestimmten z, . .., ) bildet einen komplexen Vektorraum der Dimension
(mljk) Werden nun zwei homogene Polynome als dquivalent angesehen, wenn sie
sich nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden, so bilden diese Aquivalenz-
klassen, also alle Kurven vom Grad m in der projektiven Ebene, einen komplexen,
projektiven Vektorraum der Dimension (m; 2) —1= w

Man nennt projektive Untervektorraume von Kurven von einem gewissen Grad m
lineare Teilsysteme. Ein solches lineares Teilsystem jenes projektiven Vektorraums
der Dimension d lasst sich beschreiben, indem man sich eine Basis Fy, ..., Fy des
(d+1)-dimensionalen Vektorraums der homogenen Polynome vom Grad m vorgibt.

Das lineare Teilsystem besteht dann aus allen Kurven mit Gleichungen
MFo+ ...+ XFy=0und \; € C

Im Fall d = 1 spricht man von einem linearen Kurvenbiindel.

Lineare Kurvensysteme lassen sich auferdem mittels einer endlichen Punktmenge
mit Vielfachheiten in der projektiven Ebene definieren. Wir betrachten dazu die
Menge aller Kurven vom Grad m, die durch die Gleichungen

_ i 0.k
F(xg, 1, 29) = g a;jpryr Ty =0
i+j+k=m

gegeben sind. Die Bedingung an eine Kurve, durch einen Punkt p = (po,p1, p2) in
der projektiven Ebene zu gehen, impliziert die Gleichung ), Fjbk=m aijkphpiph = 0.
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Diese Gleichung ist linear in den Unbekannten a;;, mit pf)p{p’g als Koeffizienten.
Damit bilden diejenigen Kurven vom Grad m, welche diese lineare Bedingung er-
fiillen, einen projektiven Untervektorraum der Kodimension eins des Vektorraums
aller Kurven vom Grad m.

Allgemein bedeutet fiir eine Kurve C' vom Grad m die Bedingung, mindestens Viel-

fachheit s in einem Punkt p zu besitzen, @ linear unabhéngige Bedingungen.

Ein homogenes Polynom in drei Variablen hat namlich genau @ partielle Ablei-

tungen der Ordnung s — 1. Es bleibt noch zu zeigen, dass diese s(stl) Bedingungen

2
linear unabhéngig sind.

Seien dazu 0.B.d.A. p = (1,0,0) und C' = V(F') mit
F = Z aijkxéx{xlg.
i+j+h=m

Dann folgt aus
O*F
Ay I 9l Ok

dass a;, = 0 fir j + k& < s — 1 gilt. Da die a;j;, als Variablen paarweise linear

(1,0,0) =0,

unabhéngig sind, ergeben sich @ linear unabhéngige Bedingungen. Wir fassen
die bisherigen Ergebnisse in folgendem Satz zusammen.

Satz 8. Seien die Punkte py,...,p,. gegeben. Dann bilden die Kurven vom Grad m,
welche mindestens Vielfachheit s; bei p; besitzen, ein lineares System der Dimension
d, wober

mm+3) <= si(si +1)
d>——— —;—2 :

Betrachten wir beispielsweise den Fall m = 2, d.h., Quadriken. Diese bilden ein
lineares System der Dimension @ = 5. Somit geht mindestens eine Quadrik
durch fiinf verschiedene Punkte. Die ndchste Definition dient dazu, bestimmen zu
kénnen, wann Punkte in einer geniigend allgemeinen Lage sind, sodass durch sie

genau eine Kurve von einem gewissen Grad geht.

Definition. r verschiedene Punkte pi,...,p, € Po(C) sind in allgemeiner Lage
in Relation zu Kurven vom Grad m, genannt generisch, wenn das dazugehorige
lineare System durch pq,...,p, die kleinstmogliche Dimension d besitzt, d.h., d =
m(rr2b+3) —

Beispiel 1.4. Gesucht ist eine Gerade durch drei Punkte pq, po, p3 in der projektiven
Ebene. Sind p1, p2, p3 generisch, so ergibt sich fiir das dazugehorige lineare System
die Dimension d = —1, d.h., es existiert keine Gerade durch diese Punkte. Sind
P1, P2, p3 dagegen kollinear, muss man folgende Fallunterscheidung treffen. Ist p; #
p; fiir ein ¢, 7 mit 7 # j, so erhalten wir ein nulldimensionales lineares System, also
cine Gerade. Falls die Punkte alle zusammenfallen, d.h., p; = p; Vi,j, so besitzt
das dazugehorige lineare System die Dimension d = 1, was einem Geradenbiindel
entspricht.
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Das Wort ,generisch” mit der Bedeutung ,gentigend allgemein® wird in vielen Zu-
sammenhéangen verwendet. Es ist jedoch situationsbedingt. Drei Punkte in der pro-
jektiven Ebene sind beispielsweise generisch, wenn sie nicht kollinear sind. Will man
einen Wiirfel in eine Ebene projizieren, geniigt es fiir eine generische Projektion zu
verlangen, dass die Projektionsstrahlen zu keiner Seitenfliche des Wiirfels normal
stehen.

Um die obige Definition zu rechtfertigen, bleibt es zu zeigen, dass generische Punkte
in der projektiven Ebene Po(C) wirklich gentigend allgemein sind, d.h., dass fast alle
r-Tupel von Punkten generisch sind. Wir betrachten dazu das r-Tupel (p1,...,p;)
als einen Punkt im m-fachen kartesischen Produkt Py(C) x ... x Py(C). Die Bedin-
gung, dass (pi,...,p,) generisch ist, ist eine Bedingung an den Rang eines Systems
linearer Gleichungen. Sie bedeutet folglich, dass gewisse Determinanten nicht ver-
schwinden. Die Determinanten sind Polynome in den homogenen Koordinaten der
Punkte py,...,p.. Die Menge von generischen r-Tupeln ist somit das Komplement
einer abgeschlossenen Menge M, namlich der Nullstellenmenge von Determinanten.
Umfasst M speziell ganz Po(C) x ... x Py(C), so existiert kein generischer Punkt.
Ansonsten ist M eine echte algebraische Teilmenge und folglich bilden die generi-
schen r-Tupel in Po(C) x ... x Py(C) eine nichtleere Zariski-offene Teilmenge, die im
Sinn der euklidischen Topologie offen und dicht ist. Damit ist die obige Definition
gerechtfertigt.

Satz 9. Es existiert genau eine Kurve vom Grad m durch M

Beweis: Wir zeigen dies mittels Induktion iiber m. Fiir m = 1 existiert genau eine

Gerade durch zwei verschiedene Punkte. Um den Induktionsschritt von m — 1 nach
m durchzufithren, betrachten wir die Gleichung

m(m+3) (m—1)(m—1+3)

generische Punkte

= 1.
5 5 +m +
Zuerst wahlen wir m + 1 verschiedene, auf einer Geraden L liegende Punkte pq, ...,
Prmg1 und w weitere nicht auf L liegende Punkte p,,40, ..., Pmmis) . Letz-

tere konnen wir nach Induktionsannahme generisch in Bezug auf Kurven vom Grad
m — 1 wahlen. Nach dem Satz von Bézout muss L eine Komponente jeder Kurve C

vom Grad m durch py,...,pne1 sein und daher C' = L U C’, wobei C” eine Kurve
vom Grad m — 1 ist. Weil die Kurve C’ durch die iibrigen 7n(mT+3) —m — 1 Punkte
gehen muss, ist sie nach deren Wahl eindeutig bestimmt. O

Durch fiinf generische Punkte geht damit genau eine Quadrik, durch neun generische
Punkte genau eine Kubik.

Im Folgenden wird ein Satz iiber spezielle Lagen von Schnittpunkten zweier Kurven
als Anwendung des Satzes von Bézout bewiesen. Anschlieffend wird der Satz von
Pascal als ein Spezialfall davon erldutert.

Satz 10. Seien C,C’ Kurven vom Grad n, die sich in genau n® verschiedenen
Punkten schneiden. Falls genau m-n dieser Punkte auf einer irreduziblen Kurve C"
vom Grad m liegen, so liegen die ibrigen n - (n —m) Schnittpunkte auf einer Kurve
C" vom Grad n —m.
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Dieser Satz setzt eine spezielle Lage von Punkten voraus. Nach Satz 77 geht ndmlich
eine Kurve vom Grad n — m nicht durch n - (n — m) generische Punkte, weil fiir
n > m > 2 die Ungleichung

(n—m)(n —m+ 3) _ 2n(n —m)
2 2
gilt. Drei nicht-kollineare Punkte in der projektiven Ebene liegen beispielsweise nicht
auf einer Geraden.

Beweis: Seien C' = V(F'), C' = V(G) und L das lineare Kurvenbiindel vom Grad n
mit der Gleichung

A+ puG = 0.

Alle Kurven in £ gehen durch die n? Schnittpunkte von C' und C’. Wir withlen einen
Punkt ¢ € C” aus den nm verschiedenen Punkten in CNC”. Weil L eindimensional
ist, existiert eine Kurve Ce L, die durch ¢ geht. Dann schneiden sich aber ¢ und
C"” in mindestens nm + 1 Punkten. Somit haben sie nach dem Satz von Bézout
eine gemeinsame Komponente. Diese kann nur C” sein, weil C” nach Voraussetzung
irreduzibel ist. Daher kénnen wir ' schreiben als

A

C — C// U C/H,

wobei C" eine Kurve vom Grad n—m ist. Die restlichen, aufserhalb von C” liegenden
n(n —m) Schnittpunkte von C' und C’ liegen auf C' und daher auf C". O

Der folgende Satz von Pascal bezieht sich auf ein Hexagon, welches in eine irreduzible
Quadrik eingeschrieben wird. Ein Hexagon besteht aus sechs verschiedenen Punkten
P1,--.,pe und sechs Linien L, ..., Lg in der projektiven Ebene, wobei L; die Gerade
durch p; und p;y; ist und p; := p;.

Satz 11 (Pascal). Fir ein in eine irreduzible Quadrik () eingeschriebenes Hexagon
liegen die Schnittpunkte der drei Paare von gegeniiberliegenden Seiten auf einer
Geraden.

Beweis: Wir definieren C' := LiUL3ULs, C' := LyUL4ULg und C” := Q. Nach dem
Satz von Bézout und Konstruktion schneiden sich C' und C’ in neun verschiedenen
Punkten. Es liegen 2-3 = 6 jener Schnittpunkte auf C”. Nach letztem Satz 77 liegen
also die iibrigen drei Schnittpunkte auf einer Kurve vom Grad eins, also auf einer
Geraden. a

N \

Die Situation des Satzes von Pascal an dem Beispiel der Ellipse
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Der Satz von Pascal wird im letzten Unterkapitel iiber einen alternativen Zugang,
ndmlich den Satz von Cayley-Bacharach, bewiesen.

Als eine weitere Anwendung des Satzes von Bézout werden wir eine obere Schranke
fiir die Anzahl von singuldren Punkten einer Kurve herleiten. Die grundlegende
Idee dabei ist es, eine Kurve durch die singuldren Punkte einer gegebenen Kurve
zu legen und anschliefend den Satz von Bézout auf die Anzahl ihrer Schnittpunkte
anzuwenden.

Satz 12. Die Singularititenmenge Sing(C) einer algebraischen Kurve C' C C? ist
endlich.

Beweis: Sei C' = V(f) mit dem reduzierten Polynom f und enthalte C' 0.B.d.A.
keine achsenparallelen Geraden. Fiir C; := V(g—ai) und i = 1,2 ist dann Sing(C) =
CNCyNC5. Eine Gerade ist in jedem Punkt glatt. Demzufolge kénnen wir deg(C') =
deg(f) > 2 voraussetzen. Damit ist fiir ein ¢ auch deg( ) > 1. Sei nun o0.B.d.A.
i = 1. Dann ist C eine algebraische Kurve und Sing(C) C C N Cy. Nach dem Satz
von Bézout geniigt es also zu zeigen, dass C' und (] keine gemeinsame Komponente
besitzen.

Angenommen, f und 8f haben einen gemeinsamen Primfaktor g. Dann ist f=g9g-h

und 6f =g-hy=h- (9:1:1 +g- ah Dabher ist g auch Teiler von h - +Z. Falls 69 # 0,

SO 1st g Teiler von h, also g? Teiler von f, was im Wlderspruch zu f redumertes
Polynom ist. Ist aa_ai = 0, so ist ¢ = x5 — a. Somit wiirde C' eine achsenparallele
Gerade enthalten, was ein Widerspruch zur Annahme ist. a

Ist deg(C') = n, so besitzt C' nach dem Satz von Bézout héchstens n(n—1) singulére
Punkte. Diese Abschitzung wird im Folgenden fiir irreduzible Kurven verbessert.

Satz 13. Eine irreduzible algebraische Kurve C' C Py(C) vom Grad n hat mazimal
v(n) := 3(n —1)(n — 2) Singularititen, d.h.

D mp(C) - (1p(C) = 1) < (n = 1) - (n — 2).

peC
Beweis: Sei 0.B.d.A. n > 3. Angenommen, C' hétte vy(n) + 1 singulidre Punkte.
Wir wéahlen n — 3 weitere Punkte auf C' und erhalten somit insgesamt

7(n)+1+n—3:%(n—2)(n+1)

Punkte. Daher existiert eine Kurve C’ vom Grad m < n — 2, die durch alle Punkte
geht. Es gilt also

> mp(CC) =2(v(n)+ 1) +n—3=mn(n—2)+ 1L

peCNC!

Nach Voraussetzung ist C' irreduzibel, kann also wegen deg(C”) < n keine Kompo-
nente von C’ sein. Mit Hilfe des Satzes von Bézout ergibt sich

S ml(CC) =nm < (n-2),

peCcnc’
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was einen Widerspruch zur ersten Abschatzung darstellt. O

So besitzen etwa die Neil’sche Parabel V(z3 — %), das Blatt von Descartes V(23 +
x5 —3117) und der Newton’sche Knoten V (z2(z1+1) —x2) jeweils eine Singularitit,
was der oberen Schranke entspricht. Fiir das vierblittrige Kleeblatt V ((z3 + 23)3 —
422x3) mit einer Singularitét ist die obere Schranke zehn dufierst schlecht.

1.4 Der Satz von Cayley-Bacharach

Im letzten Unterkapitel werden zunéchst die Begriffe der Filtration und der Gradu-
ierung von Algebren eingefithrt. Nach grundlegenden Definitionen aus der lokalen
Ringtheorie wird anschlieffend der Satz von Cayley-Bacharach bewiesen und seine
Anwendungen erortert. Die Schnittmultiplizitat zweier Kurven vom Standpunkt der
lokalen Ringtheorie und die Filtration von Algebren wird in [11], Teil 1, Kapitel 5
und Teil 2B ausfiihrlich und allgemein unter die Lupe genommen.

Unter einer Z- Filtration einer Algebra S iiber einem kommutativen Ring R versteht
man eine Familie F= {F,};cz von R-Untermoduln F; C S fiir ¢ € Z mit folgenden
vier Eigenschaften:

(1) Fi CFiyq fur alle i € Z.

(2) flfj C-,FiJrj fiir alle 1,] € Z.

(3) 1 €F.

(4) Uiz Fi = 5.

Eine Algebra S/ R mit einer solchen Filtration F, geschrieben (S/R, F) wird gefilter-
te Algebra genannt. F heikt separiert, wenn (1),., F; = {0}. Aus den Eigenschaften
(2) und (3) folgt, dass Fy ein Unterring von S und jedes F; ein Fop-Modul ist.

Ist F separiert, so lasst sich die Ordnung eines Elements 0 # f € S beziiglich F
folgendermafen definieren:

ordg(f) :=min{i € Z| f € F;}
Wir setzen ordz(0) = —oc. Die zu (S/R, F) assoziierte graduierte Algebra grzS
wird wie folgt konstruiert: Seien gr'zS := F,;/F,;_; fiir i € Z und sei
greS = Bz grieS.
Weiters nennen wir Lz(f) := f 4+ Fora—1)€ grsS den Leitterm von f.

Wir betrachten ab jetzt den Spezialfall S = C [z, 1, 23] = @o<icz S;. Dabei um-
fassen S; jeweils alle homogenen Polynome vom Grad ¢ iiber C. Somit erhalten wir
mit

Fi = Do<r<i Sk (Z S N)

eine separierte Filtration F= {F,}icz von S/C. Diese wird als Grad-Filtration be-
zeichnet. Die Ordnung eines Polynoms f € S\ {0} ist in diesem Fall der hochste
Grad aller homogenen Komponenten von f. Die C-Untermoduln der assoziierten
graduierten Algebra lassen sich auf andere Weise schreiben:
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grérS = ./’:‘Z'/:Fifl = Do<k<i Sk/@ogkg,l S = S;, wobei ¢ € N.
Damit erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus dieser graduierten C-Algebren:
gI‘]:S =S,

Unter diesem Isomorphismus identifizieren wir den Leitterm Lx(f) eines Polynoms
f € S\ {0} mit der homogenen Komponente von f vom hochsten Grad.

Fiir den Satz von Cayley-Bacharach wird noch eine Reihe von Definitionen benétigt.
Dabei wird die Schnittvielfachheit zweier Kurven in einem Punkt p vom Standpunkt
der lokalen Ringtheorie erdrtert.

Man nennt
O, = {$ €R(P,(C))| ¥(p) # 0}

den lokalen Ring von P2(C) in p, wobei R(P2(C)) der Korper der rationalen Funk-

tionen auf Py(C) mit Elementen % fir ¢, € Clxg, x1, x| ist. Sei F' € Clzg, x1, x2]

ein homogenes Polynom iiber C von positivem Grad. Dann ist
Op = {g ER(P2(C))| F und ¢ sind relativ prim}

ist ein Unterring von R(Py(C)). Er setzt sich aus den rationalen Funktionen zusam-
men, die auf V(F') definiert sind. Sei weiters (F) = {G - F| G € C[xg, x1,x2]} das
Ideal von F'. Dann heifst

I(F), = {% €0,| ¢ € (F)}
das von dem homogenen Polynom F' erzeugte Ideal beziiglich dem Punkt p und
Orn.nbnp = Op/ L(F1)p + ...+ 1(Fn)p)
der lokale Ring von Po(C) in p beziiglich der Schnittmenge V(Fy) N ... NV (E,).

Damit lasst sich die Schnittvielfachheit zweier Kurven alternativ als Dimension des
lokalen Ringes in p iiber C definieren.

Definition. Fiir zwei Kurven C; = V(F}) und Cy = V(F3) in Py(C) ist
MP(Clv 02) = dimCOFlﬂF2,P
die Schnittmultiplizitdt von F; und F3 im Punkt p.

Wir nennen eine weiteren Kurve C" := V(G) assoziiert zu Cy N Cy, falls
dimcOpnmncypy = Hp(Cr, Co) fir alle Punkte p € V(Fy) NV (F,) gilt. Zur letzten
Bedingung ist aquivalent dazu, dass fiir alle p € C; N Cs gilt, dass

dim@(’)p/ <I(F1)p + I(Fg)p> == dimc(’)p <](F1)p + I(Fz)p + ](G)p>

Letzteres bedeutet I(G), C I(Fy), + I(F}), fir alle p € C; N Cy. Falls speziell
tp(Ch, Cs) = 1 gilt, bedeutet dies, dass p € C".
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Satz 14 (Cayley-Bacharach). Seien C) := V(F}) und Cy := V(Fy) zwei Kurven
in Po(C) ohne gemeinsame Komponente. Seien q := deg(Fy), r := deg(F3) und
C" :=V(G) eine weitere Kurve mit h := deg(G) < ¢+ r — 2. Falls

ZpEClﬂCQ dlm(c OF10F2WG7P Z (q - 1)<T - ]‘) + h + 17
dann ist C" assoziiert zu C; N Cy.

Beweis: Angenommen, F| und F; haben keine gemeinsame Komponente und fi,
fo und g sind die zugehorigen Polynome zu Fj, Fy und G in C [z, z5]. Sei v das
Bild von ¢ in R := C[z1,25]/ (f1, f2). Nach obiger Uberlegung ist C’ genau dann
assoziiert zu Cy N Cy , wenn I(G), C I(F1), + I(F2), fiir alle p € C; N Cs. Sei nun
m,, das maximale Ideal in R beziiglich p. Es gilt

Onnmyp = Op/ (I(F1), + I(F2),) = R/m, (siche dazu [11], Theorem 5.1).

Daher ist zur Bedingung I(G), C I(F}),+I(F3), dquivalent, dass das Bild von v in
R/m,, fiir alle p € C; Ny verschwindet. Seien py, ..., p,s die s = p- ¢ Schnittpunkte
von C; und Cy. Weil die maximalen Ideale m,,, ..., m,, paarweise relativ prim sind
und (;_, my, = {0}, ist der chinesische Restsatz anwendbar. Dieser besagt, dass

R=R/m, x...x R/m,,.

Daher ist zur Bedingung, dass 7 in allen R/m,, fir ¢ = 1,...,s verschwindet,
aquivalent, dass v in R verschwindet, d.h., dass v = 0 gilt. Zusammenfassend geniigt
es also zu zeigen, dass v als das Bild von ¢ in R verschwindet.

Wir setzen dazu

S :=grrR = Clzy,x2]/ (Lr(f1), L#(f2))-

Angenommen, es gelte v # 0. Dann ist 7° := Lzvy # 0 ein homogenes Polynom in
S vom Grad echt kleiner als ¢ + r — 2. Sind £ und 7 die Bilder von z; und x5 in
S, dann ist (&) - 7% # 0, weil v ¢ gr’""*R. Daher existiert ein a; homogen mit
deg(ay) =1 und ay -7 # 0.

Mittels Induktion iiber den Grad der homogenen Polynome «; vom Grad i folgt, dass
a;-Y #0fiiri =0,...,¢+r—2—hund o = 1. Diese a; haben alle unterschiedliche
Grade und sind daher linear unabhéngig tiber C. Also ist dim¢ (y) > g+7r—1—nh
und somit

dimcR/(y) <q-r—(q+r—1—h)=(¢—1)(r — 1) + h.

Nach Voraussetzung gilt jedoch, dass dim¢R/ () > (¢ — 1)(r — 1) + h + 1. Dieser
Widerspruch beweist, dass v = 0 sein muss. a

Der Satz von Cayley-Bacharach gilt ebenso fiir Polynome iiber einem beliebigen
Korper K. Im Folgenden werden einige Anwendungsbeispiele dazu erlautert.

Unter den Annahmen des Satzes bestehe C; N Cy aus ¢ - r verschiedenen Punkten
und C” beinhalte (¢ —1)(r — 1) + h 4+ 1 dieser Punkte. Dann geht C’ nach dem Satz
?? durch alle ¢ - r Punkte in C; N Cy. Wir kénnen diese Aussage auch auf Systeme
algebraischer Gleichungen umdeuten.

Sei das Gleichungssystem
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F1<.Z'0,x1,$2) = 07 FQ(:UOaxl?:CZ) = 07 G(x0,$1,l'2) =0

gegeben, wobei F, F5 und G homogene Polynome vom Grad ¢, r und h < ¢+1r —2
sind. Angenommen, das System F; = F, = 0 hat genau ¢ - r verschiedene Lésungen
pi in Po(C) und (¢ — 1)(r — 1) + h + 1 davon sind ebenso Losungen der Gleichung
G = 0. Dann sind nach dem Satz ?7 alle p; Losungen von F} = F, = G = 0.

Sei speziell ¢ = r = h = n > 3. Dann ist die Bedingung h < ¢ + r — 2 automatisch
erfiillt. Falls C; N Cy aus n? verschiedenen Punkten besteht und falls ¢’ durch
(n—1)2+n+1=n(n—1)+2 davon geht, so sind nach dem Satz ?? alle n? Punkte
in C” enthalten.

Insbesondere der Fall ¢ = r = h = 3 ist von grofser Bedeutung. Zum einen ldsst sich
der Satz von Pascal (Satz ??) damit alternativ beweisen. Seien unter den gleichen
Bedingungen wie in Satz 77

Cl I:L1UL3UL5, 02 I:LQUL4UL6 undC’ Z:QUL/,

wobei L' die Gerade durch P| := Ly N Ly und P, := Ly N Ly ist. Es handelt
sich demnach um drei Kubiken. €'y und C5 schneiden sich in neun verschiedenen
Punkten. C’ geht durch acht dieser neun Schnittpunkte. Also muss sie nach dem
Satz von Cayley-Bacharach auch durch Pj := L3 N Lg gehen. Weil aber der Punkt
P; nach Konstruktion nicht auf @) liegt, liegt er auf L'. Dies bedeutet, dass P;, P,
und P; auf einer Geraden liegen.

Zum anderen wird derselbe Fall im néchsten Kapitel dazu verwendet, um fiir die
Gruppe der elliptischen Kurven die Assoziativitit der Gruppenverkniipfung elegant
zu beweisen.
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Kapitel 2

Elliptische Funktionen und
elliptische Kurven

2.1 Funktionentheoretische Grundlagen

Fir die Theorie der elliptischen Funktionen bedarf es zunéchst einiger funktions-
theoretischer Grundlagen. Die Literaturquellen [5], [13] und [14] sind geeignet, um
sich auf dem Gebiet der Funktionentheorie zu vertiefen.

Im Folgenden ist ein Gebiet eine offene zusammenhéngende Untermenge von C.
Eine in einem Gebiet D C C komplexwertige Funktion f heifst in einem Punkt a € D
holomorph oder analytisch, wenn sie in jedem Punkt einer offenen Umgebung von a
komplex differenzierbar ist. Funktionen, die in der ganzen komplexen Zahlenebene
holomorph sind, werden als ganze Funktionen bezeichnet. Ganze Funktionen sind
etwa polynomiale Abbildungen z — Y7 a;2* mit a; € C, die Exponentialfunktion
exp und die trigonometrischen Funktionen sin und cos.

In keinem z € C holomorph sind dagegen die Betragsfunktion z — |z|, die Pro-
jektion auf den Realteil z — Re(z) bzw. auf den Imaginérteil z — Im(z) und die
komplexe Konjugation z — Z := Re(z) —i-Im(z). Wir bendtigen fiir die elliptischen
Funktionen den Begriff der ,Meromorphie™:

Deﬁnitio_n. Eine in einem Gebiet D definierte Funktion
f:D — C=CU{oo} heilst meromorph, wenn

(1) f~%(o0) N D diskret ist, d.h., keine Hiufungspunkte besitzt,
(2) fin D\ f~!(oc0) analytisch ist,
(3) f~(o0) nur Pole enthiilt.

Man nennt f(z) := > " _ a,(z—a)" die Laurentreihe zu einer meromorphen Funk-
tion f im Punkt a € C mit Koeffzizienten a,, € C und n € Z. Die dritte Bedingung
in obiger Definition bedeutet, dass fiir alle a € f~'(c0) in der Laurentreihe zu f

gilt, dass a, # 0 fiir endlich viele verschiedene n < 0.

Beispiele. Jede holomorphe Funktion ist meromorph, weil ihre Polstellenmenge leer
ist. Fiir eine meromorphe Funktion f # 0 ist ihr Kehrwert % ebenfalls meromorph.
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Zudem sind rationale Funktionen und die beiden trigonometrischen Funktionen Tan-
gens und Cotangens meromorph.

Weiters wird fiir eine Umgebung U von a, in der f holomorph ist, der Ausdruck

Res(fia) = ay = — ¢ f(€)de

C2mi oy
mit dem Residuum von f in a bezeichnet.
Laurentreihen sind wichtige Hilfsmittel der Funktionentheorie. Sie beschreiben kom-
plexe Funktionen, die auf einem Kreisring holomorph sind, so wie Potenzreihen
Funktionen beschreiben, die auf einer Kreisscheibe holomorph sind. Fiir genauere
Ausfithrungen sei an dieser Stelle auf [5] p.144ff verwiesen. Von entscheidender Be-
deutung ist folgender Residuensatz, der etwa in [5] p.163ff. bewiesen wird.

Satz 15 (Residuensatz). Die Funktion f sei in einem einfach zusamenhdngenden
Gebiet D analytisch bis auf endlich viele Punkte ay, ..., a,, innerhalb einer stick-
weise glatten geschlossenen Kurve ohne Selbstschnitte v C D\ {aq,...,ay}. Dann
qilt:

[ flerds =213 Restfias).

Satz 16 (Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis: Wir zeigen die Negation, also dass eine nichtkonstante ganze Funktion f
nicht beschrinkt sein kann. Aus der Cauchy’schen Integralformel von f in jedem
z € C (Bewelis siche [13] p.159ff oder [14] p.62f)

()= L MO
ACEES B =

die fiir jedes r > 0 gilt, folgt mittels Berechnung der Bogenldnge die Abschétzung

1 c c

! < — . 9nr . — = =,

)< g 2mr G
Durch den Grenziibergang r — oo ergibt sich somit f’(z) = 0 fiir jeden Punkt
z € C, d.h. f ist konstant. O

Aus dem Satz von Liouville folgt unmittelbar der Fundamentalsatz der Algebra:

Satz 17 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Polynom besitzt eine
Nullstelle.

Beweis: Sei P(z) :=ay+a1z+...+a,z", 0, €C,0<i<n,n>1,a, #0. Dann
gilt |P(z)| — oo fiir |2| — oo, d.h. zu jeder Zahl ¢ > 0 existiert eine Zahl r > 0,
sodass aus |z| > r folgt, dass |P(z)| > c gilt.

Angenommen, P hétte keine Nullstellen. Dann wére % eine beschrankte ganze Funk-
tion, also konstant nach dem Satz von Liouville (Widerspruch). a
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Drei weitere Beweise mittels der Mittelwertungleichung, des Cauchy’schen Integral-
satz und des Minimumprinzips sind in [13] p.209f angefiihrt.

Eine Teilmenge L C C heifst Gitter, wenn es zwei R-linear unabhéngige Vektoren
wy,wy € C gibt derart, dass

L = Zwy + Zws = {mywy + mawsy | my, mq € Z}.
Ferner nennt man die Punktmenge
F=F(wi,ws) = {tywy +tows | 0 < 1y, < 1}

die Grundmasche des Gitters L beziiglich der Basis (wq,ws). Mit diesen Begriffen
lassen sich nun die elliptischen Funktionen definieren.

Definition. Eine elliptische Funktion zam Gitter L ist eine meromorphe Funktion
f : C — C mit der Eigenschaft der doppelten Periodizitat, d.h.,

flz+w) = f(z4+w) = f(2) fiir w=(wy,ws) € Lund z € C.

Die Menge der Polstellen P(f) sowie die Menge der Nullstellen N(f) einer el-
liptischen Funktion f sind periodisch, d.h., liegt a € P(f) bzw. N(f), so folgt
a+w € P(f) bzw. N(f) fiir alle w € L. Die Ordnung einer elliptischen Funktion f
ist die Anzahl aller mit Vielfachheit gezéhlten Pole modulo L, d.h.

ord(f) = — Z ord(f;a).

a€P(f)/L

Weiters ist die b-Stellen-Ordnung einer elliptischen Funktion f, geschrieben
b-ord(f), die Anzahl der mit Vielfachheit gezahlten Nullstellen der Funktion f(z)—b.
Die nachfolgenden drei Liouville’schen Sétze charakterisieren die elliptischen Funk-
tionen.

Satz 18 (1. Satz von Liouville). Jede elliptische Funktion ohne Pole ist konstant.

Beweis: Zu jedem Punkt z € C' existiert ein Gitterpunkt w € L, sodass z — w in
der Grundmasche F liegt. Eine elliptische Funktion nimmt somit jeden ihrer Werte
schon in F an. Jede stetige Funktion besitzt auf F ein Maximum, weil F beschrankt
und abgeschlossen ist. Eine elliptische Funktion ohne Pole ist auf F und daher auf
ganz C beschrankt. Nach dem Satz von Liouville muss sie folglich konstant sein. O

Satz 19 (2. Satz von Liouville). Eine elliptische Funktion f hat nur endlich viele
Pole modulo L = Zaw, + Zwy und die Summe der Residuen verschwindet, d.h.,

Z Res(f;a) = 0.

a€P(f)

Beweis: Die Polmenge einer elliptischen Funktion ist diskret und geschnitten mit
der kompakten Grundmasche F daher endlich. Also gibt es nur endlich viele Pole
modulo L.

Wir wahlen eine Translation von F um a mit der Bezeichnung
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Fo=at+F={a+ z;z €F}

so, dass keine Pole auf dem Rand von F, liegen. Wir berechnen nun die Residuen-
summe nach dem Residuensatz durch Integration langs des Randes dieser modifi-
zierten Grundmasche 0F,:

27 Z Res(f;b) = f

beFq 0Fa

a+wy atwi+w2 a-+ws a
= [ reas [ noder [ podes [ redg=o

+w a+wi+ws a+twsa

O

Der zweite Liouville’sche Satz besagt also, dass die Polstellenmenge einer elliptischen
Funktion modulo L nicht aus einem einzigen Pol erster Ordnung bestehen kann, weil
das Residuum eines Pols erster Ordnung stets von Null verschieden ist. Zusammen
mit dem ersten Liouville’schen Satz folgt somit, dass eine nichtkonstante elliptische
Funktion mindestens Ordnung zwei besitzen muss.

Satz 20 (3. Satz von Liouville). Fir eine nichtkonstante elliptische Funktion f gilt:
ord(f) = b — ord(f) fiir alle b € C.

Beweis: An dieser Stelle sei auf [5] p.258f verwiesen. O

Eine nichtkonstante elliptische Funktion nimmt daher auf C /L jeden mit Vielfach-
heit gezéhlten Wert gleich oft an. Insbesondere hat f modulo L gleich viele Null-
und Polstellen.

2.2 Die Weierstrafi’sche p-Funktion

Es wird jetzt eine spezielle elliptische Funktion eingefiihrt, die sogenannte Wei-
erstraft’sche p-Funktion. Wir werden sehen, dass sie dem Korper der elliptischen
Funktionen eine Struktur verleit und insbesondere aus der g-Funktion alle anderen
elliptischen Funktionen auf konstruktive Weise gewonnen werden kénnen.

Definition. Die durch

ZLZ + ZwEL\{O} [ﬁ - ﬁ] fir z ¢ L,

00 fir ze€ L
definierte Funktion heifst Weierstrafi’sche p-Funktion zum Gitter L. Ferner nennt

man die Reihen
G, = Z w "
weL\{0}

fir n € N und n > 3 FEisensteinreihen.
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Die Weierstraft’sche p-Funktion zum Gitter L ist in ganz C meromorph, hat Pole
zweiter Ordnung in den Gitterpunkten und ist aufterhalb von L analytisch. Ferner
stellt sie eine gerade Funktion dar, d.h. p(z) = p(—=z). Hinsichtlich der genauen
Begriindung der absoluten Konvergenz der p-Funktion sei auf [5] S.262ff verwiesen.

Satz 21. Die Weierstraf$’sche p-Funktion lisst sich in der gréfiten offenen Kreis-
scheibe um 0, die keinen von 0 verschiedenen Gitterpunkt enthdlt, folgendermafen

schreiben:
1 - 2n
o(z) = = + 21(271 + 1)Gomi1z™".

Beweis: Wir bestimmen die Laurentreihe der Weierstrafs’schen p-Funktion um den
Entwicklungspunkt zo = 0:

1 = 2n
p(Z) = ; + ZOCLZWZ .

Die Koeffizienten aus der Taylor’schen Formel fiir die Funktion f(z) := p(z) — %

22
lauten ap = 0 und ay,, = / ((2272)(!0). Im Fall n > 1 ergibt sich durch Induktion iiber n,
dass {
PR = D S
weL\{0}
gilt. Wir erhalten somit
 (2n+1)! 1
Gan = (2n)! Z w2tD)
weL\{0}
O

Die Ableitung der p-Funktion

(z)=—-2) (Z_;w)g

weL

hat Pole dritter Ordnung in den Gitterpunkten und ist auerhalb von L analytisch.
Ferner ist sie ungerade, d.h., ¢'(—2) = —¢/(2).

Satz 22. Die Weierstraf$’sche @-Funktion ist eine elliptische Funktion der Ordnung
zwei. Thre Ableitung ist eine elliptische Funktion der Ordnung drei.

Beweis: Die Ableitung der p-Funktion ist doppeltperiodisch, d.h., o' (z+wp) = @'(2)
fiir wy € L. Daher ist p(z + wo) — p(z) konstant fir wy € L. Sei 0.B.d.A. wy eines
der beiden Basiselemente des Gitters L. Wir setzen z := —%wo und erhalten den
konstanten Wert p(—3wo + wo) — p(—3w0) = p(3wo) — p(—3we) = 0, weil  eine

gerade Funktion ist. a

Lemma. Fin Punkt a € C ist genau dann eine Nullstelle von @', wenn a ¢ L und
2a € L gilt. Weiters gibt es genau drei einfache Nullstellen von .
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Beweis: Mit der angefiihrten Eigenschaft von a gilt
p,(a) o elli:ptisch p,(a _ 2@) _ p,(_a) o’ unéerade —p/<(1)

und daher ©'(a) = 0. Die drei komplexen Werte %L, %2 und “43*2 sind modulo L
paarweise verschiedene Nullstellen von ’. Nach dem dritten Liouville’schen Satz
kann es keine weitere Nullstelle geben und somit sind diese drei Nullstellen einfach.

O

Wir nennen

w1 w1 +wsz

€1 = @(7), €2 = @(7)7 €3 = @(T)

die Halbwerte der p-Funktion.

2.3 Der Korper der elliptischen Funktionen

Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier elliptischer Funktionen beziiglich
des Gitters L sind elliptische Funktionen. Die Menge der elliptischen Funktionen
beziiglich eines festen Gitters L bildet also einen Kérper mit der Bezeichnung K (L).
Ziel dieses Kapitels ist, die Struktur von K (L) zu bestimmen.

Sei nun f € K(L) eine elliptische Funktion und

P(w) :=ap+ ayw+ ...+ apw™

ein Polynom. Dann ist auch P(f) eine elliptische Funktion.
Sei allgemeiner R(z) eine rationale, also meromorphe Funktion. Dann lasst sie sich
als Quotient zweier Polynome P und () folgendermafsen darstellen:

P
R=5:Q#0.

Die elliptische Funktion PU) ist von der Wahl der Darstellung von R unabhéngig,

L QG st vo
d.h., aus R(f) = R(f) folgt R = R. Ist f eine nichtkonstante elliptische Funktion,

so definiert mit anderen Worten die Zuordnung R — R(f) einen Isomorphismus
vom Kérper der rationalen Funktionen C(z) auf den Unterkérper von K (L)

C(f):={g € K(L); g = R(f) fiir eine rationale Funktion R}.

Sei ab jetzt f eine nichtkonstante elliptische Funktion zum Gitter L. Dann gibt es
Fallunterscheidungen hinsichtlich der Struktur von f:

(1) f gerade mit Polen nur in L:

Satz 23. Es sei f eine gerade elliptische Funktion der Ordnung 2n, deren Polstel-
lenmenge in L enthalten ist. Dann gibt es ein Polynom P vom Grad n = ord(f)

2
derart, dass f = P(p).
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Beweis: Weil f nichtkonstant ist, muss sie einen Pol in einem Gitterpunkt und
somit in 0 haben. Da ferner f gerade ist, treten in der Laurentreihe von f nur
gerade Potenzen auf, d.h.,

F(2) = aionz ™ + a_gpuonyz 20D 4

Wegen
p(zyz _ Z72n + Z CkaQk
k=1

erhalten wir mit
g1:=[f —a_g,0"
wiederum eine gerade elliptische Funktion mit Polstellenmenge in L. Die Ordnung

von ¢y ist kleiner gleich 2(n — 1) und daher echt kleiner als die Ordnung von f.
Wiederholen wir diese Operation, so ergibt sich nach n Schritten

n

0n(2) = £(2) = 3 anpt(2) = ao.

k=1

Damit gilt

I
S
=
T
e
—~
N
~—
I
B,
—~
S
~—
—~
I\
~

f(2)

(2) f gerade mit Polen auch auferhalb von L:

Satz 24. Jede gerade elliptische Funktion ist als rationale Funktion in der Weier-
strafS’schen @-Funktion darstellbar.

Beweis: Sei f eine nichtkonstante gerade elliptische Funktion und a ein Pol von f,
der aufserhalb von L liegt. Fiir geniigend groftes n ist die Funktion

2= (p(2) — p(a))" f(2)

nach a analytisch fortsetzbar. Da f modulo L nur endlich viele Pole hat, gibt es
endlich viele Punkte a; € C\ L und natiirliche Zahlen n; fiir 1 < j < m derart,
dass

9(z) = f(2) [T (p(2) = pla;)™
j=1
auferhalb von L keine Pole hat. Folglich ist g(z) ein Polynom in p(z). O

Korollar. Die WeierstrafS’sche @-Funktion zum Gitter L = Zw, + Zws mit den dre:
Halbwerten ey = p(*%), ex = p(*2) und e; = p(*E2) geniigt der Differentialglei-
chung

o = 4(p(2) = e1) (0(2) = e2) (0(2) = e3).
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Beweis: Weil ¢/ (2) ungerade ist, ist ©'?(2) gerade und hat doppelte Nullstellen bei e,
es und e3. Nach Satz 7?7 und dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz ?7?) erhalten
wir

0(2) = e(p(z) = e1) (0(2) = e2) (p(2) — es)

fiir eine Konstante c. Um ¢ zu erhalten, vergleicht man die Koeffizienten grofiter
Ordnung in den Laurentreihen im Ursprung.

Der Leitterm der Laurentreihe von ©?(z) im Ursprung lautet (—2273)% = 427¢ und
von der rechten Seite obiger Gleichung c¢(272)® = cz7%, d.h., ¢ = 4. Somit geniigt
¢(z) der Differentialgleichung (2) = f(p(z)), wobei

f(z) =4(x —e1)(z — e3)(x — e3) € Clx].

(3) f ungerade:

Satz 25. Jede ungerade elliptische Funktion ist das Produkt einer geraden ellipti-
schen Funktion und der ungeraden Funktion ¢'.

Beweis: é ist gerade in K (L) und somit nach Satz ?7 als rationale Funktion von @
darstellbar, d.h., f = ¢’ - R(p). O

Satz 26. Sei f eine elliptische Funktion. Dann existieren rationale Funktionen R
und S, sodass

f=R(p) +¢'S(p)
qilt, d.h.,
K(L) = C(p) + C(p)¢".

Bewers: Jede elliptische Funktion lasst sich als Summe einer geraden und einer
ungeraden elliptische Funktion schreiben:

(F(2) + F(=2)) + 5 (F) — F(=2)).

N —

f(z) =

Mit f(z) ist némlich auch f(—z) eine elliptische Funktion. Die Sdtze ?? und ?7?
implizieren die gewiinschte Behauptung. a

2.4 Die Weierstralt’sche Normalform

Die p-Funktion geniigt einer Differentialgleichung, die in Satz ?7? (siehe hinten)
bewiesen wird. Aus jener Differentialgleichung geht hervor, dass die Umkehrung der
p-Funktion ein sogenanntes elliptisches Integral erster Gattung ist. Unter einem

elliptischen Integral erster Gattung verstehen wir ein Integral faz C]lj(t), wobei P ein

Polynom dritten oder vierten Grades ohne mehrfache Nullstelle ist.
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Satz 27. Zu jedem Polynom P(t) dritten oder vierten Grades ohne mehrfache Null-
stelle existiert eine nichtkonstante elliptische Funktion f mit folgender Eigenschaft:
(x) Ist D C C eine offene Teilmenge, auf welcher f invertierbar ist, und ist g : f(D)
— C die Umkehrfunktion von f, so gilt

Beweis: [5] p.287f. 0

Die Reduktion von Polynomen dritten oder vierten Grades auf Polynome dritten
Grades ohne quadratischen Term liefert fiir go = 60G, und g3 = 140G¢ die Weier-
straf$’sche Normalform:

P(t) = 4t* — got — gs.

Dieses Polynom hat genau dann keine mehrfache Nullstelle, wenn die Diskriminante
Resppr = g5 —27g3 von Null verschieden ist. Weiters existiert zu je zwei komplexen
Zahlen g, und g3 mit g5 — 27¢3 ein Gitter L C C mit der Eigenschaft go = g2(L)
und g3 = g3(L). Fir die Reduktion auf die Weierstrak’sche Normalform und den
Beweis der letzten Behauptung sei auf [5] p.288 und p.318f verwiesen.

Satz 28. Sei L C C ein Gitter. Falls P(t) = 4t3 — got — g3, go = go(L) und
93 = g3(L), so hat die Weierstraf§’sche p-Funktion f(z) := p(z) zum Gitter L die
in letztem Satz angegebene Figenschaft ().

Beweis: Aus der algebraischen Differentialgleichung der p-Funktion o = 4¢3 — gap
— g3 ergibt sich fiir die in ¢ € C mit P(t) # 0 definierte lokale Umkehrfunktion ¢
von

O

Die eben im Beweis verwendete Differentialgleichung wird im letzten Unterkapitel
in Bezug auf elliptische Kurven bewiesen.

2.5 Gruppenoperationen auf elliptischen Kurven

Als Literatur fiir die Theorie der elliptischen Kurven ist [3], [4] und [11] geeignet.
Die Charakteristik eines Korpers K ist definiert als

char(K) := min{n € N| n-1x = 0}.

Notwendigerweise ist char(K') eine Primzahl. Fiir jede Primzahl p ist beispielsweise
7,/pZ ={0,1,...,p — 1} ein Kérper der Charakteristik p. C, R und Q haben die
Charakteristik 0.

Betrachten wir die Kurve y? = 2% — 2 iiber einem Koérper K. Sie ist nur dann

wohldefiniert, wenn char(K) # 2. Die partiellen Ableitungen von einem Polynom
F := 23 — r — y* iiber einem Korper K mit char(K) # 2 lauten ?9—1; =32z? — 1 und
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%_5 = —2y. Fiir singuldare Punkte muss also y = 0 und x = j:\/ig gelten. Diese beiden

Punkte liegen nicht auf der Kurve. Ist jedoch char(K) = 2, so ist %—I; = 0 fiir alle
y, und somit ist der Punkt (0,0) singuldr. Sei allgemein f(z) € K|x] eine Kubik
und y* — f(z) = 0 die Gleichung einer Kurve C. In einem Punkt (zg,y0) € K x K
erhalten wir die beiden partiellen Ableitungen — f’(x¢) und 2y,. Falls K kein Korper
der Charakteristik zwei ist, verschwinden sie beide genau dann, wenn y, = 0 und
xo eine mehrfache Nullstelle von f(x) ist. Folglich ist C' genau dann nicht-singulér,
wenn die Nullstellen von f(z) paarweise verschieden sind.

Definition. Eine elliptische Kurve C' iiber einem Korper K ist eine nicht-singulédre
ebene projektive Kurve vom Grad drei.

Beispiel 2.1. Die Fermat-Kurve z} + 23 + 23 = 0 in Py(K) ist elliptisch. Die dazu
gehorige Hesse-Kurve ist gegeben durch zgx;2o = 0. Die Wendepunkte der Fermat-
Kurve sind

(]" 57 0)7 (17 O’ 5)7 (O7 ]‘7 5)7
wobei £ eine Losung der Gleichung 22 + 1 = 0 ist.

Seien nun £ eine elliptische Kurve und © ein willkiirlich gewahlter Punkt in E. Sei
ferner A x B der dritte Schnittpunkt mit E auf der Geraden durch A und B. Nach
dem Satz von Bézout (siehe Kapitel 1) existiert zu A und B genau ein weiterer
Schnittpunkt A « B auf F und der Geraden durch A und B. Dieser kann aber
gleich A und/oder B sein, falls die Schnittvielfachheit im jeweiligen Punkt zwei
oder drei betrdgt. Wir definieren nun die Addition zweier Punkte A und B in F
folgendermafien:

ExE—E, (A B)— A+ B:=0(A%*B),

d.h., A+ B ist der dritte Schnittpunkt auf der Geraden durch © und AxB. Wiederum
wenden wir den Satz von Bézout auf den Schnitt von F mit der Geraden durch ©
und A x B an. Gilt speziell A = B, so ist A x A der Schnitt der Tangente an A mit
E. Da FE nicht-singular ist, gibt es genau eine Tangente in A. Damit ist die Addition
auf elliptischen Kurven wohldefiniert.

Satz 29. (E,+) ist eine Abel’sche Gruppe mit dem neutralen Element ©.

Beweis: (1) Fiir beliebiges A € E ist © wegen A+ 6O = ©(A x ©) = A das neutrale
Element. Die Addition ist kommutativ.

(2) Die Inverse von A lautet —A = A(O x ©), weil
A+ (—A)=0(Ax(—A)) =0(0x0) =0.

(3) Die Verifikation der Assoziativitdt ist komplizierter. Man braucht dazu einen
Spezialfall des Satzes von Cayley-Bacharach (Satz ?77).

Seien A, B, C' Punkt auf der elliptischen Kurve E. Fiir die zu beweisende Behaup-
tung (A+ B) +C = A+ (B + C) ist es ausreichend zu zeigen, dass

(A+B)«C=Ax(B+0C),
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d.h., der Schnittpunkt D der beiden Geraden durch A + B und C' bzw. A und
B+ C liegt auf E. Wir erhalten zwei je aus drei Geraden bestehende Kubiken C :=
g(A,B)Ug(A+B,C)Ug(©,B*C) und Cy := g(B,C)Ug(A, B4+ C)Ug(0,A* B),
die sich in folgenden Punkten schneiden:

CiNCy={6,A,B,C,AxB,A+ B,B+C,B+C,D},

d.h., #(C1 N Cy) = 9. Die nachfolgende Skizze soll die Situation veranschaulichen:

Nach Konstruktion geht F durch acht der neun Schnittpunkte, ndmlich durch (C7N
C5) \ D. Nach dem Satz von Cayley-Bacharach muss £ somit auch durch D gehen.
O

Definition. Angenommen, eine elliptische Kurve E ist iiber einem Unterkorper
Ky C K definiert. Dann nennen wir F(K,) die Menge der Ky-rationalen Punkte
auf F.

Falls © in E(K,) liegt, so sind fiir A,B € E(Ky) ebenso A+ B € E(K,;) und
—A € E(Ky). Somit ist (E(Kp),+) eine Untergruppe von (E, +).

Insbesondere ist fiir eine elliptische Kurve E iiber Q die Menge der rationalen Punkte
von E eine Untergruppe von (E, +). Nach dem Theorem von Mordell-Weil ist diese
Gruppe endlich erzeugt (siehe [4] p.64-88).

Satz 30. Seien E eine elliptische Kurve, © das neutrale Element der Gruppe (E, +)
und A, B,C" drei Punkte auf L N E fir eine beliebige Gerade L. Dann ist © genau
dann ein Wendepunkt, wenn

A+B+C=06
qilt.
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Beweis: Das neutrale Element © ist genau dann ein Wendepunkt, wenn die Tangente
an E durch © die elliptische Kurve E mit Vielfachheit drei schneidet. Nach dem
Satz von Bézout kann es keinen weiteren Schnittpunkt dieser Tangente mit £ geben
und damit gilt ©x 0 = O. Die Behauptung folgt aus einer elementaren Umformung:

A+B+C=6(A*B)+C=0(0(AxB)xC) =0x0.

2.6 Klassifikation von elliptischen Kurven

Wir betrachten bei der Klassifikation elliptischer Kurven Korper, die weder Cha-
rakteristik zwei noch drei besitzen. Fiir letztere Félle sei auf [3] verwiesen.

Falls () ein Wendepunkt einer elliptischen Kurve E ist, so kann das Koordinaten-
system derart gewéhlt werden, dass @ = (0,0,1) und xy = 0 die Wendetangente an
E in Q ist. In jenem Koordinatensystem hat E eine Gleichung der Form

F = aoxg + alxg + asxs + a3 =0, (%)

wobei a; € K|xg, 1] homogene Polynome vom Grad i fiir 0 < ¢ < 3 sind. Wegen
Q = (0,0,1) € E muss ag = 0 gelten. Dehomogenisierung hinsichtlich z; liefert die
affine Gleichung

ay(z1,x2) + as(x1, xe) + as(xy, z9) = 0.

Weil x5 = 0 die Tangente von E in @ ist, lasst sich a; = cxy fiir 0 # ¢ € K
schreiben. Sei 0.B.d.A. ¢ = 1. Aus pg(E,xo) = 3 folgt, dass x; Teiler von ay. Also
hat die Gleichung (%) fiir o, § € K die Form

2
zory + xo(axg + fr1)Te + as(xg, x1) = 0.

Durch Verwenden der linearen Transformation

1

To F— Tg — 5(0&%’0 + 61’1), 1= T1, Lo — To
erhalten wir die Gleichung
2
Ty + Cl3<£ll'0, l'1> = 0.

Es darf xg nicht as teilen, weil ansonsten die Wendetangente in () eine Komponente
von E wire. Folglich kann die letzte Gleichung fiir a, b, c € K in folgende Gleichung
umgeschrieben werden:

F = z0235 — (71 — azo) (21 — bxo) (21 — cm9) = 0. (A)

Die drei Koeffizienten a, b, ¢ sind verschieden. Wéaren sie namlich gleich, so hiatte
bei (1,a,0) eine Singularitdt, was man unmittelbar an den partiellen Ableitungen
G5 = 3abeaf + (a+ b+ c)af + a3 — 2(ab + ac + be)wory, f = —(ab+ ac + be)xf —
327 + 2(a + b + ¢)zor; und g—i = 2x0x9 erkennt.

33



Die Polare Py(F') von E beziiglich @) ist durch 37‘2 = 2x9x9 = 0 gegeben. Sie
besteht aus der unendlich fernen Geraden zy = 0 und der affinen x-Achse. Die
Polare schneidet die Kurve E zusédtzlich zum Punkt () in den Punkten mit den
affinen Koordinaten (a, 0), (b,0), (¢, 0). Diese sind also die Berithrpunkte derjenigen
Tangenten von ) an E, die von der Wendetangente verschieden sind. Damit ist der
folgende Satz gezeigt.

Satz 31. Ist ) ein Wendepunkt einer elliptischen Kurve E, dann g¢ibt es neben
der Wendetangente genau drei weitere Tangenten an E, die durch () gehen. Die
Bertihrpunkte dieser Tangenten sind kollinear.

Indem wir auf die Gleichung (A) die Substitution
zh = (b—a)ry, ¥) =11 —axg, vh = (Vb —a)™! - 2y
anwenden, erhalten wir die néchste Gleichung

C —

b —

whry — o) (o — x)) (2} — Ax)) = 0 mit \ :=

Z #0,1. (%x)

Wir bezeichnen eine elliptische Kurve E in der Form von (%) zu einem A # 0,1
mit Ey. Mit obigen Umformungen ist der folgende Satz bewiesen.

Satz 32. Jede elliptische Kurve Ey fir A\ € K \ {0,1} ist in einem geeigneten
Koordinatensystem durch die Gleichung

xoxg —x1(x1 — o) (21 — Ax) =0
gegeben.

Lemma. Sind A und B zwei Wendepunkte einer elliptischen Kurve E, so existiert
eine Koordinatentransformation o in Py(K) mit p(E) = E und p(A) = B.

Beweis: O.B.d.A. sei A # B. Die Punkte A und B sind zu einem dritten Wende-
punkt P kollinear. Wir wihlen wie oben den Punkt im Unendlichen P = (0,0, 1)
und schreiben die Gleichung von £ in der Form von (xx). Die dazugehérige affine
Gleichung lautet

y* —x(z —1)(x—\) =0. (o)

Die Gerade durch A und B mit der Bezeichnung g(A, B) ist parallel zur xo-Achse,
weil sie P enthélt. Die Gleichung (e) ist beziiglich der Substitution zy — —x
invariant und g(A, B) wird auf sich selbst abgebildet. Weil Wendepunkte auf Wen-
depunkte abgebildet werden, werden die Punkte A und B durch die Substitution
vertauscht. a

Satz 33. Fine elliptische Kurve Ey ldsst sich genau dann anhand einer Koordina-
tentransformation auf eine weitere elliptische Kurve Fx abbilden, wenn

AEMy:={A 1= A0 =X 0A=1)"L (A=A}
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Beweis: [11] p.95. 0

Definition. Zwei elliptische Kurven £ und Exy heifien projektiv dquivalent, falls
sich E/y durch eine Koordinatentransformation auf Ey abbilden lasst.

Die durch (22t 1)
. - A+
TN =

fiir A # 0,1 gegebene Funktion j ist invariant beziiglich den Substitutionen
A=A A= AL =1 =

Infolgedessen ist j eine Invariante der Klasse aller zu E) projektiv dquivalenten
Kurven. Wir setzen j(E) := j(A) fiir alle elliptischen Kurven E in der Klasse von
E\.

Definition. Man nennt j(E) die j-Invariante einer elliptischen Kurve E.

Satz 34. Fiir jedes a € K existiert bis auf projektive Aquivalenz genau eine ellip-
tische Kurve E mit j(E) = a.

Bewers: Fiir jedes a € K hat die Gleichung
(A= A+1)? —a (A —=1)2=0 (o)

eine Losung Ao # 0,1, und alle Elemente von M), sind ebenso Losungen. Es gilt
j(Ex,) = a, und jedes Ay mit j(Ey,) = a 16st (o). Falls M), aus sechs verschiedenen
Werten besteht, so sind sie alle Losungen jener Gleichung vom Grad sechs und wir
sind fertig. Falls sich M), aus weniger als sechs Elementen zusammensetzt, so gibt
es nur folgende zwei Falle:

M_y =M, = My={-1,1,2},

)9

M, = My = {Pvp_l}, wobei p ;= % + %, /3.

Im ersten Fall betragt a = %7, im zweiten Fall @ = 0. In beiden Fallen umfasst M),

alle Losungen von (o). O
Die elliptischen Kurven lassen sich damit folgendermafsen klassifizieren: Die j-Invariante

bildet die projektiven Aquivalenzklassen elliptischer Kurven bijektiv auf den Korper
K ab.
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2.7 Parametrisierung elliptischer Kurven durch el-
liptische Funktionen

Ziel ist es nun, die Koeffizienten a, b, ¢, d € C einer Kubik f(x) = ax® + bx* + cx +d
ohne mehrfache Nullstellen zu finden, sodass die Gleichung

¢'(2) = ap’(2) + bp™(2) + cp(z) +d

erfiillt ist. Fiir Details sei im Voraus auf [12] p.25f verwiesen. Aus Satz 77 ergeben
sich die Laurentreihen von p(z), p*(2), 9°(2), ¢'(z) und ©*(z) im Ursprung wie
folgt:

p(z) = 5 +3G42? +5Ge2* + ...

o(z) = — 2 +6G4z + 20Ge2® + 42Gs2° + . . .,
p?(z) = & —23Gs—80Gs + (36GF — 168Gs)2? + ...,
0?(2) = L +6G,+10Ge2? . . .,

03(2) = 5 +9Gi% +15Gs + (21Gs +27GH)2> + ...

Eine aufwéandige Rechnung liefert
0% (2) — 49%(2) + 60G4p(2) = —140G¢ + (108G2 — 252Gg)2* + ...

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine elliptische Funktion ohne Pole, also nach
dem ersten Satz von Liouville konstant. Durch Einsetzen von z = 0 ergibt sich die
Konstante —140Gg. Mit der iiblichen Schreibweise

g2 = g2(L) := 60G, und
g3 = gg(L) = 140G6
erhalten wir als Resultat jener Rechnungen folgenden Satz:

Satz 35. Die Weierstraf$’sche @-Funktion geniigt der Differentialgleichung
(2) = f(p(2)), wobei

f(z) = 42® — gox — g3 € C[z].

Diese Differentialgleichung lésst sich folgendermafsen geometrisch interpretieren.
Wir betrachten die Einbettung

(1:p(2): ¢'(2)) fiir z#0,

C/L — P?
() C/L — C’ZH{(O,LO) fiir 2 = 0.

Das Bild eines beliebigen Punktes 0 # z € C/L ist ein Punkt in der xy-Ebene mit
komplexen Koordinaten, dessen x- und y-Koordinaten wegen Satz 7?7 die Gleichung
y* = f(x) erfiillen. Fiir jeden z-Wert mit der Ausnahme von ey, ey, e3 und oo exis-
tieren genau zwei verschiedene Punkte z;,2, € C/L mit p(z1) = p(z2) = x. Fiir
i = 1,2 ergibt sich ¢'(z;)) = £1/f(p(2:)) = £+/f(x). Falls x eine Nullstelle von
f(z) ist, so existiert nur ein Punkt z € C/L mit p(z) = =z, und die dazugehorige
y-Koordinate ist y = ©'(z) = 0. Damit ist folgender Satz gezeigt:
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Satz 36. Die Abbildung (x) ist ein Isomorphismus zwischen C/L und der ellipti-
schen Kurve y* = 4x3 — go(L)x — g3(L) in Py(C).

Es gilt nach Satz 7?7, dass jede elliptische Funktion als rationaler Ausdruck in p(z)
und ¢'(z) darstellbar ist. Algebraisch ergibt sich zusammen mit Satz 7?7, dass der
Koérper der elliptischen Funktionen K(L) isomorph ist zu

C(x)[y]/ (v* — (42® — gox — g3)).
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Kapitel 3

Reelle Nullstellen von Polynomen

Ziel dieses Kapitels ist, die Anzahl der Lésungen eines Polynoms ohne Vielfachheit in
einer Variablen gegebenfalls mit Nebenbedingungen in einem reell abgeschlossenen
Korper R zu bestimmen. Als ergénzende Literatur ist [16], Kapitel 1.3 und [18],
Kapitel VII, §54 zu empfehlen. In Ermangelung von Quellen wird in diesem Kapitel
im Wesentlichen nach [16] vorgegangen.

Definition. Sei K ein Korper.

(1) Eine Anordnung von K ist eine totale Ordnungsrelation < auf der Menge K,
welche

(@) a<b=a+c<b+cund

(b) a<b,c>0= ac<bc

fiir alle a, b, c € K erfiillt.

(2) Ein angeordneter Korper ist ein Paar (K, <) aus einem Korper K und einer
Anordnung < von K.

Ein Korper K heifst reell, wenn er mindestens eine Anordnung besitzt.

Beispiele. (1) (R, <) ist ein angeordneter Koérper. Der Korper R ist also reell.

(2) Jeder Teilkérper eines reellen Korpers ist selbst reell, z.B. Q, Q(v/2) := {a +
bW2| a,becQ}.

Definition. Ein Korper K heifst reell abgeschlossen, wenn er reell ist, aber keine
echte algebraische reelle Erweiterung hat. In anderen Worten: Es gibt keinen Koérper
L zwischen K und einem algebraischen Abschluss K von K, der reell und von K
verschieden ist.

Der Korper R etwa ist reell abgeschlossen. Weiters ist die Menge aller reellen Zah-
len, die Nullstellen eines Polynoms iiber QQ sind, genannt algebraischer Abschluss
von QQ in R, reell abgeschlossen.
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3.1 Obere Schranken

Zunachst zeigen wir, dass sich alle Nullstellen eines Polynoms in einer Variablen
iiber einem reell abgeschlossenen Korper durch seine Koeffizienten beschrianken las-
sen. Mit technischen Hilfsmitteln wie dem Satz von Rolle und dem Lemma von
Descartes werden wir anschliefend erkennen, dass eine Schranke fiir die Anzahl der
Nullstellen eines Polynoms existiert, die von der Anzahl der im Polynom vorkom-
menden Monome abhéngt.

Lemma. Sei R ein reell abgeschlossener Kéorper und
f=a"4azx" '+ ... Fa, 1z +a,

ein normiertes Polynom in R(\/—1)[x]. Dann gilt fir jede Nullstelle z von f in
R(v/—1) die Abschdtzung

|z| < max{l,|a1]|+ ...+ |a.|}.

Beweis: O.B.d.A. sei |z| > 1. Daher darf man die Gleichung f(z) = 0 durch z"!
dividieren, wodurch sich

a2
—ZzZ=a+—+ ...+ —3
z z

ergibt. Mittels Anwendung der Dreiecksungleichung erhélt man somit

|a2] |an|
'Z'§|“l|+ﬁ+”'+|z|:—l <lar| + ...+ |an].

O

Ist speziell f(z) = 2"+ a,_ 12" ' + ...+ a1z +ap € R[x] ein Polynom, dessen Null-
stellen alle reell sind, so liegen diese innerhalb des Intervalls mit den Endpunkten

ap—1 , n—1 2n
T12 = — + CL2 — Ap—2.
n n

Beispiel 3.1. Das Polynom z* + 52% 4+ 522 — 52 — 6 hat die vier reellen Nullstellen
—3,—2,—1 und 1. Alle Nullstellen liegen somit im Intervall

L5 3 [H 5.3 [%
4 4V 37 4 4V 3

Wir benotigen im Folgenden den Quotientenkdrper iiber dem Ring R[x], beschrieben
durch R(x) := {g\ P,Q € R[z],Q # 0}.

[—3.81,1.31].

Lemma. Sei 0 # f € R(t). Die logarithmische Ableitung f7/ von f wechselt in jeder
Nullstelle von f in R das Vorzeichen von minus nach plus.
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Beweis: Sei a eine Nullstelle von f und f(z) := (z — a)" - g(x), wobei n € N und
g € R(z) mit g(a) # 0. Dann ist

fla)_ g

Daher gilt

' wenn r < a,

f(@)

sign

Il
—N—
I+
— =

wenn r > a,
woraus die Behauptung folgt. a

Satz 37. Sei R ein reell abgeschlossener Korper, sei f € R(x) und seien a < b in R
mit f(a) = f(b) = 0. Hat f in]a,b[ weder Pole noch Nullstellen, so ist die Anzahl
der mit Vielfachheit gezihlten Nullstellen von f' im Intervall |a,b[ ungerade.

Beweis: Wihle a < ¢ < d < bin R derart, dass f"in |a, c] U [d, b[ keine Nullstellen
hat. Nach dem letzten Lemma ist dann

f'(e)  f(d)

— - —= <.

fle)  f(d)
Infolgedessen ist die Zahl der Nullstellen von fT, in [c, d] ungerade. Diese ist auch die
Zahl der Nullstellen von f” in Ja,b|. O

Satz 38 (Rolle). Ist f € R(x), sind a < b in R mit f(a) = f(b), und hat f in [a, b
keine Pole, so hat f' im Intervall Ja,b| eine Nullstelle.

Beweis: Sei 0.B.d.A. f(a) = f(b) = 0. Wir ersetzen nun b durch die kleinste Null-
stelle ¢ von f mit ¢ > a. Somit sind wir in der Situation des vorigen Satzes (Satz
?7). O

Sei f € R(z) und seien @ < b in R so, dass f in [a,b] keinen Pol hat. Durch
Anwenden des Satzes von Rolle auf die Funktion

(f(b) = f(a)),

Tr—a

g(r) = f(x) -

die g(a) = g(b) erfiillt, ergibt sich der Mittelwertsatz. Dieser besagt, dass ein ¢ €
Ja,b]| existiert mit

f(b) — f(a)

!

f (C) - b —a

Definition. Fiir eine endliche Folge (¢, ...,¢,) in R bezeichne
Var(cl, e ,cn>

die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge nach Streichen aller Nullen.
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Satz 39 (Lemma von Descartes). Sei f = Y ' a;x’ ein nicht-verschwindendes
Polynom in R[z|. Die Anzahl der strikt positiven reellen Nullstellen von f betrigt

hochstens Var (an, ce, Ay ao).

Beweis: Der Beweis erfolgt mittels Induktion iiber den Grad n von f. Fiirn = 1
besitzt die Gerade f(z) = ax + b genau dann eine positive reelle Nullstelle, wenn
sign(a) # sign(b). Sei nun n = deg(f) > 1. Wir konnen ferner ay = f(0) # 0
annehmen. Sei r der kleinste Index > 1 mit a, # 0. Nach Induktionsannahme besitzt
f' = na,t" '+ ... + ra,t"~! hochstens Var <an7 o ,ar> positive Nullstellen. Sei ¢
die kleinste von ihnen (bzw. ¢ = oo, falls es keine gibt). Nach dem Satz von Rolle
hat f hochstens 1 + Var (an, . ,ar> positive Nullstellen. Wir kénnen annehmen,
dass diese Grenze angenommen wird, weil wir sonst fertig sind. Damit muss f eine

Nullstelle in ]0, ¢ [ haben. Dies impliziert aga, < 0 und somit 1+ Var (an, e ,aT> =
Var(an,...,cm). O

Satz 40. Sei f € R[z| ein aus m Termen bestehendes Polynom. Dann hat f héchs-
tens 2m — 1 Nullstellen in R.

Beweis: f(x) und f(—z) haben nach dem Lemma von Descartes jeweils hochstens
m — 1 positive Nullstellen. Also hat f hochstens 2m — 2 von null verschiedene
Nullstellen. O

Beispiel 3.2. Sei das Polynom f = x-(2%—ay)-...- (2> —a,,) mit 0 # a; € R gegeben.
% ist ein Polynom in z? vom Grad m. f hat folglich héchstens m + 1 Terme und
daher hat f nach dem letzten Satz (Satz ?7) hochstens 2m + 1 reelle Nullstellen.

Bevor wir zwei Verfahren zur exakten Bestimmung der Anzahl von reellen Null-
stellen eines Polynoms f € R[x] kennenlernen, werden wir mittels Zerlegung reller
Polynome erortern, wie die Anzahl der reellen Nullstellen von f mit dem Grad von
f zusammenhéngt.

Sei dazu f = ag + ...+ a,a™ € R[z], a, # 0, n > 1. Besitzt f eine reelle Nullstelle
a, so spaltet f in R[x] den Linearfaktor x — a ab. Hat f dagegen keine reelle Null-
stelle, so nach dem Fundamentalsatz der Algebra wenigstens eine im algebraischen
Abschluss R von R. Sei ¢ = o + i mit o, 3 € R, 3 # 0 eine solche Nullstelle. Man
findet sofort eine weitere Nullstelle, ndmlich ¢ = a — i3 # ¢. Denn es ist

Weiters ist h := (x — ¢)(x — ¢) = 22 — (¢ + €)x + c¢ ein Teiler von f in R[z]. Wegen
c+c=2a € Rund c¢ = a* + 3> € R ist h € R[z]. Es ist daher klar, dass sich f
aus dem Produkt von Linearfaktoren vom Typ x —a, a € R und von quadratischen
Polynomen vom Typ 2% — (¢ + )z + ¢, ¢ € R\ R zusamensetzt. Die Faktoren
dieses Produktes sind eindeutig bestimmt, da man sie aus den Nullstellen von f in
R ablesen kann. Daraus erhalten wir eine Folgerung in Bezug auf die Anzahl der
reellen Nullstellen von f.
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Folgerung. Sei f € R|x], deg(f) =n > 0. Dann ist die Anzahl N der mit Vielfach-
heit gezdihlten reellen Nullstellen von f kongruent zu n mod 2, d.h., 2 teilt N — n.
Ist insbesondere n ungerade, so besitzt f wenigstens eine reelle Nullstelle.

Beispiel 3.3. Ein reelles quadratisches Polynom f = ax? + bx + ¢, a # 0, besitzt
zwei, eine doppelte oder keine reelle Nullstelle. Aus der Darstellung

b b2 — dac

f:a(<$+2_a>2_ 402 )

folgt, dass f genau dann wenigstens eine reelle Nullstelle hat, wenn man in R die
Quadratwurzel aus b?> — 4ac ziehen kann, d.h., b* — 4ac > 0.

3.2 Zahlverfahren

3.2.1 Sturm’sche Ketten

Sei jetzt f € R[z] ein nichtkonstantes Polynom, und seien a < bin R mit f(a)f(b) #
0. Im Folgenden werden Verfahren behandelt, mit denen die Anzahl der Nullstellen
von f in einem reell abgeschlossenen Korper R im Intervall [a, b] bestimmt werden
kann, wobei ohne Vielfachheit gezahlt wird.

Definition. Die Sturm’sche Kette zu f ist die rekursiv definierte Folge ( fo, f1,..., fr)
von Polynomen in R[z], definiert durch fy := f und f; := f" und

fo = a1 f1 — fo,
h = Q@f2 — f3,

fr72 : qT'flf’l‘fl_fTW
fr—l = QTfr'

Dabei seien die f;, ¢; Polynome mit f; # 0 fiir 1 < i < r, und es gelte deg(f;) <
deg(fi_1) fiir 2 <i < r. Dadurch sind r € N sowie die f; und g; eindeutig bestimmt.
Fiir x € R setzen wir ferner

vp(x) = Var(fo(x), fi(z), ..., fr(x)).

Es gilt insbesondere f, = ggT(f, f'). Die Sturm’sche Kette entspricht ndmlich bis
auf die negativen Vorzeichen der Restterme dem euklidischen Algorithmus fiir das

Paar (f, ).

Satz 41 (Sturm, ohne Nebenbedingung). Fir a < b in R mit f(a)f(b) # 0 ist
ve(a)—vs(b) die Anzahl der Nullstellen von f im Intervall [a,b] (ohne Vielfachheit).
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Beweis: Wir untersuchen im Folgenden vy(x) als Funktion von z. Zunéchst sei
angenommen, dass alle Nullstellen von f einfach sind. Dann gilt fiir die Folge

(fo, frso s £r): (1) g8T(fo, f1) = 1.

(2) In jeder Nullstelle von fy wechselt fof; das Vorzeichen von minus nach plus.
(3) Fiir 1 < < n und jede Nullstelle ¢ von f; gilt f;_1(c)fit1(c) < 0.

(1) folgt unmittelbar aus der Einfachheit aller Nullstellen von f, (2) aus dem letzten
Lemma und (3) aus fi_1 = ¢;fi — fir1 und ggT(fi—1, fi) = L.

Seien ¢ € Rund 0 < i < r mit f;(¢) = 0. Dann ist fi11(c) # 0 nach (1) bzw. (3).

Wir setzen € := sign(fi+1(c)). In den nachfolgenden Vorzeichenschemata stehe cy
symbolisch fiir Werte x mit sign(x — ¢) = £1 und |z — ¢| gentigend klein.

Fiir ¢ = 0 folgt aus (2):

| |z=c |z=clo=c]

fo(z) —€ 0 €
fi(z) € € €
Beitrag zu vy () 1 0

Fir 1 <i < r folgt aus (3):

fic1(z) —e —e —€
fira(z) € € €
Beitrag zu vg(x) 1 1 1

Fazit: Die Funktion v (z) féllt in jeder Nullstelle von f um 1 und ist auferhalb der
endlich vielen Nullstellen von f lokal konstant. Fiir a < bin R ist daher vs(a)—v¢(b)
die Anzahl der Nullstellen von f im Intervall [a, b].

Jetzt bleibt es zu zeigen, dass Letzteres auch fiir Funktionen mit mehrfachen Null-
stellen gilt, d.h., f,. ist auch als nichtkonstantes Polynom zugelassen. Wir setzen
gi = % fir 0 <4 < r. Dann erfiillt die Folge von Polynomen (go,g1,...,g.) die
vorigen drei Eigenschaften:

(1) wegen ggT(go, g1) = ggT(&, &) = +-geT(fo, f1) = 1, (2) und (3) wegen f2 > 0.
Sei d € R mit f,(d) # 0. Die beiden Folgen (go(d), . .., g-(d)) und (fo(d), ..., f.(d))
haben dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechsel, weil sie durch Multiplikation mit
der Konstanten f,.(d) auseinander hervorgehen. Zudem haben f; und go dieselben
Nullstellen. Damit lassen sich Funktionen mit mehrfachen Nullstellen auf solche
mit einfachen Nullstellen zuriickfiihren, fiir die wir die Behauptung bereits gezeigt
haben. a

Beispiel 3.4. Fiir das Polynom f := 2* — 223 — 222 + 42 ergibt sich die Sturm’sche
Kette
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fo = xt =223 — 222 + 4x,

i = 4a® — 622 — 4o + 4,
_ 7.2 5 1

o = Tt — 3T — 3,

fy = 160, _ 192

3 = 49 49 »

fi = i

4 50"

Wegen v;(—3) = Var<+1, 1,41, -1, +1) = 4und vy(3) = Var(+1, 1,41, 41, +1>
= 0 besitzt f im Intervall | — 3,3 4 reelle Nullstellen.

Fir 0 < <r sei d; := deg(f;) und a; der Leitkoeffizient von f;. Dann ist

vy(=00) 1= Var((=1)%ap, (~1)%ay, ..., (~1)"a, )
und
vy(+00) = Var(ao, air,... ,aT).

Infolgedessen ist die Anzahl aller verschiedenen reellen Nullstellen von f gleich
vs(—00) — vy(+00),
Im Folgenden wird die Verallgemeinerung des Sturm’schen Satzes behandelt. Seien

f,g € R[x] mit f nichtkonstant und g # 0. Ziel ist es nun, die Nullstellen ¢ von f
mit der Nebenbedingung g(c) > 0 zéhlen zu kénnen.

Definition. Die verallgemeinerte Sturm’sche Kette zu f und g wird folgendermafsen
gebildet: Sei fy := f, f1 := f'g und seien fs,..., f. analog wie ohne Nebenbedin-
gungen durch f; 1 = g;fi — fix1 und deg(fii1) < deg(f;) fir 1 < i <r — 1, sowie
fi #0 und f.|f.—1 definiert. Fiir x € R setzen wir

vpg(x) = Var(fo(x), filz), ..., fr(:v)>

Satz 42 (Sturm, mit Nebenbedingung). Fiira < b in R mit f(a)f(b) # 0 ist

vrgla) —vpg(b) = Y sign(g(c)).
a<c<b
F(e)=0
Letzteres ist also die Anzahl der Nullstellen ¢ von f in [a,b] mit g(c) > 0 minus
der Anzahl der Nullstellen ¢ von f in [a, b] mit g(c) < 0. Man kennt die Anzahl der
Nullstellen ¢ von f, in denen g(c¢) # 0 und kann somit die Anzahl der Nullstellen ¢
von f mit g(c) > 0 berechnen. Die zuvor gegebene Version ist der Spezialfall g = 1.

Beweis: Man geht analog wie beim Beweis des Sturm’schen Satzes ohne Nebenbe-
dingung vor und nimmt zunichst ggT(f, f'g) = 1 an, d.h., f, ist eine Konstante.
Fir die Folge (fo, ..., fr) gelten (1), (3) von oben und

(2") In jeder Nullstelle ¢ von fy wechselt ff1 das Vorzeichen von —sign(g(c)) nach
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+sign(g(c)). (2') ergibt sich aus dem letzten Lemma.

Erneut untersuchen wir, wie sich vy (z) beim Durchgang durch eine Nullstelle ¢
von f; éndert. Fiir ¢ > 1 éndert sich vy,(x) wie frither nicht. Fiir ¢ = 0 und
e :=sign(f1(c)) erhalten wir folgendes Vorzeichenschema:

| [ s=c [o=c s=o |
Jolx) —e-sign(g(c)) | 0 | e-sign(g(c))
fi(z) € € €
Beitrag zu vy (z)
falls g(c)<0 0 0 1
falls g(c)>0 1 0 0

Damit ist vf,(c_) — vy4(cy) = sign(g(c)). Lasst man auch mehrfache Nullstellen
zu, so ersetzt man wiederum die Folge (fo, e fr) durch die Folge (%, e %) (1),
(2') und (3) gelten ebenso fiir die neue Folge. Weil beide Folgen dieselbe Anzahl an

Vorzeichenwechsel aufweisen, ergibt sich somit die Behauptung. O

3.2.2 Methode von Hermite und Sylvester

Im Folgenden wird eine zweite Methode erlautert, wie man reelle Nullstellen von
Polynomen zéhlen kann.

Sei nun f(z) = 2" +a;2" ' +...+a, ein normiertes, nichtkonstantes Polynom iiber
einem reell abgeschlossenen Kérper R. Sei ferner R der algebraische Abschluss von
R, d.h., R ist die kleinste Menge, sodass alle Nullstellen von Polynomen iiber R in
R liegen. Die komplexen Zahlen C sind beispielsweise der algebraische Abschluss zu
den reellen Zahlen R.

Definition. Fiir die Nullstellen oy, ..., a, von f in R heifit
w(f) =w, :=a]+...+
die r-te Newton’sche Summe.

Mittels Einsetzen jeder Nullstelle in f und Aufsummierung der resultierenden Glei-
chungen ergibt sich fiir alle £ > 0 die Newton’sche Identitit

Wy + Wg_1a1 + ... + wiag_1 + kap = 0,

wobei ay := 0 fiir £ > n. Aus dieser Gleichung kann man iterativ die Newton’schen
Summen berechnen. Es sind

Wy = n,

wr = —an,

wy = a? — 2as,

w3y = —CL? + 3(11&2 — 3&3,

wy = a} —4aps + 3ajaz + a2 + 243,
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Definition. Eine komplexe, quadratische Matrix A heifst Hermite-Matriz, wenn sie
gleich ihrer konjugierten transponierten Matrix A" ist. Wir bezeichnen

Wy W Wn—1
w1y Wa W,
H(f):= (wj—&-k—?(f))lgj,kgn - : € R
Wp—1 Wp Waon—2

als die Hermite-Matriz von f.

Allgemein existiert fiir eine hermitesche Matrix A € M, (R) eine invertierbare Ma-
trix S € Gl,(K), sodass STAS = diag(dy, ...,d,) eine Diagonalmatrix ist, wobei
di,...,d, die Eigenwerte zu A sind. Dies wird in [15] p.278 bewiesen.

Definition. Die ganze Zahl

n

sign(A) := Z sign(d;)

i=1
heifst die Signatur von A.

Der Satz von Sylvester besagt, dass die Signatur einer hermiteschen Matrix A nur
von A selbst, aber nicht von S abhéngt. An dieser Stelle sei auf [15] p.281f verwiesen.

Satz 43 (Hermite). Sei R ein reell abgeschlossener Kérper und f € R[z] ein nor-
maertes, nichtkonstantes Polynom. Dann gilt:

(1) tk(H(f)) = Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f in R(v/—1),
(2) sign(H(f)) = Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f in R.

Beweis: Seien oy, . .., «, die Wurzeln von f in R(y/—1). Mit

1 . 1

(03] (7%

V.= ) .
n—1 n—1

aq an

gilt dann V' - V' = H(f). Setze

Damit folgt fiir x € R”

v -H(f) 2" = (zV)- (acV)t = ZLaj(x)Q.

j=1
Seien nun ay, . . ., Qu, fiir m < n die verschiedenen Wurzeln von f in R(y/—1). Dann
sind die Linearformen Ly, ..., Ly, linear unabhéngig. Somit ist rank (H(f)) = m.
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AuRerdem ist fiir z € R®

1
Lo(2)*4 Lg(7)? = Lo(2)* + Lo(z) = 2(—(L01(:U)—i—La(:U)))Q—Q(Q—Z_(La(ac)—[@(yg)))2
= 2Re(La(z))” — 21m(La(2))”.

Fiir Im(a) # 0 erzeugen die Linearformen L., Ly und Re(L,),Im(L,) denselben
zweidimensionalen Unterraum. Daraus folgt die Behauptung iiber die Signatur. O
Beispiele. (1) Gegeben sei das Polynom f := 2° + az® + b mit a,b € R. Gesucht ist

die Anzahl von reellen Nullstellen von f in Abhéngigkeit von a und b.

Die dazugehorige Sturm’sche Kette lautet

fo = 2 +ax®+0,

fi = S5zt + 2ax,

f2 — 3a 2 b

f3s = —QGW N 1353 )

_ 3125b

fa = 108a5 T b.

Somit ist
vp(—00) = Var(—l, 1,—a,a, f4>

und

vf(+o0) = Var(l, 1,—a, —a, f4>.

Im Fall a = 0 hat f daher eine reelle Nullstelle. Ist @ # 0 und D := 3125b* 4+ 108a°b,
so hat f genau dann eine bzw. drei Nullstellen, wenn D > 0 bzw. D < 0.

(2) Sei f := x® + az® + bz + ¢ ein Polynom dritten Grades iiber R. Wir wissen nach
einer Folgerung im ersten Unterkapitel, dass f mindestens eine reelle Nullstelle be-
sitzen muss. Eine aufwiandige Rechnung liefert die entsprechende Sturm’sche Kette

fo=2*+ax? + br + ¢ = (3z + ga) (327 + 2ax + b) + (3b — 2a*)z — gab + ¢,
fi=32%+2ax + b

_ 27 9(4a®—15ab+27c) 2.2 2 1 (ab+ac)(4a®—15ab+27c)

= (2(a2 T T T a2 )((§a — 5b)x + gab — C) - 4(a—30)2 +0b,
fo= (a——b)x—f- sab — c,
fy= (ab+ac) ((23;5’31’*270 — b. Damit ergibt sich wiederum

vp(—00) = Var(—l, 1, —(a® — 3b), (ab + ac)(4a® — 15ab + 27¢c) — 4b(a® — 3b)2>
und

vy (—00) = Var(l, 1,a? — 3b, (ab + ac)(4a® — 15ab + 27c¢) — 4b(a® — 3b)2).
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Also hat man eine hinreichende Bedingung fiir die Anzahl von reellen Nullstellen
von Polynomen dritten Grades gefunden: Das Polynom 3 + ax? + bz + ¢ besitzt
dann eine reelle Nullstelle, wenn

(ab + ac)(4a® — 15ab + 27¢) — 4b(a* — 3b)? < 0 oder a = 0 und b > 0.
Es besitzt ferner drei reelle Nullstellen, wenn
(ab + ac)(4a® — 15ab + 27c) — 4b(a? — 3b)? > 0 oder a = 0 und b < 0.

Betrachten wir speziell das Polynom
f=a 42—z —1.

Uber C hat es die drei Nullstellen oy = 1, ap = ¢ und a3 = —i. Nach Berechnung
der Newton’schen Summen erhalten wir die Hermite-Matrix von f

Diese hat vollen Rang. Daher besitzt f nach dem Satz von Hermite drei Nullstellen
iiber C. Zudem ist sign(H(f)) = 1 und folglich hat f genau eine reelle Nullstelle.

Gegeben sei das Polynom

21 17
f ::x4—4x3+zx2—4x+z.

Eine miithsame Rechnung liefert die Hermite-Matrix

4 4 4 -115
4 4o-115 -16
= 2
H(f) % —~115 —16 101

4
101 2423
~115 -16 19t 24

Diese hat vollen Rang, jedoch Signatur null und somit keine reelle Nullstelle. Die
vier komplexen Nullstellen lauten 7, —i,2 — %i, 2+ %z

Wie schon beim Sturm’schen Algorithmus hat auch die Methode von Hermite eine
Verallgemeinerung, mit der man die reellen Nullstellen eines Polynoms f iiber einem
reell abgeschlossenen Korper unter Nebenbedingungen zahlen kann.

Seien f € K[z] normiert vom Grad n > 1 und fiir a; € K

f=

(z — ).

n

[y

J

Fiir eine weiteres Polynom g € K|[z] definiere die allgemeinen Newton’schen Sum-
men durch

wilf.9) = T = Y abgla)
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fiir £ > 0 und die verallgemeinerte Hermite-Matrix zu f und g durch

wo Wy v Whog
" wl w2 e wn
H(f,9) = (Wjsr—2)1<jhen =
ﬁ)/nfl ’[Dn e '&727172

Istg=>] i b;jx?, so erhalt man wy, aus den Newton’schen Summen wy(f, 1) wie folgt:

Wy = wi(f,9) =X, af Yoy bja] =306, 3,00 = 37 bjwik(f).

Satz 44 (Verallgemeinerung des Satzes von Hermite). Sei R ein reell abgeschlosse-
ner Korper und f € Rlx] normiert, deg(f) = n > 1. Fiir jedes Polynom g € R[z]
st dann

rk(H(f,9)) = {a € R: f(a) =0 und g() # 0}

und
sign(H(f,9)) = Y sign(g(a)).
acR
fla)=0
Beweis: Siehe [16] p.22. O

Man kann auch Nullstellen mit beliebig, aber endlich vielen Nebenbedingungen
zéhlen. Seien dazu f,g1,...,9, € R[z] mit f # 0. Fir e = (e1,...,¢,) € {1,2}"

seien
T
e .__ e;
g = | |9¢L
i=1

und

N, := Z sign(g°(c)).
cER
f(e)=0
Wir kénnen die N, wahlweise algorithmisch ermitteln, namlich entweder aus der ver-
allgemeinerten Sturm’schen Kette zum Paar (f, ¢¢) oder mit der verallgemeinerten

Hermite’schen Methode als N, = sign(H(f, g%)).
Lemma. Seien f,g1,...,9, € Rlx] mit f #0 und r > 0. Dann ist
1
5 D Ne={c€R:f(c)=0,01(c) >0,....g:(c) > O}
ec{1,2}"

Beweis: Man zeigt zunéchst die Behauptung

r

> sign(gi(0) - ge(0)) = H(Sign(gi(C)) + Sign(g?(c‘)))

ec{1,2}" i=1

mittels Induktion iiber 7.
Fiir r = 1 ist die Gleichung erfiillt. Die gewiinschte Behauptung folgt aus
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> (0l g (0)

66{1,2}"'
= > sign(ga(@ - 9:(07) - D sign(gea(9))
ec{1,2}" ec{1,2}"
r+1
= H( sign(g;(c)) + sign(g? (C)))-
=1

Die Behauptung des Lemmas ergibt sich somit unmittelbar:

y 2N

ee{1,2}"

— Z Z sign (g1(c)" - ... - gr(¢)*")

R ™
fff):o e€{1,2}

- > H( sign(gi(c)) + sign(g; <C))>'

ceR i=1
f(e)=0
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Kapitel 4

Eine Anwendung des Satzes von
Bernstein

4.1 Grundlagen

Im Folgenden werden die grundlegenden Begriffe fiir den Satz von Bernstein in kur-
zer Form dargelegt. Anschlieffend wird der Satz von Bernstein ohne Beweis (siehe
dazu [7] p.346 ff) vorgestellt.

Gegeben seien n Polynome fi,..., f, mit f; € Clxy,...,x,]. Ziel ist es nun, die
Anzahl der gemeinsamen Nullstellen der fi,..., f, in C" zu finden.

Definition. Fir f =) ca heiflt

aceNn
supp(f) := {a € N"; ¢, # 0}

der Trager von f. Ferner nennt man die konvexe Hiille N(f) des Trégers von f das
Newtonpolytop von f.

Das Newtonpolytop von
[ = a2y + axxty? + azx®y’ + aqx® + as2®y? + agry + ary?

Fiir zwei Polytope P;, P, C R" ergibt die Minkowskisumme Py+ Py = {p1+p2 : p1 €

Py, ps € Py} wiederum ein Polytop. Wir verwenden das iibliche Volumen des R und
bezeichnen es mit V. Das Minkowskivolumen ist unter Translation und Drehung von
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Polytopen invariant und lasst sich in allgemeiner Form als Linearkombination der
Volumina von Minkowskisummen folgendermafsen darstellen:

MV (Py,...,P,) = V(Pi+...+ P,)
- S V(P4 +P+.. . +P)
+ Y, V(Pi+.. 4P+ + P+, + D)
T :
+ (=D)" 23, V(P + B

+ (=1t Z?:lV(Pi)'

Fiir n = 2 ergibt sich somit folgende einfache Formel:
MV(P,Q) =V (P+Q) -V (P)-V(Q).

Das Minkowskivolumen ist insbesondere symmetrisch, d.h., MV(PI, ce Pn) =MV
(Po.(l), . ,P(,(n)) fiir jede Permutation ¢ der Zahlen 1,...,n und multilinear, d.h.,
MV(X-Pi+pu-P,Py,....,P,) =X-MV(Py,...,P,) +pu-MV(P,...,P,) fiir ein
weiteres Polytop P; C R" und A,y € Rxo.

Sei nun ® C Cl[zy,...,x,] die Menge aller Polynome tiber C in n Variablen zu einem
festen Triger. Jedes f € ® kann als Punkt im Raum C* fiir k = #£supp(f) aufgefasst
werden, wenn wir seine Koeffizienten als Unbestimmte ansehen und somit f in C*
variieren. Es ldsst sich erkennen, dass die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen von
Polynomen fi,..., f, € Clxy,...,z,] fast immer endlich und unabhéngig von den
Koeffizienten und somit von der Wahl der Punkte in C¥i ist, wobei k; = #supp(f;).
So ist die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen endlich, wenn die Resultante zweier
Polynome f; und f; fiir 1 <k, < n und k # [ als ein Polynom in den Koeffizienten
von fr und f; nicht verschwindet. Dies suggeriert die folgende Definition:

Wir nennen die Koeffizienten der Polynome fi,..., f, € Clxq,...,z,] in diesem
Zusammenhang generisch, wenn ein Polynom ungleich 0 in den Koeffizienten der
fi existiert, das fiir jedes f; mit diesen Koeffizienten nicht verschwindet. Dabei sei
betont, dass fiir jedes f; sein Trager festgehalten wird und seine Koeffizienten vari-
ieren. Beispielsweise sind die Koeffizienten a, b, ¢ € C eines quadratischen Polynoms
f = ax?® + bx + ¢ generisch, wenn f zwei verschiedene komplexe Nullstellen besitzt.
Dies ist némlich genau dann der Fall, wenn die Diskriminante b?> — 4ac als ein Po-
lynom in den Koeffizienten von f nicht verschwindet. Ein mathematisch-prézises
Kriterium, wann unabhéngig von der Wahl der Koeffizienten mit endlich vielen ge-
meinsamen Nullstellen der fi,..., f, € Clxy,...,z,] gerechnet werden kann, wird
hier nicht in Erwigung gezogen, weil die Anwendung des Satzes von Bernstein im
Vordergrund steht.

Satz 45 (Bernstein). Seien fi,..., f, Polynome tiber C mit endlich vielen gemein-
samen Nullstellen in (C\ 0)". Sei ferner P; das Newtonpolytop von f; im R"™. Dann
ist die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen der f; in (C\0)™ durch das Minkowski-
volumen MV(Pl, cee Pn) der Newtonpolytope beschrinkt. Falls die Koeffizienten in
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den f; generisch sind, dann betrigt die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen genau
MV(PI, e ,Pn).

Fiir den Beweis sei auf [7] p.346 ff verwiesen.

Beispiele. (1) Seien f = 2> +y* -3, 9 == 2y + z — 1 und P = N(f) und
Q) = N(g) die beiden entsprechenden Newtonpolytope mit den Volumina V(P) =2
und V(Q) = i. Die Minkowskisumme V(P + Q) betrigt 2. Die Anzahl der
gemeinsamen Nullstellen von f und g ist das Minkowskivolumen von P und @

MV(P,Q) =V (P+Q) - V(P) -=V(Q) = 4.

(2) Seien f = ¢y + 1%y + cewy?, g = do + dix? + doy? + dzx®y? = 0 und
c1¢od1dads # 0. Dann ergibt sich aus V(P) = %, V(Q) =4 und V(P+Q) = % das

Minkowskivolumen MV(P, Q) = 8.

Minkowskisummen der Newtonpolytope aus den Beispielen (1) und (2)

Es wird im Folgenden erortert, wann alle Polynome eines festen Trégers mit allen
Polynomen eines weiteren festen Tragers unter variierenden Koeffizienten genau
zwei bzw. drei verschiedene Nullstellen in der affinen Ebene C? gemeinsam haben.
Dabei sollen die Koeflizienten der Polynome im Sinn der obigen Definition generisch
sein. Betrachten wir dazu zwei ebene Kurven C; = V(f;) und Cy = V(f2) in der
affinen Ebene C2. Seien f; := > i ai; 'y, fo = D i bijz'y’ € Clz,y] reduzierte bzw.
quadratfreie nicht-verschwindende Polynome. Zunéchst iiberlegen wir uns, was die
generische Figenschaft der Koeffizienten von f; und f; im Fall n = 2 bedeutet. Wir
stellen folgende Bedingungen an die Koeffizienten:

(1) Zum einen sollen sich C} und Cy nur in endlich vielen Punkten schneiden. Sie
sollen also keine gemeinsame Komponente besitzen, d.h., es gelte Resy, f, # 0.

(2) Zum anderen soll keine gemeinsame Nullstelle von f; und f; mehrfach sein.
Demzufolge sollen C'} und Cy keine gemeinsame Tangente besitzen, woraus sich die
Bedingung

%(p).x+%_fs(p).y7é%(p)-x+%—1;2(p)-yfﬁrallepGClﬂCQ

ergibt. Damit muss entweder %(p) - %(p) # 0 oder %—Z(p) - %—J;z(p) # 0 fiir alle
p € C1 N Cy erfiillt sein.

(3) Weiters gelte 0.B.d.A f1(0,0) # 0 und f»(0,0) # 0.
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Von jetzt an sollen alle Polynome jene drei Bedingungen erfiillen. Unter dieser
Voraussetzung vergleichen wir jetzt alle Polynome eines festen Tréagers mit allen

Polynomen eines anderen festen Trigers. Dabei wird der Tréger zu einem Poly-

> ijen Gy’ € Clz,y] durch die Gitterpunkte {(i,j) € N?| ¢;; # 0}

beschrieben. Wir berechnen mit Hilfe des Satzes von Bernstein alle Tragerpaare,

nom f

fiir die zwei Polynome aus dem jeweils anderen Trager mit generischen Koeffizi-
enten genau zwei verschiedene gemeinsame Nullstellen besitzen. Das Tragerpaar

({(1,0)7{(2,0),(O,2)})bedeute in folgender Auflistung beispielsweise, dass jedes Po-

lynom vom Typ az + b mit a,b € C\ {0} und ein weiteres Polynom vom Typ
ar? + By? +~ mit a, 8,7 € C\ {0} mit jeweils generischen Koeffizienten genau zwei

mit Spiegelung

(

gemeinsame Nullstellen besitzen. Es ergeben sich 39, also insgesamt

der Newtonpolytope an der Diagonalen) 78 Trigerpaare:
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exemparisch sechs Trégerpaare aus obigen 39

Ebenso wurden mit Hilfe des Satzes von Bernstein alle Trégerpaare ermittelt, fiir die

zwei Polynome in Clz,y] aus dem jeweils anderen Tréager mit generischen Koeffizi-
enten genau drei verschiedene gemeinsame Nullstellen besitzen. Wir setzen voraus,

dass die Polynome mindestens aus zwei nichtkonstanten linear unabhéngigen Ter-
men bestehen, um die Menge iiberschaubar zu halten. Es ergeben sich mit derselben

Notation wie oben 29 Trigerpaare, also insgesamt (mit Spiegelung der Newtonpo-

lytope an der Diagonalen) 58 Trégerpaare::
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exemparisch sechs Trégerpaare aus obigen 29

4.2 Wayvelets als Anwendung

Vor der eigentlichen Anwendung des Satzes von Bernstein werden jetzt Wavelets
als ein wichtiges Werkzeug in der Signal- und Bildverarbeitung marginal erortert.
Detaillierte Ausfithrungen findet man in [6] und [7].

Wir betrachten dazu den Vektorraum der quadratintegrablen Funktionen iiber R

L*R):={f:R— R\/ |f(2))? dz < oo}
Der Triger eines f € L*(R) ist hier definiert durch

supp(f(z)) = {z € R| f(z) # 0}.

Man nennt ¢ € L*(R) ein orthogonales Wavelet, wenn seine Translationen und Di-
lationen ;5 (x) = 2724)(27 72 — k) fiir j,k € Z eine Orthonormalbasis des L*(R)
bilden. Dies ist genau dann der Fall, wenn zwei Bedingungen erfiillt sind. Zum einen
muss fiir alle j,k € Z die Normierung ||1;x|l2 = 1 gelten. Zum anderen muss zu
jedem e > 0 fiir alle quadratintegrablen Funktionen f € L?*(R) mit kompaktem
Tréiger Koeffizienten a;x € R existieren mit [|f — >, 7 ajtbjell2 < e

Die Konstruktion von orthogonalen Wavelets erfolgt durch sogenannte skalierende
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Funktionen. Indem man fiir die skalierende Funktion ¢(z) Normalisierung, Ortho-
normalitdt und die Tragerbedingung supp(p(z)) = [1 — n,n| fiir eine ganze Zahl n
voraussetzt, erhélt man durch

n

(x) = Z (=DFhy (22 — k)

k=1-n

ein Wavelet. Dabei werden die Konstanten h;, € C als Filterkoeffizienten bezeichnet.
Es ergibt sich folgendes Gleichungssystem mit 2n unbestimmten Filterkoeffizienten
hy und 2n + 1 algebraischen Gleichungen, wobei 1 —n <k <n,0<[<n-—1:

(1) §
> m=2,

k=1—n
2) n
Z hihy—or = 260,

k=1—-n
(3)
(=DFk!hy_, = 0,
k=1-n

(4)

h, =0 fiir k <1—n oder k > n.

Speziell fiir n = 1 erhalten wir hy = h; = 1.

Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass die Anzahl der Losungen dieses Gleichungs-
systems durch eine Zahl beschréankt ist, die nur von n abhéangt. Das Gleichungssys-
tem der Filterkoeffizienten lédsst sich durch lineare Koordinatenwechsel in ein neues
System umschreiben (siehe dazu [6] S.70 ff). Wir erhalten folgendes System mit n
Gleichungen in n Unbekannten @);:

(1)
n—1
Y 27 =22
5=0

~ dn—i—j—2
Q=0firl=1,....n—1.
ijzzo(2n+2l—i—1)QQ] o "

Der folgende Satz untermauert, dass die Systeme (1), (2), (3), (4) und (1), (2)
aquivalente Beschreibungen derselben Nullstellenmenge sind. Sei X bzw. Y die al-
gebraische Losungsmenge des Gleichungssystems (1), (2), (3), (4) bzw. (1'), (2).

Satz 46. Es existiert ein lineare Abbildung ¢ zwischen C* und C*" die Y isomorph
auf X abbildet.
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Fiir den Beweis sei auf [6] p.72 ff verwiesen. Ein n-dimensionaler Simplex der Sei-
tenlinge k € N ist die konvexe Hiille der Gitterpunkte (0,...,0), (k,0,...,0),
(0,k,0,...,0), ..., (0,...,0,k) € N*. Wir symbolisieren ihn mit A}. Mit diesen
Grundlagen kann der néchste Satz unter Zuhilfenahme des Satzes von Bernstein
bewiesen werden.

Satz 47. Die beiden Systeme (1), (2), (3), (4) und (1'), (2') besitzen hichstens 271
verschiedene Léosungen in C.

Beweis: Sei 0.B.d.A. Q; # 0 fiir alle j =0,...,n—1 und n > 2. Weil die Gleichung
(1') in den Unbekannten (), linear ist, erhalten wir als Newtonpolytop P = A}. Die
n — 1 Gleichungen aus (2') sind quadratisch in den Unbekannten @);, woraus sich
jeweils das Newtonpolygon () = A7 ergibt. Nach dem Satz von Bernstein lésst sich
die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen der n Gleichungen aus (1’) und (2') durch
das Minkowskivolumen iiber n — 1 mal ) und einmal P nach oben abschétzen.

Das Volumen der folgenden Minkowskisumme lésst sich leicht berechnen:
l'fl
V(Z-P) =—firleN.
n!
Mit Hilfe der allgemeinen Formel fiir das Minkowskivolumen erhalten wir

MYV multilinear

MV(Q,...,Q,P) =MV(2P,...,2P,P) = 2'MV(P,...,P)

21 21
—2n1( V(n-P)

- (OV(m=1)-P)
BV ((n—2)-P)+

(1 (I )V (P))

—_

_gnt <E (—1)* (Z) (n— k)").

0

3

i

Es gentigt daher zu zeigen, dass

Dieses kombinatorische Problem wird nun mittels Abzahlung von bijektiven Abbil-
dungen auf sich selbst (i.e. Permutationen) gelost. Im Folgenden sei [n] := {1,...,n}
eine aus n verschiedenen Elementen bestehende Menge.
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Es gibt n! Méglichkeiten, [n] auf sich selbst abzubilden. Diese Anzahl an Moglich-
keiten lésst sich auch anhand von einer komplizierteren Abzahlung bestimmen.

Man betrachtet dazu alle Abbildungen von [n| nach [n|. Davon existieren n”, weil
dies der Anzahl entspricht, aus n verschiedenen Elementen n geordnete Elemente
mit Wiederholung auszuwahlen. Dabei ist n"™ der erste Summand in obiger Summe.
Jetzt werden alle nicht-injektiven Abbildungen subtrahiert, demnach die Anzahl
aller Abbildungen von [n] nach [n — 1], wobei [n — 1] fiir eine (n — 1)-elementige
Menge der Dimension n steht. Insgesamt ergeben sich (TIL) (n — 1)™ Abbildungen,
was dem zweiten Summanden entspricht.

Nun wurden aber einige Abbildungen doppelt abgezogen. Zum Beispiel haben wir
sowohl die Anzahl aller Abbildungen von [n] nach {1,...,n—2,n—1} als auch von [n]
nach {1,...,n—2,n} subtrahiert. Somit wurden in diesem Fall die Abbildungen von
[n] nach {1,...,n — 2} doppelt gezéhlt. Weil jeweils zwei der n (n — 1)-elementigen
Bildmengen genau n — 2 gemeinsame Elemente besitzen, erhalten wir insgesamt
(5)(n — 2)" zu addierende Abbildungen (dritter Summand).

Mittels Iteration gelangt man zur gewiinschten, alternierenden Summe. Somit ist
gezeigt, dass die zwei Systeme hochstens 27! verschiedene Losungen besitzen. O

Minkowskisumme der Newtonpolytope A% und A% aus (1') und (2') fiir n = 2

In diesem Zusammenhang habe ich gezeigt, dass 2"~1 eine obere Schranke fiir die
Differenz von Volumina n-dimensionaler Simplices mit unterschiedlichen Seitenléan-
gen V(AL) —V(AY) — V(A7) ist. Der entsprechende dieses Kapitel abschlieRende
Satz wird in dieser Diplomarbeit zwar nicht konkret angewandt. Er wird aber trotz-
dem aufgrund seiner gewissen Aussagekraft eingebaut.

Satz 48. Es gilt

1 1 1

firn € N undn > 2.
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Beweis: Fiir n = 2 ist die Ungleichung erfiillt.

Unter der Annahme, dass die Ungleichung fiir n gilt, ist also
3n+1 _ 2TL+1 S <n+ 1)' . 2n+ 1

zu zeigen. Man schreibt dazu

n—1

j=1
Wir zeigen jetzt mittels einer weiteren Induktion, dass die Behauptung

m—1

2/.3m7 =92.3m_9m.3

Jj=1

gilt: Fiir m = 2 stimmt die Behauptung. Man bildet nun den Induktionsschluss von
m — 1 auf m:

m m—1
D 23 =2 " 20.3m 4237 = 2.(2:37" =27 3) 4237 = 2.3™H L3,

j=1 j=1
Zu zeigen ist also
3 —2"42.3" —2".3< (n4+ 12 —2n T

Nach Induktionsvoraussetzung gilt aber 3" — 2" < n!-2""1 4+ 1. Wegen 2"+ < 3.27

geniigt es zu zeigen, dass
n! n 3"
2 2n71
Fir 2 < n < 6 ist diese Ungleichung erfiillt. Sei jetzt n > 7. Dann ist 3" < n! und

es gilt

< (n+ 1)L

n!+3”<n!+n!< < (n+1)!
— —+ —=<nl<(n L.
2 xt=2 27 7
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Kapitel 5

Schubert-Kalkul

Das Schubert-Kalkiil gehort zur abzéhlenden Geometrie, deren Ziel es ist, alle Fra-
gen von folgender Form zu beantworten:

Wieviele geometrische Gebilde erfiillen gewisse gegebene Bedingungen?

Die entsprechenden Anzahlen hingen demnach sowohl von der jeweiligen Definition
der Gebilde als auch von den Bedingungen ab, die jene Gebilde erfiillen sollen. Es
wird vorausgesetzt, dass man die Gebilde und ihre Bedingungen durch algebraische
Gleichungen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper ausdriicken kann. Die
Notwendigkeit der algebraischen Abgeschlossenheit sieht man an folgendem

Beispiel 5.1. Die Anzahl von reellen Kreisen, die zu drei gegebenen reellen Krei-
sen tangential sind, ist null, zwei, vier oder acht, was die vier Abbildungen unten
visualisieren. Im Komplexen dagegen gibt es stets acht Kreise, weil wir nach dem
Prinzip von der Erhaltung der Anzahl (siehe unten) annehmen diirfen, dass sich die
drei gegebenen Kreise paarweise schneiden.
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Schubert nennt im dreidimensionalen Raum ¢ die Konstantenzahl eines Gebildes,
wenn zur analytisch-geometrischen Darstellung dieses Gebildes ¢ Konstanten be-
notigt werden. Sie entspricht also der kleinstmdéglichen Anzahl von Zahlen, die zur
eindeutigen Beschreibung eines Gebildes mit gewissen Bedingungen notwendig sind.

Beispiele. Die Konstantenzahl
(1) eines Punktes wie einer Ebene ist im Raum 3, einer Geraden 4,

einer geraden Punktgruppe (Gerade mit n darauf liegenden Punkten) 4 + n,

)
)
)
) eines ebenen n-Ecks im Raum 2 -n + 3,
)
) eines Geradenbiindels 5,

Satz 49. Die Konstantenzahl eines beliebigen Polyeders mit k Kanten betrigt k+6.

Beweis: Seien e |, f, k die Anzahl der Ecken, Fldchen, Kanten eines Polyeders. Man
zerlege jedes eine Fléache bildende n-Eck durch Ziehen von n —3 Diagonalen in n —2
Dreiecke. Auf den f Fldchen seien nun d Diagonalen zur Zerlegung erforderlich.
Wenn nun 6 die Anzahl der entstandenen Dreiecke ist, dann ist 6 um f grofer als
d, weil auf jeder Fliche ein Dreieck mehr entsteht, als Diagonalen zur Zerlegung
notwendig sind. Daher gilt

d=d+ f.

Ferner sind die 36 Seiten der § Dreiecke zum einen Teil die d Diagonalen, zum
anderen Teil die £ Kanten. Weil aber jede der d Diagonalen und jede der & Kanten
zweimal als Dreiecksseite auftritt, gilt

30 = 2d + 2k.

Aus beiden Gleichungen folgt
d =2k — 3f.

Man kann ein Polyeder, das zur Zerlegung der Fléchen in Dreiecke d Diagonalen
erfordert, als ein Dreieckspolyeder ansehen mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass
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an d Kanten der Neigungswinkel der zusammenstofsenden Flachen den speziellen
Wert 180 Grad besitzt. Folglich ist die Konstantenzahl ¢ eines beliebigen Polyeders
um d kleiner als die eines Dreieckspolyeders von gleicher Eckenzahl e. Es ergibt sich
also

c=3e—d

und nach Substitution des abgeleiteten Wertes fiir d

c=3e+3f —2k.

Die Euler’sche Gleichung f + e — k = 2 liefert das gewiinschte Resultat

c=k+6.

O

Das Stetigkeitsprinzip von Poncelet besagt, dass die Anzahl von Loésungen unter
stetiger Transformation der jeweiligen Objekte gleich bleibt. Zwei Kreise schneiden
sich beispielsweise stets in zwei Punkten, sei es, dass diese reell und verschieden
sind, durch Verschieben der Kreise zusammenfallen oder imaginar und verschieden
werden. Eine Verallgemeinerung des Poncelet’schen Stetigkeitsprinzips stellt das
Prinzip von der Erhaltung der Anzahl von Schubert dar. Dieses bedeutet, dass die
Anzahl von Losungen eines abzdhlenden Problems mit Vielfachheit dieselbe bleibt,
wenn die Parameter der Bedingung veréndert werden, vorausgesetzt die Zahl bleibt
endlich. Insbesondere wenn man die Koeffizienten eines homogenen Polynoms ab-
andert, bleibt die Anzahl der Nullstellen mit Vielfachheit erhalten oder das Po-
lynom verschwindet. Geometrisch bedeutet dies Folgendes: Eine endliche Anzahl
rdumlicher Individuen wird unendlich oder bleibt erhalten, wenn gegebene Gebilde
zueinander spezielle Lagen im Raum einnehmen oder ausarten.

Beispiel 5.2. Gesucht sei die Anzahl von Geraden, die durch vier gegebene Geraden
im Raum gehen. Nach dem Prinzip von der Erhaltung der Anzahl kénnen wir an-
nehmen, dass sich jeweils zwei Geraden schneiden. Die Annahme jedoch, dass sich
drei Geraden in einem Punkt schneiden, wére unzuléssig, weil dann die Anzahl der
Losungen unendlich wiirde.

Es treten zwei Geraden auf, die durch vier gegebene Geraden gehen, namlich die
eine durch die beiden Schnittpunkte und die andere als Schnittgerade der beiden
Schnittebenen.
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S

Vier gegebene Geraden (gelb) und die zwei gesuchten Geraden (rot)

Schubert nennt die Anwendung dieser Technik das Kalkiil der abzédhlenden Geome-
trie. Das Schubert-Kalkiil zu verwenden bedeutet, gegebene Bedingungen in Stan-
dardbedingungen, also das originale Problem in eine Reihe von bereits gelosten
Problemen zu zerlegen.

Die grundlegende Idee des Schubert-Kalkiils ist, dass ein algebraisches Symbol fiir
eine geometrische Bedingung steht. Wenn zwei unabhéngige Bedingungen mit den
Symbolen x und y gegeben sind, dann wird die neue Bedingung, welche entweder
x oder y erfiillt, durch die Summe z + y, und diejenige, die beide erfiillt, durch das
Produkt z - y dargestellt. Das Gleichheitszeichen zwischen Summen und Produk-
te der algebraischen Symbole steht fiir die Aquivalenz zwischen den Bedingungen
auf der linken Seite und den Bedingungen auf der rechten Seite der Gleichung. Die
Gleichung driickt ferner aus, dass die Anzahl von Gebilden auf der linken und rech-
ten Seite der Gleichung, welche die jeweiligen Bedingungen erfiillen, gleich ist. Eine
Bedingung kann durch Multiplikation symbolisch zu null werden, wenn sie nicht
eintreten kann.

Im Folgenden werden algebraische Symbole eingefiihrt, welche Bedingungen der
drei Hauptelemente Punkt, Gerade und Ebene symbolisieren. Dabei ist ein festes
Hauptelement gegeben, wenn man seine wesentlichen Konstanten zur analytisch-
geometrischen Darstellung kennt. Weil aber das jeweilige Hauptelement variiert,
bedeutet ,gegeben in diesem Zusammenhang einen situationsbedingten Zustand
(Sprechweise ,jmmer dann, wenn...“).

Definition. (1) Fiir einen Punkt P bedeute

(a) p die Bedingung, dass P gleich einem gegebenen Punkt ist,
(b) p, die Bedingung, dass P auf einer gegebenen Gerade liegt,
(¢) pe die Bedingung, dass P auf einer gegebenen Ebene liegt.
(
(

2) Steht F fiir eine Ebene, so bezeichne
)

a) e die Bedingung, dass E gleich einer gegebenen Ebene ist,
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b) e, die Bedingung, dass £ durch einen gegebenen Punkt geht,
c) eq4 die Bedingung, dass £ durch eine gegebene Gerade geht.

)
)
3) Fiir eine Gerade G bedeute
)
)

gp die Bedingung, dass GG durch einen gegebenen Punkt geht,
¢) g. die Bedingung, dass GG in einer gegebenen Ebene liegt,
d) gs die Bedingung, dass GG in einem gegebenen Geradenbiindel liegt,
e) gn die Bedingung, dass GG eine gegebene Gerade schneidet.

) g die Bedingung, dass G gleich einer gegebenen Gerade ist,
)

(
(
(
(a
(b
(
(
(

Es sei darauf hingewiesen, dass diese Form der Notation mathematisch inkorrekt
ist. Das Produkt p. - p. bedeutet etwa, dass der Punkt P auf zwei verschiedenen
Ebenen liegt. Zur Bewahrung der Ubersichtlichkeit soll ein dritter Parameter ver-
mieden werden.

Weiters sollen die Gebilde im Raum nach dem Prinzip der Erhaltung der Anzahl
keine speziellen Lagen zueinander einnehmen. Fiir die Bedingung p. - p, bedeutet
dies etwa, dass die gegebene Gerade nicht in der gegebenen Ebene liegt, weil an-
sonsten unendlich viele Punkte jene Bedingung erfiillten. Von jetzt an seien die
Gebilde stets in geniigend allgemeiner Lage, also generisch, d.h., sie nehmen keine
so speziellen Lagen zueinander ein noch arten sie derart aus, dass die Anzahl der
Losungen unendlich wird.

Die Bedingung, dass ein Punkt P auf zwei Ebenen liegt, ist dquivalent zur Bedin-
gung, dass P auf der Schnittgerade der beiden Ebenen liegt. Mit obiger Festsetzung
der Symbole bedeutet Letzteres

P = py-(%)
Zudem gilt

DPe - Pg = P,
weil sich Ebene und Gerade in genau einem Punkt schneiden. Multiplikation von
(%) mit p. liefert

Pe = De Py =D

Folglich schneiden sich drei generische Ebenen in einem Punkt. Analog ergibt sich
aus den Gleichungen

und
ep-eg=ce

die Gleichung

3 _ —
ep—ep €g = €.

Damit ist eine Ebene bereits eindeutig festgelegt, wenn man drei nicht kollineare
Punkte kennt, die sie enthélt.

Wir zeigen nun anhand dieser neuen Methode das Resultat obigen Beispiels:
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Satz 50. Es existieren genau zwei Geraden, die durch vier gegebene Geraden gehen.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass alle Gebilde als generisch angenommen
werden. Im folgenden Beweis wird das Schubert-Kalkiil verwendet, d.h., das Pro-
blem in eine Reihe von losbaren Problemen zerlegt.

Beweis: Die Bedingung an eine Gerade (G, dass sie in einem gegebenen Geradenbiin-
del liegt, ist dquivalent zur Bedingung, dass sie durch einen gegebenen Punkt (i.e.
Knoten des Geradenbiindels) geht und eine gegebene Gerade schneidet. Die erste
Bedingung ist ebenso erfiillt, wenn G eine gegebene Gerade schneidet und in einer
gegebenen Ebene liegt. Dabei ist der Knoten des Geradenbiindels der Schnittpunkt
der gegebenen Ebene mit der gegebenen Geraden. Somit gelten

9dn - Gp = Gs-

und

9dn - Ge = Gs-
Weiters gibt es genau eine Gerade, die in einem gegebenen Geradenbiindel liegt und
eine gegebene und nicht in der vom Geradenbiindel aufgespannten Ebene befindliche
Gerade schneidet, d.h.,

gn-9s = 9.
Schneidet eine Gerade zwei gegebene Geraden, so kann man nach dem Prinzip der
Erhaltung der Anzahl annehmen, dass sich die beiden gegebenen Geraden schneiden.

Dann muss die Gerade aber entweder durch jenen Schnittpunkt gehen oder in der
von den beiden Geraden aufgespannten Ebene liegen. Daher gilt

gr21 = Gp T Ge-

Insgesamt erhalten wir durch Multiplikation mit gn

92 =9n"9p+ 9n - ge = 295

und
9 =2gn - gs = 2g.
(|

Das im Folgenden néher betrachtete Gebilde besitze eine Gerade G und auf dersel-
ben einen Punkt P. Dann lassen sich folgende auf G und P bezogene Bedingungen
angeben:

D2, Des ps Pe * G-

Die letzte Bedingung bedeutet, dass der Punkt P auf einer gegebenen Ebene liegt
und zugleich die Gerade G eine gegebene Gerade schneidet. Nach dem Prinzip von
der Erhaltung der Anzahl diirfen wir die gegebene Gerade in die gegebene Ebene
legen. Ist die Gerade G nicht in der gegebenen Ebene enthalten, so muss sie die
gegebene Gerade in P schneiden. Andernfalls liegt G in der gegebenen Ebene und
somit erhalten wir folgende Formel:
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Pe " 9n = Dy + e = Di + ge-(#)
Multiplikation mit p. und g liefert die Resultate

P2 gn =D+ Pe Ge

und
Pe' 95 =Dr 9n+Ge gn-
~—~— ——
gptge gs

Eingesetzt erhilt man mit den Formeln aus dem Beweis von Satz 77?7

De Ge+De Gp = Pr - gn + s,

woraus sich durch Addition
Pe Gp = Do + s
ergibt.
Durch Multiplikation von (#) mit p?, g, und g. erhalten wir weiters

P g =0+ g,
~—

p

Pe GnGp =02 gp+0,
——
gs
und
De Ge Gn =D ge + 9.
e~
gs

Die letzten drei Formeln fithren zu folgender Gleichung:

De Gs=D2 Gp=D gn+g="0"ge + g.(A)

Das erste Gleichheitszeichen in (A) besagt, dass genau dann ein Punkt P in einer
Ebene liegt und eine Gerade G durch P einem Geradenbiindel angehdrt, wenn P
auf zwei gegebenen Ebenen, also auf einer Geraden (Schnitt des Geradenbiindels
mit der Ebene) liegt und zusétzlich G durch einen gegebenen Punkt (Knoten des
Geradenbiindels) geht.

In unserer Situation gehen G und eine weitere gegebene Gerade jeweils durch P.
Falls G und die gegebene Gerade zusammenfallen, ist G gleich einer gegebenen Ge-
raden und damit bereits eindeutig festgelegt. Falls dies nicht eintritt, so muss P
gleich einem gegebenen Punkt sein und G die gegebene Gerade schneiden, was die
zweite Gleichung bedeutet. Die eben genannte Bedingung ist dquivalent dazu, dass
P in einer gegebenen Gerade und G in einer gegebenen Ebene liegt.

Schubert baut auf diesen fundamentalen Formeln ein dufserst komplexes Konstrukt
auf. Im Zuge dessen bewiltigt er beispielsweise folgende, scheinbar-unlésbare Pro-
bleme:
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(1) Die Anzahl von Kegelschnitten, die zu fiinf gegebenen Kegelschnitten tangential
sind, betrégt 3264 ([10] p.97).

(2) Es gibt 666841088 Quadriken, die zu neun gegebenen Quadriken tangential sind
([10] p.106).

(3) Die Anzahl von gedrehten Kubiken, die zu zwolf quadratischen Flachen tangen-
tial sind, betrigt 5819539783680 ([10] p.184).
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Kapitel 6

Sperner-Lemma

In diesem Kapitel wird das Sperner-Lemma behandelt. Es liefert einen elementaren
Beweis des Brouwer’schen Fixpunktsatzes.

Betrachten wir eine stetige Funktion f vom Einheitskreis S! in die reellen Zahlen R.
Es existiert eine bijektive Abbildung von S! in ein halboffenes Intervall der Linge
27 in R. Daher konnen wir f : [0,27[— R annehmen. Weil f(0) = f(m), ist die
Anzahl der Vorzeichenwechsel von f gerade.

Sei nun 0.B.d.A. f(0) = 0. Interpretieren wir ® bzw. o als denjenigen Bereich, in
dem f positiv bzw. negativ ist, so ist die Anzahl der zweifarbigen Intervalle in [0, 27|
um eins geringer als die Anzahl der Vorzeichenwechsel von f in [0,27] und daher
ungerade.

Die Farbungen innerhalb eines Intervalls lassen sich im nachfolgenden Sperner-
Lemma auf Farbungen eines triangulierten Dreiecks erweitern.

Lemma (Sperner). FEin Dreieck werde beliebig in kleinere Dreiecke trianguliert.
Jedem Knoten werde ferner genau eine Farbe mit der jeweiligen Bezeichnung 1, 2
oder 3 nach folgenden Rechenregeln zugewiesen:

(1) Die Eckpunkte des Dreiecks sind verschieden gefirbt.

(2) Alle Knoten auf der i, j-Seite des Dreiecks sind entweder mit der Farbe i oder
J gefdrbt.

(3) Alle inneren Knoten diirfen beliebig gefarbt werden.

Dann gibt es ein dreifarbiges Dreieck. Ferner ist die Anzahl der dreifarbigen Dreiecke
ungerade.

Im Folgenden sind drei Beweise des Sperner-Lemmas angefiihrt. Der erste Beweis
erfolgt mittels graphentheoretischer Uberlegung:

Beweis 1. Man betrachte den dualen Graphen zu der Triangulierung mit einge-
schrankter Kantenmenge: Seien nur diejenigen Kanten bertiicksichtigt, die 1, 2-Kanten
in der Triangulierung kreuzen. Dieser Teilgraph des dualen Graphen hat einen Kno-
ten auerhalb des groken Dreiecks. Weil nach obiger Uberlegung an der Seite des
Dreiecks zwischen 1 und 2 die Anzahl an Vorzeichenwechseln zwischen 1- und 2-
gefirbten Ecken ungerade ist, hat der dufsere Knoten ungeraden Grad.

Jede Kante in einem Graphen hat zwei Eckpunkte, daher betragt die Summe der
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Grade aller Ecken zweimal die Anzahl aller Kanten des Graphen. Eine Summe von
ganzen Zahlen ist aber genau dann gerade, wenn die Anzahl der ungeraden Sum-
manden gerade ist. Daher besitzt das Dreieck innerhalb eine ungerade Anzahl von
Knoten ungeraden Grades und somit eine ungerade Anzahl von dreifarbigen Dreie-
cken. a

Beispiel eines triangulierten Dreiecks mit dem dualen Graphen wie im Beweis

Sei nun ein beliebig-trianguliertes Polygon mit der Eckenfirbung 1,2,3 gegeben.
Fiir einen weiteren Beweis des Sperner-Lemmas mit Hilfe des Index-Lemmas bedarf
es der Zahlung von Kanten mit Orientierung.

Definition. Der Inhalt V ist die Anzahl der mit Orientierung gezahlten dreifarbigen
Dreiecke im Polygon, d.h.

+1, falls 123 O,
V =
—1, falls 123 0.

Der Indez I ist die Anzahl der mit Orientierung gezéhlten Kanten 12 rund um das
Polygon.

Beweis 2. Es sei ein Polygon ohne Selbstschnitte mit beliebig vielen Ecken gegeben.
Es werde beliebig trianguliert und die Ecken sollen willkiirlich die drei Farbenbe-
zeichnungen 1, 2, 3 tragen. Das Index-Lemma besagt, dass der Inhalt V' gleich dem
Index I sein muss.

Beweis des Indez-Lemmas. Sei S die Anzahl an Kanten 12 innerhalb des Polygons,
wobei wiederum mit Orientierung gezdhlt und jedes Dreieck unabhéngig von den
anderen betrachtet wird.

(1) V = S: Ein Dreieck vom Typ 123 bzw. 132 bewirkt beiderseits +1, vom Typ
121 oder 212 jeweils £0.

(2) S = I: Sei 12 eine beliebige Kante. Liegt diese im Inneren des Polygons, so ist
sie Kante zwischen 2 Dreiecken und @ndert somit S nicht ab.

Mit Hilfe des Index-Lemmas geniigt es zu zeigen, dass der Index I ungerade ist.
Dieser entspricht aber der Anzahl an zweifarbigen Intervallen auf einer Seite des
Dreiecks, die nach obiger Uberlegung ungerade ist. a
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Der dritte Beweis erfolgt mittels Pfaden:

Beweis 3. Wir betrachte die 1, 2-Seite des Dreiecks und definieren einen Pfad durch
die Dreiecke wie folgt: Wir {iberqueren nur 1, 2-Kanten. Wir betreten das Dreieck
durch die erste 1, 2-Kante.

1.Fall: Wir befinden uns in einem dreifarbigen Dreieck und sind fertig.

2.Fall: Es gibt genau eine weitere 1, 2-Kante, iiber die wir den Pfad fortfiihren.
Auf diese Weise finden wir entweder ein dreifarbiges Dreieck, oder verlassen das
grofse Dreieck auf seiner 1,2-Seite durch eine 1, 2-Kante. Weil es eine ungerade An-
zahl von 1, 2-Kanten gibt, konnen wir das Dreieck wieder durch eine solche betreten.
Weil der Pfad zykelfrei ist, existiert ein dreifarbiges Dreieck.

Folgen wir von einem dreifarbigen Dreieck aus allen 1,2-Kanten, so gelangen wir
entweder iiber die 1,2-Seite des grofsen Dreiecks nach aufen oder wir erreichen ein
anderes dreifarbiges Dreieck. Von ersteren gibt es eine ungerade Anzahl und von
letzteren muss es immer eine gerade Anzahl geben. Somit ist die gesamte Anzahl
dreifarbiger Dreiecke ungerade. O

Die folgende Grafik zeigt ein trianguliertes und geméf dem Sperner-Lemma gefdarb-
tes Dreieck und die entsprechenden im letzten Beweis verwendeten Pfade.

Das Sperner-Lemma lésst sich auf héhere Dimensionen erweitern.

Satz 51 (Verallgemeinerung des Sperner-Lemmas). Partioniert man einen n-dimen-
stonalen Simplex /\,, beliebig in weitere /\,, so ist bei Fdarbung der Ecken mit glei-
chen Regeln wie im zweidimensionalen Fall die Anzahl der (n + 1)-farbigen A,
ungerade.

Beweis: Der Beweis erfolgt mittels Induktion iiber n. Fiir n = 2 wurde es in dreifa-
cher Ausfertigung bewiesen.
Wir machen nun den Induktionsschritt von n — 1 auf n: A, hat n + 1 Eckpunkte,
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n + 1 verschiedene Farben und n + 1 (n — 1)-dimensionale Hyperflachen. Letztere
entsprechen A, 1 mit n Eckpunkten. Die durch die Partionierung in kleinere A\,
induzierten Eckpunkte diirfen nur n der n 4+ 1 Farben annehmen. Nach Induktions-
voraussetzung ist die Anzahl der n-farbigen A,,_; auf einer festen Hyperflache des
A\, ungerade. Verwendet man diese als Tiiren, so erhélt man wie im dritten Beweis
des Sperner-Lemmas einen zykelfreien Pfad und kommt mit analoger Begriindung
zum Schluss, dass die Anzahl der (n + 1)-farbigen A, ungerade sein muss. a

Mit Hilfe des Sperner-Lemmas lésst sich der Brouwer’sche Fizpunktsatz elementar
beweisen.

Satz 52 (Brouwer). Jede stetige Transformation eines Dreiecks auf sich selbst be-
sitzt einen Fixpunkt.

Beweis: Sei D ein Dreieck und f : D — D eine stetige Transformation von D auf
sich selbst. O.B.d.A. sei die Basis von D horizontal, die dritte Ecke oberhalb, und
D sei spitzwinkelig. Fiir jedes P € D sei v(P) := f(P) — P der Vektor von P nach
f(P). Annahme: v(P) # 0 (ansonsten sind wir fertig).

Man bildet nun eine Folge von Triangulierungen 7,, von D, sodass der maximale
Durchmesser d(7,,) fiir n — oo gegen 0 konvergiert. Eine Ecke P der Triangulierung
erhalte die Bezeichnung

(

1, falls v(P) zwischen O und N |
2, falls v(P) zwischen N+ und W,

3 sonst.

\

Diese Bezeichnungen erfiillen die Bedingungen einer zuléssigen Sperner-Farbung.
Nach dem Sperner-Lemma enthalten die Triangulationen 7T;, folglich jeweils ein drei-
farbiges Dreieck D,, fiir alle n.

Der Satz von Bolzano- Weierstrass besagt unter anderem, dass jede beschrankte
Folge komplexer Zahlen mit unendlich vielen Folgegliedern mindestens einen Hau-
fungspunkt enthélt. In diesem Fall liegen drei Punktfolgen der D,, mit den Fckenbe-
zeichnungen 1,2,3 vor. Damit hat jede dieser unendlichen Folgen mindestens einen
Héufungspunkt. Weil d(T,,) gegen 0 konvergiert, existiert ein Hiufungspunkt P aller
drei Folgen. Aufgrund der Stetigkeit von f muss v(P) gleich 0 sein, was bedeutet,
dass P ein Fixpunkt von f ist. a

Abschliefsend wird noch vorgestellt, wie man dhnlich wie im dritten Beweis des
Sperner-Lemmas mittels Pfaden durch Triangulierungen ebene reelle algebraische
Kurven konstruieren kann. Auf Beweise wird in diesem Teil verzichtet und auf [17]
verwiesen. Zunéachst benotigen wir folgende Definition.

Definition. Eine Abbildung f zwischen topologischen Rdumen X und Y ist dann
und nur dann ein Homdomorphismus, wenn f bijektiv und stetig ist, und die Um-
kehrfunktion f~! ebenfalls stetig ist.
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Sei jetzt T ein Dreieck in R? mit den Eckpunkten (0,0), (m,0), (0,m) fiir m € N.
Sei 7T eine Triangulierung von 7', sodass die Eckpunkte von 7 nur ganzzahlige Ko-
ordinaten besitzen. Weiters nehmen wir an, dass die Triangulierung 7 konvez ist.
Das bedeutet, dass eine konvexe stiickweise-lineare Funktion von 7" nach R existiert,
die auf jedem Dreieck von 7 linear ist, auf der Vereinigung zweier Dreiecke von 7°
jedoch nicht linear ist. Ferner werden die Eckpunkte von 7 mit Vorzeichen (plus
oder minus) versehen. Dabei wird das Vorzeichen an einem Eckpunkt (4, j) mit o, ;
symbolisiert.

Wir konstruieren im Folgenden eine stiickweise lineare Kurve. Seien s, und s, Spie-
gelungen an der x— und y—Achse und s = s, o s, die Komposition beider Spiege-
lungen. Wir betrachten

T, = 5,(T), T, := s4(T), Ty = s(T)

und bezeichnen das Quadrat T'UT, UT, UT,, mit T,. Die Triangulierung 7" wird zu
einer symmetrischen Triangulierung von T, erweitert. Die Eckpunkte der erweiterten
Triangulierung werden nach folgender Regel mit den Vorzeichen o; ; versehen:

0ij0icjs€ 07 = 1 wobei €,0 = £1.

Letzteres bedeutet, dass wenn wir von einem Eckpunkt auf einen seiner an der x—
oder y—Achse gespiegelten Punkte iibergehen, das Vorzeichen gleich bleibt, falls der
Abstand des Eckpunktes zur Spiegelachse gerade ist, und wechselt, falls er ungerade
ist.

Nun konstruieren wir ahnlich wie im dritten Beweis des Sperner-Lemmas einen Pfad
von Linien. Zwischen zwei Eckpunkten der Triangulierung von 7, mit verschiedenen
Vorzeichen wird dazu eine Trennlinie gebildet. Wir fligen nun diese Trennlinien
zusammen und erhalten ein Polygon in T, das wir mit L bezeichnen.

Y ¥

Anfangsdaten und das resultierende Polygon
Sei jetzt T, die projektive Erweiterung von T, und £ das Bild von L in Tj.

Satz 53. Unter simtlichen bisherigen Voraussetzungen existiert eine nicht-singuldre
reelle algebraische ebene affine Kurve vom Grad m und ein Homdomorphismus von
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der Ebene R? auf das Quadrat T,, der die Menge der reellen Punkte dieser Kurve
auf L abbildet. Weiters existiert ein Homdomorphismus Py(R) — T, der die Menge
der reellen Punkte des projektiven Abschlusses der affinen Kurve auf L abbildet.

Abschliefsend wird noch erortert, wie man die definierenden Polynome dieser soge-
nannten T-Kurven konstruiert. Sei y die konvexe Funktion, die sicherstellt, dass die
Triangulierung von T konvex ist. Seien

filz,y) = Z o; 'y )

(1,)eT

und F; die dazugehorigen homogenen Polynome:

1 To
)

Ft(x()’xth) - Ignft(xo o

Eine detaillierte Version des Satzes besagt dann, dass ein ty > 0 existiert, sodass
fiir alle ¢ € (0, ¢y] die gesuchte affine Kurve C'= V(A- f;) mit A € R\ {0} ist, sodass
das Paar (R?, C) homdomorph ist zum Paar (7, L). Ferner ist fiir den projektiven
Abschluss von C, niimlich C' = V(X - F}) das Paar (Py(R),C) homdomorph zum
Paar (7, £). Wichtige Anwendungen dieses Satzes stehen in [17].
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