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Einleitung

In dieser Diplomarbeit werden wir den Satz von Bernstein genau beleuch-
ten. Dieser Satz gibt an, wieviele Nullstellen ein n-Tupel von Polynomen f =
(f1,--+, fn) aus C[Xq,..., X, ] in (C*)™ hat, sofern die Koeflizienten des Gleichungs-
systems geniigend “allgemein” sind. Das Interessante an diesem Satz ist, daf} diese
Frage aus der klassischen algebraischen Geometrie eine Antwort hat, die aus der
konvexen Geometrie kommt. Somit stellt dieser Satz eine Verbindung zweier ganz
unterschiedlicher Gebiete der Mathematik dar. Die Anzahl der Nullstellen 148t sich
mithilfe der f1,..., f, zugeordneter Polytope (die Newtonpolytope von fi,..., fn)
berechnen — mit dem Minkowskivolumen dieser Newtonpolytope.

Im Kapitel 1 werden wir nach einer kurzen Aufzéhlung grundlegender Eigen-
schaften von Polytopen auf das Minkowskivolumen eingehen und einige wichtige
Sétze dazu beweisen.

Anschliefflend wenden wir uns in den Kapiteln 2, 3 und 4 dem Satz von Bernstein
zu. Wir beweisen diesen auf zwei verschiedene Arten. Einerseits wie es Bernstein
1975 in [1] getan hat, und andererseits unter Beniitzung torischer Varietiten, eine
Methode, bei der Polytope eine groflere Rolle spielen als im Beweis von Bernstein.
Dabei folgen wir Rojas in [11]. Danach werden wir auf eine Verallgemeinerung auf
den Fall, dafl die Anzahl der Nullstellen in C™ gesucht wird, im Kapitel 5 eingehen
und einen kleinen Ausblick geben. Abschliefend zeigen wir eine kleine Anwendung
des Satzes von Bernstein in Kapitel 6.

Abschlielend mochte ich meinem Betreuer Herwig Hauser fiir die grofie Hilfe
bei der Abfassung meiner Diplomarbeit danken.






KAPITEL 1

Begriffe aus der konvexen Geometrie

1. Polytope

In diesem Abschnitt werden wir einige Begriffe aus der konvexen Geometrie
definieren, die wir im folgenden immer wieder brauchen werden. Viele der Begriffe
diirften jedem, der sich mit konvexer Geometrie befafit hat, schon bekannt sein und
werden hauptséchlich der Vollstandigkeit halber hier angefithrt. Wir werden bei
vielen Aussagen auf Beweise verzichten und auf die Literatur verweisen.

Sei M = {p;,...,p,} C R® mit k& € N eine endliche Menge. Wir nennen die
konvexe Hiille

P = conv(M) = conv(py,...,Py)

ein (konvexes) Polytop. Unter der Dimension eines Polytops verstehen wir die Di-
mension des kleinsten affinen Unterraums, der das Polytop enthélt.

Ein Polytop ist kompakt. Damit kénnen wir folgende Konstruktion durchfiihren.
Eine Hyperebene H ist bestimmt durch die Normale v € R™ \ {0} und ein A € R
vermoge {p € R" : (p,u) = A\}. Diese Hyperebene teilt R™ in zwei abgeschlossene
Halbrdume

Ht={peR":(p,u) >} und
H™ ={peR": (p,u) <A}

Die Normale w ist in HT und wird duflere Normale genannt. Hingegen heifit —u €
H~ innere Normale. Beide sind eindeutig bis auf positive Vielfache.

ABBILDUNG 1. Ein Polytop im R? als konvexe Hiille von 8 Punkten.
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H{ H, H
ABBILDUNG 2. Ein Polytop im R? mit zwei Stiitzebenen.

Es ist fiir ein uw € R\ {0}

U Ha(w) = | J{p € R" : (p,u) = A} = R™.

AER AER

Deshalb ist der Schnitt von U xerHx(uw) mit P nicht leer. Da P kompakt ist, existiert
(1) hp(u) := max{\ € R: Hy(u) NP # (}.
Die Abbildung

hp :R*"\ {0} — R

u — hp(u)

wird Stitzfunktion von P genannt. Die zugehdorige (eindeutige) Hyperebene Hp(u) :=
H}, p(w) (u) heiBt Stiitzebene von P in Richtung u.

BEISPIEL 1. Wir betrachten im folgenden immer wieder das Polytop P =
COHV(pl,...,pS) C R? mit py = (2,0), p, = (0,2), p3 = (=2,3), py = (—4,0),
ps = (—2,-3), pg = (—1,2), p; = (=2,1) und pg = (—1,—1). In Abbildung 1 ist
dieses Polytop dargestellt. Wie wir sehen, tragen die Punkte pg, p; und pg nichts
zur Gestalt von P bei und kénnen weggelassen werden.

Fiir dieses Polytop P betrachten wir die Stiitzebene in Richtung u; = (—1,0)
und ug = % -(1,1). In Richtung u; ist die Stiitzfunktion hp(ui) =4, da (u1,p,) =
4> (uq,p;) firi e {1,...,8}\ {4}. Damit ist

Hy := Hp(uy) = {x € R? : (uy, ) = 4}.
In Richtung u, = (1,1) hat die Stiitzfunktion den Wert hp(uz) = v2 = (ua,p;) =
(ug, py). Also ist

Hy := Hp(ug) = {w ER?: (ug,x) = \&}
(siehe Abbildung 2).
Klarerweise ist P =, cgn\ (o) /p(u)” und somit P C Hp(u)~. Der Schnitt
(2) Fp(u):=PNHp(u)#0
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heiBt Seite von P mit (duBerer) Normalen uw. Aus Notationsgriinden werden auch ()
und P selbst zu den Seiten von P gezdhlt. Zur Unterscheidung von den echten bzw.
eigentlichen Seiten aus Gleichung (2) werden diese auch unecht bzw. uneigentlich
genannt (dabei wird der Seite P mit einer gewissen Folgerichtigkeit die “Normale”
u = 0 verpafit). Die Seiten von P sind wieder Polytope und sind sogar die konvexe
Hiille von gewissen p,...,p,. Falls dim P = n ist, dann meinen wir mit Facetten,
Kanten bzw. Ecken (n — 1)-, 1- bzw. 0-dimensionale Seiten.

Eine sehr wichtige Eigenschaft von Polytopen ist, daf} sie nicht nur als konvexe
Hiille von endlich vielen Punkten, sondern auch als Durchschnitt von endlich vielen
Halbrdumen dargestellt werden kénnen. Diese Darstellungen sind dual zueinander:
Ein Polytop P ist einerseits die konvexe Hiille seiner Ecken und andererseits der
Durchschnitt all jener Halbrdume Hp(u)~, bei denen u die dulere Normale einer
Facette ist.

LITERATUR. Der Beweis fiir diese letzte Aussage (aus der alle schon davor
getétigten Aussagen folgen) befindet sich in jedem Buch iiber konvexe Geometrie,
das Polytope eingehender behandelt. Zum Beispiel wird in Zieglers Buch [15] in
Theorem 2.5 auf Seite 65 diese Aussage (und noch mehr) bewiesen.

Zu einer nicht leeren Seite F' von P definieren wir den Normalenkegel von F
durch

N(F)={ueR": F C Hp(u) N P}.

Der Normalenkegel ist ein (polyhedrischer) Kegel, das heift, fiir alle p € N(F') ist
R>o - p € N(F); N(F) 148t sich als Durchschnitt von endlich vielen Halbraumen
durch 0 schreiben.

Falls dim P = n, dann ist O eine Spitze von N(F), das heifit, es gibt einen
Halbraum H, sodal N(F) C H und N(F)n H = {0}.

LITERATUR. Zum Normalenkegel mochte ich auf Ewalds Buch [5] verweisen.
Dort befindet sich in Teil 1 das Kapitel 1.4 {iber Seiten und Normalenkegel.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einem Satz iiber das Volumen von Polyto-
pen ab, den wir spéter bendtigen und der das induktive Berechnen des Volumens

ermoglicht.
Wir werden das Volumen des R™ so normalisieren, dafl das Volumen des Stan-
dardsimplex S,, = conv(0, ey, ..., e,) gleich 1 ist. Dieses Volumen werden wir mit VV

bezeichnen. Es gilt V(K) = n!lV(K), wobei K C R™ ein Polytop und V' das iibliche
Volumen des R™ bezeichnet. Wir ersparen uns nicht nur ein n!, auch werden einige
Notationen einfacher. Mit V' und V meinen wir das n-dimensionale Volumen von
K C R", betrachten wir das k-dimensionale Volumen von K, so schreiben wir Vj
und V.

Fiir den néchsten Satz bendtigen wir folgende Begriffe. Sei G € R”™ ein (n —1)-
dimensionales Polytop und q € R™. Die Pyramide P mit Grundfiiche G und Spitze

q ist die Menge
r=|]Jpa

peEG

Wir bezeichnen mit pq die Strecke zwischen p und g, das ist die Menge
{ANp+(1—-X)-qg:Xe€][0,1]}.
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Diese Pyramide hat das Volumen V(P) = 2 hV,,_1(G) bzw. V(P) = hV,_1(G),
wobei h der Abstand von der Spitze g zum von G aufgespannten affinen Unterraum
ist. Wir nennen h die Héhe von P.

SATZ 1. Sei P C R™ ein Polytop mit n > 2. Dann ist

3) VP = Y hp(w) Veor (Fp(w).

u€ER™ ||ul|=1

BEWEIS. Die Summe ist endlich, denn nur die Facetten von P haben ein (n—1)-
dimensionales Volumen, das von 0 verschieden ist. Wir konnen also fiir die Facetten
Fi,...,F, von P mit dufleren (normierten) Normalen wuq,...,u; Gleichung (3)
schreiben als

k
V(P) = hp(u;) Va_1(F).

Da das Volumen unter Translation invariant ist, kénnen wir oBdA. annehmen, daf}
0 € Pist. Seii € {1,...,k}. Wir bilden die Pyramide P; mit Basis F; und Spitze
0. Um das Volumen von P; zu berechnen, benttigen wir ihre Hohe. Diese Hohe ist
gerade hp(u;) > 0. Also ist

V(PZ) = hp('uz') Vn—l(Fi)~
Sei nun p € P\ {0}. Dann 148t sich der Halbstrahl
{)\ “p:AE R)o}

geschnitten mit P schreiben als die Strecke 0 f(p), wobei f(p) auf (mindestens)
einer Facette von P liegt. Dap € 0 f(p) C P, fireini € {1,...,k}, ist Ule P, =P.

Sei zusitzlich p € P,NP; # 0 mit i,5 € {1,...,k} und ¢ # j. Dann ist
f(p) € F;NF;. Somit ist P, N P; die Pyramide mit Grundfiiche F; N F; uns Spitze
0. Da F;NF; hochstens (n—2)-dimensional ist, ist diese Pyramide hchstens (n—1)-
dimensional. Also liefert der Durchschnitt P; N P; keinen Beitrag zum Volumen von
P. Aus diesen beiden Uberlegung ergibt sich

k k
V(P) =Y V(P)=> hp(u;) Vn1(F)
i=1 =1

(siche Abbildung 3). O

2. Das Minkowskivolumen

LITERATUR. Dieses Kapitel basiert auf Sétzen aus dem Buch von Bonnesen
und Fenchel [2] (Kapitel 29) und Ewalds Buch [5] (Teil 1, Kapitel IV.3 und IV.4).

Seien P, P, C R™ zwei Polytope. Die Minkowskisumme P; + P, ist die Menge

{p, +Dpy:p, € P1,p, € P2}

Sei i € {1,2}. Fir u € R"\ {0}, p;, € P, (u,p;) < hp,(u). Damit ist p; + py <
hp, (u) + hp,(u). Dies gilt auch, falls statt dem “<” ein “=” steht. Also gilt fiir die
Stiitzfunktion von P; + P»

hP1+P2 (u) = hPl (u) + th (u)
Dafl P, + P, wieder ein Polytop ist, ergibt sich als eine Folgerung von
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ABBILDUNG 3. Die Unterteilung eines Polytops in 5 Pyramiden.

LEMMA 1. Sei F' eine Seite der Minkowskisumme Py + P. Dann gibt es ein-
deutige Seiten Fy und Fy von Py bzw. Py, sodaff F = Fy + F5.

BEWEIS. Da eines Seite eines Polytops sich in eindeutiger Weise als konvexe
Hiille iherer Ecken schreiben 148t, geniigt es die Behauptung fiir Ecken von P, + P
zu zeigen. Sei p eine Ecke von P; + P, und u € R™ \ {0} jene Richtung, sodafl
p=P + PN Hp p,(u). Also erfiillt p als einziger Punkt von P, + P die Glei-
chung (u, p) = hp, +p,(u). Aufgrund unseren vorangegangenen Beobachtungen der
Stiitzfunktion gibt es fiir ¢ € {1,2} ein eindeutiges p; € P; mit (u,p;) = hp,(u).
Damit ist p = p; + ps- O

Es gibt zwei Definitionen des Minkowskivolumens, die gebrduchlich sind. Wir
werden, ausgehend von einer Definition, die beweistechnische Vorteile hat und
gleichzeitig die wichtige Bedeutung fiir die Minkowskisumme von Polytopen zeigt,
die andere kennenlernen. Zunéchst die Charakterisierung des Minkowskivolumens,
die auf den Namesgeber zuriickgeht.

SATZ 2. Seien Pi,..., P Polytope im R™ und A1,..., A € R>o. Das Volumen
1% (Zle A Pi) ist ein homogenes Polynom in Ay, ..., A\, mit Grad n.

Aufgrund von Satz 2 kénnen wir dieses homogene Polynom schreiben als

k
1% (Z \i - Pi> =) b
i=1 ieNn
Wir konnen die Koeffizienten in dieser Summe so wahlen, dafl ¢;,. ;, = Co(i)..o(in)
fiir jede Permutation o der Zahlen i, ...,4, ist. Wir bezeichnen dann den Koeffi-
zienten ¢;, ;. mit MV, (P P, ) und nennen ihn das gemischte Volumen oder
Minkowskivolumen von P; , ..., P; . Wie im Falle des (normalisierten) Volumens,
schreiben wir nur MV (P,

P; ), falls wir das n-dimensionale Minkowskivolu-
men meinen.

IERERE
19

172

BeEwEIs. Wir werden das Resultat per Induktion beweisen.
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Fir n = 1 ist P; = [p;,¢;] ein Intervall mit p; < ¢; fir ¢ € {1,...,k}. Das
Volumen der Minkowskisumme ist
V(ShoaeB) = (S A S Al
= Zf=1 AiG; — Zf=1 AiDi
= Y hila—pi) = 0 A V(P).
Wir haben ein homogenes Polynom mit Grad 1 in Ay, ..., Ax erhalten.

Fiir den Induktionsschritt n — 1+ n sei 0 # u € R™. Wir betrachten zunéchst
die Stiitzebenen Hp, (u) und die Seiten F;(u) := Hp,(u) N P; von P; fiir i €
{1,...,k}. Wir setzen P := Ele Ai - Py und dazu F(u) := Hp(u) N P. Damit
gilt F(u) = Zle A;i - Fi(u). Da Volumina unter Translation invariant sind, kénnen

wir oBdA. annehmen, daf alle Fy(u),..., Fx(u) in der Hyperebene Hp(u) liegen.
Wir diirfen die Induktionsvoraussetzung auf

Vo1 (F(u)) = Vay (Z AiFi(u)>

anwenden.

Kehren wir nun zu P zuriick. Wenn dim P < n ist, so erhalten wir fiir das
Volumen 0, was klarerweise als ein homogenes Polynom mit Grad n geschrieben
werden kann. Sei also dim P = n. Zusétzlich diirfen wir annehmen, dafl 0 € P.

Seien uq,...,u, die duBeren Normalen der Facetten von P mit ||u;|| = 1 fiir
i={1,...,m}. Wir zerlegen P in m Pyramiden mit Spitze 0 und mit Basis die m
Facetten von P. Wir erhalten nach Satz 1

V(P) = 530 he(uy) Va1 (F(uy))

= =X (Zle Ailp, (Uj)) Vi1 (F(uy)).
Fiir das normalisierte Volumen ergibt sich also
m k
j=1 \i=1

Da nach unseren vorangegangenen Uberlegungen V,,_; (F (u])) ein homogenes Po-
lynom mit Grad n — 1 ist, folgt die Behauptung fiir V(P). O

BEMERKUNG 1. Wir werden im folgenden bei endlichen Mengen A, A;,..., A, C
Z™ statt V(conv(A)) bzw. MV (conv(Ay),...,conv(A,)) einfach nur V(A) bzw.
MV(4,4,...,A,) schreiben.

Mit dieser Definition lassen sich nun wichtige Eigenschaften des Minkowskivo-
lumens beweisen. Die néchsten zwei Folgerungen ergeben sich direkt aus der Defi-
nition und besagen, dafl wir es beim Minkowskivolumen mit einer symmetrischen,
multilinearen Abbildung zu tun haben.

FOLGERUNG 2.1. Fiir jede Permutation o der Zahlen 1,...,n ist
MV(Py,...,P,) =MV (Po'(l)7 . ,Pg(n)) .
FOLGERUNG 2.2. Fir ein weiteres Polytop P{ C R und A, 1 € Rxg ist
MVA-Py+p-P,Pa,....,P,) = AMV(Py,...,P,) +uMV(P{, Ps,..., P,).
Aufgrund der Folgerung 2.1 gilt das analog in jeder Komponente.
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FOLGERUNG 2.3. Fir ein Polytop P C R™ ist MV(P,..., P) = V(P).

BewELs. Es ist A" V(P) = V(A-P) = MV(P,...,P)A--- A= A"MV(P,... P).
O

Fiir die zweite Definition des Minkowskivolumens bendtigen wir folgenden Satz
iiber symmetrische, multilineare Abbildungen.

SATZ 3. Sei V' ein Vektorraum tber einem Kérper K und m : V" — K ei-
ne symmetrische, multilineare Abbildung. Dann ist m schon durch die Bilder der
Diagonale m(v) := m(v,...,v) (v € V) eindeutig bestimmt. Alle anderen Funkti-
onswerte m(vy, ..., vy,) lassen sich mithilfe der Polarisierungsformel berechnen,

nlm(vy,...,v,) = mvy+...4+vy)
— Y mvr O )
(4) Zi<jm(vl+~~-+@i+...+@j+...—|—vn)
(_1)71—? Zi<j m(v; + v;)
(=)™ 305 mo(vi).

BewEIs. Damit sich die Notation vereinfacht schreiben wir statt m(vy,...,v,)
das Produkt vy - - - v,. Damit bekommt (4) folgende Gestalt

++H A+

7’L!U1-.~Un = ('U1+~-~+Un)n
— 3 (A D )

+ (=2 ZK]‘ (vi +v;)"

+ (=TT r
Um die Gleichheit zu zeigen, betrachten wir zunéchst, in welchen Termen v} auf-
tritt. Im ersten Term der rechten Seite tritt v einmal auf, im néchsten (n—1)-mal,

. . -1 . .
im dritten <n 9 >—mal, usw. Insgesamt erhalten wir als Koeffizient von v}

1(n1)+(n_1> — )+
(=) (22 B ;) F (D)2 — 1) + (1)L =
- srey (7

n— n—1 i1(n—1)—1
- = ("7 1) ooy

= (-l41)t=o0,

Wir kénnen die analoge Rechnung auch fiir v?_lvg durchfithren und kommen zum
selben Ergebnis. Das einzige Produkt, mit dem dieses Verfahren nicht funktioniert,
ist erwartungsgeméf vy - --v,. Denn dieses tritt nur im ersten Term der rechten
Seite auf (in allen anderen Termen der rechten Seite wird mindestens ein v; fiir ¢ €
{1,...,n} weggelassen). Wir zeigen nun mittels einfacher Induktion, daf v --- v,
genau n! Mal auf der rechten Seite, das heifit, im ersten Term der rechten Seite
auftritt. Fiir n = 1 gilt diese Aussage klarerweise. Fiir den Induktionsschritt n —
1 — n zerlegen wir (vq + ... + v,)" = ((v1 +... .t v,-1)+ vn)n und erhalten

n=t Der

durch Anwenden der binomischen Formel Y 7 , 7: (V1 + oo F Vpp)
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ABBILDUNG 4. Das Minkowskivolumen im Fall n = 2 eines Drei-
ecks P und Quadrates @) (schraffierte Fléche).

einzige Term dieser Summe, wo v, nur als linearer Faktor auftritt, ist n(v; +... +
vp—1)""tv,. Nach Induktionsvoraussetzung kommt in (vy + ... + v,_1)" ! das
Produkt vy -+ - v,—1 genau (n — 1)! vor. Damit folgt die Behauptung. O

Die zweite gebriauchliche Definition ist somit eine direkte Folgerung der Pola-
risierungsformel.

SATZ 4. Fijr MV (Py,..., P,) gibt es folgende Darstellung als Linearkombina-
tion von Volumina von Minkowskisummen der P;, i =1,...,n,
n!MV (P, ..., P,) V(P +...+P,)
- i VPt Pt + By
Y VPi+ . APt Pt 4+ Py

(1) 2%, V(P + Py)
(—1) S V(R

++H o+

Daraus ergibt sich sofort

FOLGERUNG 4.1. Das Minkowskivolumen ist invariant unter Translation der
einzelnen Polytope. Genauer: seien pq,...,p, € R", dann ist

Mv(p1+Pla-'~apn+Pn):MV(Plv'-an)'

FOLGERUNG 4.2. Das Minkowskivolumen ist invariant unter gemeinsamer Dre-
hung aller Polytope. Genauer: sei U € O(R,n), dann ist

MV (U(Py),...,U(P,)) = MV(Py, ..., B,).

Fiir n = 2 erhalten wir mit Satz 4 eine einfache Formel fiir das Minkowskivo-
lumen (siehe Abbildung 4)

MV(P,Q) = 5(V(P+Q) = V(P) = V(Q)) = V(P+Q) ~ V(P) - V(Q),

Abschlieflend noch zwei Sétze, die hier gut hereinpassen und die wir im Kapi-
tel 6 bendtigen werden.

Wir bendtigen dafiir noch zwei Begriffe. Sei G C R™ ein (n — 1)-dimensionales
Polytop und g € R™. Dann nennen wir die Minkowskisumme P = G + conv(0, q)
ein Prisma, dessen Volumen ist V(p) = nV,_1(G) h, wobei h der Abstand von der
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Spitze g zum von G aufgespannten affinen Unterraum ist. Wir nennen h die Héhe
von P.
Sei g € R” und K C R” ein kompakte, konvexe Menge. Dann ist

d(q,K) :=min{[|q—p| : p€ K}

wohldefiniert, da K abgeschlossen, und heifit Abstand von p zu K. Aufgrund der
Konvexitét von K gibt es ein eindeutiges q' € K mit d(q, K) = |lqg — q'||.

SATZ 5. Seien P,QQ C R™ Polytope. Mit Fy,...,F,, wollen wir die Facetten
Seiten von Q bezeichnen, sowie mit w1, ..., W, die zugehdrigen dufSeren Normalen,
wobei deren Linge 1 sein soll. Dann ist

m
MV(P,Q,...,Q) = > hp(u;) Vn_1(F).
i=1

BEWEIS. Wir werden fiir den Beweis das normalisierte Volumen V(Q + A - P)
auf zwei Arten zerlegen und daraus unsere Behauptung gewinnen. Fiir die erste Art
werden wir dieselbe Methode verwenden wie im Beweis zum Satz 3, und zwar dafl
sich MV (P, ..., P,) als multilineare, symmetrische Abbildung genauso verhilt wie
m(v1,...,0p) =01 Uy. Bsist V(Q+X-P)=MV(Q+A-P,...,Q+ \- P). Dafiir
schreiben wir nun (¢ + Ap)™. Durch Ausmultiplizieren erhalten wir

n - i (T n—i i
(@+ )" => A (i)q .
=0

Ubersetzen wir diesen Ausdruck wieder zuriick, so erhalten wir

VQ+A-P) = VQ+
+ A(?)MV(Q,...,Q,PH
5) + A2 (;‘) MV(Q,...,Q,P,P)+
+ o
n— n
+ A 1<n_1>MV(Q,P,...,P)+
+ A"V(P).

Fiir die andere Art untersuchen wir, wie das Polytop @ + A - P aus den Seiten von
Q entsteht (siehe Abbildung 5). OBdA. diirfen wir annehmen, dafl sowohl 0 € A- P
als auch 0 € @ ist.

Eine triviale Seite von @ ist @) selbst. Addieren wir hierzu noch die 0 € A - P,
so erhalten wir einen Teil von @ + X - P, der V(Q) zum Gesamtvolumen beitréigt.

Als néchstes betrachten wir die Facetten von Q. Sei ¢ € {1,...,m}. Zunéchst
bezeichnen wir mit A - p, einen Punkt von A - P, der auf der Stiitzebene Hp(u;)
liegt (dieser Punkt ist nicht notwendigerweise eindeutig). Nun bilden wir die Min-
kowskisumme @Q; := F; + conv(0, A - p;). Dieses Prisma hat die Basis F; und die
Hohe Ahp(u;). Die Hohe 148t sich bestimmen, indem wir conv(0, A - p;) auf den
Normalenkegel der Seite F; projizieren. Es ist N (F;) = Rx¢ - u; und die Projektion
von conv(0, A - p;) auf N(F;) ist conv (0, A hp(u;) - u;). Damit ist

V(QZ) =N anl(Fl))\hp(ul)
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Q: \- P
U2
p3¢ f)p2
£ i e Hp(u2)
u3 " b " Hp(uy)
Fy R 1
Hp(u3)
0 w
Q+ AP Zerlegung:
R

Y Q2

Qs Q QRA
/
° X

Ry

ABBILDUNG 5. Die Zerlegung von @ + A - P.

Es enstehen dadurch m Prismen, deren paarweiser Durchschnitt und Durchschnitt
mit @ hochstens (n — 1)-dimensional ist, aber die innerhalb von @ + A - P liegen.
Deren Beitrag zum Gesamtvolumen ist

An Z hp(ui) Vn—l(Fi)-

Was gilt nun fiir die Punkte der Restmenge R,? Wir kénnen voranschreiten
und die (n — 2)-dimensionalen Seiten G, ..., Gy von @ betrachten.

Sei M = max{hp(u) : v € R" mit [ju|| = 1}. Da 0 € P, ist M > 0. Fiir
alle p € Ry gibt es eine (n — 2)-dimensionale Seite G, sodafl d(p,G) < AM. Fiir
i €{1,...,k} definieren wir die Menge

K)\(Gl) = {p e R™: d(p, Gl) < )\M}

Da Ry C Ule Kx\(Gy), ist

(6) V(Ry) <DV (EA(G) -

i=1
Fiir n = 2 sind die (n — 2)-dimensionalen Seiten G von @ Punkte und damit
K,(G) eine Kreisscheibe. Deren Volumen ist A2M?7. Damit ist die Summe der
Volumina ein Polynom in A der Gestalt cA\? mit ¢ € R. Da die Restmenge eine
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Vereinigung von Polytopen ist, deren Durchschnitt héchstens eindimensional ist,
folgt aus Satz 2, dafl V(R)) ein Polynom g in A ist. Nach Gleichung (6) ist fiir alle
A E R>0
0<g(N) <er’.

Damit ist g = bA? fiir ein b € R, insbesondere hat g den Untergrad udeg(g) = 2.

Fiir den Induktionsschritt n — n 4+ 1 werden wir die rechte Seite von Glei-
chung (6) weiter nach oben abschiitzen. Sei i € {1,...,k} und oBdA. G; C R"~2 x
{0}2. Da fiir p € K,(G;) der Abstand d(p,G;) < AM ist, ist insbesondere fiir
K\(G;) = Kx(G;) NR"2 x {0}2 C K\(G;) der Abstand d(p, fﬁ(Gi)) < AM.
Damit ist K (G;) enthalten in

Kx(Gy) == {p e R" : d(p, K\(G;)) < AM}.

Sei nun H,, C R" eine Hyperebene der Gestalt {p € R" : (p,u) = M} mit der
Normalen w in R"72 x {0}? \ {0} und p € R. Dann ist der Schnitt H,, N K (G;)
héchstens (n — 1)-dimensional. Diesen kénnen wir schreiben, als die Menge der
Punkte p € H,, die von einem (n—3)-dimensionalen Polytop maximal den Abstand
AM haben. Nach Induktionsvoraussetzung ist deren Volumen ein Polynom mit
Untergrad 2. Integrieren wir

/ V(H, N K(Gy)) dp.
HER

so erhalten wir, daf3 Zle V(IC,\(Gi)) ein Polynom f in A mit udegg = 2 ist. Wie
wir uns schon im Fall n = 2 iiberlegt haben, ist das Volumen von R) ein Polynom
g in A. Da g(0) = 0, ist udegg > 1. Damit hat g die Gestalt >_,-, c;\'. Fiir alle
A € Ry ist also
0D aXN < fN) =) d\.
i>1 i>2

Fiir A > 0 formen wir um zu

Sis GATE < Y, diN T .
e < Yisoldi — )N
¢ < A (Zi22(di - Ci)/\i_2> .

Da A beliebig klein sein kann, muf} ¢; < 0 sein. Da das Volumen mit wachsendem
A grofler wird, erhalten wir
dg
dA
Damit ist ¢; = 0 und udegg > 2.
Insgesamt 148t sich V(Q + X - P) schreiben als

V@+A-P) = V()
(7) + Y hp(ui) Vi1 (F)
+ hohere Terme.

(O) = (1 Z 0.

Wir kénnen die Gleichungen (5) und (7) als Polynome in X koeffizientenweise ver-
gleichen und erhalten die Behauptung. O

SATZ 6. Fiir Polytope Py, P|, P, ..., P, CR"™ mit P, C P| ist
MV(P,...,P,) <MV(P,,Ps, ..., Py).
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HP/ (’LL)

ABBILDUNG 6. Zwei Polytope P C P’ und Hp(u) und Hp/(u).

BEwEIs. OBdA. kénnen wir annehmen, dafl 0 € P, C Py.

Fir n =1 gilt, da8 MV (Py) = V(P1) < V(P{) = MV(P]). Fiir n = 2 werden
wir anders argumentieren. Fiir ein beliebiges w € R™ mit ||u|| = 1 gilt wegen 0 €
Py C Py fiir die Stiitzfunktionen 0 < hp, (u) < hp;(u) (siehe Abbildung 6). Damit
ergibt Satz 5 MV(Py, P2) < MV(P/, P;). Um das einzusehen, seien Gy, ...,Gy die
Facetten von P,. Dann ist

k
V(Py, Py) = thl ;) Vo 1(Gi) < Y hpy () Vo1 (Gi) = MV(P], P).
1=1

Fiir den allgemeinen Fall bilden wir die Minkowskisumme P = Z?:z A - P
Es seien Fi,..., F,, die Facetten von P sowie u1,...,u,, die zugehdrigen dufleren
Normalen mit Liange 1. Nach Satz 5 wissen wir

MV(Py,P,...,P) = hp,(u;) V(F.

Die Facetten Fj lassen sich schreiben als > , ;- P, N Hp, (u;) fiir j € {1,...,m}.
Eingesetzt ergibt sich

(8) MV(Pl,P,,P) :ihpl(uj)vn_l (i)\ZHﬁHR(uJ)) .

i=2
Nach Satz 2 ist fiir j € {1,...,m} das Volumen der Facette F; ein homogenes
Polynom in As, ..., A\, mit Grad n — 1. Damit ist die Gleichung (8) eine Gleichheit
von Polynomen. Wir diirfen also den Koeffizienten von Ag--- A, vergleichen und
erhalten

MV(Py, Py,..., Py) =3 hp, (u;) MV, 1 (Py N Hp, (w), ..., Py N Hp, (uy)).
j=1
Da hp, (u) < hp;(u) folgt nun die Behauptung. O



KAPITEL 2

Der Satz von Bernstein

Nachdem wir uns mit einigen Begriffen der konvexen Geometrie befafit haben,
kommen wir zum Thema dieser Diplomarbeit: dem Satz von Bernstein.

Sei f = (f1,-.., fn) ein n-Tupel von Polynomen aus C[ X}, ..., X,]. Wir werden
die Nullstellenmenge Z(f) von f in ¥" := (C*)™ untersuchen. Da f als polynomia-
les Gleichungssystem mit n Gleichungen in n Unbekannten aufgefafit werden kann,
konnen wir erwarten, da Z(f) “meistens” endlich ist (dieses “meistens” werden
wir spéter genau definieren).

Um Anzahl £(f) der Nullstellen von f in " zu bestimmen, betrachten wir fiir
i€ {1,...,n} den Tréger supp f; von f; = > cxn Cia X ¥, das ist

supp f; = {a@ € N : ¢;o, # 0}.

Mit N'(f;) := conv(supp f;) wird das Newtonpolytop bezeichnet (siche Abbildung 7).

Wir werden zeigen, dal zu einem vorgegebenen n-Tupel von Trigern A =
{4;,..., A,} fiir fast alle f mit supp f; C conv(A4;) fir i € {1,...,n} die Anzahl
L(f) der Nullstellen in " endlich ist und allein durch die Gestalt des n-Tupels
(conv(Ay),...,conv(A,)) bestimmt wird. Diese Zahl L(f) ist das Minkowskivolu-

men von conv(Ai),...,conv(A4,).

0 cs

ABBILDUNG 7. Das Newtonpolytop zu f = ¢; X"Y3 + ¢, X°Y? +
3 X3Y0 4+ e X2 + 5 X3 + e X3V + e XAV 2.

13
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ABBILDUNG 8. Die Newtonpolytope P und @ zu den Polynomen
fund g.

SATZ 7 (Satz von Bernstein). Fiir fast alle! f = (f1,..., fn) mit supp f; C
conv(A;) firi € {1,...,n} ist die Anzahl der Nullstellen in " gleich dem Min-
kowskivolumen von conv(Ay),...,conv(A,).

BEISPIEL 2. Sei f = CQ+01X2Y+CQXY2 und g = d0+d1X2+d2Y2+d3X2Y2.
Die Newtonpolytope seien P und @ (siche Abbildung 8). Dann haben f und g in
T? “meistens” genau

MV(RQ)=V(P+Q)—V(P)—V(Q>222_1_%:2

Nullstellen (siehe auch Abbildung 4).

LITERATUR. Wir werden den Satz von Bernstein auf zwei verschiedene Arten
in den Kapiteln 3 und 4 zeigen. Im Kapitel 3 beschreiten wir den Weg, den auch
Bernstein selbst in seinem Artikel [1] wéhlte. In Kapitel 4 hingegen bemiihen wir
torische Varietiten, um die Aussage zu zeigen, als Basis dienen Rojas’ Artikel [11],
das Buch von Gel’fand, Kapranov und Zelevinsky [6] (Kapitel 5 und 6) und Ewalds
Buch [5] (Teil 2, Kapitel VI).

Im Kapitel 5 werden wir eine Verallgemeinerung des Satzes von Bernstein vor-
stellen: eine Schranke fiir die Anzahl der Nullstellen in C™ (der sogenannte affine
Fall).

SATZ 8. Fiir f = (f1,..., fn) mit supp f; C conv(4;) firi e {1,...,n} ist die
Anzahl der isolierten Nullstellen in C™ kleiner oder gleich dem Minkowskivolumen
von conv ({0} U 4y),...,conv({0} U A,).

Diese Schranke ist nicht immer bestmoglich. Eine Schranke, die fiir generische
Koeffizienten scharf ist, liefert das I-stabile gemischte Volumen SMj (A4, ..., A,),
auf das wir im Abschnitt 3 von Kapitel 5 eingehen werden. Dieses Kapitel ab-
schliefend gehen wir kurz auf die Frage ein, wofiir der Satz von Bernstein wichtig
ist.

BEMERKUNG 2. Bei Polytopen wird ab sofort immer die innere Normale ver-
wendet. Infolgedessen miissen wir die Stiitzfunktion aus Gleichung (1) in Kapitel 1
abéndern zu

hp(u) =min{\ e R: Hy(u)N P #0}.

Andernfalls wéren einige Minuszeichen notwendig.

1Was mit diesem “fast alle” gemeint ist, werden wir im folgenden Kapitel 3 genau kliren.
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Weil die Multiplikation eines Polynoms von f mit X< fiir & € Z" die Null-
stellen von f in ¥" nicht verdndert, werden wir nicht nur Polynome (mit Ex-
ponenten in N™), sondern allgemeiner Laurentpolynome zulassen, das heifit, f €
CIXy, X7t o, X, X1 = C(Xy, ..., X,) = C(X). Allerdings werden wir uns
oft auf den Fall von Polynomen zuriickziehen.

Eine wichtige Rolle wird im folgenden die Initialform f, in Richtung r € Q"
zu einem (Laurent)polynom

f= Y caX* €C(X)
a€supp(f)
spielen. Sei A := supp(f) und F, die Seite des Newtonpolytops conv(A) von f mit
innerer Normalen 7. Dann ist die Initialform von f definiert durch

fr= Z CaX® = Z CaX®.

ackF, acA
(o,7) minimal

BEISPIEL 3. Sei f aus Abbildung 7. Dann ist fiir » = (1,0)
fr=c1XY3

und fiir r = (—1,-1)
fr=c1XTY3 4+, X5V
(siehe auch Abbildung 2).






KAPITEL 3

Beweis nach Bernstein

1. Vorbemerkungen

Sei f = (f1,...,fn) ein n-Tupel von Laurentpolynomen. Sei supp f; C A; mit
A; C Z™ endlich, das heifit, f; € C4. Somit kann f als ein Punkt im Raum C4 :=
[T, C4 mit A = (Ay,...,A,) aufgefaBt werden. Wenn wir die Koeffizienten der
fi als unbestimmt ansehen (und damit f in C variieren). Wir kénnen beobachten,
daf3 die Anzahl der Nullstellen von f fast immer endlich und unabhingig davon ist,
welchen konkreten Punkt wir in C4 wihlen. Es gibt allerdings schlechte Punkte in
CA, auf die das nicht zutrifft. Wir wollen nun ein Kriterium vorstellen, da8 uns
mathematisch préizise angibt, wann wir mit endlich vielen Nullstellen, deren Anzahl
sogar unabhéngig von der Wahl der Koeffizienten ist, rechnen kénnen.

BEMERKUNG 3. Fiir¢ € {1,...,n} kénnen wir durch Multiplikation mit einem
geeigneten X % erreichen, dafl X7 - f; ein Polynom in C[X] ist. Dadurch veréndert
sich die Nullstellen von f in ¥" nicht. Deshalb werden wir uns im folgenden oft
darauf beschrinken, nur Aussagen iiber n-Tupel von Polynomen zu machen. Fiir
die Triger A; = supp f; heifit das, dafl wir uns auf A; C N beschrénken.

Wir sagen, eine Aussage 2 gilt generisch fiir n-Tupel von Polynomen f aus C4,
wenn es eine Hyperfliche in C4 gibt, soda8 auf alle f auBerhalb dieser Hyperfliche
die Aussage 2 zutrifft.

Die Hyperfliche wird dabei folgendermafien definiert. Als Vektorraum ist C4
isomorph zu C™t+--+mn (4(A;) = m;). Das Polynom D 4 ist dann aus C[Y7, ..., Y]
(m = Y., m;), und ein n-Tupel von Polynomen f, aufgefaBt als Punkt in C4,
kann dann in D4 eingesetzt werden. Eine Aussage gilt also generisch, wenn die
Aussage fiir alle f mit Da(f) # 0 gilt.

BEISPIEL 4. Mithilfe dieser Definition 148t sich sagen, dafl das Polynom f =
ax?® + bx + ¢ generisch 2 Nullstellen hat. Denn es gibt ein Polynom aus Cla, b, c],
das sogar genau dann ungleich Null ist, wenn zwei Nullstellen vorliegen. Wenn wir
die Vielfachheit der Nullstellen beriicksichtigen, reicht das Polynom a € Cla, b, c],
sonst benétigen wir die Diskriminante a(b? — 4ac). Wenn wir zusétzlich nur an
Losungen in C* interessiert sind, miissen wir ausschliefen, dafl f einen Faktor x
hat. Das ist gleichbedeutend damit, dafl ¢ # 0 sein soll. Abhéngig davon, ob wir
die Vielfachheiten der Nullstellen beriicksichtigen, liefert uns also das Polynom ac
respektive a(b? — 4ac)c die gewiinschte Information.

SATZ 9. Die Anzahl der Nullstellen eines n-Tupels von Polynomen ist im ge-
nerischen Fuall endlich und unabhdingig von der Wahl der Koeffizienten.

Damit hiingt die Anzahl der Nullstellen in " im generischen Fall nur von der
Gestalt der Triger A = (A44,...,A,) ab. Wir bezeichnen im folgenden diese Anzahl

17
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mit £(A). Sprechen wir von der Anzahl der Nullstellen in " von einem konkreten
f, so schreiben wir dafiir £(f).

BEWEIS. Die Aussage ergibt sich aus folgenden Lemmas. ([l

LEMMA 2. Es gibt ein Polynom D a € C[Y1,...,Y,,] mit folgender Figenschaft:
Hat ein n-Tupel von Polynomen f = (fi,..., fn) € CA nicht-isolierte Nullstellen,
dann ist Da(f) = 0.

BEWEIS. Sei x eine Nullstelle von f. Wenn die Jacobimatrix

0X1 0X,
Jg=1 :

Ofn .. Ofn

00X, 0Xn

an der Stelle  maximalen Rang hat, dann ist die durch diese Polynome definierte
Mannigfaltigkeit glatt und deren Dimension 0. Mit anderen Worten, ist « eine iso-
lierte und einfache Nullstelle von f. Umgekehrt gilt somit fiir einen nicht-isolierten
Punkt z, dafl der Rang von J¢ nicht maximal sein kann. Da es sich um eine n X n-
Matrix handelt, ist dies gleichbedeutend damit, daff det(Jy(x)) = 0 ist. Also ist
eine nicht-isolierte Nullstelle « eine Nullstelle der n + 1 Polynome in n Variablen

fo = det (J5(X))
f(X)

fu(X).

Es gibt ein Kriterium, das uns angibt, ob dieses n + 1-Tupel f’ eine gemeinsame
Nullstelle aufweist: die Resultante. Sie ist ein ganzzahliges Polynom in den Koeffizi-
enten von f'. Da die Koeffizienten von fy = det(Jy) auch ganzzahlige Polynome in
den Koeffizienten von f sind, erhalten wir sogar, dafl die Resultante ein ganzzah-
liges Polynom in den Koeffizienten von f ist. Die Resultante ist genau dann Null,
wenn f' (mindestens) eine Nullstelle hat. Daf die Resultante existiert und diese
Eigenschaften hat, kann in [6], Kapitel 13 nachgelesen werden.

Wir werden im néchsten Abschnitt ein einfacher herzuleitendes Polynom D 4
kennenlernen, das dann Null ist, wenn f nicht-isolierte Nullstellen hat und damit
dieses Lemma beweist. Damit ist die Aussagekraft von diesem D 4 schwicher als
die der Resultante, denn bei der Resultante kénnen wir auch in die umgekehrte
Richtung schlieflen. O

LEMMA 3. Die Anzahl der isolierten Punkte einer Varietdt ist endlich.

BeEwEIs. Die Nullstellenmenge besteht aus isolierten Punkten, diese sind irre-
duzible Komponenten. Eine algebraische Menge kann aber nur aus endlich vielen
solchen irreduziblen Komponenten bestehen (sonst erhalten wir einen Widerspruch
zu noethersch: jede aufsteigende Kette von Idealen wird stationir). ]

LEMMA 4. In CA\ D,'(0) ist die Anzahl der Nullstellen unabhdingig von den
Koeffizienten.

BeweIs. Die isolierten Nullstellen hiingen (bzgl. gewohnlicher Topologie) stetig
von den Koeffizienten ab. Deshalb ist deren Anzahl lokal konstant. Nun ist C4 \



1. VORBEMERKUNGEN 19

Dgl (0) wegzusammenhiingend, wie wir im folgenden Lemma zeigen werden. Damit
ist die Anzahl der Nullstellen auf C# \ D,'(0) global konstant. O

LEMMA 5. Es ist CA\ DZl (0) offen, dicht in CA und wegzusammenhingend.

BewEIs. Die Offenheit und Dichtheit (bzgl. iiblicher und Zariski-Topologie) ist
klar. Seien f,g € CA \Dzl(()) zwei Punkte, die wir miteinander verbinden wollen.
Zunéchst sei [ = {t- f+ (1 —t)-g:t € C} die komplexe Gerade die f und g
verbindet. Diese schneidet D;ll(O) in hochstens endlich vielen Punkten, némlich:
{l(t) € C: Da(I(t)) = 0}. Betrachten wir nun diese Situation im Reellen, so haben
wir eine Ebene [ vorliegen, die D4 in nur endlich vielen Punkten schneidet. Wir
konnen auf dieser Ebene eine Kurve wéhlen, die f und g verbindet und die endlich

vielen Schnittpunkte mit D,'(0) umgeht. O
1.1. Das Polynom D 4. Das Ziel dieses Abschnittes ist es, ein Kriterium
anzugeben, wann n + 1 Polynomen fy,..., f, in n Unbekannten X;,...,X,, eine
gemeinsame Nullstelle haben. Zu einem Polynom f =~ cqz? € C[X1, ..., X,] mit
deg(f) = d definieren wir das homogenisierte Polynom f folgendermafien
r Xl Xn
=X f o 50 ) €C[Xp, ..., Xl
f 0 f<X07 7XO)€ [ 0, ) ]

f ist dann ein homogenes Polynom vom Grad d.

BEISPIEL 5. Betrachten wir hier das Polynom f = X2 +Y? —1 € C[X,Y]. Im
Reellen ist die Nullstellenmenge von f ein Kreis. Homogenisieren wir, so erhalten
wir f = X2 +Y? - 72 € C[X,Y, Z], die Gleichung fiir den Kegel.

Wir untersuchen nun die Nullstellenmenge von f in P? = {(x : y : 2)}. Im
Bereich z # 0 erhalten wir die Gleichung

(&)

also den urspriinglichen Kreis. Im Bereich y # 0 (und analog in z # 0) ergibt sich

() -() -

Das ist die Hyperbel. Fiihren wir die Koordinatentransformation v = x + iy und
v = & — 4y durch, so ist
w = 22

Im Bereich v = x — iy # 0 erhalten wir nach Division durch v?

u_ (E)2
v \w
die Parabel, den dritten Kegelschnitt.

Nun betrachten wir zu unseren Ausgangspolynomen fo, ..., f, die homogeni-
sierten Polynome fo, ..., f, mit Graden d,...,d,. Wir setzen d := Y. jd; — n.
Dieses d hat folgende Eigenschaft.

BEMERKUNG 4. Monome in X mit Grad d sind teilbar durch mindestens ein
X
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BEWEIS. Angenommen kein X;i'i teilt das Monom X9 mit Grad d. Dann ist
¢ < d; und es gilt, daB d = 33 g < Yl o(di — 1) = Y odi — (n+1) < d,
Widerspruch. O

Wir unterteilen jetzt die Menge der Monome X7 mit Grad d in n disjunkte
Mengen:

So = {X7 mit Grad d : X§° teilt X7}
S; = {X9% mit Grad d : X teilt X7}\Sp

S, = {X? mit Grad d : X% teilt X9}\SoU...US, ;.

Nach Bemerkung 4 ist USZ- die Menge aller Monome mit Grad J, nach Konstruktion
sind diese paarweise disjunkt. Auferdem 148t sich ein X 9 ¢ S; schreiben als X9 =
Xidi - X% wobei ;:—,Z ein Monom mit Grad d — d; ist.

i)

Wir betrachten nun die Gleichungen

)fdz - fo=0 firalle X9 €5,
0

(9)

;(dq - f,=0 fiiralle X?¢ S,

Da fiir i € {0,...,n} das Polynom f; homogen vom Grad d; ist, folgt, daf jede
Gleichung in (9) homogen vom Grad d ist. Also kann jedes Polynom der linken
Seite geschrieben werden als Linearkombination der Monome mit Grad d. AuBerdem
gibt es zu jedem Monom vom Grad d genau eine Gleichung. Also haben wir N :=

(d —:L n) lineare Gleichungen in ebenso vielen Unbekannten (den Monomen vom

Grad d). Also kénnen wir (9) umschreiben in:
M- (X7 =0

Hier ist M eine Matrix aus CN*N und (X ?) die N x 1 Spalte aller Monome mit
Grad d.

SaTz 10. Die Determinante D := det(M) ist ein ganzzahliges Polynom in
den Koeffizienten der Polynome fo,..., fn (und damit auch fo,..., f.). Falls D
ungleich Null ist, so gibt es fir das Gleichungssystem fo = ... = f, = 0 nur die
triviale Losung 0.

BEWEIS. Der erste Teil der Behauptung folgt aus der Tatsache, daf§ D die De-
terminante der Matrix M ist, deren Eintrdge entweder Koeffizienten der Polynome
fos- -, fn sind oder 0. Der zweite Teil der Behauptung folgt aus Standardeigen-
schaften der Determinante. (I

LITERATUR. Als Basis diente [4]. Das Standardwerk zur Resultante ist [6],
Kapitel 13.

1.2. Eigenschaften von L£(f) und £(A). Fiir die Eigenschaften von L(f)
und £(A) benéstigen wir folgende Notation. Sei U eine ganzzahlige orthonormale
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Matrix, das heifit U € O(Z,n). Damit kénnen wir folgenden Isomorphismus kon-
struieren
U*:C(X) — CX)
7 Usj
X - X:= HjL:1 [Tim, X7

SATZ 11. Seio eine Permutation der Zahlen {1,... ,n} undU € O(Z,n). Dann

gilt:

(1) L (fla .- 7f7l) = ‘C(fcf(l)?' : 'afo’(n))7

L(A1,...,Ay) =L (Astys- - Aon))-

(2) LUfr- Sl for o fo) = LUf1 - fo) + LU f2o- -5 S,
E(Al +A/1,A27. .. ,An) = E(Ah. .. ,An) + E(A/I,AQ, .. ,An)
L(fr,-s fa) = LU (f), - U (),
L(A1,...,Ay) =L(U(A1),...,U(Ap)).

BEWEIS. Punkt (1) ist klar. Punkt (2) folgt daraus, daf die Multiplikation von
zwei Polynomen f; - f] eine Addition der Tridger Ay + A} bewirkt. Dabei kann
es aber passieren, daf} fiir bestimmte Koeffizienten von f sich einzelne Monome
wegheben konnen. Die Bedingung an die Koeffizienten, damit das nicht geschieht,
148t sich als endliche Vereinigung von Hyperflichen in C4 darstellen. Da CA4 ohne
diese Hyperflichen immer noch dicht in C4 ist, folgt dieser Teil der Aussage. Fiir
den Punkt (3) bemerken wir, da$ U* die inverse Abbildung (U~1)* besitzt. O

FOLGERUNG 11.1. L ist eine symmetrische, multilineare Abbildung, die einem
n-Tupel von Polytopen eine ganze Zahl zuordnet. Damit wird sie vollstindig durch
die Funktionswerte auf der Diagonalen bestimmt (siehe Satz 3).

FOLGERUNG 11.2. L ist invariant unter Translation der einzelnen Polynome
um (@,...,apn) € Z™", genauer: L(X - f1,..., X% - f,) = L(f1,..., fn).

BEwEIS. Es ist

LOX - fiuforeees fa) = LOX forooo fu) #LU1 o fa)-
0

O

Die Analogien zu Eigenschaften des Minkowskivolumens (siehe Folgerungen 2.1,
2.2, 4.1 und 4.2) sind nicht zuféllig.

2. Eigentlicher Beweis des Satzes

Als erstes werden wir ein Kriterium vorstellen, dafl genauer als D 4 angibt, wann
wir mit endlich vielen Nullstellen rechnen kénnen. Wir nennen ein polynomiales
System f Bernstein-generisch, wenn fiir alle » € Q™ \ {0} unser f,. keine Nullstelle
in " hat.

BEMERKUNG 5. Wir werden in diesem Kapitel viel mit der Initialform f,. argu-
mentieren. Wir kénnen folgende Vereinfachung machen. Da Drehungen der Polyto-
pe die Anzahl der Nullstellen unveréndert lassen, kénnen wir versuchen, durch eine
Drehung 7 in die Gestalt 1 - e; mit 1 € Q\ {0} zu bringen. Allerdings funktioniert
das mit ganzzahligen Matrizen nicht immer. Wenn wir Drehungen U mit rationalen
Eintriagen zulassen, werden die Elemente von A; im Allgemeinen rationale Eintrige
haben. Durch eine Streckung um einen Faktor m € N werden die Eintrage der
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Transformationsmatrix U ganzzahlig. Damit wird = zu einem Vielfachen von e;.
Aus Satz 11 folgt

LITERATUR. Im folgenden werden wir Puiseux-Reihen verwenden. Mit ihnen
lassen sich Kurven darstellen, die die Lésung von n Gleichungen in n 4 1 Variablen
sind. Allerdings wird zumeist nur der Fall n = 1 in Biichern ausfiihrlich behandelt
(zum Beispiel Kapitel 1 in dem Buch [3] von Casas-Alvero). Fiir hohere Dimensio-
nen verweisen wir auf den Artikel [10] von Maurer. Dort wird ein Algorithmus zur
Berechnung der Puiseux-Reihen besprochen, der eine bemerkenswerte Ahnlichkeit
zum Satz 13 unten hat.

SATZ 12. Wenn f Bernstein-generisch ist, dann sind
(a) alle Nullstellen von f isoliert, und

(b) L(f) = L(A).
BEWEIS. Wir werden beide Aussagen mittels indirektem Beweis zeigen.

(a) Annahme: f hat nicht-isolierte Nullstellen.
Zeige: Es gibt r € Q™ \ {0}, sodaf} f, eine Nullstelle hat.

Wir kénnen auf der Nullstellenmenge von f eine glatte, nicht-konstante Kurve
~(t) wihlen, die sich als Puiseux-Reihe darstellen 1&8t. Diese hat dann die Gestalt

Y(t) = (@), ..., 1@) = (art™ +o(t™), ..., ant™ + o(t™))

mit @ = (ay,...,a,) € T und r = (rq,...,r,) € Q™. Falls 7 = 0 ist fithren wir eine
Transformation des Parameters ¢ — 1 (¢) durch. Damit wird r zu 1 und r # 0.
Firi e {1,...,n} kénnen wir nun ~(¢) in f; einsetzen und erhalten
0 = fi(v®)
= > ca(v(®)
acA;
= ( Z caao‘> +{™®) 4 hihere Terme
aEA;

= fir(a)t'™® + hohere Terme.

Koeffizientenvergleich ergibt, dafl f;-(a) = 0 ist. Also ist a eine Nullstelle von f,..
(b) Annahme: L(f) # L(A).

Zeige: Es gibt r € Q™ \ {0}, sodal f,. eine Nullstelle hat.

Seig = (g1,...,9n) ein generisches Gleichungssystem aus C4, das heifit, £(g) =
L(A). Dann betrachten wir folgende Gerade in C4

t— fh: fh=fi+t g firie{l,...,n}
Wie wir schon im Beweis von Lemma 5 gesehen haben, schneidet diese Gerade die
Hyperfliche D;'(0) in héchstens endlich vielen Punkten {0,ty,...,t,}. Fiir ¢t ¢
{0,t1,...,t.} ist somit L(f") = L(A), das heifit, die Nullstellenmenge von t +— f*
besteht hier aus L£(A) Zweigen. Diese kénnen wir als Puiseux-Reihen darstellen:
~(t) = ait™ (1 + o(1)) mit I € {1,...,£(A)} und a; € T". Nun kénnen wir fiir
jedes [ folgende Félle unterscheiden.

e Fiir alle [ ist #; = 0. Dann haben die Puiseux-Reihen die Form ~,(t) =
a (1 + 0(1)). Da diese die Nullstellen von f' angeben, erhalten wir durch
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Einsetzen von ¢t = 0, dal f genau L£(A) Nullstellen {al, cee aﬁ(A)} hat.
Widerspruch zur Annahme.

e Es gibt ein ! mit r; # 0. Mit derselben Methode wie in Teil (a) kénnen
wir zeigen, dafl f,. die Nullstelle a; hat.

O

SATZ 13. Wenn f nicht Bernstein-generisch ist, dann ist die Anzahl der iso-
lierten Nullstellen von f echt kleiner als L(A), falls L(A) > 0, und Null sonst.

BEwEIS. Wir unterscheiden zwei Fille.

(a) L(A)>0.
Da f nicht Bernstein-generisch ist, gibt es ein 7, sodafl a eine Nullstelle von
frist. Sei ¢ € {1,...,n}. Wir kénnen nun nach Bemerkung 5 annehmen, daf}

r = (r1,0,...,0) mit 7 > 0 ist und nach eventueller Verschiebung, da} ha,(r) =0
ist.
Es ist somit fi» ein Polynom in den Unbekannten Xo,..., X, und f; = fir +

X, f; fiir ein Polynom f;. Wir setzen a’ := (0, as, . . .,ay). Dann ist
fila') = fiw(a) +0- fia) = fir(a) = 0.
Wir wiihlen ein generisches n-Tupel g = (g1, ..., ¢g,) von Polynomen mit fol-

genden Eigenschaften:

e Es gibt eine Nullstelle b von g, die keine Nullstelle von f ist.

e a ist keine Nullstelle von g.

e Es gibt ein i € {1,...,n} mit g;(a’) # 0 # f;(b).
Sei nun [ die Gerade die @’ und b verbindet, das heiit, I(t) = ta’ + (¢t — 1)b. Wir
konstruieren eine Kurve in C4
Fiir t = 1 entspricht ft im wesentlichen g, also schneidet t — ft die Hyperfldche
D,'(0) in hochstens endlich vielen Punkten. Fiir alle anderen Werte von ¢ haben
wir £(A) Nullstellen.

Lassen wir nun ¢t — 0 gehen, so geht auch f' — f. Somit sind die isolierten
Nullstellen von f Limites von isolierten Nullstellen von f*. Umgekehrt betrachten
wir die Nullstelle [(#) von f'. Diese wandert fiir t — 0 gegen a’, verliit also den
Torus €". Damit haben wir fiir f mindestens eine isolierte Nullstelle weniger als
fiir f* fiir fast alle Werte von t.

(b) L(A) =0.

Wir nehmen an, f habe eine isolierte Nullstelle € ™. Dann héingt diese stetig
(bzgl. der gewshnlichen Topologie) von den Koeffizienten ab. Da sich aber in jeder
Umgebung von f in C# Elemente aus C# \ D,"(0) befinden, die keine Nullstelle
in €™ haben, ergibt sich ein Widerspruch. O

BEMERKUNG 6. Mit den beiden Sétzen 12 und 13 ist ein Bernstein-generisches
f auch in C4\ D;'(0). AuBerdem reicht es aus, daf wir fiir ein einziges Bernstein-
generisches f zeigen, dafl £(f) = MV(4y,...,A,). Aufgrund der beiden Sitze
gilt dann der Satz von Bernstein fiir alle Bernstein-generischen f. Wir werden
diese Beobachtung insofern niitzen, dafl wir uns im Beweis auf f mit speziellen
Eigenschaften beschrianken.

SATZ 14 (Satz von Bernstein). £(A) = MV (Ay,..., Ay).
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BEWEIS. Wir beweisen den Satz mittels Induktion iiber die Anzahl n der Lau-
rentpolynome in C(Xj,...,X,). Nach eventueller Multiplikation mit Monomen
konnen wir oBdA. annehmen, daf} es sich um Polynome aus C[X] handelt.

Aufgrund der Polarisierungsformel aus Satz 3 geniigt es, dal wir den Spezialfall
A=A =... = A, zubetrachten, das heifit, L(A) = V(A) (dieser Spezialfall trigt
auch den Namen Satz von Kushnirenko). Wegen der vorangegangenen Bemerkung
diirfen wir aulerdem annehmen, dafl f nur einfache Nullstellen hat.

Zuerst eine kleine Ubersicht, wie wir vorgehen werden.

Im Schritt (a) zeigen wir den Induktionsstart n = 1.

Ab dem Schritt (b) wenden wir uns dem Induktionsschritt zu. Wir modifizieren
f zu einer Kurve t — f' in C4, deren Nullstellenmenge wir durch Puiseux-Reihen
dargestellen. Deren Anzahl ist fiir fast alle ¢ € C gerade L(A).

Im Schritt (c) werden wir sehen, daf§ die Anfangsterme der Puiseux-Reihen sich
durch die Nullstellen von f,, = (fou, - -, fau) fiit w € R™ mit ||u|| = 1 bestimmen
lassen. Es wird sich herausstellen, dafl

A= S ha(wi(Ay).
ueR™, Jluf=1
Mit Satz 1 und der Induktionsvoraussetzung folgt dann der Satz.

Im letzten Schritt werden wir noch zeigen, dafl die Anfangsterme die auftreten-
den Puiseux-Reihen eindeutig bestimmen.
(a) Der Induktionsstart n = 1.

Wir haben ein Polynom f = > ., cixt mit A = {k1,...,k} C Z, wobei
ki < kiy1 fiir i € {1,...,l}. Bernstein-generisch bedeutet hier, dafl f(_1)(x) =
cry @ #£ 0 # fr)(x) = ey, 2™ fiir o € C*. Das ist gleichbedeutend mit ¢y, # 0 # cg, .
Damit gilt die Aussage fiir n = 1, denn MV(A) = V(A) = k; — k; ist die Anzahl
der Nullstellen von f in %.

(b) Der Induktionsschritt n — 1 — n.

Wir betrachten nun wieder eine Kurve in C4
t— f' fli=f1+¢t1XP mit B € conv(A4)NZ",
fl=f firie{2,...,n}.

Der Schnitt von ¢ +— f* mit D,"(0) liefert hochstens endlich viele Punkte. Fiir
alle iibrigen Werte von ¢ erhalten wir genau L£(A) Nullstellen. Also besteht die
Nullstellenmenge von f' bis auf endlich viele Ausnahmen aus £(A) Zweigen, die
wir durch Puiseux-Reihen v, (t) = a;t™ (1+0(1)) mit l € {1,...,£(A)} und a; € T"
darstellen konnen.

AuBerdem ist r; # 0. Andernfalls hitte «,; die Gestalt p; + a;t™ (1 + o(1)) mit
p € T". Setzen wir diese in f{ ein, so erhalten wir

0= fi(v) = fr (P + at™ (1 + o(1))) + t " (p, + art™ (1 + 0(1)))”.

Wir formen diese Gleichung um zu

fi(p + ait™ (14 0(1))) = =t~ (p, + ast™ (1 + 0(1)))”.
Auf der rechten Seite steht ein Term der Gestalt —t~'p?, der keine Entsprechung
auf der linken Seite hat (da f; ein Polynom ist). Also muf fiir ein ¢ € {1,...,n}
p; = 0 gelten, was im Widerspruch zu p € ™ steht.

(c) Der Zusammenhang zwischen Puiseux-Reihe und f,,.
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B —

Drehstreckung

-1 -1
1 1 CG—»
0 u
(@]
Translation
—ha(u)
0
p——>
0 u
B —
Translation
O ﬁ y O IB
—B2 0 u

ABBILDUNG 9. Transformation eines Polytops in “Standardgestalt”.

Zu jeder Richtung w € R™ mit ||u|| = 1 werden wir die Anzahl der Puiseux-
Reihen v (t) = at™ (14 o(1)) bestimmen, fiir die r € Q. - u ist. Es reicht hier aus,
nur ein u pro Normalenkegel zu jeder echten Seite von A zu betrachten.

Nach Bemerkung 5 kénnen wir annehmen, dafl v = e;. Auch kénnen wir A
so verschieben, dafl ha(u) = 0 gilt und zusétzlich 3 = (ha(u),0,...,0) ist (siehe
Abbildung 9).

Sei also ¥(t) = at™ (1 + o(1)) mit r = (r1,0,...,0) € Ry - u. Nun ist f, ein
polynomiales System in den n—1 Variablen X, ..., X,,. Somit ist a’ = (ag,...,a,)
eine Nullstelle von f., = (fou, . .., fau) (selbes Argument wie im Beweis zu Satz 13).
Damit ist fi,(a’) # 0 (sonst Widerspruch zur Voraussetzung, da f Bernstein-
generisch, siehe Satz 13).

Nach Bemerkung 6 kénnen wir annehmen, daf alle Nullstellen a’ einfache Null-
stellen von f., sind. Deren Anzahl ist £(A,,). Nach Induktionsvoraussetzung ent-
spricht diese MV ,,_1(Auy, ..., Au) = Vino1(Ad).

Wir setzen nun (¢) = at™ (1 + o(1)) in f{ ein. Wir erhalten

0= fl(y(1) = 7 atmai 2™ 4 fru(a’) + o(1).
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Da fiu(a') # 0 ist, muf sich diese Konstante mit t’HhA(“)”a;LA(u) wegheben. Es
mufl —1 + hy(u)ry = 0, also r; = #(u) gelten, und damit alfA(u) + fiu(a’) =0

sein. Damit gibt es fiir 7 nur eine Moglichkeit, ndmlich r = ( #(u), ceey O) und fiir

ay (also auch fiir @) genau ha(u) Moglichkeiten. Wir haben also fiir die Puiseux-
Reihen genau ha(u)L(Ay) = ha(uw) Vy—1(A,) mogliche Anfangsterme. Summieren
wir nun iiber alle Richtungen w mit Lénge ||u|| = 1 so erhalten wir die Anzahl aller
Nullstellen von f. Mit Satz 1 ergibt sich

= 3 ha@)Vaoi(Au) = VA,
ueR™
flull=1

(d) Jeder Anfangsterm entspricht genau einer Puiseux-Reihe.

Wir &ndern dazu die Puiseux-Reihe etwas ab (eine Art Variablentransformati-
on), und zwar gehen wir zu n(t) iiber mit ny(¢t) = 1 (¢)t~" und n;(t) = ~;(¢t) fiir
i €{2,...,n}. Damit ist

Ae®) = (fi+t71 X0 (1))

FL0) + £ D (1))
P 1)) + £ Gy (a0
= Rl (0) + .

Seii € {1,...,n}. Wir zerlegen f; = fin + gi, wobei fi,, ein Polynom in Xo,..., X,
und g; von X, geteilt wird. Damit ist

fity@) = fiu(v(t)) + gi(7(1))
= fiu(2(t), s m(®) +gi(11(t), -, (t))
= fm(ﬂz(t),- 2 (8)) + g (" 01 (), m2(2), - -, M (2))
= fiu(n'(®) + 3:(n(t)),

wobei 17/(t) = (n2(t),...,nn(t)). Da g; von X; geteilt wird, ist g;(n(t)) mindestens
o(1). Wir erhalten insgesamt

g () = F1v(t) = ghm(®) == i) + fru (' (1)) + L (n(D)),

gtim(t)) == fiu(m' @) + Gt (n(t)) fiiri € {2,...

Wir betrachten den Fall ¢ = 0. Dann wird gf(n(t)) zu Null. Deshalb hat g* aufgefat
als n-Tupel von Polynomen in 7(0) genau ha(u) V(A,) einfache Nullstellen der
Form (a1, a’). Das Implizite Funktionen Theorem besagt, dafi wir diese Nullstellen
in einer Umgebung von ¢t = 0 als Funktionen von ¢ darstellen kénnen, das sind
gerade unsere Puiseux-Reihen. ]



KAPITEL 4

Beweis mit torischen Varietiten

1. Vorbemerkungen

Der torische Ansatz zum Beweis des Satzes von Bernstein bedient sich folgender
Ideen.

Sei f =) qcaCaX® ein Laurentpolynom mit A = {ay,...,q,} C Z". Wir
werden im folgenden annehmen, daf conv(A) n-dimensional ist, denn sonst kann f
nach eventuellem Koordinatenwechsel als Polynom in weniger als n Unbekannten
geschrieben werden. Dazu definieren wir die Menge X4 als Zariski-Abschlufl von

Xg ={(x*: - x%):xeT"} C Pl

Diese Menge X4 ist eine torische Varietit. Zu f betrachten wir

L: XA — C
(i tym) = Cca¥it-.. o+ CapYm-
Fiir y € X{ haben wir die Darstellung y = (2! : --- : %) und in XY entspricht

die Gleichung L(y) = 0 genau f(x) = 0.

Sei f = (f1,...,fn) €CAmit A= (A,..., A). Zu einer Abbildung w : Z" — Z
konnen wir fiir o € A das Monom X* durch X *7T(®) ersetzen, wobei T' eine neue
Variable ist. Dadurch erhalten wir ein geliftetes j"', das aus n Polynomen in den
n 4+ 1 Variablen X und T besteht. Setzen wir fiir 7= 1 in }' ein, so erhalten wir
}' |r=1 = f. Wie wir uns schon frither iiberlegt haben, ist fiir fast alle Werte ¢t € C
die Anzahl der Nullstellen von f gleich der von f |7=¢. Im Beweis des Satzes von
Bernstein werden wir den Fall 7' = 0 untersuchen.

1.1. Eigenschaften von X4. Sei A = {ay,...,a,,} C Z". Wir definieren
die allgemeine Veronese-Einbettung beziiglich A als

¢AZT” — mel

x = (xxom).

Damit ist X4 = Big4 und X4 kann als Kompaktifizierung des in P™~! eingebette-
ten T betrachtet werden. Wir werden im folgenden die Frage beantworten, welche
Punkte durch diese Kompaktifizierung hinzukommt.

BEMERKUNG 7. Der Name “allgemeine Veronese- Einbettung” suggeriert, daf3
¢ 4 injektiv ist. Im Allgemeinen ist das aber nicht der Fall, sondern die Anzahl der
Urbilder ist fiir jedes Bildelement von ¢4 konstant und héngt nur von A ab. Das
werden wir im folgenden zeigen.

BEMERKUNG 8. Eine andere Betrachtungsweise ergibt sich dadurch, dafl "
mit der komponentenweisen Multiplikation eine Gruppe bildet. Wir erhalten sogar

27
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eine Operation auf P™~! vermoge

.A:.:ran]P)mfl N ]mel
(@,y) — zey=(x -yi:-- 2% yn).

Hier ist X4 = %" o (1:---:1). T heifdit (algebraischer) Torus, der vermoge o4 auf
P! operiert.

Allgemein wird eine torische Varietdit folgendermaflen definiert. Der n-dimensionale
Torus operiere auf P vermoge “”. Dann heiffit € - & fiir & € P™ torische Varietdt.

Wir wollen nun X4 durch Gleichungen beschreiben (als Zariski-abgeschlossene
Menge mufl X4 durch Gleichungen beschreibbar sein). Dazu bemerken wir zuerst,
dal ™ eine abelsche Gruppe ist. Die Gruppenoperation ist hier die komponenten-
weise Multiplikation mit dem neutralem Element (1,...,1) und die Skalarmultipli-
kation k- x = (gc’f7 . wﬁ)

Fiir Punkte y € X9 ist y; = ¢ fiir i € {1,...,n}. Betten wir T — P
vermoge « — (x,1) ein, so kénnen wir schreiben

Z1
Y1 ayy o a1
Tn
Ym QAm1 - Qmn 1 1
=F

Da wir angenommen haben, dafl conv(A) n-dimensional ist, wissen wir nun, dafl

a1 — Q.o Q1 — Qy ein Erzeugendensystem des R™ ist. Wenn wir fiir ¢ €
{1,...,m — 1} von der i-ten Zeile die m-te Zeile abziehen,
Q11 — Om1 T Q1p — Omn 0
ar o arg 1
M )
Am—1,1 — Om1 T Qm—1n — Omn 0
Qm1 " Qpn 1 ’ 1
Qm1 ce Qmn

so erkennen wir, dal E vollen Spaltenrang hat, némlich n+ 1. Wir kénnen E in die
Hermitesche Normalform iiberfithren. Damit ist U - E = H, wobei U € GI(Z, m)
und H € Z™*(+1) eine obere Dreiecksmatrix ist,

Hypo - Hipia
. .
(10) y.l _ 10 | an+.1,n+1 fl
: 0 .- 0 z
Ym 1
0 ... 0

Sei i € {n+2,...,m}. Wir erhalten durch die Zeilen u; := U; ~ € Z™ folgende
Gleichungen

il Uim _ .0 0410 _
Y17 Ym *lenl =1

Wir kénnen u; = uj‘ —u; mit u;t € N™ schreiben. Damit ist
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Wir miissen noch untersuchen, ob y”;r —y% fiiri € {n+2,...,m} homogen

ist. Es ist
_ [z

wobei y und @ Spalten sind. Somit ist fiir ¢ € {n + 2,...,m} nach Gleichung (10)
u;- E=(0,...,0) bzw. u - E=u; - E.
Da die (m + 1)-te Spalte von E aus lauter Einsen besteht, ergibt sich die Homoge-
nitit von y% — y%i .
Auch ¢4 konnen wir mit einer Matrix beschreiben.
¢A P N mel
11 0 Oln T

xr

=F
Wieder konnen wir E' in Hermitesche Normalform iiberfithren, und erhalten £ =

U='H, mit U € GI(Z,m) und H € Z™*"™ obere Dreiecksmatrix. Wir spalten ¢4
auf

¢A .oqn i) pm—1 L pm—1
x{lll . e x,’I_;Iln
o Hnn
r 1 n — pa(x)
1

Sei y = H - x. Fiir y,, = xfl»» gibt es nun H,,,, Urbilder, nimlich
{mne%ﬁb ke {1,...,Hnn}} .

Zu jedem dieser Urbilder von y, ergibt die analoge Uberlegung, da8 es Hy_1n—1
Urbilder zu y,,_1 gibt. Fithren wir das induktiv weiter und beniitzen wir die Bijek-
tivitdat der Multiplikation mit U™, so ergibt sich, dafl jedes Bildelement von ¢4
genau h := Hy; - - - H,, Urbilder hat.

BEMERKUNG 9. Diese Uberlegungen zeigen, daB es eine Basis v = (v1,...,0,)
des Gitters Z™ gibt, sodafl sich die Elemente von A als ganzzahlige Linearkombi-
nationen von H - v schreiben lassen. Nehmen wir nun das Gitter, das von H - v
erzeugt wird, so hat jedes Bildelement von ¢4 genau ein Urbild. Deshalb kénnen
wir im folgenden annehmen, dafl h =1 ist.

Sei F eine nicht leere Seite von conv(A). Dann definieren wir die Bahn Op von
X4 bzgl. F als die Teilmenge

Ist F' zusétzlich eine echte Seite von conv(A), dann sagen wir, dal y € Op eine
Nullstelle im torischen Unendlichen ist. Fiir i € {1,...,n} sei fi = > c4¢i.a X,
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A={ai,...,a,,} und A = (A,..., A). Die Nullstellenmenge von f € C4 in Xy
definieren wir dann als die Menge

{y €Xa:Cion¥1 + .o F Cia,ym =0 firi € {1,... ,n}}

SATZ 15. Sei F' eine d-dimensionale Seite von conv(A). Dann ist Op eine
d-dimensionale algebraische Teilmenge des P™~1. Auferdem ist

Xa= |J Or wd Xi\¢a(T)= |J Or
F Seite F echte Seite
von conv(A) von conv(A)

BEWEIS. Sei F eine nicht-leere Seite von conv(A). Dazu definieren wir dp =
(6p1 i :0pm) € P! durch

1 ayeF
6F,i: {O 27ZF furzG{L,m}

Wie wir schon frither bemerkt haben, ist X} = T" @ (1 :---: 1) = T" @ dconv(a)-
Wir werden im folgenden zeigen, dafl allgemeiner
OF =%"e 6F = XgﬂF'
Sei dazu
y:{teT:|t|<e} — I
t o (art™ +o(t™), ..., ant™ + o(t™))

mit a € " und r € Z"™. Zu jedem Punkt x in X4 gibt es eine analytische Funktion
~, sodafl

z = limy .o 'Y(t) ° (sconv(A)
= limy_o(art™ 4+ o(t™),...,ant™ +o(t™)) e (1 :---: 1)
— hmtﬂo (aa1t<0¢171‘> —+ 0(t<061,’l'>) e aamt<am;"'> -+ 0(t<am>"'>)) .
Sei F,. die Seite von conv(A) mit innerer Normalen r. Damit nimmt die Funktion
r:R™ — R
p — (p)

auf I, ihr Minimum h, an. Damit ist

2 = thr {(a"‘i +t-(..) firdp,; =1

firi e {1,...,m}.
t- ( . ) fiir 51:'“1' =0 e { m}

Da wir uns im P™~! befinden, spielt der gemeinsame Faktor t"= keine Rolle und
kann weggelassen werden. Fiir ¢ — 0 erhalten wir deshalb

{a"“‘ fiir (SFr,i =1
€Tr; =

firie {1,...,m}.
0 fiir 6Fr,i:0

Damit ist € = a @ dF,. Also liegt jedes @ in genau einer Bahn Op, (fiir » = 0 ist
Oconv(a) = X9). Wir sehen auch, daf§ jede nicht-leere Seite F' von conv(A) genau
der Bahn Op entspricht.

OBdA. sei ANF ={aq,...,a;} furein k € {1,...,m}. Die Abbildung

Or — Xngng_l
x=(r1: - :ixp:0:--:0) — (x1:---:xp)
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ist klarerweise ein Isomorphimus, also ist Op = T" e §p (und die Bezeichnung
“Bahn” gerechtfertigt).

Aus Gleichung (10) folgt, dal X4 sich durch (¢; : -+ : t,,4+1) parametrisieren
148t (und auch, daf soviele Parameter notwendig sind). Damit ist X9 n-dimensional.
Die entsprechende Aussage fiir Op ergibt sich aus dem Isomorphismus. O

FOLGERUNG 15.1. Sei f € CA mit A = (A,..., A) und F eine Seite von A
mit innerer Normalen r. Genau dann hat f eine Nullstelle in O, wenn f,. eine

Nullstelle in ™ hat.
BEWEIS. Nach Definition ist die Nullstellenmenge von f in Op
{y €EO0F:Coayi+.. .+ Ca,ym=0firie{l,... ,n}}

Da y; fir j € {1,...,m} genau dann ungleich 0 ist, wenn o; € F ist, ist diese
Menge gleich

y € Op : Z Cia,yj = 0 fiiri € {1,...,n}
=1
@R
Aus dem Beweis von Satz 15 folgt nun, daf§ diese Menge isomorph zur Nullstellen-
menge von f, in XY, ist (day; # 0 fiir j € {1,...,m} mit a; € F'). Damit lassen
sich diese y; durch %/ darstellen und wir erhalten die Nullstellen von f, in T".
Die umgekehrte Richtung in diesem letzten Schritt im Beweis ist klar. O

Wir bezeichnen im folgenden die Nullstellen von f in X4 mit Z.

BEMERKUNG 10. Damit kénnen wir sagen, dal f genau dann Bernstein-generisch
ist, wenn die Nullstellen Z von f in X4 schon in ¢4 (") liegen. Da jedes Bildele-
ment von ¢4 genau ein Urbild hat (siehe Bemerkung 9), ist

(£(5) =) £(4) = #(2).

AuBerdem ist X bzgl. der gewdhnlichen Topologie des P! tatsichlich der Kern
von Xg4.

1.2. Eigenschaften des Liftens. Unter einem Lift von A = {a1,...,an} C
Z"™ wollen wir hier eine Abbildung w : Z™ — Z verstehen. Die geliftete Menge ist
dann

A={(a,w(a)): aec A} c Z"

Wir benétigen im folgenden einen Lift mit noch einer weiteren Eigenschaft.

Alle Seiten von conv(A), die eine innere Normale der Gestalt (u,1) € R™! mit
w € R™ haben, bilden zusammen die sogenannte untere Hiille von conv(A). Diese
steht in Bijektion mit conv(A) vermége der Projektion auf die ersten n Komponen-
ten pr : Z"t! — Z" (siehe Abbildung 10).

Jede Seite E der unteren Hiille von conv(A) hat die Gestalt

conv((a,w(a;)) i €1) fiirein I C{1,...,m}.
Die Menge
S = {pr(ﬁ) : F Seite der unteren Hiille von COIIV(A)} u{0}

hat folgende Eigenschaften.
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pr

o — o » 7"

A

ABBILDUNG 10. Beispiel fiir A und A.

(1) Ugeg € = conv(A4),
(2) Fiir C1,Cy € S ist C1 N Cs eine Seite von C; und Cy,
(3) Fir 01,02 ceSistCinCy e S.

Die Menge S heifit Unterteilung von conv(A) und ihre Elemente Zellen. Sind
zusétzlich die n-dimensionalen Zellen von der Gestalt conv((ai,w(ai)) 11 € I)
mit #(I) = n + 1 (Simplizes), so sprechen wir von S als eine Triangulierung von
conv(A).

Wir verlangen vom Lift w von A die zusétzliche Eigenschaft, dafl er eine Tri-
angulierung von conv(A) induziert. Wir nennen dann w einen A-Lift von A.

Ein A-Lift w von A tritt in einem gewissen Sinn sogar generisch auf. Es beinhal-
tet (w(a1),...,w(ouy,)) € Z™ alle notwendige Information, um aus A das geliftete
A zu erhalten. Das heiBt, w kann als Punkt in Z™ aufgefafit werden. Wir werden nun
ein Polynom D € Z[X1,..., X,] angeben, soda$ wenn D(w(ov),...,w(0u,)) # 0
ist, w ein A-Lift von A.

Fiir eine Triangulierung von conv(A) darf jede Seite der unteren Hiille von
COHV(A) aus hochstens n+ 1 gelifteten Punkten von A bestehen. Wenn wir also von
w verlangen, daB je n + 2 Punkte von A nicht auf eine Hyperebene in Z"*! geliftet
werden, so erhalten wir eine Triangulierung von conv(A4).

Fiir jede (n 4 2)-elementige Teilmenge I C A soll also gelten, dafi die Menge

{/32‘ =B, i€l {iO}}
linear unabhéingig ist, wobei iy aus I fix gew#hlt und 3; = (o, w(a;)) fiir i € 1
ist. Das heifit,
/Bil - ﬂio
det #0
ﬁin+1 - ﬁi[}
—_———

cZ(n+1)X(n+1)

Es gibt insgesamt ( > solche Determinaten, deren Produkt D ist das gesuchte

m
n+1
ganzzahlige Polynom in den Unbekannten w(a),...,w(ay,).
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2. Eigentlicher Beweis des Satzes

LEMMA 6. SeiT eine glatte, algebraische Kurve in P! und 4 : T' — P ein Mor-
phismus (das heifst, ¥ (x) = (P1(x) : Pa(x)), wobei vy und 12 homogene Polynome
vom selben Grad sind). Dann ist Bitp endlich oder ganz P*. Es gibt ein k € N und
eine endliche Menge K C P! (die kritischen Werte von 1)), sodaf fiir y € Pt gilt:

#p y)=keyeP \ K

BEWEIS. Das Bild einer projektiven Varietét ist unter einem Morphismus bzgl.
der Zariski-Topologie abgeschlossen (siehe Shavarevichs Buch [13], Kapitel I, Punkt
5.2). Damit ist Bi1 abgeschlossen bzgl. der Zariski-Topologie. Es gibt aber nur 3
Typen von abgeschlossenen Mengen im 1-dimensionalen P': @), endliche Mengen
oder der ganze Raum.

Aber auch das Urbild von abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen. Da T’
1-dimensional ist, ist #t,b_l(y) leer, endlich oder eine Komponente der Kurve T'.
Da I' nur aus endlich vielen Komponenten besteht, P! auch nach der Entfernung
endlich vieler Punkte wegzusammenhéngend bleibt und die Zahl der Urbilder von
y lokal konstant ist, folgt die Aussage. O

LEMMA 7. Sei f € CA generisch mit A = (A, ..., A), wobei A = {av,..., 41}
sei. Dann ist L(A) = V(A).

BEWEIS. Zunichst betrachten wir den Fall, da3 A ein n-dimensionaler Simplex
ist. Eine Nullstelle € " von f erfiillt die Gleichungen

C11 * r +...+ Cln+1 - x4+t = 0

= 0

Cnl * ¥ ..+ Cnon+1° rnt1

Da wir uns in " befinden, diirfen wir durch x®~+! dividieren. Wir schreiben fiir

xBi = w?i% im folgenden y; (mit ¢ € {1,...,n}) und erhalten das lineare Glei-
chungsystem
€11 ... Cin Y1 —Cln+1
Chl - Cnm Yn —Cpon+l
=:C

Damit f generisch ist, muf also det(C) # 0 erfiillt sein. Dann gibt es eine eindeutige
Losung y € E". Fiir diese gilt

B11 "

1 1’51 = U0
Bn1 _

',I:l e :L-gnn — yn

Sei E € Z"*" die Matrix mit E;_ = 8, fir i € {1,...,n}. Dazu berechnen wir die
Hermitesche Normalform U - E = H und erhalten
hi1

h _ U1l u
3’;1 e xnln — yl ynln
zprn =y Y
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Die Matrizen H und E haben vollen Rang, da A einen n-dimensionalen Simplex
ist. Damit ist die Anzahl der Losungen

hll e hnn = det(H) = det(E)
= V(conv(0,8;) x -+ x conv(0,3,))
= n!V(conv(O,ﬂl, . ,,@n))
= V(conv(ah...,anﬂ)
= V(4).

Falls A nicht n-dimensional ist, dann besteht f nach eventueller Koordinaten-
transformation aus n Polynomen in weniger als n Unbekannten. Also hat f mit
generischen Koeffizienten keine Nullstellen. Damit ist £(A) = V(A) = 0.

O

SaTz 16 (Satz von Kushnirenko). Sei A = {a,...,,} C Z" und f € CA
Bernstein-generisch, wobei A = (A, ..., A). Dann ist L(A) = V(A).

BeEwEIs. Wir werden im Beweis folgendermafien vorgehen. Im Schritt (a) bil-
den wir ausgehend von A C Z" ein geliftetes Ac 7"+ das wir zu einem A C Z"*!
modifizieren. Dabei hat conv(A) dieselbe untere Hiille wie conv(A). Wir berechnen
die definierenden Gleichungen von X' ;. AnschlieBend definieren wir die Nullstellen-
menge von f in X';. Diese ist eine Kurve (der Ersatz fiir die Puiseux-Reihen in der
Beweismethode von Bernstein).

Im Schritt (b) untersuchen wir eine Abbildung 7 : X4 — P!. Eingeschriinkt
auf Z ist 7 ein Morphismus. Wir werden unter Beniitzung von Lemma 6 zeigen,
daB die Anzahl der Urbilder von n|; fiir fast alle (s; : s2) € P! gleich £(A) ist.
Auflerdem konnen wir uns auf f mit solchen Koeffizienten beschrianken, dafl (1 : 0)
kein kritischer Wert von 7| ist.

Im letzten Schritt werden wir zeigen, daf W\Z_l(l :0) = V(A) ist. Aufgrund
der Konstruktion von A haben alle Punkte von 7|.7(1 : 0) eine besondere Ei-
genschaft. Sie liegen in Bahnen der Gestalt Op, wobei F' eine Seite der unteren
Hiille von conv (;1) und damit von conv (121) ist. Projizieren wir diese auf Z™, so
erhalten wir eine Triangulierung von A. Wir werden zeigen, dafl £(A) die Summe
der L(pr(F)) ist, wobei pr(F) = (pr(F),...,pr(F)) und F eine Seite der un-
teren Hiille von conv(A) ist. Nach Lemma 7 ist L(pr(F)) = V(pr(F)). Also ist
L(A) = S V(pr(F)) = V(A).

(a) Die Varietdten X'; und X.

Sei w : Z" — 7Z ein A-Lift zu A. Wir erhalten ein Polytop A ¢ Z"*!. Wir
definieren A = AU {(o,w(a) +1) : @ € A}. Wir bilden die torischen Varietéiten
A4 und &'; mit den Abbildungen

¢A s gntl -  pm-1

(z,t) — (zool@) ... gemgelan))
und
¢fi . :In+1 N PZm—l
(:E,t) — (woutw(ou) coes pompw(am) - pongw(an)+l . :I:a’"'tw(a"’)+1) .

Sei I die Menge der definierenden Gleichungen y”+ —y* von X 4~ Wir berechnen

nun die definierenden Gleichungen von X'; unter Verwendung von I. Dazu sei E
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die Matrix
a1 cee A1n w(al) 1

(67951 Tt Omn C"}((1171) 1

mit schon bekannter Zerlegung UE=H. Analog sei E

11 e A1p w(al) 1
Q1 Qmn w(au,) 1] _ E
11 A1n w(al) —+ 1 E/
Qm1 0 Qmp W(am) +1 1

Um die definierenden Gleichungen von X'; zu berechnen, werden wir E in eine der
Hermiteschen Normalform &dhnliche Gestalt iiberfiihren. Dazu schreiben wir

P E\ _(ldyy | 0\ (E
(E’) \ 0 | I/ \&

Zuerst ziehen wir von der (m + 1)-ten Zeile die erste Zeile ab und erhalten

a1 o Qap w(ag) 1

1o |0 :

-0 -0 - Qmi O w(auy,) 1
o 0 --- 0 (E - 0 - 0 1 0
Idzm y agr o oo, w(loe)+1 1

0 0 0 : : :
Qm1 0 Qmn w(ay)+1 1

Fiir ¢ € {2,...,m} multiplizieren wir zunéchst die (m + i)-te Zeile mit —1 und

addieren dann die i-te Zeile. Damit steht in der (m+1)-ten Zeile das (—1)-fache der
(m + 1)-ten Zeile. Deshalb addieren wir noch die (m + 1)-te Zeile zur (m + i)-ten
Zeile. Somit ist

Q11 ot Oqp w(al) 1

1 0 --- 0 1 0 --- 0 ) Qm1 0 Qg w(ag,) 1

11 0|1 -1 I N | L0
E/

: . : . 0 ’

-1 0 1 1 0 -1

0 0

[ U 0 \ [ H

10 1 0 0 . 0 0 1 0
-1 1 0] 1 -1 0 EY_ 1o 0
E/
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Somit sind die definierenden Gleichungen von X'z
(11) TU{Ym41%i — Y1ym+i 11 € {1,...,m}}.
Die Nullstellenmenge von f in X4 bzw. }' in X'; ist nach Definition

7 = {y €EXA:CiogY1+ -+ Cio,Ym =01fliri € {1,...,n}} bzw.
Z = {yEXA:ciya1y1+...+ci7amym:0fﬁri€{1,...,n}}.

In X; definieren wir die Nullstellenmenge von j" in X; ganz analog als
7 = {y €eXiiCioan¥1+ .+ Cia,Ym =0furie {1,...7n}}.

Nach Satz 15 ist X'; (n + 1)-dimensional. Da Z nichts anderes als der Schnitt von
Xz mit den n Hyperflichen

{yeP™ L ciayi+ ..+ Cia,ym =0} firie{l,...,n}

ist, ist Z eine glatte, algebraische Kurve im P?™~! (im Allgemeinen besteht diese
aus mehreren Komponenten).
(b) Die Abbildung 7 : X; — P*.

Nach Satz 12 ist die Anzahl der Nullstellen von f in " endlich und gleich
L(A). Nach Bemerkung 10 ist keine der Nullstellen von f in X4 im torischen
Unendlichen, das heifit, Z C ¢4(T"), und L(A) = #(Z).

Das geliftete f kann als Kurve in C4 aufgefat werden

S }|T:s~

Wie wir schon im Kapitel 3 gesehen haben, ist die Anzahl der Nullstellen von f | 7=
in " dieselbe wie von f, fiir fast alle s € ¥. Allerdings kénnen die Nullstellen im
torischen Unendlichen liegen.

Wir definieren nun 7 : X; — P!. Fir y = (y1:-+: Yam) € X ; definieren wir
im Bereich y;, # 0 fur ig € {1,...,m}

T(Y) = WYio * Ym-io)-

Fiir ¢ € {1,...,m}\{éo} mit y; # 0ist (Yiy : Ym+io) = (Yi : Ym+i) wegen der Gestalt
der definierenden Gleichungen aus (11). Also stimmt der Funktionswert von 7 auf

dem Durchschnitt der Bereiche y;, # 0 und y; # 0 tiberein. Falls y; = 0 ist fiir alle
i €{1,...,m}, so definieren wir fiir ¢y € {1,...,m} mit Yy #0
T(Y) = Wio * Ym+io) = (02 Ymtig)-

Mit derselben Uberlegung wie vorhin ergibt sich, dal 7 eine wohldefinierte Abbil-
dung ist. )

Wir untersuchen nun 771(1 : s) N Z. Zu einem y aus 7 (1 : s) gibt es ein
io € {1,...,m}, sodaB (yi, : Ym+i,) = (1 :s), das heiBt sy;; = Ymti,- Wegen (11)
ist (yi : Ymsi) = (1:s) fir alle i € {1,...,m}.

Esistalsoy = (y1: " :UYm :Sy1: - : SYm). Ist zusitzlich y € Z, so erfiillt y
Cion¥1 + -+ Cia,, Ym =0 fir i € {1,...,n}.
Esist (y1 :...: ym) eine Nullstelle von j"' in X';. Wir erhalten eine Surjektion
(12) 77_1(1 ZS)ﬁZ Tr—5> Z

Y= YmiSyr o 1S8Ym) o (Yrto i yYm).
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Nach Satz 15 liegt 7*(y) € Z in Op fiir eine nicht-leere Seite F' von conv(A). Also
ist y; # 0 genau dann, wenn «; € F fiir i € {1,...,m}. Fiir diese Komponenten

ungleich Null gibt es die Darstellung y; = waitz(ai) fir ein © € " und ¢y, € .
Damit wird (12) zu einer Bijektion

ml1:s5)NZ

Zn{mi(y) by = s}
Y= (1 Y Sy SYm) o (g1

S Ym)e
Es entspricht ZN{r*(y) : t, = s} den Nullstellen von f|r—, in X4. Die Anzahl der
Nullstellen ist fiir fast alle s konstant. Es ist }' |r=1 = f und somit
~l1:1)NZ — Z
Y= Ymiy1iiYm) = (Y1 Ym)

eine Bijektion. Also ist fiir fast alle s € ¥
(13) L(A) = #(Z) :#<7T_1(1 : 1)m2) :#(77_1(1 : s)mZ).

Wir wenden nun Lemma 6 auf den Morphismus 7| : Z — P! an. Wegen
Gleichung (13) mufl

# (M) Z) = £(A4)

fiir alle s = (s1 : $2) sein, bis auf endlich viele kritische Werte {si,...,s,} C
P!. Diese Punkte wandern aber mit Verinderung der Koeffizienten von f. Wegen
Bemerkung 6 kénnen wir uns im folgenden auf solche f beschrianken, fiir die (1 :

0) ¢ {81, cey Sk} ist.
Also ist

L(A) = # (w‘l(l : omZ).

(¢) L(A)=# (ﬂ_l(l L0)N Z) = V(A).

Die Punkte in 771(1 : 0) N Z haben die Gestalt y = (y1 : -~ : Y : 0: -~ : 0).
Somit ist nach Satz 15 y nicht in der Bahn Oconv(Ay sondern in Op fiir eine Seite

F' der unteren Hiille von A. Sei F die Menge der Seiten F' der unteren Hiille von
A. Damit ist die Anzahl der Nullstellen

(14) L(A) = 71'_1(1 :0)N 7 =

:U# y €Op: g Cio;yj =0 fiiri € {1,...,n}
FeF j=1
a;eF

Sei F' € F. Es gibt eine k-elementige Teilmenge {j1,...,jx} C {1,...,m}, soda8
F = conv((aj,,w(ay,)), ..., (0, w(ay,))).

Wir behaupten nun, daf die Anzahl der Nullstellen in Op genau V(pr(F))
ist. Wenn wir unsere Rechnung mit einem anderen A-Lift @ machen, der dieselbe
Triangulierung von conv(A) induziert, dann erhalten wir ebenso die Gleichung (14).
Wir konnen also zu jeder Seite F' einen A-Lift @ wihlen, sodal F' bzgl. © (kurz:
F) parallel zu Z" x {0} ist (siche Abbildung 11). Es gilt dann
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pr

T

o—0
A a .- Zn
pr(F)

ABBILDUNG 11

k
#{yGOF:ZCi,a”yﬁ =0firie{l,...,n} }

=1

k

#{yé Op - Zci»anyﬁ =0firie{l,...,n} }
=1

Fiir alle I € {j1,...,5%} ist y # 0. Damit 18t sich y; = 2 #“(*) schreiben, mit

x € T" und t € . Wir erhalten die Gleichungen

k
Zciah (@) =0 fiir i € {1,...,n}.
I=1
Da F parallel zu Z" x {0} ist, kommt ¢ immer mit derselben Potenz h vor. Somit
k
th. ZCZ'»% x® =0firie {1,...,n}.
1=1
Da wir in Losungen in " interessiert sind, kénnen wir den Faktor t" weglassen.
Nach Lemma 7 ist die Anzahl der Losungen V(pr(F )), wenn F' n-dimensional ist.
Da A die Vereinigung aller pr(F') ist und die untere Hiille in Bijektion mit A
steht, ist

L(A) =) V(pr(F) = V(A).

Mithilfe der Polarisierungsformel folgt nun auch der Satz von Bernstein.



KAPITEL 5

Satz von Bernstein fiir den affinen Fall

Ansétze, wie wir die Anzahl der Nullstellen von f = (f1,..., f,) in C"™ bestim-
men konnen, liefert der Fall n = 1. Dort besagt der Satz von Bernstein, dafl die
Anzahl der Nullstellen mit Vielfachheit in C* von

k
(15) f:ZciXi mit ¢; # 0 # ¢,
1=l

gerade k — [ ist. Dieses Ergebnis konnen wir auch mithilfe des Fundamentalsatzes
der Algebra gewinnen.

BEMERKUNG 11. Die Multiplikation mit einem Monom X verindert die An-
zahl der Nullstellen in C™ sehr wohl. In einem gewissen Sinn ist es also hier wichtig,
dafl wir die 0 in bezug auf die Newtonpolytope “fixieren”. Auch macht es nur noch
Sinn, Polynome aus C[X] zu betrachten (und nicht mehr allgemein Laurentpoly-
nome).

Eine Schranke fiir die Anzahl der Nullstellen in C" ist

SATZ 17 (Satz von Bézout). Seien fi,..., f, Polynome. Falls die Anzahl der
gemeinsamen Nullstellen endlich ist, so ist sie beschrinkt durch deg(f1)---deg(fn).

BEWEIS. Fiir jedes Polynom ist N'(f) C deg(f)-S,, wobei S,, = conv(0, ey, ..., e,)

der n-dimensionale Standardsimplex ist. Wir werden verleitet zu argumentieren,
dafl mit dem Satz von Bernstein die Anzahl der Nullstellen hochstens

MV (N(f1),....N(fn)) < MV(deg(f1):Sn,...,deg(f1)-Sn)
deg(f1)---deg(fn) MV (Sp,...,Sn)
= deg(f1)---deg(fn)

ist und daraus der Satz von Bézout folgt. Nur stimmt das so nicht ganz, denn der
Satz von Bernstein gibt nur die Anzahl der Nullstellen in ¥* G C™ an. Im folgenden
Beispiel 6 werden wir sehen, dafl trotz generischer Koeffizienten Nullstellen aufler-
halb von " liegen koénnen. Im Abschnitt 1 dieses Kapitels werden wir dann den
Satz von Bézout beweisen. O

/

BEISPIEL 6. Wir betrachten die beiden Polynome f,g € C[X,Y]

f = aiX+aX?+a3X?Y
g = bY +bY?+b3XY3,

Fiir jede Wahl der Koeffizienten ist 0 eine Nullstelle von (f, g) (das ist noch nichts
besonderes, da beide Polynome keinen konstanten Term haben). Auflerdem gibt es

39
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N(f)

ABBILDUNG 12. Die Newtonpolytope von f = ¢ X'Y3 +
2 XY 4+ 3 X3Y 0 4 4, XY3 + 5 X3 + 6 X3V + ¢, X4Y2 und f.

Nullstellen der Form (0, —2) und (—2t,0), denn
2 az
F=2,0) = —2 (a+as(-2)) =0,
9(07_% = —g—; (bl—l-bg(—%)) =0 und
f0,p)= 0 =g(q,0).

Wir haben also 3 Nullstellen in den Koordinatenhyperebenen fiir jede Wahl der
a;,b; € Cfirie {1,2,3} mit as # 0 # bs.

1. Translationsansatz

Unser erster Ansatz bedient sich folgender Uberlegung. Bei dem Polynom f
aus Gleichung (15) ist 0 eine Nullstelle mit Vielfachheit /. Wenn wir nun fiir ein
xo € ¥, das keine Nullstelle von f ist, die Variablentransformation X ~~ X — xg
durchfiihren, so erhalten wir ein Polynom f = Zf:o ¢; X' vom selben Grad, aber
mit ég = f(zo) # 0. Alle Nullstellen von f befinden sich nun in ¥. Der Satz von

Bernstein liefert die gewiinschte Anzahl aller Nullstellen in C & — 0 = deg(f) =
deg(f). 3

Wir iibertragen diese Uberlegung auf den Fall von beliebigem n. Wir ben6tigen
ein xg, das zum einen keine Nullstelle von f ist und fiir das p; # z; fiir alle
Nullstellen p € " von f und i € {1,...,n} ist (sonst wandert diese Nullstelle auf
die entsprechende Koordinatenhyperebene). Durch die Translation

X~~X-—=x

sind nun alle Nullstellen des transformierten j" in T". Allerdings haben sich die
Newtonpolytope sehr verdndert und ihre urspriingliche Gestalt fast génzlich ver-
loren. Wir erhalten zu jedem Monom X die Teilmenge eines ganzen “Quaders”
{XP:3€{0,...,a;} fiiri € {1,...,n}} (als Beispiel siche Abbildung 12).

Da alle Nullstellen von f in ¥ sind und N'(f;) C deg(f;)- S, fiiri € {1,...,n}
ist, folgt nun mit Bernstein der Satz von Bézout.
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X~ X—=x

ABBILDUNG 13. Die Newtonpolytope zweier Polynome f und g
sowie von f und g.

BEISPIEL 7 (Fortsetzung von Beispiel 6). In Abbildung 13 sehen wir, wie sich
die Trager von f und g unter Translation der Koordinaten verdndern. Die Anzahl
der Nullstellen in C™ ist somit kleiner oder gleich

MV (N(f),N(3)) =16 — 3 — 3 = 10.

Der Satz von Bézout liefert hier als Schranke deg(f) deg(g) = 4-4 = 16. Wir haben
hier also eine deutliche Verbesserung erreicht.
Die Anzahl der Nullstellen von (f, g) in " ist
1 1

MV(N (). N (g)) =4 -5 — 5 =3,

also befinden sich maximal 7 Nullstellen auf den Koordinatenhyperebenen. Wie wir
uns aber schon friiher iiberlegt haben, gibt es nur 3 Nullstellen auf den Koordina-
tenhyperebenen. Die gesuchte Anzahl der Nullstellen in C? ist damit 6.

2. Hinzufiigen der 0

Einen anderen Ansatz liefert folgende Uberlegung. Ersetzen wir f aus Glei-
chung (15) durch f+ ¢g mit ¢y € ¥, dann kénnen wir hoffen, dafl sich fiir kleines ¢
sich die Nullstellen nicht gravierend verdndern, das heifit, dafl deren Anzahl gleich
bleibt. Durch dieses ¢y wird verhindert, dafl 0 eine Nullstelle von f + ¢q ist. Dieses
verdnderte f 4 co liefert die gewiinschte Zahl | — 0 = deg(f). Wir haben hier das
Newtonpolytop N(f) veréindert zu conv ({0} UN(f)).

Fiir beliebiges n ergibt sich

SATZ 18. Die Anzahl der Nullstellen von f in C™ ist beschrdankt durch
MV (conv({0} UN(f1)),...,conv({0} UN(fn))).

Der Beweis fiir diese Aussage ist in Artikel [9] von Li und Wang. Im Artikel [12]
von Rojas und Wang wird auch besprochen, wann diese Schranke exakt ist. Im
folgenden Abschnitt werden wir eine schirfere Schranke kennenlernen, aus der die
Schranke aus Satz 18 folgt.
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BEISPIEL 8 (Fortsetzung von Beispiel 6). Mit Satz 18 ist die Anzahl der Null-
stellen von (f, g) in C™ beschrinkt durch

MV (conv({0} UN(f)),conv({0} UN(g))) =10—-1—-1=8.

Wir sehen, dafl wir hier noch zwei Nullstellen zuviel zéhlen. Eine Schranke, die fiir
generische Koeflizienten exakt ist, liefert das stabile gemischte Volumen im folgen-
den Abschnitt, dessen Berechnung aber deutlich aufwendiger als die Berechnung
des Minkowskivolumens der leicht verdnderten Newtonpolytope ist.

3. Das I-stabile gemischte Volumen

LITERATUR. Die Basis fiir diesen Abschnitt bilden die Artikel [7] und [8] von
Huber und Sturmfels.

Wir gehen in diesem Abschnitt ein bifichen allgemeiner vor. Sei I C {1,...,n}.
Wir definieren

TIL:: {mecnxz#OfurZE{lyan}\I}
Fir I ={1,...,n} ist C} = C" und fiir I = () ist C} = T".

LEMMA 8. Sei I C {1,...,n}. Dann hat f € CA endlich viele Nullstellen in
Cy fiir eine generische Wahl der Koeffizienten, wenn fir jede Teilmenge J C I gilt

(16) #() = #{ic{l,...,n}: fie(X;:5€ )} =ny.

BewEs. Wir setzen Cyy == {X € C" : X; = 0 & j € J} = In=#0),
Klarerweise ist C; = (J;c; C(s). Sei i € {1,...,n}. Die Einschrinkung der poly-
nomialen Funktion f; auf C(j) ist genau dann die Nullfunktion, wenn f; im Ideal
(X; :j € J) liegt. Die Anzahl der f;, die eingeschrénkt auf C(;) die Nullfunktion
sind, ist deshalb n ;. Dadurch ist die Einschréinkung von f auf C( ) im wesentlichen
ein Gleichungssystem in n — n; Gleichungen und n — #(J) Variablen. Nach (16)
ist n — #(J) < n—ny, das heiit, das eingeschrinkte Gleichungssystem besteht aus
mindestens so viele Gleichungen wie Variablen. Deshalb hat dieses Gleichungssy-
stem fiir eine generische Wahl der Koeffizienten nach dem Satz von Bernstein nur
endlich viele Nullstellen. Da es nur endlich viele Teilmengen J von I gibt, folgt die
Behauptung. O

BEISPIEL 9 (Fortsetzung von Beispiel 6). Nach Lemma 8 ist die Anzahl der
Nullstellen von (f, g) in C? = C; mit I = {1,2} endlich. Denn fiir J = {1} ist nur
f € (X) bzw. fir J = {2} nur g € (V). Fiir J = I ist Bedingung (16) klarerweise
erfiillt.

Wir definieren das I-stabile gemischte Volumen folgendermafien. Sei¢ € {1,...,n}.
Dann sei P; = conv({0} U A;) C R™ und P; = conv({0} U 4;) C R™"', wobei
A; = {(a,wi(e)) : ¢ € {0} U A;} vermdge w; : Z™ — Z mit

W‘(a)* 0 aeA;
)1 a=0¢ 4

geliftet wurde.

Sei P = Y | P baw. P = Y | P;. Wie wir uns schon in Abschnitt 1.2
von Kapitel 4 {iberlegt haben, steht die untere Hiille von P in Bijektion mit P
vermdge der Projektion pr : Z"T! — Z" auf die ersten n Komponenten. Damit
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erhalten wir eine Unterteilung S = {pr(ﬁ ) : F Seite der unteren Hiille von P } von

P.Mit ug € R™*+1 begeichnen wir die innere Normale von F'. OBdA. sei die letzte

Komponente von uy gleich 1. Wir nennen pr(F) € S I-stabil, wenn uz keine
negativen Eintréige hat und fiir ¢ ¢ I die i-te Komponente von u gleich 0 ist.

Aufgrund Lemma 1 18t sich £ in eindeutiger Weise schreiben als Dy F; mit
F} Seite der unteren Hiille von P; fiir 4 € {1,...,n}. Damit ist

pr(F) = 3 pr(F)

Wir definieren das I-stabile gemischte Volumen SM(A) als Summe der Minkow-
skivolumina MV (pr(F}), ..., pr(F},)), wobei pr(F) = Sy pr(F;) I-stabil ist.

SATZ 19. Die Anzahl der isolierten Nullstellen von f € CA in Cy ist beschrdnkt
durch das I-stabile gemischte Volumen SM;(A). Diese Schranke ist exakt, wenn f
fiir eine generische Wahl der Koeffizienten nur endlich viele Nullstellen hat.

BEMERKUNG 12. Klarerweise ist ) .-, conv(4;) eine Zelle der Unterteilung S,
die einzige mit der Normalen (0,...,0,1). Damit ist

MV(A) < SM;(A).
Wenn wir die Summe aller Minkowskivolumina MV (pr(E}), ..., pr(F},)) mit pr(F) =

S pr(F;) € S bilden, ohne darauf Riicksicht zu nehmen, ob pr(F) I-stabil ist,
so erhalten wir MV (conv({0} U A4;),...,conv({0} U A,)). Also ist

MV(A) < SM;(A) < MV (conv({0} U 4),...,conv({0} U A,)).
Damit folgt Satz 18 aus Satz 19.

BEWEISSKIZZE. Sei f mit generischen Koeffizienten im Sinne von Lemma 8.
Wir definieren

t— f'fl= {c't—i_fi 0¢ A

P 0c A firie {1,...,n}.

Wir kénnen ¢ € ¥ so wihlen, da8 ¢t — f' Bernstein-generisch ist fiir alle t € T
bis auf endlich viele Ausnahmen. Nach dem Satz von Bernstein hat ¢t — f* fiir
diese Werte von ¢ genau MV (conv({0} U Ay),...,conv({0} U A,)) Nullstellen in
%", AuBerdem sind alle Nullstellen von ¢t — f' in T" fiir t € Z.

Wir stellen die Nullstellenmenge von t — f* als Puiseux-Reihen

3(t) = at™(1-+ o{1))
mit a € " und r € Q" \ {0} dar. Jede Nullstelle von f ist somit der Grenzwert
x := lim;_,g~(¢) fiir eine Puiseux-Reihe 4. Wir werden also untersuchen, welche
Puiseux-Reihen fiir t — 0 konvergieren.

Es stellt sich heraus, daf§ (v, 1) die innere Normale auf eine Seite F' der unteren
Hiille von P ist. Fiir pr(F) = S pr(Fy) € S ist a die Nullstelle von

fpr(ﬁ') : Z Ci,aXa fiir ¢ € {1,,7’1,}
acA;Npr(F;)

Nach dem Satz von Bernstein liefert jedes pr(F’) € S genau MV (pr(F‘l), e ,pr(ﬁ‘n))
Nullstellen.
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P b3 Q
by
q3
by 7’
0
0 a q
P+Q Pst4q;
(vergrofert)
P5+0 Pstq
pPy+0 potay D1tay
Legende:
0 w(e)=0
P+ _
pPit+q w(o)=1
Py o SO
® Mit 0, p;, g; meinen wir
0+ 0 0‘|'ql O+QQ w(0)7w(pz)’w((h)

ABBILDUNG 14. Die unteren Hiillen von 13, Q und P + Q aus Beispiel 6.

Eine Puiseux-Reihe ~ konvergiert nur fiir ¢ — 0, wenn alle Exponenten r des
Anfangsterms nicht negativ sind. Wenn r; > 0 ist, dann ist die i-te Koordinate von

x Null. Damit liegt « in C; fiir ¢ € I. Da nur solche pr(F) € S, die I-stabil sind,
beim [-stabilen gemischten Volumen berticksichtigt werden, folgt die Aussage. O

BEISPIEL 10 (Fortsetzung von Beispiel 6). Sei P = conv ({0} UN(f)) und
@ = conv ({0} UN(g)), sowie P bzw. Q das geliftete P bzw. Q. Die unteren Hiillen

von P, Q und P + Q sind in Abbildung 14 dargestellt. Die Unterteilung S von
P + @ ist aufgefiihrt in Tabelle 1. Das {1, 2}-stabile gemischte Volumen von N (f)
und N (g) ist somit 3+ 1+ 1+ 1 = 6 und liefert die Anzahl der Nullstellen von

(f,9)

4. Wieso ist die Anzahl der Nullstellen wichtig?

Eine wichtige Anwendung des Satzes von Bernstein ist das explizite Berechnen
der Nullstellen von f mithilfe numerischer Homotopie-Fortsetzungsmethoden. Hier
werden aus den schon bekannten Nullstellen eines n-Tupels von Polynomen g die
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prFe s Normale von ' MV (pr(F),...,pr(F,)) {1,2}-stabil?
N(f)+Ng) (0,0,1) 3 v

conv(0,p;) + conv(0, q,) (1,1,1) 1 v

conv(py, py) + conv(0, q,) (1,0,1) 1 v

conv(0,p,) + conv(qy, q,) (0,1,1) 1 v

conv(py, p3) + conv(0, q;) (1,-1,1) 1

conv(0,p;) + conv(q,, qs3) (-1,1,1) 1

COHV(O p27p3)*’Q3 Q7271’1> 0

b3 +COHV(O q27q3) (177231> 0

TABELLE 1. Unterteilung S von P + Q.

Nullstellen von f unter Beniitzung der Homotopie

h(z,t) =c(l1 —t)g(x) +tf(x)

berechnet, wobei ¢ € T (dieses ¢ wird generisch gewé#hlt, damit sich h “brav”
verhilt). Fiir t = 0 ist h das g mit den schon bekannten Nullstellen. Wir lassen ¢
von 0 nach 1 wandern (¢ mufl dabei nicht unbedingt reell sein, auch ein komplexer
Weg ist moglich). Die Jacobimatrix von h bzgl. x

8%1 3zn
J(x,t) = | : :

Oh, .. Ohy,

Oz Oy,

habe fiir diese Werte von ¢ immer maximalen Rang. Wie wir uns schon im Ab-
schnitt 1 iiberlegt haben, gibt es einen zumindest komplexe Wege von 0 nach 1,
sodaf} die Jacobimatrix immer maximalen Rang hat.

Sofern die Nullstellenmenge von h entlang des Weges von t glatt ist, besagt
das Implizite Funktionen Theorem, dafl wir fiir jede Nullstelle xy von g eine Kurve
~(t) erhalten mit h(~(t),t) = 0 und (0) = @o. Wir interessieren uns fiir (1), das
eine Nullstelle von f sein sollte.

Da h(~(t),t) als Funktion von ¢ identisch Null sein soll, verschwindet ebenfalls

4 (h(~y(t),t)). Damit muB ~(t) folgende Differentialgleichung erfiillen

dt
0= S (Blr(0),1)) = T(v(1) - 5 (1) + G (201, 1).

Wir erhalten also ein System gewohnlicher Differentialgleichungen

a17) Tr(0) (1) = =0 (1), 1)

mit der Anfangsbedingung ~(0) = xg, die sich numerisch gut behandeln li8t.

Bevor der Satz von Bernstein bekannt war, wurden fiir g Polynome mit dem
selben Grad wie f gewihlt, ohne Riicksicht auf die auftretenden Newtonpolytope
zu nehmen. Daher hatte g oft mehr Nullstellen als f. All jene Nullstellen von g, die
zuviel sind, sorgen als Startwert dafiir, dal die Losungen der Differentialgleichungen
aus Gleichung (17) fur ¢ — 1 divergieren. Je besser die Schranke fiir die Anzahl
der Nullstellen von f ist, desto weniger Differentialgleichungen miissen berechnet
werden, was einigen Aufwand sparen kann.
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Der Satz von Bernstein und seine Verallgemeinerungen erlauben es uns in vielen
Fillen, genauer als mit dem Satz von Bézout abzuschétzen, wieviele Nullstellen f
hat. Aulerdem wissen wir, wie das Newtonpolytop von g aussehen sollte.

LITERATUR. Die Informationen aus diesem Abschnitt finden sich in [4] in Ka-
pitel 7.5. Fiir eine genauere Betrachtung (mit expliziten Algorithmen) verweisen
wir auf [14].



KAPITEL 6

Anwendung des Satzes

Gegeben sei ein Laurentpolynom f € C(X). Wir untersuchen nun die Anzahl
der Schnittpunkte von Z(f) mit einer Geraden [ in " und zeigen

SATZ 20. Die Anzahl mit Vielfachheit der Schnittpunkte von Z(f) und generi-
schem | ist deg(f).

1. Rein rechnerisch

Sei f =3 qcacaX® mit A C Z" endlich. Die Multiplikation von f mit ei-
nem Monom X<, « € Z", dndert an den Nullstellen in ™ nichts. Deswegen ist
es uns erlaubt, das Polynom f durch Multiplikation mit einem Monom in eine
besondere Gestalt zu transformieren. Einerseits soll f zu einem Polynom wer-

den und andererseits fiir alle ¢ € {1,...,n} von X; nicht geteilt werden. Das
wird erreicht durch Multiplikation mit X?, wobei 8 = (81,...,0,) € Z" mit
Bi = —min{a; : @ = (aq,...,ap) € A} fur i € {1,...,n}. Geometrisch bedeutet

das fiir den Tréger A von f, daf nun A C Nj und
An{x = (x1,...,2,) ER" 12, =0} £ 0

fir i € {1,...,n}, das heifit, auf jeder Koordinatenhyperfliche in Z™ gibt es einen
Punkt aus A.

Die Gerade [ konnen wir folgendermaflien anschreiben: [ = {p+t-q : t € C} mit
p,q € C",q # 0. Fiir die Schnittpunkte « von Z(f) und [ gilt nun, dafi f(x) =0
und x € [, das heifit, es gibt ein ty € C, sodall © = p + ¢y - q. Setzen wir diese
Darstellung in das Polynom f ein und behandeln ¢y als Variable, so erhalten wir
g(to) = f(p+to-q) € Clto]. Jeder Nullstelle von g entspricht nun ein Schnittpunkt
von Z(f) und [, und umgekehrt. Wir wissen, daf§ die Anzahl der Nullstellen von
g genau dem Grad von g entspricht (gezihlt mit Vielfachheit). Dieser Grad von g
wiederum ist der Grad von f. Also gilt Satz 20.

BEMERKUNG 13. Die Schranke, die der Satz von Bézout in diesem Fall fiir f
liefert (nach Multiplikation mit X* ), ist hier exakt. Die Gerade [ kann als Schnitt
von n — 1 affinen Hyperebenen Z(FEs),...,Z(E,) mit E; =Y. a;; -x; +b; (i €

j=1
{2,...,n}) dargestellt werden. Der Satz von Bézout besagt, dafl die Anzahl der
gemeinsamen Nullstellen von f, Es, ..., E, kleiner oder gleich dem Produkt der

Grade deg(f) - deg(Fs) - - -deg(E,) = deg(f) - 1---1 = deg(f) ist.

2. Mit Zuhilfenahme von Bernstein
Der Satz von Bernstein besagt im vorliegenden Fall, daf3
#{xel: f(x) =0} = MV(N(f),N(Es),....N(E,)).

47
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-~ €

0 Py deg(f) - €1
ABBILDUNG 15. Die Polytope P, N und Q.

Hier haben wir N (E;) = conv(0, ey, ...,e,) =S, fiir i € {2,...,n}, also ist N (E;)
der n-dimensionale Standardsimplex. Wir wollen hier zeigen, daffi MV (N (1), Sny--- ,Sn) =
deg(f). Wie im vorigen Abschnitt konnen wir annehmen, dafl f € C[X] und X;
das Polynom f fiir alle ¢ € {1,...,n} nicht teilt.

Die erste Beobachtung ist, dafl das Minkowskivolumen in unserem konkreten
Fall nur vom Grad von f abhingen soll. Das Polytop N (f) werden wir nun nach
oben und unten durch einfachere Polytope abschétzen, von denen wir zeigen, dafl
sie mit den n — 1 Standardsimplizes das Minkowskivolumen deg(f) haben.

Einerseits ist N'(f) C deg(f) - Sn, =: Q. Andererseits gibt es py, - ..,p,, € N(f)
mit

di—1poj = deg(f)
pi = 0 firie{l,...,n}.

Wir setzen P := conv(py, ..., p,) € N(f). Wir erhalten also P C N'(f) C Q (siehe
Abbildung 15) und somit nach Satz 6

MV(P,S,,...,8,) S MV(N(f),Sns---,Sp) S MV(Q,Sns ..., Sn).
Falls wir nun zeigen konnen, daf3
MV(P,S,,...,S,) =deg(f) =MV(Q,S,, ..., Sn),
so folgt die Behauptung.
LEMMA 9. MV(Q, Sy, ..., Sn) = deg(f).
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BEwEIS. Es ist
MV(Q,Sn,...,Sn) = MV(deg(f)-Sn,Sn

I

Q. Q.

o @

g 0”

—~
===

%)

3

~

LEMMA 10. MV(P,S,,...,S,) = deg(f).

BEWEIS. Wir konnen hier den Satz 5 anwenden. Dazu verschieben wir als erstes
P um —p,, erhalten also, da§ 0 € conv(0,p; — py, - .-, P, — Py)- Die Facetten von
S,, sind

Fy = conv(ey,...,ep)
F;, = conv(0,ey,...,&;,...,e,) firie{l,...,n}.
Die zugehorigen dufleren Normalen sind
o = ()
u; = —e; firie{l,...,n}

Fiir den Schnitt der Stiitzebene Hp(u;) mit P ergibt sich p, —p, fiir i € {0,...,n}.
Somit ist

hp(’LLQ) = 0

hp(u;) = —(p;—Po)i = Poi — Pii = Poi

fir i € {1,...,n}.
Also ist nach Satz 5
MV(P, Sn,,Sn) Z?:O hp(uz)Vn_l(Fl)

= 0-V(Fo)+ > poi-l
Z?:l Poi
deg(f).

Aus diesen beiden Lemmas ergibt sich nun Satz 20.






ANHANG A

Notationen

Konventionen:
Fett steht fiir ein n-Tupel, zB. x fiir (z1,...,2,).

n
P?Q
FG
hp(u)
Hp(u)
fi9
()
C[X]
C(X)
i, 5, k, 1
A

E
HU
m

X, Y.T
(CA

(ITL

Dgy

[

L(f)
L(A)
a, B
u,
Db, q
m’y
€;
a,b,c
Y

Anzahl der Unbekannten, Dimension

Polytope

Seiten von Polytopen

Stiitzfunktion von P in Richtung w

Stiitzebene von P in Richtung u

(Laurent-) Polynome

Nullstellenmenge von f

Polynomring in X

Laurentpolynomring in X

Indizes

endliche Teilmenge von Z™ (Menge der Exponenten)
ganzzahlige Matrix (Exponentenmatrix)
Hermitesche Normalform von E mit U - E = H (mit U € O(Z,n))
Anzahl der Elemente von A

Unbekannte

{DacaCaX i cq € C}

n-dimensionaler, algebraischer Torus (C*)™
Vielfaches der Resultante

Gerade

Anzahl der Nullstellen eines f € CA

Anzahl der Nullstellen eines generischen f € C4
Elemente von Z™ (Exponenten)

Elemente von R"™ bzw. Q™ (Richtungen)
Elemente von R™ (Ecken von Polytopen)
Elemente von C" oder P™

i-ter Standardbasisvektor

Koefhizienten

Kurve in C™
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