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Kapitel 0

Motivation

Beispiel 1

Wir betrachten den Bewegungsablauf einer fest eingespannten, schwingenden
Saite nach dem Zupfen und Loslassen.

PSfrag replacements

0 π

Abbildung 1: Saite zur Zeit t = 0.

Nach Verstreichen der Zeit t hat die Saite in etwa folgende Gestalt: Sei u(s, t)

PSfrag replacements

0 πs

u(s, t)

Abbildung 2: Auslenkung der Saite zur Zeit t am Ort s.

die zeitliche Auslenkung zum Zeitpunkt t und zum Ort s ∈ [0, π]. Als erstes
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wollen wir u(s, t) als Funktion von s und t bestimmen. Nach physikalischen
Gesetzen gilt die Wellengleichung

∂2
t u = α2∂2

su

für eine positive Konstante α2. Ein günstiger Lösungsansatz ist

U(s, t) = v(s)w(t)

mit Funktionen v(s) und w(t). Einsetzen ergibt

w′′(t)

w(t)
= α2 v′′(s)

v(s)

für alle t und s. Also müssen beide Seiten konstant sein, etwa v′′

v
(s) = −β,

w′′

w
(t) = −α2β für ein β ∈ R . Dies ergibt zwei gewöhnliche Differentialglei-

chungen 2. Ordnung:

v′′ + βv = 0 und w′′ + α2βw = 0.

Lösungen dieser Gleichungen liefern eine Lösung u der ursprünglichen Dif-
ferentialgleichung (Einsetzen!). Wegen der Fixierung der Saite in s = 0 und
s = π gelten folgende Randbedingungen:

u(0, t) = u(π, t) = 0 ∀t ∈ R ,

also v(0)w(t) = v(π)w(t) = 0 für alle t ∈ R . O. B. d. A. können wir anneh-
men w(t) 6≡ 0 (sonst Ruhelage der Saite), also

v(0) = v(π) = 0.

Das sind zwei Nebenbedingungen. Wir untersuchen für welche β die Diffe-
rentialgleichung

v′′ + βv = 0, v(0) = v(π) (1)

eine nicht triviale Lösung hat. Integration von v2 liefert

β

∫ π

0

v2 d s =
DGL

−
∫ π

0

vv′′ d s =
partiell

−vv′|π0 +

∫ π

0

(v′)2 d s =

∫ π

0

(v′)2 d s > 0

und damit β > 0. Durch Einsetzen sieht man, dass

v(s) = c1 cos γs + c2 sin γs

mit γ =
√

β > 0 und c1, c2 ∈ R konstant, eine Lösung der Differentialglei-
chung in 1 ist. Aus den Randbedingungen v(0) = v(π) = 0 folgt, dass c1 = 0
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und c2 sin γπ = 0. Wegen c2 6= 0 (sonst triviale Lösung) ist γπ = kπ für ein
k ∈ Z . Aber γ > 0, also k ∈ N und β = k2 ist notwendige und dann auch
hinreichende Bedingung für Existenz einer nicht trivialen Lösung von (1),

vk(s) = c2 sin ks, s ∈ [0, 2π].

Wir lösen nun w′′ + α2k2w = 0 und erhalten

wk(t) = ak cos αkt + bk sin αkt

mit ak, bk ∈ R konstant. Zusammen ergibt sich also

uk(t) = sin ks · (ak cos αkt + bk sin αkt)

mit ak, bk ∈ R Lösung von

∂2
t u = α2∂2

su, u(0, t) = u(π, t) = 0.

Beachte: a priori könnte es noch andere Lösungen geben, da unser Ansatz
restriktiv war.

Wir haben in obigen Überlegungen bis jetzt die Anfangslage g(s), s ∈ [0, π]
und die Anfangsgeschwindigkeit h(s), s ∈ [0, π] vernachlässigt. Wir wollten
nun diese vorgeben und wieder nach Lösungen u(s, t) suchen. Damit verlan-
gen wir zusätzlich

u(s, 0) = g(s), ∂tu(s, 0) = h(s) für alle s ∈ [0, π].

Erfüllen die Lösungen uk(s, t) diese Bedingungen? Wie Einsetzen zeigt, im
allgemeinen nicht. Wir können es aber mit (unendlichen) Linearkombinatio-
nen der uk versuchen (da ja alle uk Lösungen sind), etwa

u(s, t) : =
∞∑

k=1

uk(s, t)

=
∞∑

k=1

(ak cos αkt + bk sin αkt) sin ks.

Wegen der freien Wahl von ak und bk genügt es, die Summe der uk zu neh-
men. Diese Vorgehensweise macht nur dann Sinn, wenn u zweimal partiell
differenzierbar ist (sonst ist Einsetzen unmöglich), also die Reihe genügend
gut konvergiert. Diese Voraussetzung wollen wir im folgenden als gegeben
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betrachten. Kann man dann die Konstanten ak und bk so wählen, dass u(s, t)
auch den Anfangsbedingungen

u(s, 0) =
∞∑

k=1

ak sin ks = g(s),

∂tu(s, 0) =
∞∑

k=1

αkkbk sin ks = h(s).

genügt? Das ist nur möglich, wenn die vorgegebenen Funktionen g(s) und
h(s) in Sinusreihen entwickelbar sind, oder, allgemeiner, in trigonometrische
Reihen der Form

f(s) :=
1

2
p0 +

∞∑

k=1

(pk cos ks + qk sin ks).

Die Darstellung von (hinreichend glatten) Funktionen als unendliche Linear-
kombination der Funktionen cos ks und sin ks, k ∈ N , ist analog zur Schreib-
weise von Vektoren in endlich-dimensionalen Vektorräumen als Linearkom-
bination von Basiselementen.

Annahme: Die Reihe f(s) konvergiert auf [−π, π] gleichmäßig und ist damit
stetig. Kann man dann die Koeffizienten pk und qk aus f(s) bestimmen? Aus
der linearen Algebra wissen wir, dass sich ein Vektor v aus einem Vektorraum
V mit Orthonormalbasis v1, . . . , vn bezüglich eines gegebenen Skalarproduk-
tes 〈·, ·〉 eindeutig schreiben läßt als

v =
∞∑

k=1

〈v, vk〉vk.

Beachte, dass 〈vk, vj〉 = δkj, weil (vk)1≤k≤n eine Orthonormalbasis ist. Auf
Grund analoger Überlegungen stellt sich die Frage, ob die Funktionen cos ks
und sin ks eine Art “Orthonormalbasis” auf dem Vektorraum C([−π, π], R )
der stetigen Funktionen auf [−π, π] sind. Rechnung liefert (Euler):

〈cos ks, sin js〉 =

∫ π

−π

cos ks sin js d s = 0, für alle k, j

〈cos ks, cos js〉 = 〈sin ks, sin js〉 = δkjπ.

Ist f von der Form f(s) = 1
2
p0+

∑∞
k=1(pk cos ks+qk sin ks), so liefert Multipli-

kation mit cos js und sin js und anschließende gliedweise Integration (erlaubt
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wegen gleichmäßiger Konvergenz) die Euler-Fouriersche Formeln (Fourier):

pk =
1

π

∫ π

−π

f(s) cos ks d s =
〈
f(s),

cos ks

π

〉
,

qk =
1

π

∫ π

−π

f(s) sin ks d s =
〈
f(s),

sin ks

π

〉
.

Ist f : [−π, π] → R umgekehrt stetig (oder Lebesgue-integrierbar), so kön-
nen mit den obigen Formeln Fourierkoeffizienten pk und qk berechnet werden.
Das zentrale Problem ist die Frage, ob die Fourierreihen gegen f konvergie-
ren. Dies wiederum führt uns zur Frage, welche Konvergenz hier sinnvoll ist,
d. h., mit welcher Topolgie C([a, b], R ) versehen werden soll. Möglichkeiten
sind z. B. punktweise Konvergenz, Maximumsnorm, Quadratnorm, . . .

Da das Skalarprodukt 〈·, ·〉, das die Fourierkoeffizienten definiert, in natürli-
cher Weise mit der Quadratnorm ‖f‖2 := 〈f, f〉 zusammenhängt, liegt es na-
he, diese zu verwenden (die punktweise Konvergenz macht hier große Schwie-
rigkeiten, siehe Heuser [5], p. 136). Also: f, g ∈ C([−π,−π], R ),

〈f, g〉 =

∫ π

−π

f(s)g(s) d s

‖f‖2 = 〈f, f〉 1

2 =
(∫ π

−π

f(s)2 d s
) 1

2

.

Damit sind die Funktionen cos ks√
π

und sin ks√
π

orthonormal bezüglich 〈·, ·〉, k, j ∈
N , j > 0, und die Frage ist, ob für f ∈ C([−π, π], R ) die Reihe

1

2
p0 +

∞∑

k=1

〈f, cos ks〉 cos ks +
∞∑

k=1

〈f, sin ks〉 sin ks

bezüglich ‖·‖2 gegen f konvergiert. Dies ist richtig, aber nicht trivial (Heuser,
[5], p. 141). Damit approximieren die Partialsummen der Fourierreihen die
stetige Funktion f bezüglich ‖ · ‖2.

Die Approximation ist sogar optimal, und zwar unter den Linearkombinatio-
nen der cos ks, sin ks mit k ≤ n, und damit zudem eindeutig bestimmt.
Genauer: Sei Tn := R 〈cos ks, sin ks : k ≤ n〉⊆C([−π, π], R ) (endlich-
dimensionaler Untervektorraum), so ist die abgeschnittene Fourierreihe von
f jenes Element von Tn, das zu f ∈ C([−π, π], R ) den kleinsten Abstand
(“Orthogonalprojektion”) hat, und damit eindeutig bestimmt ist.
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Beispiel 2

Vergleiche Heuser [5], p. 650, Werner [6], p. 100, Satz 3, 1.13, und auch p.
131.
Es seien aik ∈ R , i, k ∈ N , A = (aik) unendliche Matrix, ci ∈ R , i ∈ N , c =
(ci) unendlicher Vektor. Betrachte dann das unendliche Gleichungssystem in
unendlich vielen Unbekannten

∞∑

k=0

aikxk = ci i = 0, 1, 2, . . . (2)

Frage: Gibt es eine Lösung x = (xk) von (2), und in welchem Sinn ist die
entstehende Reihe konvergent für jedes i? Allgemeiner formuliert:

A · x = c oder

fA(x) = c mit fA : R N → R N linear, fA(x) = A · x.

Um die Konvergenz der Reihen diskutieren zu können, betrachten wie statt
R N den Vektorraum `2 = {a ∈ R N :

∑

k∈N
|ak|2 < ∞} mit der Norm

∑

k∈N
|ak|2 und dem Skalarprodukt 〈a, b〉 =

∑

k∈N
akbk. Sei also ai = (aik)k∈N ∈

`2 gegeben für i ∈ N , und ci ∈ R für alle i ∈ N . Gibt es dann x ∈ `2,
x = (xk)k∈N , mit 〈ai, x〉 = ci für alle i?

Wir nehmen an, dass die ai linear unabhängig sind, dass also keine endliche
nichttriviale Lineakombination Null wird. Dann gilt: 〈ai, x〉 = ci hat genau
dann eine Lösung x ∈ `2 mit ‖x‖ ≤ b, wenn für alle λi ∈ R und alle n ∈ N

die Ungleichung
∣
∣
∣

n∑

j=1

λici

∣
∣
∣ ≤ b ·

∥
∥
∥

n∑

j=1

λiai

∥
∥
∥

2
(3)

erfüllt ist (b > 0 fix vorgegeben). Umformulierung: Jedes x ∈ `2 definiert
durch y 7→ 〈y, x〉 eine Abbildung `x : `2 → R , wohldefiniert und stetig be-
züglich ‖ · ‖2, da |〈y, x〉| ≤ ‖y‖ · ‖x‖. Sei E ⊆ `2 der von den ai, i ∈ N ,
aufgespannte Untervektorraum, E = R 〈ai : i ∈ N 〉 (endliche Linearkombi-
nationen). Die Frage lautet dann: gibt es zu gegebenen ci ∈ R ein x ∈ `2 mit
`x(ai) = ci. Man kann zeigen, dass jede stetige lineare Abbildung f : `2 → R

von der Gestalt f = `x für ein x ∈ `2 ist. Durch `x(ai) = ci wird also die
Abbildung f auf E vorgeschrieben, und die Frage lautet wiederum:

Sei g : E → R stetig und linear, E ⊆ `2 Untervektorraum. Existiert dann
ein f : `2 → R stetig und linear, das g fortsetzt, also f |E = g (Fortsetzungs-
satz von Hahn-Banach). Antwort: Ist F ein normierter Vektorraum, E ⊆F
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ein Untervektorraum und g : E → R stetig und linear, so existiert ein
f : F → R stetig und linear mit f |E = g und ‖f‖ = ‖g‖ (Abbildungsnorm

‖f‖ := supx∈F
x6=0

|f(x)|
‖x‖ ).

Bemerkung. (a) Eine Fortsetzung existiert nur für Funktionale g : E → R

und nicht für beliebige (stetige) Operatoren g : E → G (G normierter Vek-
torraum).

(b) Die Bedingung (3) von oben entspricht gerade der Stetigkeit von g.



Kapitel 1

Topologische Vektorräume

Definition. Sei X Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge der Po-
tenzmenge T ⊆Pot(X), die ∅ und X enthält und die abgeschlossen bezüglich
beliebiger Vereinigungen und endlichen Durchschnitten ist. Das Paar (X,T )
heißt topologischer Raum, die Teilmengen U ⊆X mit U ∈ T heißen offen,
ihre Komplemente abgeschlossen. Eine Umgebung von a ∈ X ist eine Teil-
menge V von X, für die U offen existiert mit a ∈ U ⊆V . X heißt Haus-
dorffsch oder separiert, wenn je zwei Punkte durch Umgebungen getrennt
werden können, d. h. für je zwei Punkte gibt es disjunkte Umgebungen. Ein
topologischer Raum heißt kompakt, wenn jede offene Überdeckung von X ei-
ne endliche Teilüberdeckung besitzt. Eine Abbildung f : X → Y heißt stetig,
wenn f−1(V )⊆X offen für alle V ⊆Y offen ist. Eine bijektive stetige Abbil-
dung f mit f−1 stetig heißt Homöomorphismus zwischen X und Y . Bilder
von Kompakta unter stetigen Abbildungen sind kompakt.

Definition (Metrik). Sei X Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d : X × X → R + mit:

d(x, y) = d(y, x) (Symmetrie)

d(x, y) = 0 ⇔ x = y (Separation)

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)

Das Paar X = (X, d) heißt metrischer Raum.

Beispiel. (1) Ein topologischer Raum wird durch eine Metrik wie folgt defi-

9
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niert: U ⊆X offen ⇔ für alle a ∈ U gibt es eine Kugel B(a, r) mit B(a, r)⊆U .
Diese Beziehung defniert eine Topologie auf X, und d : X×X → R ist stetig.

Es seien X, Y metrische Räume und f : X → Y eine Abbildung. Dann
ist f stetig ⇔ für alle a ∈ X und für alle ε > 0 gibt es ein δ > 0 mit(

dX(x, a) < δ ⇒ dY

(
f(x), f(a)

)
< ε
)

.

(2) X = R n 3 (a1, . . . , an),

d(a, b) : = max
1≤i≤n

|ai − bi|

oder =
n∑

i=1

|ai − bi|,

oder =
( n∑

i=1

(ai − bi)
2
) 1

2

.

definiert die euklidische Topologie auf R n.

(2’) d(a, b) := #{i : ai 6= bi} definiert die Hamming-Metrik auf dem R n.

(3) Sei X eine beliebige Menge.

d(x, y) =

{

0 x = y

1 x 6= y

definiert die diskrete Topologie auf X.

(4) X = B([0, 1], R ) = {f : [0, 1] → R beschränkt} (d. h. |f(a)| < r ∀a ∈
[0, 1] für ein r ∈ R ) mit der Metrik

d(f, g) = sup
x∈[0,1]

|f(x) − g(x)| =: d∞(f, g)

definiert die Topologie der gleichmäßigen Konvergenz auf X = B([0, 1], R ).

(5) X topologischer Raum, K ⊆X kompakt, Y = C(K, R ) mit Metrik
d(f, g) = sup |f − g| = supx∈K |f(x) − g(x)|.

(6) X = B(0, 1)⊆ R 2 Einheitskreisscheibe, offen, mit der hyperbolischen
Metrik d(x, y) = Bogenlänge zwischen x und y des Orthogonalkreises durch
x und y.

Bemerkung. Wegen der Separationseigenschaft ist jeder metrischer Raum
Hausdorffsch.
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Definition. Zwei Metriken auf X heißen äquivalent, wenn sie die gleiche
Topologie definieren. Zwei Metriken d1, d2 heißen quasi-isometrisch oder ver-
gleichbar, wenn ein c ≥ 1 existiert mit

1

c
· d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ c · d1(x, y) ∀x, y ∈ X.

Definition. X,Y metrische Räume. f : X → Y heißt gleichmäßig stetig ⇔
∀ε > 0 ∃δ > 0, sodass ∀x, y ∈ X:

d(x, y) < δ ⇒ d
(
f(x), f(y)

)
< ε

Beachte: δ unabhängig von x, y.

f heißt Lipschitz-stetig der Ordnung k > 0 ⇔

d
(
f(x), f(y)

)
≤ k · d(x, y) ∀x, y ∈ X.

Ist k < 1, so heißt f kontrahierend.

Bemerkung. - Lipschitz-stetig ⇒ gleichmäßig stetig ⇒ stetig.

- X kompakt: gleichmäßig stetig ⇔ stetig.

- Im Allgemeinen: stetig 6⇒ gleichmäßig stetig 6⇒ Lipschitz-stetig.

Definition. Eine Folge (xn)n∈N in einem metrischen Raum X heißt konver-
gent ⇔

⇔ ∃a ∈ X mit lim
n→∞

d(xn, a) = 0

⇔ ∃a ∈ X ∀ε > 0 ∃n0 mit d(xn, a) < ε ∀n ≥ n0.

Dann heißt a der Limes von (xn)n∈N .

(xn)n∈N heißt Cauchyfolge in X ⇔

∀ε > 0 ∃n0 mit d(xn, xm) < ε ∀n,m ≥ n0.

Bemerkung. (a) (xn)n∈N konvergent ⇒ (xn)n∈N Cauchyfolge.
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(b) Wenn d1, d2 äquivalente Metriken sind, stimmen die Konvergenz und der
Begriff der Cauchyfolge bzgl. d1 bzw. d2 überein.

(c) Bilder von Cauchyfolgen unter gleichmäßig stetigen Abbildungen sind
wieder Cauchyfolgen.

(d) Aus (xn)n∈N Cauchyfolge folgt im Allgemeinen nicht, dass (xn)n∈N kon-
vergent ist:

(i) X = ]0, 1[ mit euklidischer Metrik, xn = 1
n

ist eine Cauchyfolge, die
nicht konvergiert.

(ii) X = C([0, 1], R ) mit d∞(f, g) := supx∈[0,1] |f(x) − g(x)|. Dann ist
(
fn : x 7→ xn

)

n∈N
keine Cauchyfolge und nicht konvergent.

(iii) X Menge mit diskreter Metrik, (xn)n∈N Folge in X. Dann gilt: (xn)n∈N

konvergent ⇔ (xn)n∈N Cauchyfolge ⇔ es gibt ein n0 mit xn = c konstant
∀n ≥ n0.

(iv) X = Q n mit euklidischer Metrik. Jede Folge in X, die in R n gegen
(
√

2, . . . ,
√

2) konvergiert, ist Cauchyfolge in X, die aber nicht konver-
gent in X ist.

Definition. Ein metrischer Raum X heißt vollständig ⇔ jede Cauchyfolge
in X ist konvergent. A⊆X ist vollständig ⇔ A ist bezüglich der induzierten
Metrik vollständig.

Beispiel. R , R n sind vollständig, Q ist nicht vollständig.

Bemerkung. (a) A⊆X vollständig ⇒ A abgeschlossen.

(b) A⊆X abgeschlossen, X beliebiger metrischer Raum 6⇒ A vollständig.

(c) X vollständig, A⊆X abgeschlossen ⇒ A vollständig.

Definition. X,Y metrische Räume. f : X → Y heißt Isometrie oder abstands-
erhaltend ⇔

d(x, y) = d
(
f(x), f(y)

)
∀x, y ∈ X.

Ist f eine Isometrie, so ist f stetig und injektiv.

Satz. Jeder metrische Raum E besitzt eine Vervollständigung Ē. D. h. es
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gibt einen metrischen vollständigen Raum Ē, sodass die Einbettung E ↪→ Ē
eine Isometrie und E ⊆ Ē dicht ist. Zudem ist Ē eindeutig bis auf Isometrie.

Bemerkung. R ist die Vervollständigung von Q , und Q ist dicht in R

Beweis. Setze Ê = B(E, R ) = {f : E → R : f beschränkt} mit der
Supremumsnorm ‖f‖∞ := supx∈E |f(x)| und der dadurch induzierten Metrik

d∞(f, g) := ‖f − g‖. Dann ist Ê ein vollständiger R -Vektorraum (Übung).

E kann in Ê wie folgt isometrisch eingebettet werden: Wähle a ∈ E fix. Für
x ∈ E setze fx : E → R , f(y) := d(x, y) − d(a, y).

Behauptung: fx ist beschränkt. Beweis mit Vierecksungleichung in metri-
schen Räumen: Seien a, b, a′, b′ Elemente eines metrischen Raumes. Dann gilt
d(a′, b′) ≤ d(a′, a) + d(a, b) + d(b, b′) und damit

|d(a, b) − d(a′, b′)| ≤ d(a, a′) + d(b, b′).

Also ist |fx(y)| = |d(x, y) − d(a, y)| ≤ d(x, a) + d(y, y) = d(x, a) und damit
ist fx beschränkt.

Zeige: f ist Isometrie. Es gilt |fx−fy|∞ = supz∈E |d(x, z)−d(y, z)| ≤ d(x, y).
Umgekehrt ist |fx − fy|∞ ≥ d(x, y) − d(y, y) = d(x, y). Daraus folgt, dass
|fx − fy|∞ = d(x, y).

Also ist E ↪→ Ê, x 7→ fx injektiv und Isometrie. Setze Ē := Abschluss von
E in Ê. Dann ist Ē eine abgeschlossene Teilmenge des vollständigen Raumes
Ê und E ⊆ Ē dicht.

Eindeutigkeit: Heuser [4], p. 250.

Bemerkung. Ist X metrischer Raum und kompakt, so ist X vollständig.
Denn: Sei (xn)n∈N eine Cauchyfolge in X. Dann ist (xn)n∈N Folge in einem
Kompaktum und besitzt damit einen Häufungspunkt in X, etwa a. Damit
ist limn→∞ xn = a.

Beispiel. Sei K ein metrischer kompakter Raum. Dann ist E = C(K, R ) mit
d∞ vollständig.
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Beweis. Sei (fn)n∈N Cauchyfolge in E. Dann ist für alle a ∈ K die Fol-
ge
(
fn(a)

)

n∈N
eine Cauchyfolge in R . Daraus folgt, dass für alle a ∈ K

(
fn(a)

)

n∈N
konvergiert. Setze f : K → R , f(a) := limn∈N fn(a). Also kon-

vergiert (fn)n∈N punktweise gegen f . Weil (fn)n∈N Cauchyfolge bezüglich
d∞ ist, ist (fn)n∈N eine gleichmäßig konvergente Funktionenfolge. Also ist
limn∈N fn = f stetig und (fn)n∈N konvergiert gleichmäßig gegen f , also be-
züglich d∞.

Alternativer Beweis. E = C(K, R )⊆B(K, R ) mit d∞. Da B(K, R ) voll-
ständig ist, reicht es aus zu zeigen, dass E abgeschlossen ist (⇒ E voll-
ständig). Sei dazu (fn)n∈N Folge in E, die in B(K, R ) konvergiert, also
f = limn→∞ fn ∈ B(K, R ) bezüglich d∞. Dann ist aber (fn)n∈N gleichmäßig
konvergent, also f stetig und f ∈ E.

Satz 1.1. Seien X,Y metrische Räume, Y vollständig. Sei A⊆X dicht und
f : A → Y gleichmäßig stetig. Dann gibt es genau eine gleichmäßig stetige
Fortsetzung f̄ : X → Y von f auf X mit f̄ |A = f .

Beweis. (a) Sei x ∈ X. Wähle eine Folge (xn)n∈N in A, die gegen x konver-
giert. Setze f̄(x) := limn→∞ f(xn). Da (xn)n∈N in X konvergiert, ist (xn)n∈N

Cauchyfolge in X. Weil f gleichmäßig stetig ist, ist dann
(
f(xn)

)

n
Cauchy-

folge in Y , welche wegen der Vollständigkeit von Y konvergiert.

(b) Zeige: f̄ ist unabhängig von der Wahl von (xn)n∈N . Sei dazu (yn)n∈N

weitere Folge in A, die in X gegen x konvergiert. Definiere die Folge (zn)n∈N

durch z2n := xn und z2n+1 := yn. Diese ist konvergent mit limn→∞ zn = x
und limn→∞ f(zn) = limn→∞ f(xn) = limn→∞ f(yn) = f(x). Damit ist f̄
wohldefiniert.

(c) Zeige: f̄ ist gleichmäßig stetig. Sei ε > 0. Wähle δ > 0 mit d
(
f(x) −

f(y)
)

< ε
3

für alle x, y ∈ A mit d(x, y) < δ (möglich, da f gleichmäßig
stetig). Seien nun x, y ∈ X. Wähle x′, y′ ∈ A mit d

(
f(x), f(x′)

)
< ε

3
und

d
(
f(y), f(y′)

)
< ε

3
. Dann ist d

(
f(x), f(y)

)
≤ ε

3
+ ε

3
+ ε

3
= ε für d(x, y) < δ.

Also ist f̄ gleichmäßig stetig.

(d) f̄ ist eindeutig, da A⊆X dicht und f̄ |A = f vorgegeben.
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Beispiel. f : Q → R stetig. Dann gibt es eine stetige Fortsetzung f̄ : R →
R von f .

Von zentraler Bedeutung in der Funktionalanalysis ist der folgende Satz:

Satz 1.2 (Banachscher Fixpunktsatz, 1927). Sei (X, d) ein vollständi-
ger metrischer Raum, und f : X → X eine kontrahierende Abbildung. Dann
besitzt f genau einen Fixpunkt, d. h. es gibt genau ein a ∈ X mit f(a) = a.

Beweis. Sei x ∈ X beliebig. Setze xn+1 := f(xn). Durch Induktion zeige

d(xn+1, xn) ≤ k · d(xn, xn−1) ≤ knd(x1, x0).

Daraus folgt

d(xn, xm) ≤
4-Ungl.

(kn−1 + . . . + km) · d(x1, x0) ≤ kn

1 − k
· d(x1, x0).

Also ist (xn)n∈N eine Cauchyfolge und a := limn→∞ xn existiert.

Zeige: a ist Fixpunkt.

a = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

f(xn) =
f stetig

f( lim
n→∞

xn) = f(a).

Eindeutigkeit: Seien a, b ∈ X mit f(a) = a und f(b) = b Damit folgt d(a, b) =
d
(
f(a), f(b)

)
≤ k · d(a, b) ⇒ d(a, b) = 0 ⇒ a = b.

Bemerkung. Die Wahl von x0 geht nicht ein. Jede Folge
(
fn(x)

)

n∈N
konver-

giert gegen a. Wir haben im Beweis nur die Konvergenz der geometrischen
Reihe und die Vollständigkeit von X verwendet.

Anwendung. (1) f : B(1, 0) → B(1, 0) : f(z) := 1
8
(z2 + z + 1). Zeige, dass

f kontraktiv mit Fixpunkt a2 + a + 1 = 8a, also a = 7
2
±
√

49
4
− 4

4
=

= 7−3
√

5
2

∈ B(0, 1), ist.

(2) Satz über inverse Funktionen.
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(3) Satz von der Existenz gewöhnlicher Differentialgleichungen.

Satz 1.3 (Satz von Baire). (X, d) vollständiger Raum. An ⊆X abgeschlos-
sen, A◦

n = ∅. Dann gilt:
(⋃

n∈N
An

)◦
= ∅. Oder: Wenn Un ⊆X offen und

dicht, dann ist
⋂

n∈N
Un ⊆X dicht.

Beweis. Sei x ∈ X und B0 offene Kugel um x. Dann enthält B0 ∩ U1 den
Abschluss einer offenen Kugel B1 mit Zentrum x0 und Radius ≤ 1. Weiters
enthält B1 ∩ U2 den Abschluß einer offenen Kugel B2 mit Zentrum x1 und
Radius ≤ 1

2
. Also gibt es für alle n eine offene Kugel Bn mit Zentrum xn und

Radius ≤ 1
2n mit Bn ⊆Bn−1 ∩ Un.

Aber: (xn)n∈N Cauchyfolge ⇒ lim xn =: a ∈ X und a ∈ ⋂n∈N
Bn ⊆

⋂

n∈N
Un

⇒
a∈B0

B0 ∩
(⋂

n∈N
Un

)

n∈N
6= ∅ ⇒ ⋂

n∈N
Un dicht.

Beispiel. X = [0, 1], d(x, y) = |x − y|. Setze Ax = {x} abgeschlossen. Dann
ist X =

⋃

x∈X Ax. Nach Satz von Baire gilt: X kann nicht als abzählbare
Vereinigung von abgeschlossenen Teilmengen An geschrieben werden. Umge-
kehrt: Sei Un = [0, 1] \Zn mit Zn := {a0, . . . an} mit {ai} Abzählung von Q .
Dann ist

⋂

n∈N
Un = [0, 1] \ Q dicht in [0, 1].

Anwendung. (1) Es gibt eine stetige Abbildung f : [0, 1] → R , die in keinem
Punkt von [0, 1] differenzierbar ist.

Beweis. Bemerke zuerst, dass für f ∈ C([0, 2], R ) und x ∈ [0, 1] aus f diffe-

renzierbar in x folgt, dass sup0<t<1 |f(x+t)−f(x)
t

| < ∞. Betrachte

Kn :=
{
f ∈ C([0, 2], R ) : ∃x ∈ [0, 1] mit sup

0<t<1
|f(x + t) − f(x)

t
| ≤ n

}
.

Zeige: Die Kn sind abgeschlossen. Sei dazu (fn)n∈N eine Folge in Kn mit
Grenzwert f := limi→∞ fi ∈ C([0, 2], R ). Nun zeige, dass f ∈ Kn ist. Wähle

zu jedem fi ein xi ∈ [0, 1] mit sup0<t<1 |fi(xi+t)−fi(xi)
t

| ≤ n. Nach dem Über-
gang zu einer Teilfolge sei (xn)n∈N o. B. d. A. konvergent mit Grenzwert
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x := limi→∞ xi ∈ [0, 1]. Sei t ∈]0, 1[ und ε > 0. Für große i gilt dann:

|f(x + t) − f(xi + t)| ≤ ε

4
,

|f(y) − fi(y)| ≤ ε

4
,

|f(xi) − f(x)| ≤ ε

4
.

Damit folgt

|f(x + t) − f(x)| ≤ |f(x + t) − fi(x + t)| + |fi(x + t) − fi(xi + t)|+
+ |fi(xi + t) − fi(xi)| + |fi(xi) − f(x)| ≤ (4

ε

4
+ n)t = (n + ε)t

Damit
∣
∣f(x+t)−f(x)

t

∣
∣ ≤ n + ε ∀t ∈]0, 1[ für ∀ε > 0, d. h. f ∈ Kn.

Wäre nun jedes f ∈ C([0, 2], R ) in mindestens einen Punkt x ∈ [0, 1] differen-
zierbar, dann wäre

⋃

n∈N
Kn = C([0, 2], R ). Dann muss mindestens ein Kn

nichtleeres Inneres K◦
n 6= ∅ haben (Satz von Baire), also eine abgeschlossene

Kugel bezüglich d∞ enthalten. Da die Polynomfunktionen nach dem Satz von
Stone-Weierstraß dicht in C([0, 2], R ) bezüglich d∞ sind, liegt in dieser abge-
schlossenen Kugel wieder eine Polynomfunktion g und eine genügend kleine
Kugel um g wieder in Kn. In dieser Kugel gibt es aber differenzierbare Funk-
tionen mit beliebig großem Anstieg in x, welche damit nicht in Kn liegen.
Widerspruch!

(2) Sei (fn)n∈N eine punktweise konvergente Funktionenfolge in C([a, b], R )
mit Grenzwert f := limn→∞ fn : [a, b] → R . Dann ist die Menge der Punkte
x ∈ [a, b], in denen f stetig ist, eine dichte Teilmenge von [a, b]. Gilt zusätz-
lich, dass (fn)n∈N gleichmäßig konvergiert, dann ist f stetig.

Beweis. Wir beweisen zuerst folgendes Lemma:

Ist I ⊆[a, b] ein echtes Intervall und ε > 0, dann gibt es J ⊆ I echtes Intervall
mit |f(x) − f(y)| < ε ∀x, y ∈ J .

Beweis des Lemmas: Setze δ = ε
3
. Betrachte Kn = {x ∈ I : |fn(x)−fm(x)| ≤

δ ∀m ≥ n}⊆ I abgeschlossen, da fk stetig. Dann ist I =
⋃

n∈N
Kn (Übung).

Nach dem Satz von Baire gibt es dann ein echtes abgschlossenes Intervall
I ′ ⊆Kn. Sei nun x ∈ I ′ und m ≥ n. Aus |fn(x) − fm(x)| ≤ δ folgt |fn(x) −
f(x)| ≤ δ. fn ist stetig auf [a, b], damit gleichmäßig stetig auf [a, b], also gibt
es J ⊆ I ′ abgeschlossenes echtes Intervall mit |fn(x) − fn(y)| ≤ δ ∀x, y ∈ J .
Zusammen: |f(x)−f(y)| ≤ |f(x)−fn(x)|+ |fn(x)−fn(y)|+ |fn(y)−f(y)| ≤
3δ = ε ∀x, y ∈ J .
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Beweis des Satzes: Wähle ein beliebiges echtes Intervall I ∈ [a, b]. Mit dem
Lemma folgt dann, dass es Jn ⊆ I, Jn = [an, bn], an < an+1, bn < bn+1 gibt mit
0 < an − bn < 1

n
und |f(x) − f(y)| ≤ 1

n
∀x, y ∈ Jn. Dann ist

⋂

n∈N
Jn = {p}

eine einpunktige Menge mit p ∈ I. Zeige nun, dass f stetig ist. Sei ε > 0.
Wähle Jn mit 1

n
< ε. Dann gilt für y ∈ Jn: |f(p) − f(y)| ≤ 1

n
< ε, also f in

p stetig.

Wir erinnern uns nun an die folgende Charakterisierung kompakter Mengen
in metrischen Räumen. Ist (X, d) ein metrischer Raum und K ⊆X eine Teil-
menge von X, dann gilt: K ist kompakt ⇔ Jede Folge in K hat eine in K kon-
vergente Teilfolge. Wenn X = R n oder X = C n ein endlich-dimensionaler
Vektorraum über R oder C ist, dann gilt speziell: K ist kompakt ⇔ K ab-
geschlossen und beschränkt. In unendlich-dimensionalen Vektorräumen gilt
die Implikation “⇐” nicht. Die umgekehrte Richtung “⇒” ist immer richtig.

Satz 1.4 (Satz von Arzelá-Ascoli). Sei (X, d) ein kompakter, metrischer
Raum, C(X, R ) mit der Supremumsnorm ‖ · ‖ (also ein normierter R -
Vektorraum, der im Allgemeinen unendlich-dimensional ist). Sei F ⊆C(X, R )
abgeschlossen, beschränkt und gleichgradig stetig, d. h. für alle ε > 0 gibt es
ein δ > 0 mit

|f(x) − f(y)| < ε ∀f ∈ F,∀x, y ∈ X mit d(x, y) < δ.

Dann ist F kompakt (⇔ jede Funktionenfolge in F hat eine konvergente
Teilfolge).

Beweis. Werner [6], p. 68. Beweisidee: Man zeigt, dass X separabel ist, d. h.
es gibt (xn)n∈N dicht in X. Sei nun (fn)n∈N eine Folge in F . Zeige: (fn)n∈N

besitzt eine gleichmäßig konvergente Teilfolge mit Grenzwert in F . Nach dem
Übergang zu einer Teilfolge kann man annehmen, dass ∀i ∈ N die Fol-
ge
(
fn(xi)

)

n∈N
konvergiert. Mit der gleichgradigen Stetigkeit folgt dann die

gleichmäßige Konvergenz von (fn)n∈N (da (xn)n∈N dicht).

Bemerkung (Topologie + Lineare Algebra). Um lineare Abbildungen zwi-
schen R - oder C -Vektorräumen zu betrachten, ist zur Bildung unendlicher
Linearkombinationen ein Konvergenzbegriff notwendig. Dazu versieht man
die Vektorräume mit einer Topologie, wobei man folgende Fälle betrachten
kann:
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(a) abstrakte Topologie (sehr allgemein, Rudin),

(b) metrische Räume (Kugeln),

(c) normierte Räume (Heuser, Werner),

(d) Räume mit Skalarprodukt (Orthogonalität).

Sind die Räume zusätzlich vollständig, erhält man im Fall (c) Banachräume
bzw. im Fall (d) Hilberträume.

Definition. Ein topologischer Vektorraum über R oder C ist ein Vektor-
raum V zusammen mit einer Topologie T , sodass Addition und Skalarmulti-
plikation

+ : V × V → V : (x, y) 7→ x + y

· : K × V → V : (α, x) 7→ α · x

mit K = R oder K = C , stetig sind. Meistens fordert man, dass die
Topologie Hausdorffsch ist.

Bemerkung. (a) Für λ ∈ K ist mλ : V → V : x 7→ λx stetig. Für λ = −1
ist dann x 7→ −x stetig und damit (x, y) 7→ x − y stetig.

(b) Aus U ⊆V offen, a ∈ V , λ ∈ K folgt, dass a + U := {a + x : x ∈ U}
und λU := {λx : x ∈ U} offen sind. Damit beschreiben die Nullumgebungen
die Topologie.

(c) f : V → W linear ist stetig ⇔ f stetig in 0.

(d) V , W topologische Vektorräume ⇒ V × W topologischer Vektorraum.

Beispiel. (a) R n, C n mit euklidischer Topologie (einzige Topologie mit der
R n/ C n topologische Vektorräume sind).

(b) Vektorraum mit Metrik, z. B. C([0, 1], R ) mit d∞(f, g) := supx∈[0,1] |f(x)−
g(x)|.

(c) Polynomring R [x1, . . . , xn] mit Topologie der koeffizientenweisen Kon-
vergenz (∼= R ( N

n) mit komponentenweiser Konvergenz).

(d) `p( R ) = {(an)n∈N Folge in R :
∑∞

k=0 |ak|p < ∞}, 1 ≤ p < ∞,

‖(an)n∈N ‖p =
(∑∞

k=0 |ak|p
) 1

p .
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(e) `∞ = {(an)n∈N beschränkte Folge in R }, ‖(an)n∈N ‖∞ = supn∈N
|an|.

(f) L( R , R ) = {f : R → R Lebesgue-integrierbar :
∫

R
|f |p < ∞},

‖f‖p =
( ∫

R
|f |p
) 1

p , 1 ≤ p < ∞.

Definition. Sei V R - oder C -Vektorraum. Eine Seminorm oder Halbnorm
auf V ist eine Abbildung p : V → R ≥0 mit

(1) p(λx) = |λ|· (x),

(2) p(x + y) ≤ p(x) + p(y).

Eine Seminorm heißt Norm auf V , wenn gilt:

(3) p(x) = 0 ⇔ x = 0.

Bemerkung. Sei P eine Menge von Halbnormen auf einem Vektorraum X.
Definiert man für ε > 0 und F ⊆P , F endlich, die Menge

UF,ε = {x : p(x) < ε ∀p ∈ F}⊆X,

so bilden die UF,ε eine Nullumgebungsbasis (d. h. eine Menge von Nullum-
gebungen, sodass jede Umgebung von 0 Obermenge eines der Elemente ist)
enthält ein Element der Nullumgebungsbasis von X und erzeugen damit eine
Topologie auf X. Einen Vektorraum, dessen Topologie so beschrieben werden
kann, nennt man lokalkonvex.

Literatur: Werner [6], Definition VIII, 1.3., p. 368.

Beispiel. (a) ‖f‖p auf L( R , R ) ist Halbnorm, aber keine Norm.

(b) Die Supremumsnorm auf C([a, b], R ) ist eine Norm.

(c) Sei V := C( R , R ). Für K ⊆ R kompakt definiere pK(f) := supx∈K |f(x)|.
Dann ist pK eine Halbnorm für jede kompakte Teilmenge K.

Bemerkung. (a) Ist p eine Seminorm auf V , a ∈ V und r > 0, so heißt

B(a, r) := BV (a, r) := {x ∈ V : p(x − a) < r}⊆V
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die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r. Die Kugeln sind kon-
vex (Dreiecksungleichung) und ausgewogen, d. h. ∀λ ∈ R , |λ| ≤ 1 ist
λB(0, r)⊆B(0, r), analog für B(a, r).

(b) Sei (pi)i∈I eine Familie von Seminormen auf V . Die (pi)i∈I heißen stabil,
wenn für jedes endliche J ⊆ I das Supremum supj∈J(pj) wieder in der Famlie
liegt. Das ist der Fall, wenn z. B. I = N und die (pi)i∈I eine steigende Folge
von Seminormen sind (V = C∞( R , R ), pi(f) = supx∈B(0,i) |f(x)|).

(c) Jede Norm auf einem Vektorraum V induziert eine Metrik d(x, y) :=
|x − y| und damit eine Topologie auf V . Es gilt: U ⊆V ist offen ⇔ ∀a ∈ U
∃r > 0 mit B(a, r)⊆U .

Definition (normierter Vektorraum). Ein normierter Vektorraum ist
ein topologischer Vektorraum, dessen Topologie durch eine gegebene Norm
definiert wird. Schreibweise: V = (V, ‖ · ‖). Ein topologischer Vektorraum
heißt normierbar, wenn es eine Norm gibt, die die Topologie induziert.

Bemerkung. Ist V ein unendlich-dimensionaler topologischer Vektorraum,
dessen Topologie durch eine Metrik oder Norm definiert ist, so ist die ab-
geschlossene Einheitskugel BV (0, 1) nicht kompakt. D. h. es existieren in
BV (0, 1) Folgen ohne Häufungspunkt, also ohne konvergente Teilfolge. Als
Beispiel dient uns die Folge (aj)j∈N mit aj := (δjn)n∈N (j-ter Einheitsvek-
tor) im `1( R ) mit der Norm ‖(an)n∈N ‖ :=

∑∞
n=0 |an|. Dann gilt für k 6= m,

dass |am − ak| = 2 ist, es gibt also keine Norm-konvergente Teilfolge.

Satz 1.5 (Satz von Riesz). Sei V ein normierter Vektorraum. Dann sind
äquivalent:

(1) V ist endlich-dimensional.

(2) Die abgeschlossene Einheitskugel BV (0, 1) in V ist kompakt.

(3) Jede beschränkte Folge in V besitzt eine konvergente Teilfolge.

(4) Jede abgeschlossene und beschränkte Teilmenge von V ist kompakt.

D. h. die Gültigkeit des Satzes von Bolzano-Weierstraß charakterisiert die
endlich-dimensionalen Vektorräume. Allgemeiner gilt: V topologischer Vek-
torraum, hausdorffsch und lokal-kompakt ⇒ V endlich-dimensional.
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Literatur: Werner [6], p. 27, Heuser [4] p. 105, p. 625, Rudin [3] Thm. 1.22,
p. 17.

Beweis. (1) ⇒ (4) ⇒ (2): Analysis.

(2) ⇒ (3): In kompakten Mengen hat jede Folge eine kompakte Teilfolge.

(3) ⇒ (1): Wir verwenden das

Rieszsche Lemma: Es sei V ein normierter Vektorraum, W ⊆V , W 6= V ,
ein echter abgeschlossener Untervektorraum und 0 < δ < 1. Dann existiert
ein x ∈ V , ‖x‖ = 1 mit ‖x − y‖ ≥ 1 − δ ∀y ∈ W .

PSfrag replacements

R 2

W

x

Abbildung 1.1: Rieszsches Lemma für V = R 2 und W ⊆V Gerade.

Beweis des Lemmas: Wähle z ∈ V \ W .
Dann ist d := d(z,W ) := infy∈W d(z, y) > 0 (da d(z, y) stetig und W abge-
schlossen). Wähle w ∈ W mit d(z, w) = ‖z−w‖ < d

1−δ
(möglich, weil d

1−δ
> d

ist). Setze x := z−w
‖z−w‖ ∈ V . Sei nun y ∈ W . Dann gilt:

‖x − y‖ =
∥
∥

z − w

‖z − w‖ − y
∥
∥ =

=
1

‖z − w‖
∥
∥‖z − w − ‖z − w‖y

∥
∥ =

=
1

‖z − w‖
∥
∥‖z − (w + ‖z − w‖y)

∥
∥ ≥ 1

‖z − w‖ > 1 − δ.
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Anwendung des Lemmas: Es gelte (3). Annahme: dim V = ∞. Wähle x1 ∈ V
mit ‖x1‖ = 1 und setze W1 := 〈x1〉 ( V abgeschlossener Untervektor-
raum. Wähle x2 ∈ V mit ‖x2‖ = 1 und ‖x2 − x1‖ ≥ 1

2
(Rieszsches Lem-

ma mit δ = 1
2
). Setze W2 := 〈x1, x2〉 ( V abgeschlossener Untervektor-

raum. Nach dem Rieszschen Lemma ∃x3 ∈ V , ‖x3‖ = 1, ‖x3 − x1‖ ≥ 1
2
,

‖x3 −x2‖ ≥ 1
2
. Induktion: Konstruiere eine Folge (xn)n∈N in V mit ‖xn‖ = 1

und ‖xn − xm‖ ≥ 1
2
∀n 6= m. Dann ist (xn)n∈N beschränkt und ohne konver-

gente Teilfolge. Widerspruch zu (3).

Satz 1.6. Sei V ein topologischer, hausdorffscher Vektorraum. Dann gilt:
V ist genau dann normierbar, wenn 0 ∈ V eine konvexe Umgebung U be-
sitzt, die beschränkt ist, sodass für jede Nullumgebung W ein r > 0 existiert
mit rU ⊆W . Auf ähnlicher Weise lassen sich auch metrisierbare topologische
Vektorräume charakterisieren.

Beweis. Rudin [3], Thm. 1.39, p. 28.

Satz 1.7. Jeder endlichdimensionale Untervektorraum eines topologischen
Vektorraums ist homöomorph und isomorph zum R n bzw. C n versehen mit
der euklidischen Topologie, und zudem abgeschlossen.

V ⊆W (topologischer VR) mit dim V = n ⇒ ∃f : V → C n/ R n linearer
Isomorphismus.

f und f−1 stetig → Homömorphismus und V = V ⊆Wabgeschlossen.

Lemma 1.1. V topologischer Vektorraum, f : V → R / C linear, f 6≡ 0.
Äquivalent:

(a) f stetig.

(b) ker(f) abgeschlossen.

(c) ker(f)⊆V nicht dicht.

(d) f in geeigneter Nullumgebung von V beschränkt.

(e) f ist in 0 stetig.
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Bemerkung. In endlich dimensionalen Vektorräumen:

- jedes f : R n → R linear ist stetig (Analysis).

- ker(f) ist im R n Hyperebene also abgeschlossen (Urbild von 0 ist ab-
geschlossen).

- ker(f)⊆ R n nicht dicht.

- auf Nullumgebungen beschränkt?
f : R 2 → R : (x, y) 7→ ax + by mit a, b ∈ R

beschränkt auf B(0, 1). Sei (x,y) ∈ B(0, 1) dann gilt:

|ax + by| ≤ |ax| + |by| = |a||x| + |b||y| ≤ |a| + |b|

Definition. U ⊆V Nullumgebung heißt ausgewogen (sternförmig), wenn ∀λ ∈
R / C mit |λ| ≤ 1 ist λU = {λa, a ∈ U}⊆U .

Bemerkung. Ist U Nullumgebung, so ist Ũ :=
⋃

|λ|≤1 λU ausgewogene Nul-
lumgebung.

Beweis von Lemma 1.1. (a) ⇒ (e): f stetig ⇒ f in jedem Punkt von V stetig
⇒ f in 0 stetig.

(e) ⇒ (a): siehe Proseminar

(a) ⇒ (b): ker(f) = f−1(0) in R / C abgeschlossen. f−1(0) abgeschlossen
weil f stetig.

(b) ⇒ (c): Y ⊆X dicht: Y = X. Annahme ker(f) = V ⇒ (nach b) ker(f) =
ker(f) = V ⇒ f ≡ 0. Widerspruch zur Vorraussetzung.

(c) ⇒ (d): ker(f) nicht dicht ⇒ ∃V0 ausgewogene Nullumgebung und x ∈ V
mit x + V0 ⊆V \ ker(f) ⇒ f(V0)⊆ R / C ausgewogen ⇒ f(V0) beschränkt
oder f(V0)⊆ R / C . Aber: f(V0) = R / C ⇒ ∃y ∈ V0 mit f(x) = −f(y) ⇒
x + y ∈ ker(f) ∩ (x + V0)

(d) ⇒ (a): Sei U ⊆V Nullumgebung mit f|U beschränkt also ∃c > 0 mit
|f(x)| ≤ c ∀x ∈ U. Sei ε > 0 ⇒ |f(x)| ≤ ε ∀x ∈ ε

c
U ⇒ f stetig in 0 ⇒ (V

topologischer Vektorraum) f stetig auf V .
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Beweis des Satzes. Sei n = dim V, V ⊆W . Z.z.: V abgeschlossen und iso-
morph/ homöomorph zu R n/ C n.

(a) n = 0 : V = {0}

(b) n = 1 ⇒ ∃f : C n → V linearer Isomorphismus. f(a) = af(1) ⇒ f
stetig (Skalarmultiplikation stetig). Weiters: ker(f−1) = 0 ⇒ (nach Lem-
ma) f−1 stetig. ⇒ V lokalkompakter Untervektorraum, V hausdorffsch ⇒ V
abgeschlossen.

Literatur: Rudin [3], Lemma 1.20.

(c) n > 1: Induktionsvorraussetzung: Ein (n − 1)-dimensionaler Untervek-
torraum eines topologischen Vektorraums ist homöomorph und ismorph zum
R n−1 bzw. C n−1 und zudem abgeschlossen.

f : C n → V linearer Isomorphismus. Wähle ei Standardbasis von C n und
definiere vi := f(ei). Die vi bilden eine Basis von V . Da die Skalarmultiplika-
tion und die Addition stetig sind gilt f(x) = f(

∑
xiei) =

∑
xif(ei) stetig.

Weiters: da vi Basis von V ist, gibt es für jedes y ∈ V eindeutige λi ∈ R / C

so, dass y =
∑

αivi.

Definiere gi : V → R / C : y 7→ αi für i = 1 . . . n und zeige, dass gi stetig ist:
ker(gi) 6 V ist Untervektorraum der Dimension n-1. Seien weiters u =
∑

αkvk und w =
∑

βkvk ∈ ker(gi). Dann ist u+ γw =
∑

αkvk + γ
∑

βkvk =
∑

(αk + γβk)vk ∈ ker(gi), da gi(u + γw) = αi + γβi = 0. Die n − 1 Vektoren
{v1, . . . , vn}\{vi} bilden eine Basis von ker(gi).

Also ist ker(gi) (n − 1)-dimensional und somit gilt nach Induktionsvorraus-
setzung: ker(gi) abgeschlossen. Nach Lemma 1.1 folgt dass gi stetig ist.

Betrachte g = f−1 = (g1, . . . , gn) : V → R n/ C n. g ist stetig, also ist f ein
linearer Homöomorphismus.

Literatur: Rudin [3], Theorem 1.21.

Bemerkung. Sei V ein C - oder R -Vektorraum.

- topologischer VR: Topologie + Verknüpfungen (stetig).

- metrischer VR: Metrik.
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- normierter VR: Norm.

- Frèchet-Raum: metrisierbar, lokalkonvex, vollständig.

- Banach-Raum: normiert, vollständig.

- Hilbert-Raum: Skalarprodukt, vollständig.

Beispiel. (1) Endlichdimensionaler Vektorraum. Ist V endlichdimensio-
naler Vektorraum, so induziert jede Wahl einer Basis ei einen Vektorraum-
Isomorphismus: V → R n/ C n.
Alle Normen sind äquivalent und induzieren die euklidische Topologie.

- ‖x‖1 =
∑n

i=1 |x| Absolutbetrag

- ‖x‖2 =
(∑n

i=1 |x|2
) 1

2

- ‖x‖p =
(∑n

i=1 |x|p
) 1

p

Lineare Abbildungen zwischen endlich dimensionalen VR sind stetig. Unter-
räume sind abgeschlossen.

Bemerkung (Hölderungleichung). Für 1 ≤ p ≤ ∞ sei 1
p

+ 1
q

= 1, so gilt für

x, y ∈ R n/ C n mit xy = (x1y1, . . . , xnyn):

‖xy‖1 ≤ ‖x‖p‖y‖q

weiters ‖x‖∞ = maxi=1..n ‖xi‖.

Bemerkung (Minkowskiungleichung).

‖x + y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p

Bemerkung. ‖ − ‖2 wird durch Skalarprodukt 〈x, y〉 =
∑

xiyi induziert via

‖ − ‖2 = |〈x, x〉| 12

(2) Folgenräume lp( R )

E = lp( R ) := {f : N → R ,
∞∑

n=0

|f(n)|p < ∞}
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Raum der p-summierbare Folgen. Definiere folgende Norm für 1 ≤ p ≤ ∞:

‖f‖ =
(∑

n∈N

|f(n)|p
) 1

p

E ist vollständig, also ein Banachraum.

Es sei weiters lp(n) die Menge der Folgen, die ab xn+1 identisch Null sind.
Diese können in lp( R ) eingebettet werden. Man kann Folgen (xi)i∈N mit
Treppenfunktionen identifizieren

f : R ≥0 → R : f(t) = xi für t ∈ [i, i + 1[

- lp und lq sind zueinander dual, da die Hölderungleichung gilt.

Beweis. Werner [6], Satz II.2.3, p 59. Beweisidee: Sei x = (sn)n ∈ lq, y =
(tn)n ∈ lp. Betrachte die Abbildung

T : lq → (lp)′, (Tx)(y) =
∞∑

n=1

sntn

und zeige, dass T ein isometrischer Isomorphismus ist.

- p = 2: l2( R ) ist ein Hilbertraum, dessen Norm vom Skalarprodukt

〈(si)i, (ti)i〉 =
∞∑

i=1

siti

induziert wird. (Die Konvergenz der Reihe folgt aus der Hölderschen
Ungleichung).

- Vektorräume, die auch Banachräume sind:

l∞( R ) = {(xi)i∈N | xi beschränkt} mit ‖x‖∞ = sup
x∈N

{|xi|}

c( R ) =
{
(xi)i∈N | konvergent

}
⊆ l∞( R )

c0( R ) =
{
(xi)i∈N | Nullfolgen

}
⊆ c( R )

(3) Räume beschränkter Funktionen. Sei T beliebige Menge,

E = B(T, R / C ) = {f : T → R / C | f beschränkt}
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also ∃c > 0 mit |f(x)| ≤ c ∀x ∈ T.
Norm: ‖f‖ = ‖f‖∞ = supx∈T |f(x)| (existiert in R und ist endlich). Beispie-
le:

l∞( R ) =
{
f : N → R | f beschränkt

}

B([a, b]) =
{
f : [a, b] → R | f beschränkt

}

C([a, b]) =
{
f : [a, b] → R | f stetig

}

Es gilt C([a, b])⊆B([a, b]).

Bemerkung. Für jedes T ist B(T, R ) mit p-Norm vollständig also Banach-
raum, denn R / C vollständig und Cauchyfolge von beschränkten Funktio-
nen: f : T → R / C konvergiert in Supremumsnorm gegen beschränkte Funk-
tion (Analysis).

Auch C([a, b], R ) ist ein Banachraum, da Limes von gleichmäßig konvergen-
ten Funktionenfolgen wieder stetig ist (Analysis). Alternativ: C([a, b], R )⊆B([a, b], R )
abgeschlossen.

Bemerkung. Ck([a, b], R )⊆C([a, b], R ) ist bezüglich Supremumsnorm nicht
abgeschlossen und nicht vollständig (Proseminar).
Beispiel: C1([a, b], R ) mit Cauchyfolgen:

fn(x) = (x2 +
1

n
)

1

2

mit punktweisem Limes:

f(x) := lim
n→∞

fn(x) = |x|

nicht differenzierbar.
Alternative Normen:

‖f‖ :=
k∑

i=0

sup
x∈[a,b]

|f (i)(x)|

‖f‖ := max
i=0,...,k

sup
x∈[a,b]

|f (i)(x)|

Mit einer dieser Normen ist C k([a, b], R ) Banachraum.
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(4) Räume von Funktionen auf offenen Mengen. Problem: wie kann
man die Größe einer Funktion f : U ⊆ R n → R mit U ⊆ R n offen, vernünf-
tig messen? (f nicht notwendigerweise beschränkt!)
Beispiel:

f :]0, 1[→ R : x 7→ 1

x
+

1

1 − x

Idee: betrachte kompakte Teilmengen K ⊆U und f|K , am besten Folge K1 ⊆K2 ⊆ . . .⊆U =
∪Ki Ausschöpfung von U durch Kompakta.
Beispiel:

U =]0, 1[=
∞⋃

i=1

[
1

i + 1
, 1 − 1

i + 1
]

Bemerkung. Jede offene Teilmenge von U ⊆ R n/ C n besitzt eine abzählba-
re Ausschöpfung durch Kompakta K1 ⊆K2 ⊆ . . .⊆U,Ki kompakt mit U =
⋃∞

i=1 Ki. Sogar K1 ⊆K◦
2 ⊆K2 ⊆K◦

3 . . . :
Q n ⊆ R n dicht und abzählbar etwa: Q n∩U = {a1, a2, . . . }. Wähle für jedes
ai eine Kugel Bi mit Mittelpunkt ai und Bi ⊆U (geht, weil U offen). Setze
Kj :=

⋃j

i=1 Bi kompakt Kj ⊆Kj+1 und U =
⋃∞

i=1 Ki

Auf E = C(U, R ) definiere separierende, aufsteigender Folge von Seminor-
men durch

pn(f) := sup
Kn

| f | .

Ist f 6≡ 0 so existiert i ∈ N mit pi(f) < 0.
Beispiel: U =]0, 1[=

⋃∞
i=1[

1
i
, 1 − 1

i
]

f(x) =

{

0 x ∈]0, 0.99999[

x − 0.99999 sonst

Wähle dazu Metrik

d(f, g) =
∞∑

n=0

1

2n

pn(f − g)

1 + pn(f − g)

die dieselbe Topologie definiert.

Behauptung: Durch diese Metrik (und der dadurch definierten Norm) wird
E = C(U, R ) zu einem vollstÃd’ndigen metrisierbaren Vektorraum, lokal-
konvex, also Fréchetraum.

Beweis. Sei (fk)k∈N Cauchyfolge in E ⇒ pn(fk − fl) → 0 für jedes n wenn
i, j → ∞ ⇒ (fk) konvergiert gleichmäßig auf Kn ⇒ lim fk |Kn

stetig ⇒ f =
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lim fk stetig auf U und d(f, fk) → 0. Damit E vollständig.

Behauptung: E ist kein Banachraum, da nicht normierbar.

Beweis. Nach Lemma 1.1 ausreichend: 0 besitzt keine beschränkte Umge-
bung. Man kann zeigen: B ⊆E ist beschränkt ⇔ ∃cn > 0 mit |f(x)| ≤
cn ∀n ∈ N , ∀f ∈ B, ∀x ∈ Kn.
Beweis dafür: Rudin [3] Funktionalanalysis, Thm. 1.37 (b), p 26.
Aber: Bn(0, r) Umgebungsbasis der 0, und kein Bn(0, r) ist beschränkt, da
stets f ∈ Bn(0, r) existieren mit pn+1(f) = supKn+1

|f | beliebig groß.

Analoges gilt für Ck(U, R ),C∞(U, R )⊆C(U, R ) bzw. C(U, C n).
U ⊆ R offen, E = C∞(U, R ) beliebig oft stetig differenzierbare Funktionen.
Bezeichne für α ∈ N n

∂α =
∂α1 . . . ∂αn

∂xα1

1 . . . ∂xαn
n

Setze für n ∈ N und f ∈ E:

pn(f) := sup{|Dαfn|, x ∈ Kn, |α| ≤ n}.

Dadurch werden separierende aufsteigende Seminormen auf E definiert. E
ist also lokal konvexer metrisierbarer topologischer Vektorraum (Übung).
Behauptung: E ist Fréchetraum.

Beweis. Sei (fk)k∈K Cauchyfolge in E, d.h. ∀n ∈ N geht

Pn(fk − fl) → 0 für k, l → ∞.

⇒ |∂αfi − ∂αfj| <
1

n
auf Kn.

Für i, j genügend groß⇒ auf jedem Kompaktum konvergiert (∂αfk)k∈N für
alle α gleichmäßig gegen eine Funktion gα ⇒ (Analysis)

gα = lim
k→∞

∂αfk = ∂α lim
k→∞

fk = ∂αg0

⇒ fk → g0 in E.
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(5) Lebesgueintegrierbare Funktionen. Betrachte fÃijr p ≥ 1

L
p([a, b], R ) :=

{
f : [a, b] → R | Lebesgue-integrierbar bezüglich ‖ · ‖p

}

Also für f ∈ Lp([a, b], R ) gilt: f messbar und
∫ b

a
|f |p < ∞.

Halbnorm

‖f‖p :=
(
∫ b

a

|f |p
) 1

p

Lp ist damit normierter R−Vektorraum. ‖f‖p = 0 ⇔ f ≡ 0
Lp ist damit vollständig.

Beweis. Übung.

Setze
f ∼ g ⇔ f ≡ g bis auf Nullmengen

Lp([a, b], R ) := L
p([a, b], R )/∼ mit Norm ‖f‖p

Lp ist damit Banachraum.

p = 2 : Norm wird durch Skalarprodukt induziert:

< f, g >:=

∫ b

a

fg

‖f‖2 = 〈f, f〉 1

2

L2([a, b], R ) ist Hilbertraum (Orthogonalitätsbegriff!)

(6) p-adische Zahlen Q p. R erhält man durch Vervollständigung von Q ,
wobei Q mit | · |-Absolutbetrag topologisiert wird. | · | ist Norm auf Q . Es
gibt für jedes p ∈ N Primzahl eine weitere Norm auf Q . Setze

ordp x := max{k | pk teilt x} für x ∈ Z

ordp

x

y
:= ordp(x) − ordp(y) für x ∈ Q

Definiere für z ∈ Q

‖z‖p =

{
1

pordp z z 6= 0

0 z = 0

Norm auf Q . Durch Vervollständigung via Cauchyfolgen erhalte Q ⊆ Q =
Q p, den Körper der p-adischen Zahlen. Q p vollständig, also Banachraum
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(arithmetisches Analogon zu R ). Die p-adische Analysis liefert viele (schwe-
re) Beweise für die Zahlentheorie.

Q p = {Laurentreihen in p} =
{∑

k≥k0

akp
k, k0 ∈ N , ak ∈ {0, . . . , p − 1}

}

Beispiel. p = 7 : 1
p2 − 2

p
+ 1 + p + p2 + 4p6 + 3p15 konvergiert bez. ‖ − ‖p.

Dreiecksungleichung:

‖x + y‖p ≤ max(‖x‖p, ‖y‖p)

mit Gleichheit wenn ‖x‖p 6= ‖y‖p. Jedes Dreieck in Q p ist gleichschenklig.
Weiters: alle offenen Kreisscheiben sind entweder disjunkt oder ineinander
enthalten.

(7) K
[
[x]
]

= {formale Potenzreihen
∑∞

k=0 akx
k}. K Körper (meistens R

oder C )
K
[
[x]
]

ist ∞-dimensionaler K -Vektorraum.
S =

∑∞
k=0 akx

k, T =
∑∞

k=0 bkx
k nahe, wenn ak = bk für alle k = 0, 1, . . . , k0

für ein k0 sehr groß.
Also S−T = (ak0+1−bk0+1)x

k0+1+ weitere Glieder, d.h. Untergrad(S−T ) =
ord(S − T ) = k0 + 1.
Umgebungsbasis der Null:

mk = {S ∈ K
[
[x]
]
, ord(S) ≥ k}

m0 = K
[
[x]
]

m1 = Potenzreihen ohne konstanten Term

m2 = Potenzreihen ohne linearen Term

. . .

Das sind Nullumgebungen in K
[
[x]
]
. Umgebungen von S ∈ K

[
[x]
]

: S+mk.
Definiert Topologie auf K

[
[x]
]
, die m-adische Topologie.

Addition:

+ : K
[
[x]
]
× K

[
[x]
]
→ K

[
[x]
]

: (S, T ) 7→ S + T

· : K × K
[
[x]
]
→ K

[
[x]
]

: (α, S) 7→ α · S
stetig, also wird der Vektorraum der formalen Potenzreihen zum topologi-
schen R / C -Vektorraum (sogar topologische Algebra, d.h. auch Multiplika-
tion ist stetig), jedoch nicht normierbar.
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andere Interpreation: R
[
[x]
]

= R N = {Folgen in R }
(ak)k nahe (bk)k, wenn ak = bk für 0 ≤ k ≤ k0, k0 groß. Es gilt: Ist S ∈ K

[
[x]
]

und T ∈ m1, so kann man T in S einsetzen, (S ◦ T )(x) = S
(
T (x)

)
wohldefi-

niert (siehe Proseminar).

(8) Konvergente Potenzreihen über R oder C .

R {x} :=
{

∞∑

k=0

akx
k | ak ∈ R ,∃r > 0 mit

∞∑

k=0

|ak|rk < ∞
}

Beispiele:

`x Konvergenzradius = ∞
∑

xk Konvergenzradius = 1

∑

(2x)k Konvergenzradius =
1

2
∑

k!xk Konvergenzradius = 0 formale Potenzreihe

Betrachte für r>0 die Potenzreihen mit Konvergenzradius ≤ r, also

O(r) :=
{

∞∑

k=0

akx
k ∈ R {x}, mit

∞∑

k=0

|ak|rk < ∞
}

f definiert Funktion f : [−r, r] → R C∞ oder holomorph. f(x) ∈ O(r).

Man kann zeigen: O(r) wird mit ‖f‖n =
∑ |ak|rk zu vollständigem, normier-

tem R oder C -Vektorraum, also Banachraum.
Es gilt per Definition:

R {x} =
⋃

r>0

O(r)

Topologischer Vektorraum, der durch Banachräume ausgeschöpft wird.
Klar: 0 ≤ r′ ≤ r dann O(r)⊆O(r′)

Bemerkung. Analog für C(U, R ) mit U ⊆ R n offen. Finde aufsteigende Folge
von Kompakta K0 ⊆K1 ⊆ . . . mit

⋃∞
i=0 = U und betrachte C(Ki, R ) als

Ausschöpfung von C(U, R ) durch Banachräume.



Kapitel 2

Stetige lineare Abbildungen

Erinnerung. Seien V , W endlichdimensionale Vektorräume mit Basen (v1, . . . vn)
bzw. (w1, . . . wm), so wird jede lineare Abbildung f : V → W durch eine Ma-
trix A ∈ Mmn( R ) beschrieben.
Analogie. Seien V , W unendlichdimensionale Vektorräume mit Basen (vi)i∈N

bzw. (wi)i∈N und f : V → W linear. Frage. Kann man dann f durch eine
(unendliche) Matrix darstellen?

Beispiel. Betrachte die Abbildung f : `1 → `1, (ak)k∈N 7→ (bk)k∈N mit
bi =

∑∞
k=0 cikak (∀i ∈ N ).

Fazit. Wir benötigen einen Konvergenzbegriff in den auftauchenden Vektor-
räumen, also eine Topologie.

Beispiel. Die Abbildung f : C1([a, b], R ) → C([a, b], R ), f(g) = g′ ist R -
linear, aber f : `1 → `1, f((ak)k) = (kak)k ist nicht einmal wohldefiniert
(betrachte: 1

n2 → 1
n
).

In diesem Kapitel seien alle Vektorräume normiert (Manche Sätze sind auch
in topologischen Vektorräumen gültig).

34
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Satz 2.1. Sei f : V → W linear, f 6≡ 0. Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

1. f ist stetig

2. f ist stetig in 0

3. f ist beschränkt auf der Einheitskugel in V

4. f ist beschränkt in einer geeigneten Nullumgebung in V

5. ∃c > 0 sodass ∀x ∈ V : ‖f(x)‖ ≤ c‖x‖

6. ker(f) ist abgeschlossen in V (nur für W = R oder W = C )

7. ker(f) ist nicht dicht in V (nur für W = R oder W = C )

Beweis. siehe Kapitel 1.

Bemerkung. (5)⇒(3): x ∈ B1(0), also ‖x‖ ≤ 1, damit ist ‖f(x)‖ ≤ c‖x‖ ≤ c
beschränkt auf B1(0).
(5) . . . linear beschränktes Wachstum.
(3)⇒(5): Es ist ‖f(x)‖ ≤ c auf B1(0). Sei y ∈ V mit ‖y‖ = d ⇒ y

‖y‖ = y

d
∈

B1(0) ⇒ f(y

d
) ≤ c. Da f linear ist, folgt daraus ‖f(y)‖ ≤ c‖y‖.

Definition (Abbildungsnorm). Sei f : V → W linear und stetig. Dann
heißt ‖f‖ := inf{c ∈ R |‖f(x)‖ ≤ c‖x‖ ∀x ∈ V } die Abbildungsnorm von
f .

Beispiel. Sei f : R n → R n , f linear, gegeben durch eine Diagonalmatrix
diag(λ1, . . . , λn). Dann ist ‖f‖ = maxi=1...n |λi|.

Satz 2.2. (a) Sei f : V → W linear und stetig, dann gilt:

‖f‖ = inf{c ∈ R | ‖f(x)‖ ≤ c‖x‖ ∀x ∈ V } =

sup
x∈B1(0)

{ ‖f(x)‖ } = sup
x∈V,x 6=0

{ ‖f(x)‖
‖x‖ }.

(b) Es gilt: ‖f(x)‖W ≤ ‖f‖L(V,W )‖x‖V .
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(c) L(V,W ) = {f : V → W | f linear und stetig} wird mit der Abbildungs-
norm ‖ ‖ zu einem normierten Vektorraum.

(d) Ist W ein Banachraum, so ist L(V,W ) ein Banachraum.

Definition. Die von der Abbildungsnorm induzierte Topologie auf L(V,W )
heißt die starke Topologie oder Normtopologie auf L(V,W ) (im Gegensatz
zur schwachen Topologie).

Beweis des Satzes. Da ‖f(x)‖
‖x‖ = ‖f( x

‖x‖)‖ ist, ist ‖f‖ = inf{c ∈ R | ‖f(x)‖
‖x‖ ≤

c, (∀x ∈ R , x 6= 0)} = supx6=0
‖f(x)‖
‖x‖ .

Zeige, dass durch ‖f‖ eine Norm definiert ist: Seien f, g ∈ L(V,W ) und

λ ∈ R . Dann gilt: ‖f‖ = 0 ⇒ supx∈V,x 6=0
‖f(x)‖
‖x‖ = 0 ⇒ f = 0; es ist ‖λf‖ =

supx∈V,x6=0
‖λf(x)‖

‖x‖ = λ‖f‖, und ‖f + g‖ = supx∈V,x 6=0
‖f(x)+g(x)‖

‖x‖ ≤ ‖f‖ + ‖g‖.
Weiters ist ‖f(x)‖ ≤ ‖f‖‖x‖.

Satz 2.3. Die Komposition L(V,W ) × L(W,Z) → L(V, Z), (f, g) 7→ g ◦ f
ist stetig und es gilt ‖g ◦ f‖ ≤ ‖g‖‖f‖.

Beweis. siehe PS;

Satz 2.4. (a) Seien V1, . . . , Vk normierte Vektorräume und f : V1 × · · · ×
Vk → W k-multilinear. Dann ist f stetig ⇔

∃c > 0 mit ‖f(x1, . . . , xn)‖ ≤ c‖x1‖ . . . ‖xn‖.

(b) L(V1 × . . . × Vk,W ) = {f : V1 × · · · × Vk → W | f k-linear und stetig}
wird mit

‖f‖ = sup
xi∈Vi,xi 6=0

‖f(x1, . . . , xn)‖
‖x1‖ . . . ‖xn‖

zu einem normierten Vektorraum. Ist W ein Banachraum, so auch L(V1 ×
. . . × Vk,W )

Beweis. Nachrechnen (analog zum linearen Fall).
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Beispiel. Sei f : R n×R m → R bilinear, so existiert eine Matrix A ∈ Mnm( R )
mit f(v, w) = v · A · wT .

Bemerkung. Sei V1 = · · · = Vn = V und ∆ = {(v, . . . , v)|v ∈ V } die Dia-
gonale. Wenn f : V × · · · × V → R k-linear ist, so ist f |∆: ∆ → R eine
homogene polynomiale Abbildung vom Grad k.

Definition (Isomorphismus). Seien V,W topologische bzw. normierte Vek-
torräume. Eine Abbildung f : V → W heißt (topologischer) Isomorphismus
⇔ f ist linear (also f Vektorraum-Isomorphismus) und f und f−1 sind stetig
(also f insbesondere ein Homöomorphismus).

Seien V,W normierte Vektorräume: Eine lineare Abbildung f : V → W heißt
normerhaltend oder Isometrie: ⇔ ∀x ∈ V ist ‖f(x)‖ = ‖x‖.

Ist f : V → W eine bijektive Isometrie, so heißt f ein isometrischer Isomor-
phismus.

Bemerkung. Sei f : V → W linear und bijektiv, dann ist g := f−1 linear und
es gilt: g ist stetig ⇔ ∃c > 0 : ∀v ∈ V mit ‖f(v)‖ ≥ c‖v‖.

Definition (direkte Untervektorräume). Ein Untervektorraum U von V
heißt direkt: ⇔ U ⊆ V abgeschlossen ist und es existiert ein Untervektorraum
W ⊆ V abgeschlossen mit V = U ⊕ W .

Beispiel. R 2 = ( R × {0}) ⊕ ({0} × R ) ∼= R × R = R ⊕ R .

Bemerkung. V = U ⊕ W direkte toplologische Summe ⇔ U,W ⊆ V abge-
schlossen, V = U ⊕ W als Vektorraum und die Projektionen πU : V → U ,
πW : V → W sind stetig ⇔ ∃ π : V → U linear und stetig mit π2 = π
(W = ker(π)).

Beispiel. (a) Sei V ein topologischer Vektorraum, dann gilt L(V, R 2) =
L(V, R ) × L(V, R ). Eine lineare Abbildung in einen endlich dimensionalen
Vektorraum ist stetig, wenn sie in jeder Komponente stetig ist. Allgemeiner:
L(V,W × U) ∼= L(V,W ) × L(V, U);
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(b) Sei f : V → W stetig und U ⊆ V ein Untervektorraum, dann ist g :=
f |U : U → W stetig und ‖g‖ ≤ ‖f‖.
(c) Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum, W beliebig und f : V → W
linear. Dann ist f stetig. Speziell: Jede lineare Abbildung f : R → W ist
stetig, aber nicht jede lineare Abbildung f : W → R .

(d) Sei f : `∞ → `∞, f((xi)i) := (x1,
x2

2
, x3

3
, x4

4
, . . .). Dann ist f linear und

stetig, ‖f‖ = 1, f ist nicht surjektiv, im(f) ⊆ c0 = {Nullfolgen}, f ist injektiv
und f−1 : im(f) → `∞ ist nicht stetig.

(e) Die Abbildung f : C([a, b], R ) → R , f(g) :=
∫ b

a
g(x) d x ist linear und

stetig mit ‖f‖ = b − a.

(f) Die Abbildung f : `∞ → `∞, f((xn)n∈N ) := (xn+1 − xn)n∈N ist wohlde-
finiert, linear und stetig mit ‖f‖ = 2.

(g) Sei V = {(xi)i∈N | (xi)i∈N konvergent in C } = c( C ), dann ist die Abbil-
dung f : V → C , f((xi)i∈N ) := limi→∞ xi wohldefiniert, linear und stetig
mit ‖f‖ = 1.

(h) Fredholmscher Integraloperator: Betrachte die Abbildung

f : C([a, b], R ) → C([a, b], R ), f(g)(x) :=

∫ b

a

k(x, y)g(y)dy

wobei der Kern k(x, y) ∈ C([a, b]2, R ) ist. Dann ist f linear und wohldefiniert.
Behauptung. f ist stetig mit Norm

‖f‖ = max
x∈[a,b]

∫ b

a

|k(x, y)|dy.

Beweis. ≤: klar, da nur g mit |g(t)| ≤ 1 für die Normabschätzung betrach-
tet werden.
≥: Finde Folgen von gs mit ‖g‖ ≤ 1, sodass ‖f(g)‖∞ → ‖f‖op.

(i) Betrachte f : R n → R n, f(x) = Ax. Dann ist

‖f‖∞ = max
i

n∑

j=1

|Ai,j| die grösste Zeilenbetragssumme,

‖f‖1 = max
j

n∑

i=1

|Ai,j| die grösste Spaltenbetragssumme und

‖f‖2 ≤ (
n∑

i,j=1

|Ai,j|2)
1

2 .
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(j) Betrachte die Abbildung

f :=
d

d x
: C

1([a, b], R ) → C([a, b], R ), f(g) :=
d g

d x
.

Dann ist f linear, wohldefiniert aber nicht stetig, wenn auf beiden Räumen
die ∞-Norm ‖ ‖∞ verwendet wird. f wird stetig, wenn auf C1([a, b], R ) eine
feinere Topologie betrachtet wird, etwa die durch folgende Norm induzierte:

‖g‖C1 := sup
x∈[a,b]

|g(x)| + sup
x∈[a,b]

|g′(x)|.

(k) Betrachte O(r) := {f ∈ R {x} | Konvergenzradius(f) ≥ r} = {f =
∑∞

k=0 fkx
k | ‖f‖r =

∑∞
k=0 |fk|rk < ∞}. Für r′ < r ist O(r) ⊆ O(r′) ein

nicht abgeschlossener Untervektorraum. Betrachte den Isomorphismus

α : O(r) → O(r′), α(f(x)) := f(
r′

r
x).

Dann ist ‖f‖r < ∞ ⇔ ‖α(f)‖r′ < ∞.

(l) Es ist Lp( R , R ) 6∼= Lq( R , R ) und `p( R ) 6∼= `q( R ) für p 6= q.

(m) Sei U ⊆ R offen, a ∈ U, V = C(U, R ) und Va := {f ∈ V | f(a) = 0}.
Va ist ein abgeschlossener Untervektorraum von V , denn die Abbildung

εa : V → R , εa(f) := f(a)

ist stetig und Va = ε−1
a (0). Definiere eine Projektion:

πa : V → Va, πa(f) := f − f(a).

Dann ist πa linear und stetig und es gilt π2
a = πa, ker(πa) = {konstante

Abbildungen}. Daher ist V ∼= Va⊕ R (Das ist sogar eine direkte topologische

Summe, d.h. die Topologie auf V ist die Produkttopologie auf Va × R ).

(n) Betrachte V = C∞( R p, R ) mit den Seminormen

pK,n(f) := sup
x∈K

sup
α≤n

|∂
αf

∂xα
(x)|.

Dann ist U := {f ∈ V | ∂αf

∂xα (0) = 0 ∀α ∈ N p} ein abgeschlossener Unter-
vektorraum von V .
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Satz 2.5. Sei V ein normierter Vektorraum und W ein Banachraum. Dann
ist L(V,W ) = {f : V → W | f linear und stetig} mit der Abbildungsnorm
wieder ein Banachraum.

Beweis. Sei (fn)n∈N eine Cauchy-Folge in L(V,W ). Der Einsetzungshomo-
morphismus εa : L(V,W ) → W, εa(f) = f(a) ist stetig ∀a ∈ V . Da-
her ist ∀a ∈ V (fn(a))n eine CF in W . Weil W vollständig ist, konvergiert
(fn(a))n in W mit Grenzwert limn→∞ fn(a) =: f(a). Damit erhält man eine
Abbildung f : V → W, f(a) = limn→∞ fn(a). Zeige noch: f ist stetig und
limn→∞ ‖fn − f‖ = 0 in L(V,W ).

Sei δ > 0. Dann ∃n0 ∈ N mit ‖fn − fm‖ < δ ∀m,n ≥ n0. Damit ist
∀a ∈ V ‖fn(a) − fm(a)‖ ≤ δ‖a‖. Fixiere in der Ungleichung m und lasse
n gegen ∞ gehen: Wegen der Stetigkeit der Norm: ∀m ≥ n0,∀a ∈ V :
‖f(a) − fm(a)‖ ≤ δ‖a‖. Also ist (f − fm) stetig und daher auch f stetig.

Weiters: ∀δ > 0 ∃n0 mit ‖f(a) − fm(a)‖ ≤ δ‖a‖ ∀a ∈ V, ∀m ≥ n0. Daraus

folgt für a 6= 0 und m ≥ n0 : ‖(f−fm(a)‖
‖a‖ ≤ δ ⇒ limn→∞ ‖fn − f‖ = 0.

Bemerkung. Sei (fn)n∈N eine Folge in L(V,W ) und f : V → W linear. Dann
gilt:

(a) (fn) konvergiert punktweise gegen f ⇔ ∀a ∈ V konvergiert (fn(a)) gegen
f(a) in W .

(b) (fn) konvergiert gleichmäßig gegen f ⇔ Die Folge der Normen ‖fn − f‖
konvergiert gegen 0.

Speziell: Sei für k ∈ N gk linear und stetig und fn =
∑n

k=0 gk die n-te
Partialsumme, dann sagt man entsprechend die Reihe konvergiert punktweise
bzw. gleichmäßig.

Satz 2.6 (Neumann-Reihe). Sei V ein Banachraum und g : V → V stetig
und linear. Weiter sei f := idV − g : V → V , dann gilt:

(a) Konvergiert die Reihe
∑∞

k=0 gk (die geometrische Reihe in g bezüglich
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der Komposition) gleichmäßig, so ist f invertierbar mit stetigem Inversen
f−1 =

∑∞
k=0 gk.

(b) Die Reihe
∑∞

k=0 gk konvergiert genau dann gleichmäßig, wenn

limk→∞ ‖gk‖ 1

k < 1, insbesondere wenn ‖g‖ < 1 ist.

(c) Ist ‖g‖ < 1 so gilt ‖f−1‖ ≤ 1
1−‖g‖ .

Bemerkung. Sei V = R und g : R → R linear, das heißt g(x) = c ·x für ein
c ∈ R . Dann ist gk(x) = ckx und

∑∞
k=0 gk =

∑∞
k=0 ckx. Wir wissen:

∑∞
k=0 ck

konvergiert für |c| < 1 und
∑∞

k=0 ck = 1
1−c

. Weiter ist (idV −g)(x) = x−cx =

(1 − c)x, daher ist f−1(x) = 1
1−c

x.

Lemma 2.1. Sei (ai)i∈N eine Folge in R mit ai ≥ 0. Es gelte ai+j ≤ aiaj.
Dann konvergiert die Folge ( i

√
ai)i∈N gegen inf i∈N ( i

√
ai).

Beweis des Satzes. L := L(V, V ) ist ein Banachraum, weil V ein Banach-
raum ist. Wir verwenden das Wurzelkriterium: Ist (xi)i∈N eine Folge in ei-

nem Banachraum, so konvergiert
∑

i∈N
xi, wenn lim supi→∞(‖xi‖)

1

i < 1 und

divergiert, wenn lim supi→∞(‖xi‖)
1

i > 1.

Speziell hier: Sei g ∈ L und (gk)k∈N eine Folge in L. Wir wissen: ‖gk+l‖ =
‖gk ◦ gl‖ ≤ ‖gk‖‖gl‖ ∀k, l ∈ N . Insbesondere: ‖gk‖ ≤ ‖g‖k.

Lemma. Der Grenzwert limk→∞ ‖gk‖ 1

k existiert und ist gleich dem infk ‖gk‖ 1

k ≤
‖g‖. Also ist auch lim supk ‖gk‖ 1

k = limk→∞ ‖gk‖ 1

k .

Sei etwa limk ‖gk‖ 1

k < 1. Dann konvergiert nach dem Vorigen die Reihe
∑∞

k=0 gk gleichmäßig in L. Ist umgekehrt
∑∞

k=0 gk konvergent ⇒ limn→∞ ‖gk‖ =

0 ⇒ ‖gk‖ < 1 für k groß ⇒ ‖gk‖ 1

k < 1 für k groß. Wegen lim ‖gk‖ 1

k =

infk ‖gk‖ 1

k folgt limn→∞ ‖gk‖ 1

k < 1. Damit ist (b) bewiesen.

Beweis von (a). Sei
∑∞

k=0 gk gleichmäßig konvergent mit Grenzwert h in L.
Zeige h = f−1. Betrachte f◦h = (id−g)◦(

∑

k≥0 gk) = id◦∑k gk−g◦∑k gk =
∑

k id ◦ gk −∑k g ◦ gk =
∑

k gk −∑k gk+1 = g0 = id. Analog zeigt man
h ◦ f = idV .

Beweis von (c). ‖h‖ = ‖∑∞
k=0 gk‖ ≤∑∞

k=0 ‖g‖k = 1
1−‖g‖ , wenn ‖g‖ < 1.
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Bemerkung. Vergleiche Neumann-Reihe mit Fixpunktsatz: Sei g : V → V
linear, ‖g‖ < 1 ⇒ g ist kontrahierend, denn: ‖g(x) − g(y)‖ ≤ ‖g‖‖x − y‖ =
c‖x − y‖ mit c = ‖g‖ < 1.

Klar: g hat einen Fixpunkt, nämlich g(0) = 0 und ∀x ∈ V gilt gk(x) → 0 für
k → ∞, ∀x ∈ V .

Beispiel. (a) Sei A ∈ Mn( R ) mit Abbildungsnorm ‖A‖ < 1. B := In −A ⇒
B−1 = In + A + A2 + A3 + . . . Speziell. Ist A nilpotent, das heißt ∃k ∈ N

mit Ak = 0, dann ist B−1 = In + A + A2 + A3 + · · · + Ak−1. Strikte obere
Dreiecksmatrizen sind Beispiele für nilpotente Matrizen.

(b) Man kann für h ∈ C([0, 1], R ) die Integralgleichung

g(x) −
∫ 1

0

k(x, y)g(y)dy = h(x)

mit Hilfe der Neumann-Reihe lösen. (PS)

Erinnerung. Die stetige Abhängigkeit von Lösungen von Differentialgleichun-
gen vom Anfangswert oder von Parametern lässt sich durch die Stetigkeit der
Inversen einer linearen Abbildung zwischen normierten (vollständigen) Vek-
torräumen ausdrücken. Sei α : V → W linear, bijektiv und stetig. Frage: Ist
α−1 stetig?

Bemerkung. (a) Sei f : V → W linear und bijektiv ⇒ f−1 linear.

(b) Sei f : R n → R n differenzierbar, bijektiv und (Df)−1 existiert ⇒ Dann
ist f−1 differenzierbar.

(c) Sei f : R n → R n stetig und bijektiv, dann folgt nicht, dass f−1 stetig
ist.

Erinnerung. Seien X,Y topologische Räume und f : X → Y eine Abbildung.
Dann gilt: f ist stetig ⇔ ∀U ⊆ Y offen ist f−1(U) ⊆ X offen. Sei f bijektiv,
dann ist f−1 stetig ⇔ ∀V ⊆ X offen

ist (f−1)−1(V ) ⊆ Y offen ⇔ ∀V ⊆ X offen ist f(V ) ⊆ Y offen ⇔ f offen.
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Satz 2.7 (Satz von Banach-Schauder, Satz von der offenen Abbil-
dung). Seien V,W Banachräume und f : V → W linear und stetig. Dann
gilt: f ist offen ⇔ f ist surjektiv.

Beweis. ⇒: Sei f offen. Dann enthält f(BV ) ⊆ W eine offene Kugel, etwa
λB′ mit B′ := BW (0, 1) und λ ∈ R . Sei y ∈ W . Für µ ∈ R klein ist
µy ∈ λB′ ⇒ µy ∈ f(BV ) ⊆ f(V ) ⇒ y ∈ f(V ) da f linear ist.

⇐: B := BV (0, 1). Zeige f(B) enthält eine offene Kugel in W um 0:
Es ist V =

⋃

k∈N
kB ⇒ W = f(V ) = f(

⋃

k kB) =
⋃

k f(kB) =
⋃

k kf(B) ⊆
⋃

k kf(B) ⊆ W ⇒ W =
⋃

k kf(B) abzählbare Vereinigung abgeschlossener

Mengen. ⇒ (Satz von Baire) f(B) enthält eine offene Kugel in W , etwa
λB′ + a mit λ ∈ R , λ > 0, a ∈ W,B ′ = BW (0, 1). Aus Symmetriegründen
folgt −(λB′ + a) ⊆ f(B) ⇒ λB ′ ⊆ f(B).

Behauptung. λ
2
B′ ⊆ f(B) (⇒ f offen).

Beweis. Sei y ∈ λ
2
B′. Wir konstruieren eine Cauchy-Folge (xn)n∈N in V mit

limn→∞ xn = x ∈ B und f(x) = y. Induktiv. x0 := 0. Seien x0, . . . , xn

konstruiert mit ‖xk−1 − xk‖ < 1
2k+1 und ‖y − f(xk)‖ < 1

2k+2 für alle k ≤
n. Wegen λB′ ⊆ f(B) gilt: y − f(xn) ∈ f( 1

2n+1 B) ⇒ ∃zn ∈ 1
2n+1 B mit

‖y−f(xn)−f(zn)‖ < 1
2n+3 . Setze nun xn+1 = xn+zn und erhalte ‖xk−1−xk‖ <

1
2k+1 für k ≤ n + 1 und ‖y − f(xn+1)‖ < λ

2n+3 . Klar: (xn)n∈N ist eine Cauchy-
Folge in V . Sei x ∈ V ihr Grenzwert. Dann gilt f(x) = f(limn→∞ xn) =
limn→∞ f(xn) = y. Weiter gilt ‖x‖ ≤∑∞

k=1 ‖xk − xk−1‖ ≤∑∞
k=2

1
2n < 1, also

ist x ∈ B.

Folgerung (Satz über offene Abbildungen). Seien V,W Banachräume und f :
V → W linear, stetig und bijektiv, dann ist f−1 : W → V stetig, also f ein
topologischer Isomorphismus (d.h. Isomorphismus + Homöomorphismus).

Beweis. f ist bijektiv, daher existiert f−1 und ist linear. Damit folgt die
Behauptung aus dem vorigen Satz: f offen ⇒ f−1 stetig.

Folgerung (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien V,W Banachräume
und f : V → W linear. Dann gilt: f ist stetig ⇔ Graph(f) = {(x, f(x)) ∈
V × W | x ∈ V } ⊆ V × W abgeschlossen ist.
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Beweis. Sei g : V ×W → W, g(x, y) = y−f(x), dann ist Graph(f) = ker(g)
ein linearer Unterraum von V ×W und damit normiert. Ist f stetig, so ist g
stetig und damit ker(g) abgeschlossen.
Ist umgekehrt Graph(f) abgeschlossen, dann ist Graph(f) ein Banachraum.
Die Projektion pV : Graph(f) → V, pV (x, y) = x ist bijektiv, linear, stetig
und nach dem vorigen Satz auch offen. Daher ist p−1

V = (id, f) stetig und
damit auch f stetig.

Bemerkung. (a) Der Satz und die Folgerungen gelten auch für Frechet-Räume.

(b) Die Implikation“⇒” in der zweiten Folgerung benützt die Vollständigkeit
nicht.

(c) Ist V ein Vektorraum mit zwei Normen ‖ ‖1, ‖ ‖2, sodass V mit beiden
Normen ein Banachraum ist und für die induzierten Topologien T1, T2 gilt
T1 ⊆ T2 (d.h. T1 gröber als T2), dann gilt bereits T1 = T2.
Beweis: Die Abbildung id : (V, T1) → (V, T2) ist bijektiv, linear und stetig.
Daraus folgt id−1 : (V, T2) → (V, T1) ist stetig, das heißt aber T2 ⊆ T1.

Definition (Topologien auf L(V,W )). Seien V,W normierte Vektorräu-
me. Wir können auf L(V,W ) mehrere Topologien betrachten:

(a) Normtopologie TN :

‖f‖ = sup
x∈BV (0,1)

‖f(x)‖

(Topologie der gleichmäßigen Konvergenz auf beschränkten Umgebungen).

(b) Topologie der punktweisen Konvergenz Tp: Eine Folge (fn)n∈N in L(V,W )
konvergiert punktweise gegen f ∈ L(V,W ): ⇔ ∀a ∈ V konvergiert (fn(a))n∈N

gegen f(a) in W .

(c) Topologie der gleichmäßigen Konvergenz auf Kompakta TK : Eine Fol-
ge (fn)n∈N in L(V,W ) konvergiert gleichmäßig auf Kompakta gegen f ∈
L(V,W ): ⇔ ∀K ⊆ V kompakt konvergiert (fn|K)n∈N gleichmäSSig gegen
f |K in L(V,W ).

Klar: Ein Punkt ist kompakt und ein Kompaktum ist beschränkt. Daher gilt
Tp ⊆ TK ⊆ TN .
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Satz 2.8 (Satz von Banach-Steinhaus, Satz von der gleichmäßigen
Beschränktheit). Sei V ein Banachraum, W ein normierter Vektorraum
und (fn)n∈N eine Folge in L(V,W ). Die Folge (fn)n∈N konvergiere punktwei-
se gegen f : V → W . Dann ist f ∈ L(V,W ), das heißt f ist linear und stetig,
und die Folge der Normen (‖fn‖)n∈N ist beschränkt: ‖f‖ ≤ lim infn→∞ ‖fn‖.

Bemerkung. (a) Die Folge (fn)n∈N konvergiert gegen f gleichmäßig auf Kom-
pakta, aber nicht bezüglich der Norm-Topologie von L(V,W ).

(b) Man kann zeigen, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

1. (fn)n∈N konvergiert punktweise gegen f ∈ L(V,W )

2. Die ‖fn‖ sind beschränkt und (fn(a)) → f(a) für alle a in einer dichten
Teilmenge von V .

Beweis des Satzes. ∀a ∈ V existiert limn fn(a) =: f(a) ∈ W . Damit existiert
zu jedem a ∈ V ein ca > 0 mit ‖fn(a)‖ < ca für alle n ∈ N . Setzte Ak :=
{a ∈ V | supn ‖fn(a)‖ ≤ k} = {a ∈ V | ‖fn(a)‖ ≤ k ∀n ∈ N } ⊆ V . Dann
sind die Ak ⊆ V abgeschlossen (fn und ‖ ‖ sind stetig) und

⋃∞
k=1 Ak = V ⇒

(Satz von Baire) ∃k ∈ N mit A◦
k 6= ∅ (d.h. Ak enthält eine offene Kugel).

Aber es ist Ak = k
m

Am, also enthalten alle Ak eine offene Kugel. Insbesondere
∃λ > 0 mit 1

λ
BV (0, 1) ⊆ A1. Damit ist ∀a ∈ BV (0, 1) : a

λ
∈ A1, das heißt

‖ a
λ
fn‖ ≤ 1. Also ist ‖fn(a)‖ ≤ λ (∀n ∈ N ).

Wir haben gezeigt: Die supa∈BV (0,1) ‖fn(a)‖ = ‖fn‖ sind beschränkt durch λ.
Sei B := BV (0, 1), B′ = BW (0, 1). Dann gilt fn(B) ⊆ λB′ ∀n ∈ N ⇒ (f =
limn fn punktweise) f(B) ⊆ λB ′ = λB′ ⊆ µB′ ∀µ > λ ⇒ f ist beschränkt
auf B, also ‖f‖ < ∞ und f stetig.

Definition (konvex). Sei V ein Vektorraum und A ⊆ V . A heißt konvex :
⇔ ∀x, y ∈ A ist [x, y] := {tx + (1 − t)y|t ∈ [0, 1]} ⊆ A.

Beispiel. (a) Jeder affine oder lineare Unterraum von V ist konvex.

(b) Jede Kugel in einem normierten Vektorraum ist konvex.

(c) Sei f : V → R linear und stetig. Dann sind die offenen Halbräume
H+ = {x ∈ V | f(x) > 0} und H+ = {x ∈ V | f(x) ≥ 0} konvex.
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(d) Sei A ⊆ V konvex, dann ist die positive Kugel K := {λx | x ∈ A, λ ≥ 0}
konvex.

(e) Sei A ⊆ V konvex und f : V → W eine affine Abbildung. Dann ist
f(A) ⊆ W konvex. Weiter sei B ⊆ W konvex, dann ist f−1(B) ⊆ V konvex.

(f) Sei A ⊆ V konvex und V normiert. Dann sind A und A◦ konvex.

(g) Durchschnitte und Summen von konvexen Mengen sind wieder konvex.

(h) Sei A ⊆ V beliebig. Die konvexe Hülle von A,

conv(A) :=
⋂

A⊆B,B konvex

B

ist konvex.

Definition (Extrempunkt). Sei V ein normierter Vektorraum, A ⊆ V
konvex und a ∈ A. a heißt ein Extrempunkt von A :⇔ a liegt nicht im
Inneren eines Segmentes [x, y] ⊆ A.

Satz 2.9 (Satz von Hahn-Banach, Fortsetzungssatz, 1. geometrische
Version). Sei V ein normierter Vektorraum, A ⊆ V offen und konvex, U ⊆
V ein affiner Unterraum und A ∩ U = ∅. Dann gibt es eine abgeschlossene
Hyperebene W ⊆ V mit U ⊆ W und A ∩ W = ∅.

Zum Beweis dieses Satzes benötigen wir folgende, nicht-konstruktive Exis-
tenzaussage:

Lemma 2.2 (Lemma von Zorn). Jede induktiv geordnete Menge besitzt
ein maximales Element

Beweis. Lang, [13], p. 12-16.

Definition. Eine Ordnung (Ordnungsrelation) auf einer Menge X ist eine
Teilmenge R⊆X × X mit folgenden Eigenschaften:

(1) (x, x) ∈ R, ∀x ∈ X,
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(2) (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R ⇒ (x, z) ∈ R,

(3) (x, y) ∈ R, (y, x) ∈ R ⇒ x = y.

Für (x, y) ∈ R schreibt man oft x ≤ y. Damit

(1) x ≤ x,

(2) x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z,

(3) x ≤ y, y ≤ x ⇒ x = y.

X heißt totalgeordnet, wenn zusätzlich gilt:

(4) ∀x, y ∈ R gilt entweder (x, y) ∈ R oder (y, x) ∈ R,

also

(4) x ≤ y oder y ≤ x (je zwei Elemente sind vergleichbar).

Definition. Sei X eine geordnete Menge, A⊆X Teilmenge. x ∈ X heißt
genau dann obere Schranke von A, wenn für alle a ∈ A gilt, dass a ≤ x.
x ∈ X heißt kleinste obere Schranke von A, wenn x obere Schranke und für
alle oberen Schranken x′ ∈ X von A gilt, dass x ≤ x′. x heißt dann auch
das Supremum von A. a ∈ A heißt maximales Element von A, wenn es kein
b ∈ A gibt mit a ≤ b. a ∈ A heißt größtes Element von A, wenn für alle
b ∈ A gilt, dass b ≤ a.

Definition. X 6= ∅ heißt induktiv geordnet, wenn jede totalgeordnete Teil-
menge von X eine obere Schranke besitzt.

Beweis von Satz 2.9. Sei U ⊆V affin. Nach geeigneter Translation wird U
linearer Unterraum und die Aussagen des Satzes bleiben erhalten. Also o. B.
d. A. U linearer Unterraum von V . Sei

E := {W ⊆V linearer Unterraum : U ⊆W und W ∩ A = ∅},
geordnet mit der Inklusion.

(a) E ist induktiv geordnet: Sei F⊆E totalgeordnet, so setze W0 =
⋃

W∈E
W .

Dann ist W0 ⊆V Unterraum, U ⊆W0 und W0 ∩ A = ∅. Daraus folgt, dass
W0 obere Schranke von F ist, also ist E induktiv geordnet.
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Sei also W ein maximales Element von E: U ⊆W , W ∩ A = ∅. Dann ist W
abgeschlossen, da sonst W ⊆W mit U ⊆W , W ∩ A = ∅ (A offen) wäre und
so W nicht maximal.

(b) Ist W keine Hyperebene, so betrachte den Faktorraum V/W , dim V/W ≥
2. Weil W abgeschlossen ist, ist V/W normiert, und A′ = π(A)⊆V/W kon-
vex und offen . Weiters ist A ∩ W = ∅ ⇒ W 6⊆ A + W ⇒ 0 6∈ π(A). Findet
man nun in V/W einen echten linearen Unterraum (siehe (c)) mit W ′ 6= 0
und W ′ ∩A′ = ∅, so ergibt W ′ + W ⊆V einen Unterraum mit W ( W ′ + W
und (W ′ + W ) ∩ A = ∅. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalität von W .

(c) Also o. B. d. A. dim V ≥ 2, A⊆V konvex offen, 0 6∈ A und es genügt
einen Unterraum W 6= 0 von V zu finden mit W ∩ A = ∅ (dies genügt auch
für den Beweis von Satz 2.10 unten). Sei nun K = R . Betrachte den offenen
Kegel K =

⋃

λ>0 λA⊆V konvex, und seinen Rand ∂K in V \{0}. Wäre ∂K =

∅, dann wäre K = K abgeschlossen und offen in V \ {0} zusammenhängend,
woraus folgen würde, dass K = V \ {0} nicht konvex wäre. Also gibt es eine
x ∈ ∂K. Betrachte W = R x⊆V , W 6= 0.

Es gilt, dass W ∩ K = ∅. Denn wäre y ∈ W ∩ K, also y ∈ R x und y ∈ K,
dann wäre entweder x ∈ K oder −x ∈ K. Weil aber x 6∈ K ⇒ −x ∈ K ⇒
B(−x, ε)⊆K für ein ε > 0. Weiters, weil B(x, ε) ∩ K 6= ∅ ist, gibt es ein
z ∈ B(x, ε) ∩K mit −z ∈ K. Wegen der Konvexität von K folgt dann, dass
0 6∈ K ist. Widerspruch. Nun folgt aber aus W ∩ K = ∅, dass W ∩ A = ∅,
womit W die gewünschten Bedingungen erfüllt.

(d) Betrachte nun den Fall, dass K = C . V ist als komplexer Vektorraum
auch ein Vektorraum über R , also gibt es eine reelle Hyperebene W ⊆V mit
U ⊆W und A∩W = ∅. Aber: U komplex, also ist U = U ∩ i U . Daraus folgt
W0 = W ∩ i W ⊇ U , W0 ∩ A = ∅ und W0 ⊆V ist komplexe Hyperebene.

Satz 2.10 (Satz von Hahn-Banach, 2. geometrische Version). Sei
V ein normierter reeller Vektorraum, A,K ⊆ V konvexe Teilmengen, A
abgeschlossen, K kompakt und A ∩ K = ∅. Dann gibt es eine stetige lineare
Abbildung f : V → R mit f |A > c und f |K < c für ein c ∈ R . Das heißt es
gibt eine Hyperebene f−1(c) in V , die A und K trennt.

Beweis. Betrachte d(A,K) = infa∈A,b∈K ‖a − b‖ = infa∈A,b∈K d(a, b). Die
Abbildung d(A,−) : K → R , d(A, b) := infa∈A,b∈K d(a, b) ist stetig und
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d(A, b) > 0 (∀b ∈ K), da A abgeschlossen ist. K ist kompakt ⇒ d(A,−)
nimmt ein Minimum auf K an, das heißt d := d(A,K) = d(A, b0) für ein
b0 ∈ K. Wähle 0 < r < d, dann ist die Menge A′ := A − K − B(0, r) ⊆ V
offen, konvex und aus der Dreiecksungleichung folgt: 0 /∈ A′. Wende nun den
vorigen Satz mit U = 0 und A = A′ an, dann folgt ∃W ⊆ V Hyperebe-
ne mit W ∩ A′ = ∅. Sei f : V → R linear und stetig mit f−1(0) = W ,
o.B.d.A. f |A′ > 0 (A′ ist zusammenhängend, da konvex und A′ ∩ W = ∅).
Erhalte ∀a ∈ A, ∀k ∈ K, ∀b ∈ B(0, r) die Ungleichung f(a) > f(k) +
f(b). Damit folgt infA(f) ≥ supK(f) + supB(0,r)(f). Da K kompakt ist und
supB(0,r)(f) = r‖f‖ folgt ∃c ∈ R mit f |A > c und f |K < c.

Folgerung. Sei V ein normierter Vektorraum und A ⊆ V konvex und abge-
schlossen. Dann ist

A =
⋂

A⊆H⊆V
H abg. Halbraum

H.

Beweis. ⊆: klar
⊇: Sei a /∈ A ⇒ ∃fa : V → R linear und stetig mit fa|A > ca und
fa(a) < ca ⇒ ⋂

a∈V \A {fa ≥ ca} = A.

Satz 2.11 (Satz von Hahn-Banach, analytische Version). Sei V ein
normierter Vektorraum, {0} 6= U ⊆ V Untervektorraum, f : U → R linear,
stetig und f 6≡ 0. Dann besitzt f eine stetige lineare Fortsetzung f̄ : V → R

auf V und ‖f‖ = ‖f̄‖.

Bemerkung. Die Aussage gilt auch noch für lokalkonvexe Räume.

Beispiel. Sei V = R 2, U ⊆ V eine Gerade, f : U → R linear, stetig und
f 6≡ 0. Für a /∈ U setze f̄(a) = α ∈ R für ein α ∈ R . Es gilt V = U ⊕ R a,
also hat man so f auf ganz V fortgesetzt. Der Satz sagt, man kann α sogar
so wählen, dass ‖f‖ = ‖f̄‖ ist.

Beweis. U ⊆ V Untervektorraum ⇒ U ⊆ V Untervektorraum und f lässt
sich linear und stetig auf U fortsetzen. Also o.B.d.A. : U = U abgeschlos-
sen.
(a) Sei a ∈ V \U und U1 = U⊕ R a. Wir konstruieren eine Fortsetzung f1 von
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f auf U1 mit ‖f1‖ = ‖f‖. Setze f1(x + λa) := f(x) + λα mit α ∈ R , α =
f1(a), sodass ‖f1‖ = ‖f‖. Zeige also, dass so ein α existiert. Dazu genügt es
zu zeigen, dass ∀x,∀λ : |f1(x + λa)| ≤ ‖f‖‖x + λa‖, das heißt ∀x ∈ U :
|f(x)−α| ≤ ‖f‖‖x−a‖, das heißt f(x)−‖f‖‖x−a‖ ≤ α ≤ f(x)+‖f‖‖x−a‖.
Für x, y ∈ U gilt f(x)−f(y) = f(x−y) ≤ ‖f‖‖x−y‖ ≤ ‖f‖(‖x−a‖+‖a−y‖),
also ∀x, y ∈ U : f(x) − ‖f‖‖x − a‖ ≤ f(y) + ‖f‖‖y − a‖. Daher existiert
α ∈ R mit den gewünschten Eigenschaften.

(b) Wir wählen eine maximale Fortsetzung von f und zeigen, dass diese auf
ganz V definiert ist. Betrachte dazu Paare E = (W, f) mit U ⊆ W ⊆ V, W
Untervektorraum und f : W → R lineare stetige Fortsetzung von f mit
‖f‖ = ‖f‖. Ordne die Menge E dieser Paare wie folgt: (W, f) ≤ (W ′, f ′) ⇔
W ⊆ W ′ und f ′|W = f . Damit ist E induktiv geordnet: Zeige dazu, dass jede
total geordnete Teilmenge F ⊆ E eine obere Schranke in E besitzt.
Setze W0 :=

⋃

W∈F
W ⊆ V und f0 : W0 → R , f0(x) := fW (x) für x ∈ W .

Dann ist f0 wohldefiniert, linear und stetig. Weiter ist ‖f0‖ = supf∈F
‖f‖ =

‖f‖. Also ist E induktiv geordnet und besitzt daher nach dem Zornschen
Lemma ein maximales Element, etwa (W, f). Wäre W ⊂ V, W 6= V , dann
wähle a ∈ V \W und konstruiere eine Fortsetzung f1 : W ⊕ R a nach (a).
Daraus folgt aber ein Widerspruch zur Maximalität von (W, f).

(c) K = C : Betrachte U ⊆ V als reellen Untervektorraum und g := Re(f)
mit ‖g‖ = ‖f‖. Dann gibt es eine Fortsetzung g : V → R von g auf V mit
‖g‖ = ‖g‖. Setze nun f(x) := g(x) + ig(ix), und erhalte so eine komplexe
Fortsetzung von f mit ‖f‖ = ‖f‖.

Folgerung (Satz von Hahn-Banach, klassische Version). Sei V ein normierter
Vektorraum über R oder C und (ai)i∈N eine Folge von linear unabhängigen
Elementen in V . Weiter seien ∀i ∈ N ci ∈ R / C . Dann sind äquivalent:

(a) ∃f : V → R / C linear, stetig mit ∀i ∈ N : f(ai) = ci.

(b) ∃b ≥ 0, sodass ∀λi ∈ R / C ,∀n ∈ N gilt: |∑n

i=1 λici| ≤ b‖∑n

i=1 λiai‖.

(c) Sei W = 〈ai | i ∈ N 〉 ≤ V die R / C -lineare Hülle. Dann ist die lineare
Abbildung g : W → R / C mit g(ai) = ci stetig.

Speziell. Sei V = `2 = {(xi)i∈N |
∑

i x
2
i < ∞}. Jedes f : `2 → R / C linear und

stetig ist von der Form f((xi)i∈N ) =
∑

i∈N
dixi für eine Folge (di)i∈N ∈ `2
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(Beweis im Kapitel über Hilberträume).
Damit erhalten wir für ai = (aij)j∈N ∈ `2, ci ∈ R / C (∀i ∈ N ) mit (ai)i

linear unabhängig folgende äquivalente Aussagen:

(a) ∃d := (di)i∈N ∈ `2 mit
∑

j∈N
aijdj = ci (∀i ∈ N ).

(b) ∃b ≥ 0, sodass ∀λi ∈ R / C und ∀n ∈ N gilt: |∑n

i=1 λici| ≤ b‖∑n

i=1 λiai‖l2 .

(c) Die lineare Abbildung g : 〈ai | i ∈ N 〉 → R / C mit g(ai) = ci für alle
i ∈ N ist stetig.

Beweis. (a) ⇒ (b): Setze b := ‖f‖. Dann gilt ∀x ∈ V : |f(x)| ≤ b|x|. Speziell
für x =

∑n

i=1 λiai ∈ V gilt: |f(x)| = |f(
∑n

i=1 λiai)| = |∑n

i=1 λif(ai)| =
|∑n

i=1 λici| ≤ b‖x‖ = b‖∑n

i=1 λiai‖.

(b) ⇔ (c) : W = 〈ai | i ∈ N 〉 = { endliche Linearkombinationen der ai} =
{x =

∑n

i=1 λiai|λi ∈ R / C , n ∈ N }. Nach (b) ist ‖g‖ ≤ b und daher stetig.
Sei umgekehrt g stetig, dann ist ∀x ∈ W : g(x) ≤ ‖g‖‖x‖. Setze b = ‖g‖ und
erhalte (b).

(c) ⇒ (a): g : W → R / C ist linear und stetig, W ⊆ V ist ein Untervek-
torraum und V ist normiert ⇒ g besitzt eine stetige lineare Fortsetzung
f : V → R / C , das heißt f |W = g, also ist f(ai) = ci ∀i ∈ N .

Folgerung. Sei V ein normierter Vektorraum.

(a) Sei 0 6= a ∈ V , dann gibt es ein f ∈ V ′ = {g : V → R / C | g linear, stetig}
mit f(a) 6= 0.

(b) Seien a, b ∈ V mit a 6= b, dann gibt es ein f ∈ V ′ mit f(a) 6= f(b).

(c) Insbesondere ist V ′ 6= ∅, das heißt es existieren stetige Funktionale.

Beweis. (b) folgt aus (a) angewandt auf a − b.
(a) Sei U = R a/ C a Untervektorraum von V und g : U → R / C , g(a) =
‖a‖, g(λa) = λ‖a‖, dann besitzt g eine stetige lineare Fortsetzung f ∈ V ′

mit f(a) = ‖a‖ 6= 0 (Hahn-Banach).
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Folgerung. (a) Sei V ein Banachraum und U ⊆ V abgeschlossen. Dann ist
U ⊆ V direkt ⇔ ∃W ⊆ V abgeschlossen mit V = U ⊕ W (direkte alge-
braische Summe).(Also V = U + W und U ∩ W = ∅.)

(b) Sei V ein normierter Vektorraum und U ⊆ V ein Untervektorraum mit
dim(U) < ∞. Dann ist U abgeschlossen und direkt.

(c) Sei V ein normierter Vektorraum und U ⊆ V ein Untervektorraum mit
codim(U) < ∞ (, das heißt dim(V/U) < ∞). Dann ist U direkt.

Beweis. (a) ⇐: Zeige V = U ⊕ W topologische direkte Summe, das heißt
die Topologie von V ist die Produkttopologie von U×W . Aber die Abbildung
Φ : U × W → V = U ⊕ W, Φ(u,w) := u + w ist bijektiv, linear und
stetig, da die Addition in V stetig ist. Zeige noch Φ−1 ist stetig, dann ist
V ∼= U × W . Aber U,W ⊆ V sind abgeschlossene Untervektorräume, V ist
ein Banachraum ⇒ U × W ist ein Banachraum ⇒ Φ−1 ist stetig nach
dem Satz von der offenen Abbildung.

(b) Früher wurde gezeigt: dim(V ) < ∞ ⇒ U abgeschlossen. Wähle eine Basis
(a1, . . . ak) von U und schreibe x ∈ U eindeutig als

∑k

i=1 xiai mit xi ∈ R / C ,
dann ist die Abbildung fi : U → R / C , fi(x) = xi linear und stetig, da
dim(U) < ∞. Damit folgt aus dem Satz von Hahn-Banach: ∃fi : V → R / C

stetige lineare Fortsetzung der fi. Sei W =
⋂k

i=1 ker(fi) mit W ∩ U = {0}.
Dann gilt: U + W = V und damit U ⊕ W = V algebraische direkte Summe.
Damit folgt die Behauptung nach (a).

(c) dim(V/U) < ∞, also existiert eine endliche Basis von V/U = {v+U | v ∈
V }. Wähle a1, . . . , ak ∈ V , sodass (a1, . . . , ak) eine Basis von V/U ist. Setzte
W := 〈a1, . . . ak〉 ≤ V . Dann ist dim(W ) ≤ k < ∞, also ist W abgeschlossen
in V . Nach dem Homomorphie-Satz folgt: W ⊕ U = V (algebraische direkte
Summe) und daraus folgt die Behauptung mit (a).

Erinnerung: Sei A ⊆ V konvex, V normiert. Ein a ∈ A heißt Extrempunkt
von A, wenn a nicht innerer Punkt eines Segmentes von A ist.

Satz 2.12. Sei V ein normierter reeller Vektorraum und A ⊆ V konvex und
kompakt. Dann besitzt A mindestens einen Extrempunkt.

Beweis. Betrachte die Menge E = {B ⊆ A| B 6= ∅ konvex und kompakt,
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sodass jedes offene Segment in A, das B schneidet, seine Endpunkte in B
hat. Die Extrempunkte von A scheinen Kandidaten für Mengen B ∈ E zu
sein.

Ordne E durch B ≤ B′ ⇔ B′ ⊆ B. Damit ist E induktiv geordnet. Sei etwa
F ⊆ E eine total geordnete Teilmenge. Zeige: F besitzt eine obere Schranke
in E. Setze dazu B0 :=

⋂

B∈E
B. Dann ist ∀B ∈ F : B0 ⊆ B. B0 ist kompakt,

konvex und B0 ∈ E. Also ist E induktiv geordnet und besitzt nach dem
Zornschen Lemma ein minimales Element A0.

Wir zeigen: A0 besteht aus einem einzigen Punkt a, der dann in keinem
offenen Segment von A liegen kann, also ein Extrempunkt von A ist.

Es ist ausreichend zu zeigen, dass für alle

f ∈ V ′ = {g : V → R |g linear und stetig}

f(A0) ⊆ R kompakt und konvex ist. Daraus folgt f(A0) = [b, c] mit b ≤
c, b, c ∈ R . ⇒ f−1(c) ∩ A0 6= ∅. Wir zeigen: f−1(c) ∩ A0 ∈ E (⇒ A0 =
f−1(c) ∩ A0 ⇒ f(A0) = c). Sei a ∈ f−1(c) ∩ A0 ein Element des offenen
Segments (x, y) mit x, y ∈ A. Etwa a = (1 − t)x + ty für ein t ∈ (0, 1). Zeige
x, y ∈ f−1(c) ∩ A0. Es ist c = f(a) = f((1 − t)x + ty) = (1 − t)f(x) + tf(y).
Da A0 ∈ E ist, folgt daraus f(x) = f(y) = c ⇒ x, y ∈ f−1(c) ∩ A0, also ist
f−1(c) ∩ A0 ∈ E.

Folgerung. Sei A ⊆ V konvex und kompakt, A 6= ∅, f ∈ V ′ mit f(A) = [b, c],
wobei b, c ∈ R . Dann enthält f−1(c)∩A mindestens einen Extrempunkt von
A.

Beweis. f−1(c) ∩A 6= ∅ ist konvex und kompakt ⇒ f−1(c) ∩A besitzt einen
Extrempunkt a. Seien x, y ∈ A mit a = (1− t)x+ ty und t ∈]0, 1[. Dann gilt:
f(a) = c = (1 − t)f(x) + tf(y). Weil aber f(x), f(y) ≤ c folgt daraus, dass
f(x) = f(y) = c ⇒ x, y ∈ f−1(c) ∩ A ⇒ x = y und a ist ein Extrempunkt
von A.

Satz 2.13 (Satz von Krein-Milman). Sei V ein normierter reeller Vek-
torraum, A ⊆ V konvex und kompakt, S ⊆ V die Menge aller Extrempunkte
von A. Dann ist A = conv(S) der Abschluss der konvexen Hülle von S.
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Beweis. Sei A′ = conv(S). ⇒ A′ ⊆ A abgeschlossen und kompakt. Sei
a ∈ A\A′, dann ∃f ∈ V ′ mit f(a) /∈ f(A′), etwa f(a) > f(A′). Sei f(A) =
[b, c], dann erhält f−1(c) ∩ A einen Extrempunkt von A. Widerspruch zu
f(S) ⊆ f(A′) < f(a) ≤ c.

Anwendungen

Beispiel (Anfangswertproblem von linearen Differentialgleichungen). Betrach-
te die Differentialgleichung

f(x)′′ + a(x)f ′(x) + b(x)f(x) = g(x)

mit a, b, g ∈ C([a, b], R ). Die Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichun-
gen liefert: Für jedes c0, c1 ∈ R existiert genau eine Lösung f ∈ C([a, b], R )
der Differentialgleichung mit f(a) = c0, f

′(a) = c1.
C([a, b], R ) ist mit der sup-Norm ein Banachraum. Hängt die Lösung f stetig
von (g, c0, c1) ∈ C1([a, b], R ) × R 2 ab? Antwort: Ja, nach dem Satz von der
offenen Abbildung.
Betrachte den Differentialoperator

D : C
2([a, b], R ) → C([a, b], R ) × R 2, D(f) := (f ′′ + af ′ + bf, f(0), f ′(0)).

Dann ist D linear und stetig, sofern die Norm auf C2([a, b], R ) durch ‖f‖C2 =
‖f‖∞ +‖f ′‖∞ +‖f ′′‖∞ gegeben ist, und bijektiv (nach dem Satz von Picard-
Lindelöf). Dann folgt aus dem Satz von der offenen Abbildung: D−1 ist stetig,
also hängt die Lösung f stetig von (g, c0, c1) ∈ C([a, b], R ) × R 2 ab.

Beispiel (Dualräume von `p mit 1 < p < ∞). Sei 1
p

+ 1
q

= 1, speziell p =

q = 2. Sei (an)n∈N eine Folge in R , für die ∀x := (xk)k∈N ∈ `p die Reihe
∑∞

k=0 akxk konvergiert. Behauptung: Dann liegt (an)n∈N bereits in `q.

Betrachte dazu die linearen Abbildungen fn : `p → R , fn(x) :=
∑n

k=0 akxk,
n ∈ N , und f : `p → R , f(x) :=

∑∞
k=0 akxk (linear). Mit der Hölderschen

Ungleichung ergibt sich:

|fn(x)| = |
n∑

k=0

akxk| ≤
n∑

k=0

|akxk| ≤

≤ (
n∑

k=0

|ak|q)
1

q (
n∑

k=0

|xk|p)
1

p ≤ (
n∑

k=0

|ak|q)
1

q ‖x‖p.
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Daher ist (∀n ∈ N ) fn stetig und ‖fn‖ ≤ (
∑n

k=0 |ak|q)
1

q . Nach Definition
konvergiert die Folge (fn)n∈N punktweise gegen f , also ist nach dem Satz
von Banach-Steinhaus f stetig mit ‖∑∞

k=0 akxk‖ ≤ ‖f‖‖x‖p für alle x ∈ `p.

Behauptung: ‖f‖ = (
∑∞

k=0 |ak|q)
1

q = ‖a‖q, sofern a ∈ `q ist.
Beweis: ≤: klar;
≥: Wähle speziell xk = ak|ak|q−2 für 1 ≤ k ≤ n, ak 6= 0 und xk = 0
sonst. Dann ist (xk)k∈N ∈ `p und es gilt |xk|p = |ak|q = |akxk| für 1 ≤
k ≤ n. Weiter ist (

∑n

k=0 |ak|q)
1

q (
∑n

k=0 |ak|p)
1

p =
∑n

k=0 |ak|q =
∑n

k=0 |akxk| ≤
‖f‖(∑n

k=0 |xk|p)
1

p = ‖f‖(∑n

k=0 |ak|q)
1

p . Daraus folgt (
∑n

k=0 |ak|q)
1

q ≤ ‖f‖ für
alle n ∈ N .

Also ist ‖f‖ = (
∑∞

k=0 |ak|q)
1

q < ∞ und damit (ak)k∈N ∈ `q.

Variationen.

(a) Sei (ak)k∈N eine Folge in R , sodass
∑∞

k=0 akxk konvergent ist ∀(xk)k∈N ∈ `1.
Dann ist (ak)k∈N ∈ `∞.

(b) Sei (ak)k∈N eine Folge in R , sodass
∑∞

k=0 akxk konvergent ist ∀(xk)k∈N ∈ c0

(Nullfolgen). Dann ist (ak)k∈N ∈ `∞.

Beispiel (Fourierreihen). Erinnerung. Sei f ∈ C([−π, π], R ) =: V . Dann hat
f die Fourierreihe:

a0

2
+

∞∑

k=1

ak cos(kx) +
∞∑

k=1

bk sin(kx) (2.1)

an =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(kt) d t

bn =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(kt) d t

Behauptung. Es gibt Funktionen f ∈ V , deren Fourierreihe in 0 ∈ [−π, π]
nicht konvergiert. (Aber (Carlson, 1966): Die Fourierreihe einer Funktion
f ∈ V konvergiert punktweise im Komplement einer Nullmenge von [−π, π]
gegen f .)
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Es gilt: Die n-te Partialsumme von (2.1) für x = 0 ist gegeben durch

sn(f) =
1

π

∫ π

−π

Dn(y)f(y)dy

wobei

Dn(y) =
sin(n + 1

2
)y

2 sin y

2

Damit erhalten wir stetige Linearformen sn : V → R , f 7→ sn(f) mit Nor-
men

‖sn‖ =
1

π

∫ π

−π

|Dn(y)| d y

Behauptung. Die Folge (‖sn‖)n∈N ist unbeschränkt, denn sin(y) ≤ y für 0 ≤
y ≤ π

2
. Setze z := (n + 1

2
)y und erhalte:

∫ π

−π

|Dn(y)| d y =

∫ π

0

| sin(n + 1
2
)y|

sin y

2

d y ≥
∫ π

0

| sin(n + 1
2
)y|

y

2

d y =

2

∫ (n+ 1

2
)π

0

| sin(z)|1
z

d z → ∞ für n → ∞

Daher ist (‖sn‖)n∈N unbeschränkt.
Annahme. ∀f ∈ V konvergiert die Fourierreihe (2.1) in 0 gegen f(0). Dann
konvergiert (sn(f))n∈N (∀f ∈ V ) (n-te Partialsumme). Also konvergieren die
linearen Abbildungen sn : V → R punktweise auf V . Dann müssen aber
nach dem Satz von Banach-Steinhaus die Normen der sn beschränkt bleiben.
Widerspruch!
Also gibt es mindestens ein f ∈ V , dessen Fourierreihe in 0 nicht konvergiert.

Bemerkung. Es gibt zahllose weitere Anwendungen der Hauptsätze der Funk-
tionalanalysis, die meisten nicht ohne technischen Aufwand.



Kapitel 3

Hilberträume

Im folgenden seien V,W, . . . reelle bzw. komplexe Vektorräume.

Definition. Sei g : V × V −→ R . g heißt Bilinearform, genau dann wenn
g(x, ·) und g(·, y) ∈ L(V, R )∀x, y ∈ V , d. h. wenn g linear in beiden Kom-
ponenten ist. g heißt symmetrisch bzw. alternierend, wenn g(x, y) = g(y, x)
bzw. g(x, y) = −g(y, x) ∀x, y ∈ V .

Bemerkung. Ist g : V ×V −→ R Bilinearform, so ist 1
2
g(x, y)+ 1

2
g(y, x) eine

symmetrische und 1
2
g(x, y) − 1

2
g(y, x) eine alternierende Bilinearform.

Definition (Skalarprodukt). Sei g : V ×V −→ R symmetrische Bilinear-
form und q : V −→ V q(x) = g(x, x) die zugehörige Linearform. Dann heißt
{x ∈ V | g(x, y) = 0 ∀y ∈ V } = {y ∈ V | g(x, y) = 0 ∀x ∈ V } =: ker(g)
der Kern von g. Ist ker(g) = 0, so heißt g nicht ausgeartet. g heißt positiv
bzw. positiv definit, wenn q(x) ≥ 0 ∀x ∈ V bzw q(x) > 0 ∀x ∈ V x 6= 0.
Falls g symmetrisch, bilinear und positiv definit ist, nennt man g (reeles)
Skalarprodukt. Schreibweise: g(x, y) = 〈x, y〉 = (x|y).

Definition (komplexes Skalarprodukt). Sei V komplexer Vektorraum

57
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und h : V × V −→ C Sesquilinarform. Dann ist

h(−, x) : V −→ C C -linear

h(x,−) : V −→ C C -antilinear

Dabei heißt C -antilinear, dass ∀λ ∈ C gilt: h(x, λy) = λ̄h(x, y). h heißt
hermitesch, wenn h(x, y) = h(y, x) ∀x, y ∈ V . h ist genau dann hermitesch,
wenn q(x) = h(x, x) eine relle quadratische Form ist. h heißt positv bzw.
positiv definit, genau dann wenn h(x, x) ≥ 0 ∀x ∈ V bzw. h(x, x) > 0 ∀x 6= 0.
Man nennt h komplexes Skalarprodukt, wenn h hermitesch und positiv definit
ist.

Bemerkung. Sei h : V × V −→ C eine hermitesche Bilinearform. Betrachte
C = R ⊕ i · R , also h(x, y) = g(x, y) + i · a(x, y), mit g, a : V × V −→ R

reelle Bilinearformen, wobei g symmetrisch und a alternierend ist. Für g und
a gelten folgende Beziehungen:

(a) g(x, y) = a(ix, y) = −a(x, iy)

(b) a(x, y) = −g(ix, y) = g(x, iy)

(c) g(ix, iy) = g(x, y)

(d) a(ix, iy) = a(x, y)

Definition. Sei V reller Vektorraum mit Skalarprodukt g. Dann heißt (V, g) =
(V, 〈·, ·〉) Prähilbertraum. Ist V komplexer Vektrorraum mit komplexem ska-
larprodukt h, so heißt (V, h) = (V, 〈·, ·〉) hermitescher Vektorraum,

Lemma 3.1. Sei (V, h) hermitescher Vektorraum. Dann gilt für alle x, y ∈ V :

|h(x, y)|2 ≤ q(x) · q(y) Schwarzsche Ungleichung
√

q(x + y) ≤
√

q(x) +
√

q(y) Minkowskische Ungleichung

Beweis. Seien λ, µ ∈ C . Schwarzsche Ungleichung: 0 ≤ h(λx + µy, λx +
µy) = |λ|2q(x) + |µ|2q(y) + λµh(x, y) + λµh(x, y). Sei nun speziell λ ∈ R

und µ = h(x, y), und setze p(λ) := λ2q(x) + 2λ|h(x, y)|2 + |h(x, y)|2q(y) ≥ 0.
p ist ein quadratisches Polynom in λ mit reellen Koeffizienten und mit nicht
positiver Diskriminante b2 − 4ac. Also ist |h(x, y)|2 ≤ q(x)q(y).
Minkowskische Ungleichung: Sei g := Re(h) reelle positive Bilinearform. Es
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gilt: q(x + y) = q(x) + q(y) + 2g(x, y). Also ist nach (a) q(x + y) ≤ q(x) +
q(y) + 2

√

q(x)q(y) und somit
√

q(x + y) ≤
√

q(x) +
√

q(y).

Bemerkung. Ist V reeller oder komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt und
bezeichnet q(x) := 〈x, x〉 die zugehörige Linearform, so wird durch ‖x‖ :=
√

q(x) eine Norm auf V definiert. Dabei wird die Dreicksungleichung durch
die Minkowski Ungleichung gesichert. Insbesondere ist V somit normierter,
also auch topologischer Vektorraum.

Definition (Hilbertraum). Sei V ein Vektorraum mit reeller symmetri-
scher Bilinearform g oder hermitescher Form h. (V, g) bzw (V, h) heißt Hil-
bertraum, wenn g bzw. h ein Skalarprodukt und V bezüglich der induzierten
Topologie (vermöge der Norm aus obiger Bemerkung) vollständig ist.

Definition. x, y ∈ V heißen orthogonal, wenn 〈x, y〉 = 0. Ist U ≤ V Unter-
vektorraum von V , dann heißt U⊥ := {x ∈ V |〈x, y〉 = 0 ∀y ∈ U} das ortho-
gonale Komplement von U . U⊥ ist ein abgeschlossener Untervektorraum von
V .

Satz 3.1. Sei V ein Prähilbertraum. x, y ∈ V . Dann gilt :

|x + y|2 + |x − y|2 = 2(|x|2 + |y|2) Parallelogrammgleichung

Beweis. Addition von |x + y|2 = 〈x + y, x + y〉 = |x|2 + 〈x, y〉 + 〈y, x〉 + |y|2
und von |x − y|2 = 〈x − y, x − y〉 = |x|2 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉 + |y|2 ergibt direkt
die Behauptung.

Folgerung. Sind x, y ∈ V orthogonal, so gilt: |x + y|2 = |x|2 + |y|2 (Satz von
Pythagoras)

Beispiel. (1) R n mit 〈x, y〉 =
∑n

i=1 xiyi.

(2) C n mit 〈x, y〉 =
∑n

i=1 xiyi.

(3) Sei X kompakter metrischer Raum, mit Maß µ. Dann ist C(X, C ) mit
〈f, g〉 =

∫

X
f(x)g(x) d µ(x) ein Prähilbertraum.
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(4) Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Dann ist L2(X,µ, R ) mit 〈x, y〉 =
∫

X
f ·g d µ

ein reeller Hilbertraum.

(5) speziell: L2([a, b]) mit 〈f, g〉 :=
∫ b

a
f(x)g(x) d x

(6) `2( R ), wobei für x = (xn)n∈N und y = (yn)n∈N das Skalarprodukt defi-
niert sei durch 〈x, y〉 :=

∑

k∈N
xkyk

Bemerkung. `p( R ) bzw. Lp( R ) mit p 6= 2 sind Banachräume, jedoch keine
Hilberträume, da die Parallelogrammgleichung nicht erfüllt ist.

Satz 3.2. Sei (V, 〈·, ·〉) ein Prähilbertraum und sei A ⊆ V konvex und voll-
ständig (bzgl. der induzierten Metrik). Sei x ∈ V . Dann existiert genau ein
x0 ∈ A mit

(a) d(x,A) = ‖x − x0‖

(b) Re(〈x − x0, x0 − y〉) ≥ 0 ∀y ∈ A

Beweis. (a) Sei d = d(x,A) ≥ 0. Wähle nun Folge (yn)n∈N in A, mit
limn→∞ |x−yn| = d. Nach 3.1 gilt: |(x−yn)−(x−yp)|2+|(x−yn)+(x−yp)|2 =
2 · (|x − yn|2 + |x − yp|2). Da A konvex ist, gilt: 1

2
(yn + yp) ∈ A und so-

mit |x − 1
2
(yn + yp)|2 ≥ d2. Also gibt es für alle ε > 0 ein n0 ∈ N mit

|yn − yp|2 = 2(|x − yn|2 + |x − yp|2 − 2|x − 1
2
(yn + yp)|2) ≤ 4ε2 ∀n, p ≥ n0.

Also ist (yn)n ∈ N eine Cauchy - Folge und da A vollständig ist, exisitiert
x0 := lim yn ∈ A und es gilt |x − x0| = d.
(b) Sei y ∈ A, λ ∈ [0, 1]. Da A konvex ist, gilt: (1−λ)x0 + λy ∈ A und somit
|x − ((1 − λ)x0 + λy)|2 ≥ |x − x0|2.

Bemerkung. Zu jedem x ∈ V gibt es genau ein x0 in A, dass den Mini-
malabstand realisiert. Ist nun V ein Prähilbertraum und {0} 6= U ⊆ V ein
vollständiger Untervektorraum, dann exisiert eine Projektion πU : V −→ U
mit ‖πU(x) − x‖ = d(x, U). Diese Projektion ist charakterisiert durch

πU(x) = Re 〈x − πU(x), y〉 = 0 ∀y ∈ U

Weiters ist πu linear und stetig und es gilt ker πU = U⊥, sowie die direkte
algebraische Zerlegung

V = ker πU ⊕ im πU
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Ist V zudem ein Hilbertraum, also vollständig dann ist U ebenfalls vollständig
(U abgeschlossen) und U bestitzt eine direkte topologische Summe in V , d.h.
V = U ⊕ U⊥.

Beweis. Nach 3.2 existiert zu x aus V genau ein x0 ∈ U mit d(x, U) = ‖x − x0‖.
Setze πU(x) := x0. Nach 3.2 (b) ist Re 〈x − πU(x), πU(x) − y〉 ≥ 0 ∀y ∈ V .
Für y = 0 bzw. y = 2πU(x) erhalten wir Re 〈x − πU(x), πU(x)〉 ≥ 0 bzw.
Re 〈x − πU(x),−πU(x)〉 ≥ 0. Also ist Re 〈x − πU(x), πU(x)〉 = 0.

Weiters ist für y ∈ U πU(x) ± y ∈ U , also ist

Re 〈x − πU(x),±y〉 = Re 〈x − πU(x), πU(x) ± y〉 ≥ 0

und somit schließlich Re 〈x − πU(x), y〉 = 0. (Vgl. auch Übungsaufgaben)

Satz 3.3 (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz). Sei V ein Hilbertraum
und V ′ der zu V duale Raum, d.h. V ′ = L(V, C ). Dann sind V und V ′

zueinander isomorphe Vektorräume, vermöge des linearen bzw. antilinearen
Isomorphismus x 7−→ 〈x, ·〉 bzw. y 7→ 〈·, y〉.

Beweis. Wohldefiniertheit: Die Linearität und Antilinearität, sowie die Ste-
tigkeit der Abbildungen folgen direkt aus der Definition des Skalarprodukts.
Isometrie: Nach der Schwarz’schen Ungleichung gilt |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖, d.h.
‖〈x, ·〉‖ ≤ ‖x‖. Es gilt die Gleichheit, wie man durch geeignete Wahl von x

sofort erkennt: Setze y := x
‖x‖ und erhalte: |〈x, y〉| = 1

‖x‖ · |〈x, x〉| = ‖x‖2

‖x‖ .

Injektivität: Ist für alle y in V 〈x, y〉 = 0, dann folgt daraus x = 0. Also gilt:
〈x, ·〉 = 0 ⇒ x = 0.
Surjektivität: Sei f ∈ V ′. Finde x ∈ V , sodass f = 〈x, ·〉. Sei o.B.d.A. f 6= 0.
Da f ∈ V ′, ist ker(f) eine abgeschlossene Hyperebene in V . Wähle nun
x ∈ V orthogonal auf ker(f)(vgl. 3.2). Dann gilt: y ∈ ker(f) ⇔ 〈x, y〉 = 0,
also ist ker(f) = ker

(
〈x, ·〉

)
. Somit kann ein α ∈ C gewählt werden, sodass

f = 〈αx, .〉.

Satz 3.4. Sei V ein Hilbertraum. Dann ist V ′ in natürlicher Weise auch ein
Hilbertraum.

Beweis. Definiere das Skalarprodukt auf V ′ mittels des Isomorphismus aus
3.3. Für f und g aus V ′ seien x und y die eindeutig bestimmten Elemente
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in V , für die f = 〈x, ·〉 bzw. g = 〈y, ·〉 gilt. Setze 〈f, g〉 := 〈x, y〉. Somit sind
die Skalarprodukteigenschaften sehr leicht nachzuprüfen und darum oblassen
wir dies dem Leser als Übung.

Satz 3.5. Jeder Hilbertraum ist reflexiv, d.h. es gilt V ′′ ' V . (oft auch
V ′′ = V ).

Beweis. Nach 3.3 und 3.4 sind die Abbildungen

V −→ V ′ V ′ −→ V ′′

x 7−→ 〈x, ·〉 f 7−→ 〈f, ·〉
Isomorphismen. Nun ist noch zu zeigen, dass ihre Komposition ebenfalls ein
Isomorphismus ist. Vergleiche dazu entsprechende Übungsaufgabe.

Definition. Sei V ein Hilbertraum, I eine beliebige Indexmenge und seien
(Ui)i∈I eine Familie von abgeschlossenen, paarweise disjunkten Untervektor-
räumen von V . Weiters gelte Ui⊥Uj ∀i 6= j. Sei

U0 :=
⊕

i∈I

Ui := {
∑

i∈I

xi | xi ∈ Ui,∃ J ⊆ I endlich : xi = 0 für i ∈ I\J}

Dann heiß U := U0 die Hilbert-Summe (bzw. topologische Summe) der Fami-
lie (Ui)i∈I .

Bemerkung. Die Menge U0 aus obiger Definition besteht lediglich aus endli-
chen Linearkombinationen, wogegen U = U0 auch unendliche Linearkombi-
nationen beinhaltet, die jedoch in V konvergieren.

Definition. Sei X eine geordnete Menge. X heißt gerichtet, wenn ∀x, y ∈ X
ein z ∈ X existiert, sodass x ≤ z und y ≤ z.

Beispiel. Die natürlichen Zahlen mit der gewöhnlichen Ordnung ≤ ist eine
gerichtete Menge. Ebenso die Menge N n mit der komponentenweise Ordnung
vermöge ≤.

Definition. Sei V ein topologischer Raum. Sei I eine beliebige Indexmen-
ge und (xi)i∈I eine Familie von Elementen in V . Sei weiters F := {J ⊆
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I | J endlich } und bezeichne SJ :=
∑

j∈J xj. Dann heiß x ∈ V die Summe
der (xi)i∈I bzw.

∑

i∈I xi ist in V summierbar genau dann wenn

lim
J∈F

SJ = x ∈ V ⇔ ∀U ⊆ V Umgebungen von x∃ J0 ∈ F : SJ ∈ U ∀J ⊆ J0

Satz 3.6. Sei V ein Hilbertraum. Seien (Ui)i∈I orthogonale, paarweise dis-
junkte und abgeschlossen Untervektorräume von V und sei U0 =

⊕

i∈I Ui und

U = U0. Dann gilt:

(a) U = {x =
∑

i∈I xi | x summierbar in V }.
(b) ‖∑i∈I xi‖2 =

∑

i∈I ‖xi‖2.

Beweis. (a) Sei x ∈ V mit x =
∑

i∈I xi summierbar, wobei xi ∈ Ui. Dann

gilt für alle J ∈ F, dass SJ ∈ U0 und somit: limJ∈F SJ ∈ U0 = U . Damit
ist x ∈ U . Sei andererseits x ein Element von U . Setze xi := πi(x), wobei
πi(·) die orthogonale Projektion auf Ui bezeichnet. Ist nun J ⊆ I endlich
und UJ :=

⊕

j∈J Uj, dann gilt
∑

j∈J xj = πUJ
(x) =: xJ . Also gilt ‖x‖2 =

‖xJ‖2 + ‖x− xJ‖2 ∀J ∈ F (Satz von Pythagoras). Da dies für alle J stimmt
ist somit x in V summierbar.
(b) Übung.

Definition. Sei V ein Hilbertraum. Eine Familie (ei)i∈I von Elementen in
V heißt

(a) orthogonal, wenn 〈ei, ej〉 = 0, ∀i 6= j.

(b) orthonormal, wenn 〈ei, ej〉 = δij, ∀i, j.

Man nennt (ei)i∈I oft auch Orthogonal- bzw. Orthonormalsystem.

Definition. ,,, Sei (ei)i∈I ein Orthogonal - bzw. Orthonormalsystem. (ei)i∈I

heißt maximal oder total, genau dann wenn es kein Element e ∈ V gibt,
mit 0 6= e 6= ei ∀i ∈ I, sodass 〈e, ei〉 = 0. Man nennt (ei)i∈I dann auch
Hilbert-Basis von V .

Lemma 3.2. Sei V ein Hilbertraum, I endliche Indexmenge und (ei)i∈I ein
Orthonormalsystem in V . Sei weiters V0 := 〈ei|i ∈ I〉 und x ∈ V . Dann ist
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die Orthogonalprojektion von x auf V0 gegeben durch

x0 =
∑

i∈I

〈x, ei〉ei

Beweis. Es ist x0 ∈ V0. Also gibt es Koeffizienten ai ∈ C ∀i ∈ I, sodass
x0 =

∑

i∈I aiei. Es ist (x − x0)⊥V0 also muss 〈x − x0, ei〉 = 0∀i ∈ I gelten.
Somit gilt 0 = 〈x −∑i∈I aiei, ej〉, also ist aj = 〈x, ej〉 für alle j ∈ I.

Folgerung. (a) Ist I eine endliche Indexmenge, so gilt die Bessel-Gleichung :

∑

i∈I

|〈x, ei〉|2 = ‖x‖2 − d(x, x0)
2

(b) Ist I beliebig, so gilt die Bessel-Ungleichung :

∑

i∈I

|〈x, ei〉|2 ≤ ‖x‖2

Beweis. (reell) ‖x−∑i∈I〈x, ei〉ei‖2 = 〈x−∑i∈I〈x, ei〉ei, x−
∑

i∈I〈x, ei〉ei〉 =
〈x, x〉−2·〈∑i∈I〈x, ei〉ei, x〉+

∑

i∈I〈x, ei〉2 = ‖x‖2−2·∑i∈I〈x, ei〉2+
∑

i∈I〈x, ei〉2 =
‖x‖2 −∑i∈I〈x, ei〉2.

Bemerkung. Ist (ei)i∈I beliebiges Orthonormalsystem und x ∈ V , so sind
höchstens abzählbar viele 〈x, ei〉 von Null verschieden, denn {i ∈ I | 〈x, ei〉 6=
0} =

⋃

n∈N
{i ∈ I | |〈x, ei〉| > 1

n
}. Der letzte Mengenausdruck ist wegen

der Bessel - Ungleichung abzählbar und da abzählbare Vereinigungen von
abzählbaren Mengen wieder abzählbar sind, folgt die Behauptung.

Definition. Sei X eine beliebige Menge, X 6= ∅. Dann sei `2(X) ⊆ Abb(X, C )
definiert durch

(1) für f ∈ `2(X) ist f(x) 6= 0 für höchstens abzählbar viele x ∈ X.

(2)
∑

x∈X |f(x)|2 ist konvergent für alle f ∈ `2(X).

Beispiel. Für X = N ist `2( N ) = `2 und für X = {1, . . . , n} ist `2(X) = C n

mit ‖ · ‖2.
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Bemerkung. Durch 〈f, g〉 :=
∑

x∈X f(x)g(x) wird `2(X) zu einem Hilber-
traum.

Definition. Sei V ein Hilbertraum mit Orthonormalsystem (ONS) (ei)i∈I .
Für x ∈ V bezeichne x̂ : I −→ C mit x̂(i) := 〈x, ei〉 die durch x induzierte
Abbildung.

Bemerkung. Es gilt x̂(i) 6= 0 für höchstens abzählbar viele i ∈ I. Also ist
∑

i∈I |x̂(i)|2 =
∑

i∈I |〈x, ei〉|2 ≤ ‖x‖2 konvergent in C . Wir erhalten somit
eine Abbildung Λ : V −→ `2(I) mit Λ(x) := x̂. Λ ist wohldefiniert und linear,
weiters werden wir unten zeigen, dass wenn (ei)i∈I ein maximales ONS ist, Λ
zu einem normerhaltender Isomorphismus wird. Wir können dann Hilberträu-
me vollständig charakterisieren und speziell die Aussage beweisen, dass alle
Hilberträume mit abzählbarem maximalem ONS zueinander isomorph sind
und somit insbesondere den Satz von Riesz - Fischer (L2([−π, π], C ) ' `2).

Satz 3.7 (Orthonormalbasen). Sei V ein Hilbertraum und (ei)i∈I ein
ONS. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) (ei)i∈I ist ein maximales ONS.

(2) U0 := 〈ei|i ∈ I〉 ⊆ V ist dicht in V , d.h. U0 = V . (d.h. jedes x ∈ V läßt
sich beliebig gut durch endliche Linearkombinationen in V approximieren.)

(3) ∀x ∈ V gilt die Parseval-Identität:

‖x‖2 =
∑

i∈I

‖x̂(i)‖2 =
∑

i∈I

|〈x, ei〉|2

(4) ∀x, y ∈ V gilt 〈x, y〉 = 〈x̂, ŷ〉`2.

Ein maximales ONS, heißt Orthonormalbasis (ONB) von V . Es gilt dann
für x ∈ V :

x =
∑

i∈I

〈x, ei〉 · ei

Beweis. (1)⇒(2): Sei (ei)i∈I ein maximales ONS. Angenommen U0 6⊆ V .
Dann existiert ein Element e ∈ V , e 6= 0, mit e 6∈ U0, ‖e‖ = 1 und e
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orthogonal zu U0 (via Orthogonalprojektion). Also ist e orthonormal zu allen
ei. Widerspruch zur Maximalität von (ei)i∈I .

(2)⇒(3): Sei x ∈ V und ε > 0. Dann gibt es J ⊆ I endlich und αj ∈ C

∀j ∈ J , sodass ‖x −∑j∈J αjej‖ < ε. Setze nun V0 := 〈ej|j ∈ J〉 ⊆ V .
V0 ist ein endlich dimensionaler Untervektorraum, und somit abgeschlos-
sen. Sei x0 ∈ V0 die Orthogonalprojektion von x auf V0. Dann gilt: x0 =
∑

j∈J〈x, ej〉ej =
∑

j∈J x̂(j)ej, mit ‖x0‖2 =
∑

j∈J ‖x̂(j)‖2. Da aber x0 den
Abstand zu x minimiert, gilt ‖x − x0‖ ≤ ‖x −∑j∈J αjej‖ < ε. Also ist

(‖x‖ − ε)2 < ‖x0‖2 =
∑

j∈J ‖x̂(j)‖2 ≤ ∑i∈I ‖x̂(i)‖2 ∀ε > 0. Da dies für be-

liebig kleine ε gilt, ist ‖x‖2 ≤∑i∈I ‖x̂(i)‖2. Mit der Besselschen Ungleichung
folgt nun sofort die Behauptung.

(3)⇒(4): Bezeichne 〈·, ·〉2 das Skalarprodukt auf `2(I). Aus (3) folgt ∀x ∈ V :
〈x, x〉 = 〈x̂, x̂〉2. Seien nun x, y ∈ V beliebig und α ∈ C . Dann erhalten
wir nach kurzer Rechnung: 〈x + αy, x + αy〉 = 〈x̂ + αŷ, x̂ + αŷ〉2. Somit ist
α〈x, y〉 + α〈y, x〉 = α〈x̂, ŷ〉2 + α〈ŷ, x̂〉2. Durch geeignete Wahl von α ergibt
sich die Behauptung, denn für α = 1 folgt Re〈x, y〉 = Re〈x̂, ŷ〉2 und mit α = i
erhalten wir Im〈x, y〉 = Im〈x̂, ŷ〉2.

(4)⇒(1): Angenommen (ei)i∈I ist kein maximales ONS. Dann gibt es ein
Element e ∈ V , mit ‖e‖ = 1, sodass e orthogonal zu allen ei i ∈ I. Setze
x = y = e: 1 = 〈e, e〉 = 〈ê, ê〉 =

∑

i∈I |〈e, e〉|2 = 0 Widerspruch.

Satz 3.8. Sei V 6= {0} Hilbertraum. Dann gilt:

(a) V besitzt ein Orthonormalsystem.

(b) Zu einem gegebenen ONS (ei)i∈I existiert immer ein maximales ONS in
V , das (ei)i∈I enthält. Insbesondere besitzt jeder Hilbertraum eine Orthonor-
malbasis.

Beweis. (a) Da V 6= {0}, gibt es ein Element e ∈ V , e 6= 0. Dann ist e
‖e‖

normiert und somit ein Orthonormalsystem.
(b) Sei (ei)i∈I ein ONS. Betrachte

B := {(vi)i∈I | (vi)i∈I ONS, das (ei)i∈I enthält }.

Es ist B 6= ∅. Wir zeigen B ist induktiv geordnet: Sei C ⊆ B bzgl. ⊆ total
geordnete Menge. Dann ist die Vereinigung aller ONS in C eine obere Schran-
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ke von C in B. Nach dem Lemma von Zorn besitzt B somit ein maximales
Element und die Behauptung ist gezeigt.

Bemerkung. Da hier das Lemma von Zorn verwendet wird, ist dieser Beweis
nicht konstruktiv. Zur Konstruktion einer Orthonormalbasis betrachte das
Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren etwa in Werner [6] p.202.

Satz 3.9 (Klassifikation). Jeder Hilbertraum V 6= {0} ist isometrisch iso-
morph (also norm- und skalarprodukterhaltend) zu `2(I), wobei I Indexmenge
einer Orthonormalbasis (ei)i∈I von V ist.

Speziell: Ist V separabel, d.h. V besitzt abzählbare dichte Teilmenge (bzw.
äquivalent: V besitzt abzählbare ONB), so ist V ' `2( N ).

Insbesondere gilt: L2([0, 1]) ' `2( N ) (Satz von Riesz-Fischer).

Beweis. Die Abbildung Λ : V −→ `2(I), Λ(x) = x̂ ist wohldefiniert und
linear. Weiters ist ‖Λ‖ = 1, da 〈x̂, x̂〉 = 〈x, x〉. Insbesondere ist ‖x̂‖ = ‖x‖,
woraus die Injektivität folgt. Sei nun f ∈ `2(I), d.h. f : I −→ C und
∑

i∈I |f(i)|2 < ∞. Setze x =
∑

i∈I f(i)ei. Sei o. B. d. A. I = N . Die Folge der
Partialsummen

∑n

i=0 |f(i)|2 ist eine Cauchyfolge in C . Leicht zeigt man, dass
auch die Folge

∑n

i=0 f(i)ei eine Cauchyfolge in V ist. Aus der Vollständigkeit
von V folgt nun die Konvergenz. Aus der Eindeutigkeit der Darstellung folgt,
dass f(i) = 〈x, ei〉, also f = x̂. Also ist Λ surjektiv und die Behauptung ist
gezeigt.

Beispiel. Die Abbildung p : R −→ S1, p(t) = ei t ist surjektiv, differen-
zierbar und 2π-periodisch. p induziert die Abbildung p̃ : [−π, π] −→ S1,
p̃ = p|[−π, π[, bijektiv (p ist eine Überlagerung der S1). Sei

Π := {f ∈ Abb( R , C ) | f(t) = f(t + 2π) ∀t ∈ R }.
Dann identifizieren wir L2(S1, C ) mit L2( R , C )∩Π, sowie mit L2([−π, π], C ).
Dabei ist

L2(S1, C ) := {f : S1 −→ C |
∫

S1

|f(ξ)|2 d λ(ξ) < ∞}

mit dem Skalarprodukt:

〈f, g〉 :=
1

2π

∫

S1

f(ξ)g(ξ) d λ(ξ)
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Damit ist L2(S1, C ) ein Hilbertraum mit ONS {ei nt}n∈N für t ∈ [−π, π]. Es
ist 〈ei nt, ei mt〉 = 1

2π

∫ π

−π
ei(n−m)t d t = δnm.

Satz 3.10. {ei nt}n∈N ist eine Orthonormalbasis von L2(S1, C ). Also lässt
sich jedes f ∈ L2(S1, C ) in eine komplexe Fourierreihe entwickeln:

f(t) =
∑

n∈N

〈f, ei n·〉 ei nt,

wobei ei n· ∈ L2(S1, C ) die Abbildung t 7→ ei nt bezeichnet. Diese Reihe kon-
vergiert bezüglich der L2-Norm.

Beweis. Satz von Stone-Weierstraß

Satz 3.11 (Stone-Weierstraß). Sei X ein kompakter, metrischer Raum
und A ⊆ C(x, C ) eine Unteralgebra, für die folgende Voraussetzungen gelten:

(1) A trennt die Punkte von X, d.h. ∀x, y ∈ X mit x 6= y, gibt es ein
g ∈ A, sodass g(x) 6= g(y).

(2) A enthält die konstanten Funktionen k : X −→ C : x 7→ k.

(3) A ist abgeschlossen unter komplexer Konjugation, d.h. ist f = g +
i ·h ∈ A, so ist auch f = g − i ·h ∈ A

Dann ist A dicht bezüglich ‖ · ‖∞. Mit anderen Worten, es existiert für alle
f ∈ C(X, C ) und jedes ε > 0 ein Element g ∈ A, sodass ‖f − g‖ < ε.

Beweis. Wir beweisen hier lediglich die reelle Version des Satzes. Dazu ver-
langen wir vorerst noch die Zusatzvoraussetzung, dass für je zwei Elemente
f, g ∈ A auch min(f, g) bzw. max(f, g) in A liegen.

Sei also f ∈ C(X, R ) und ε > 0. Für fest gewählte x 6= y in X und a, b ∈ R

existiert nach Voraussetzung (1) ein g ∈ A mit g(x) 6= g(y). Setze hxy(z) :=

a + (b − a) · g(z)−g(x)
g(y)−g(x)

für z ∈ X. Nach Voraussetzung (2) und da A eine

Algebra ist, gilt h ∈ A. Es gilt h(x) = a und h(y) = b. Wir wählen für x, y
in X a := f(x) bzw. b := f(y), d.h. die Funktion hxy stimmt mit f in 2 fixen
Punkten x, y überein. Da hxy(z) stetig ist, gibt es zu jedem y ∈ X eine offene
Umgebung Uy von y, sodass für alle z ∈ Uy hxy(z) < f(z) + ε.
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Diese offenen Umgebungen liefern eine offene Überdeckung von X und da
X kompakt ist, existieren y1, . . . , yn ∈ X, sodass X =

⋃n

i=1 Uyi
. Setze nun

hx := min(hxy1
, . . . ; hxyn

) ∈ A. Mit dieser Konstruktion gilt: hx(x) = f(x)
und hx(z) < f(z) + ε. Zudem ist hx stetig und somit gibt es eine offene
Umgebung Vx ⊆ X von x mit hx(z) > f(z) − ε ∀z ∈ Vx. Die Mengen
(Vx)x∈X liefern eine offene Überdeckung des Kompaktums X, und somit gibt
es x1, . . . , xk in X mit X =

⋃k

i=1 xi. Setze nun g := max(hx1
, . . . , hxk

), dann
gilt nach Konstruktion, dass ∀z ∈ X f(z) − ε < g(z) < f(z) + ε , also gilt
‖f − g‖ < ε, mit g ∈ A. Somit ist A dicht in C(X, R ).

Nun werden wir noch die Redundanz der Zusatzvoraussetzung beweisen.
Für zwei Elemente f, g ∈ A ist max(f, g) = 1

2
((g + f) + |g − f |) und

min(f, g) = 1
2
((g + f) − |g − f |). Da A eine Algebra ist, ist es ausreichend

zu zeigen, dass für ein f ∈ A folgt |f | ∈ A. Da X kompakt ist, gilt f ∈ A

beschränkt, etwa durch c ∈ R .

Wir zeigen jedoch zuerst folgenden Hilfssatz:

Sei X 6= ∅ beliebige Menge und B(X, R ) ausgestattet mit der Su-
premums - Norm. Sei weiters B0 ⊆ B(X, R ) eine Unteralgebra,
die abgeschlossen bezüglich ‖ · ‖∞ ist und die konstanten Funk-
tionen enthält. Dann gilt: Ist f ∈ B0, f(x) ≥ 0 ∀x ∈ X, so ist
auch

√
f ∈ B0.

Beweis des Hilfssatzes. Fall 1: Sei f ∈ B0, f ≥ 0 und ‖1 − f‖ < 1. Dann
existiert ein u ∈ B0 mit ‖u‖∞ ≤ 1, sodass (1 − u)2 = f , also

√
f ∈ B0. Um

dies einzusehen betrachte die Abbildung α : Vε −→ Vε mit α(u) := 1
2
(g +u2),

wobei g = 1 − f und u ∈ Vε := {u ∈ B0 | ‖u‖∞ < ε}. Hierbei soll ε > 0
so gewählt sein, dass ‖1 − f‖∞ = ‖g‖∞ < ε < 1. Die Abbildung α ist
wohldefiniert und kontrahierend, denn es gilt ‖ 1

2
(g + u2)‖ ≤ 1

2
(‖g‖+ ‖u2‖) <

1
2
(ε + ε2) < ε. Also ist α wohldefinert und wegen ‖ 1

2
(g + u2) − 1

2
(g + v2)‖ =

1
2
‖u2 − v2‖ = 1

2
‖u − v‖ · ‖u + v‖ ≤ 1

2
(‖u‖ + ‖v‖) · ‖u − v‖ < ε‖u − v‖

kontrahierend.
Wir können also den Banachschen Fixpunktsatz auf α anwenden und erhalten
ein eindeutig bestimmtes Element u ∈ Vε mit α(u) = u, also 1

2
(g + u2) = u

und somit (1 − u)2 = f .

Fall 2: Sei ‖1 − f‖∞ ≥ 1 und c ∈ R mit f(x) ≥ c > 0 für alle x ∈ X, dann
zeigt man leicht, dass es eine Zahl b > 0 gibt, sodass ‖1 − bf‖ < 1. Also ist
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√
bf ∈ B0 und somit auch

√
f ∈ B0.

Fall 3: Ist f ∈ B0, f ≥ 0 , sodass f+1/n, für jedes n ∈ N die Voraussetzungen
des 1. oder 2. Falles erfüllt, dann ist

√

f + 1/n ∈ B0. Da aber
√· stetig ist,

liegt auch f ∈ B0.

Somit ist dieser Hilfsatz gezeigt und wir können die Aussage für unsere Zwe-
cke verwenden. Setze X := [−c, c] und B0 = R [t]. Dann exisiert zu je-
dem ε > 0 ein Polynom P (t), mit |t| − ε < P (t) < |t| + ε. Somit ist
∣
∣P (f(z)) − |f(z)|

∣
∣ < ε ∀z ∈ X. Da A eine Algebra ist, gilt (P ◦ f)(z) =

P
(
f(z)

)
∈ A, also |f | ∈ A.

Bemerkung. Sei X ein kompakter, metrischer Raum mit |X| ≥ 2. Wir haben
bereits gezeigt, dass C(X, C ), ausgestattet mit ‖ · ‖∞ ein Banachraum ist.
Mit der punktweisen Multiplikation (f · g)(x) := f(x)g(x) wird dieser Raum
zu einer kommutativen C - Algebra. Aufgrund der Beziehung ‖f · g‖∞ ≤
‖f‖∞‖g‖∞ ist C(X, C ) sogar eine Banachalgebra.

Bemerkung. Sei V ein normierter Vektorraum mit zwei Normen ‖ · ‖1 und
‖ · ‖2, für die ‖x‖1 ≥ ‖x‖2 ∀x ∈ V gelte. Dann ist die von ‖ · ‖1 induzierte
Topologie feiner als die von ‖ · ‖2 induzierte Topologie. Ist nun A ⊆ V dicht
bezüglich ‖ · ‖1, dann ist A auch dicht bezüglich ‖ · ‖2.

Mit diesen Bemerkungen und dem Satz von Stone-Weierstraß, können wir
uns dem Beweis von 3.10 widmen:

Beweis. Sei A := 〈ei nt, n ∈ N 〉 ⊆ C(S1, C ). Dann erfüllt A die Voraus-
setzungen von Stone-Weierstraß (vgl. Übungen), also ist A dicht bezüglich
‖ · ‖∞. Weiters gilt für f ∈ C(S1, C ), dass ‖f‖∞ = supx∈S1 ‖f(x)‖ ≥ ‖f‖2.
Nach obiger Bemerkung ist somit A auch Dicht bezüglich ‖f‖2.
Es fehlt uns jetzt nur noch die dichtheit von C(S1, C ) in L2(S1, C ) bezüglich
der L2 - Norm, doch dazu verweisen wir auf Rudin [3].

Bemerkung. Nach 3.10 lässt sich jedes f ∈ L2(S1, C ) in seine Fourierreihe
entwickeln. Diese Reihe konvergiert bezüglich ‖ ·‖2, jedoch ist die punktweise
Konvergenz damit noch nicht gewährleistet. Um dies zu erreichen, muss etwa
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gelten:

∃δ > 0 :

∫ δ

−δ

|1
t
(f(x + t) − f(x))| d t < ∞

Diese Forderung heißt Dini-Bedingung und ist z.B. erfüllt, wenn f stetig und
rechts- und linksseitig differenzierbar ist. Ist f sogar differenzierbar, dann
konvergiert die Fourierreihe sogar gleichmäßig gegen f . Zum Thema Konver-
genz von Fourierreihen vergleiche etwa Heuser [5][p.136 ff]

Anwendung. Wavelets (Bildverarbeitung)

Die Idee hier ist eine Funktion f ∈ L2( R , R ) durch eine Familie von Funk-
tionen zu approximieren, die aus einer einzigen Funktion durch Verschiebung
und Stauchung bzw. Streckung hervorgeht. Diesen Prozess nennt man Um-
skalierung und ist in der Literatur meistens unter dem Begriff der Multi-
Skalenanalysis zu finden. Als einfachstes Beispiel eines Wavelets betrachte
das Haar-Wavelet :

ϕ(x) :=







0 x 6∈ [0, 1]

1 x ∈ [0, 1
2
)

−1 x ∈ (1
2
, 1]

Die Umskalierung von ϕ wird realisiert durch

ϕmn(x) = 2−
m
2 · ϕ(2−mx − n) m,n ∈ Z

Hierbei bewirkt z.B. die Eröhung des Index m um 1 eine Verdoppelung des
Trägers der Funktion ϕmn (d.h. Trägerintervall wird zweimal so lang) und
simultan zu einer Halbierung des Funktionswertes. Bei Erhöhung des Index
n um den Wert 1 hingegen wird die ganze Funktion um 1 nach rechts verscho-
ben. Die Familie (ϕmn)m,n∈Z besitzt nun die angenehme Eigenschaft, dass sie
eine ONB von L2( R , R ) ist.

Die Orthonormalität der Funktionen ϕmn lässt sich leicht durch Nachrechnen
prüfen. Weiters gilt, dass die stückweise konstanten Funktionen dicht liegen
in L2( R , R ). Also reicht es aus zu überprüfen, dass jede stückweise konstante
Funktion sich durch Funktionen ϕmn approximieren lässt. Dies überlassen wir
dem Leser als Übung.

In der Signal- und Bildverarbeitung werden aber hauptsächlich stetige Wav-
lets verwendet (z.B. Daubechies-Wavlets), jedoch würde eine Vertiefung in
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dieses Gebiet den Rahmen sprengen und wir verweisen zum Beispiel auf
Christensen und Jensen [21].



Kapitel 4

Der Begriff der Basis in
Vektorräumen

4.1 Basen in endlich-dimensionalen Vektor-

räumen

Wiederholung aus der linearen Algebra: Sei R n = {(a1, . . . , an) : ai ∈ R } die
Menge der geordneten n-Tupel, betrachtet als n-faches kartesisches Produkt
von R mit sich selbst und mit den natürlichen Projektionen proji : R n → R ,
(a1, . . . , an) 7→ ai. Wir können den R n mit verschiedenen algebraischen und
topologischen Strukturen versehen, z. B.

- ( R n, +, · ) als reeller Vektorraum,

- ( R n, +, · , e1, . . . , en) als R -Vektorraum mit Standard-Basis,

- ( R n, TE) als topologischer Raum mit der euklidischen Topologie,

- ( R n, ‖ · ‖) als Vektorraum mit Norm,

- ( R n, 〈 · , · 〉) als Hilbertraum mit Skalarprodukt,

- ( R n, IdR
n) als differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Karte Id : R n →

R n, wobei der Definitionsbereich als Menge oder topologischer Raum
und der Bildbereich als R -Vektorraum mit euklidischer Topologie zu
betrachten ist.

73
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Man schreibt meistens nur R n und die betrachtete Struktur ist klar aus dem
Kontext. ( R n, +, · , e1, . . . , en) ist das Paradebeispiel eines endlich-dimensionalen
R -Vektorraums mit Basis.

Satz 4.1 (Charakterisierung von Erzeugendensystemen und Basen).
Sei V ein beliebiger R -Vektorraum, seien v1, . . . , vk ∈ V beliebige Elemente,
und T : R k → V die lineare Abbildung, die ei ∈ R k auf vi abbildet (d. h.
T (
∑k

i=1 αiei) =
∑k

i=1 αivi). Dann gilt:

(a) V ist genau dann endlich-dimensional, wenn es für ein n ∈ N einen
R -Isomorphismus zwischen R n und V gibt.

(b) v1, . . . , vk sind genau dann ein R -Erzeugendensystem von V, wenn T
surjektiv ist.

(c) v1, . . . , vk sind genau dann linear unabhängig, wenn T injektiv ist.

(d) v1, . . . , vk sind genau dann eine Basis von V, wenn T bijektiv (also ein
Isomorphismus) ist.

(e) v1, . . . , vk sind genau dann eine Orthonormalbasis von V bezüglich eines
gegebenen Skalarproduktes auf V, wenn T ein isometrischer Isomorphismus
ist.

Beweis. Lineare Algebra.

4.2 Basen in unendlich-dimensionalen Vektor-

räumen

Problem: Wie interpretiert man unendliche Linearkombinationen
∑

i∈I civi,
vi ∈ V , ci ∈ R ? Dazu ist ein Konvergenzbegriff (Topologie) auf V notwendig.

Definition. V heißt unendlich-dimensional :⇔ V ist nicht endlich-dimensional.
⇔ V besitzt keine endliche Basis.
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Definition. Sei V ein R -Vektorraum und {vi}i∈I Familie von Elementen in
V , I beliebige Indexmenge (meistens abzählbar, z. B. i ∈ N ). {vi}i∈I heißt
(algebraisches) Erzeugendensystem von V . ⇔ Für alle x ∈ V gibt es eine
endliche Teilmenge J ⊆ I und cj ∈ R , j ∈ J , mit x =

∑

j∈J cjvj (endliche
Linearkombination).

{vi}i∈I heißt (algebraisch) linear unabhängig. ⇔ Für alle endlichen Mengen
J ⊆ I und für alle cj ∈ R , j ∈ J , folgt aus

∑

j∈J cjvj = 0, dass cj = 0 für
alle j ∈ J . ⇔ Für alle x ∈R 〈vi : i ∈ I〉 (algebraisches Erzeugnis) ist die
Darstellung x =

∑

j∈J cjvj eindeutig.

{vi}i∈I heißt (algebraische) Basis von V ⇔ {vi}i∈I ist ein (algebraisches)
Erzeugendensystem und (algebraisch) linear unabhängig.

Bemerkung. Diese Definitionen sind sehr restriktiv, da nur endliche Linear-
kombinationen zugelassen werden.

Beispiel. (1) V = R [x] oder V = R [x1, . . . , xn] Polynomring. V besitzt eine
algebraische Basis, etwa die Monome {xi}i∈N bzw. {xα}α∈N

n . Die Vektor-
räume V = R JxK bzw. V = R Jx1, . . . , xnK der formalen Potenzreihen und
V = R {x} bzw. V = R {x1, . . . , xn} der konvergenten Potenzreihen besitzen
keine (praktischen) algebraische Basen.

(2) Die {ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .)}i∈N sind im `p( R ) linear unabhängig aber
keine algebraische Basis.

(3) Jeder Vektorraum besitzt ein algebraisches Erzeugendensystem, nämlich
alle seine Elemente (nicht nützlich).

Definition (topologische Basis). Sei V ein topologischer R -Vektorraum
(oder C -Vektorraum). Sei weiters {vi}i∈I eine Familie von Elementen in V ,
I Indexmenge (meistens ist I = N ).

(a) {vi}i∈I heißt topologisches Erzeugendensystem von V . ⇔ Für alle x ∈ V
gibt es ci ∈ R mit x =

∑

i∈I civi.

Für I = N bedeutet dies: es gibt ci ∈ R , sodass die Folge der Partialsummen
∑n

i=1 civi in V mit Limes x = limn→∞
∑n

i=0 civi konvergiert. Es gilt also

V = 〈vi : i ∈ N 〉.
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Für I beliebig: es gibt ci ∈ R mit x = limJ ⊆ I endlich

∑

j∈J cjvj. Dabei bedeu-
tet x = limJ ⊆ I endlich xJ , dass für alle Umgebungen U von x in V ein endliches
K ⊆ I existiert mit xJ ∈ U für alle endlichen J ⊆ I mit K ⊆ J .

In Worten: {vi}i∈I ist topologisches Erzeugendensystem. ⇔ jedes x ∈ V kann
durch endliche Linearkombination beliebig gut approximiert werden.

(b) {vi}i∈I heißt topologisch linear unabhängig. ⇔ Ist
∑

i∈I civi = 0 (also
ist die Reihe konvergent mit Limes 0), dann sind alle ci = 0. ⇔ Für alle
x ∈ 〈vi : i ∈ I〉 ist die Darstellung x =

∑

i∈I civi mit ci ∈ R eindeutig.

(c) {vi}i∈I heißt topologische Basis von V . ⇔ {vi}i∈I ist topologisches Erzeu-
gendensystem und topologisch linear unabhängig. ⇔ {vi}i∈I heißt Schauder-
Basis.

Bemerkung. In der unendlichen Linearkombination x =
∑

i∈I civi wird nur
die Konvergenz der Partialsummen x =

∑

i∈J civi mit J ⊆ I endlich gefordert,
nicht aber die Kovergenz der Reihe x =

∑

i∈I ci in R .

Bemerkung. Ist {vi}i∈I Familie von Elementen in einem topologischen Vek-
torraum V , so heißt 〈vi : i ∈ I〉 das algebraische Erzeugnis der {vi}i∈I (kleins-
ter Untervektorraum von V der alle vi enthält) und 〈vi : i ∈ I〉 = {∑i∈I civi :
ci ∈ R , Reihe konvergiert in V } heißt das topologische Erzeugnis der {vi}i∈I

(kleinster abgeschlossener Untervektorraum von V , der alle vi enthält).

Beispiel. (a) Die Menge der formalen Potenzreihen R JxK mit der x-
adischen Topologie. Sei (Sn(x))n∈N eine Folge von formalen Potenzrei-
hen, d.h.

Sn(x) =
∑

k≥0

an
kx

k,

mit an
k ∈ R . Die Folge (Sn(x))n∈N konvergiert x-adisch, wenn die Ko-

effizientenfolgen (an
k)n∈N fÃijr alle k stationär werden. Anders ausge-

drückt heißt das:
Zwei Potenzreihen T (x) und S(x) sind nahe in dieser Topologie, wenn
die Koeffizienten von S und T bis zu einem großen k übereinstimmen,
wenn also S − T eine Potentzreihe mit großem Untergrad ist. Für die-
se Topologie bilden die Monome {xi}i∈N eine topologische Basis, denn
jede formale Potenzreihe S(x) =

∑

k≥0 akx
k ist eindeutiger Limes von
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den Partialsummen:

Sn(x) =
n∑

k=0

akx
k,

da die Polynome dicht in der Menge der formalen Potenzreihen liegen.

(b) Für r > 0 sei

C {x}r = {
∞∑

k=0

akx
k|ak ∈ C ,

∞∑

k=0

|ak|rk < ∞}

die Menge der Potenzreihen mit Konvergenzradius ρ ≤ r. C {x}r ist
mit der Norm ‖∑ akx

k‖ :=
∑ |ak|rk ein Banachraum. Auch hier bilden

die Monome {xi}i∈N ein topologische Basis.

(c) Die Räume `p( R ) = {(an)n∈N |ai ∈ R ,
∑

k≥0 |ak|p < ∞} haben für
1 ≤ p < ∞ die topologische Basis (ei)i∈N , wobei ei = (δij)j∈N . Hing
egen besitzt `∞( R ) keine abzählbare topologische Basis.

(d) Der Räume L2([−π, π], R ) und C([−π, π], R ) besitzen die topologi-
sche Basis {cos(kx), sin(kx)}k∈N .

(e) Der Raum C([a, b], R ) besitzt als topologisches Erzeugendensystem
die Polynomfunktionen, also die Monome, d.h. jede stetige Funktion
auf dem Intervall [a, b] kann bzgl. der Supremums-Norm beliebig gut
durch eine endliche Linearkombination von Monomen (also Polynome)
approximiert werden. Zudem sind die Monome top. linear unabhängig.

Bemerkung. Ist {vi}i∈I eine Familie von Elementen in einem topologischen
Vektorraum V , so heißt

〈vi, i ∈ I〉 := {
∑

i∈E

civi|E ⊆ I, E endlich, ci ∈ R }

das algebraische Erzeugnis der {vi}i∈I . Dies ist der kleinste Untervektorraum
von V , der alle vi enthält. Die Menge

〈vi, i ∈ I〉 = {
∑

i∈I

civi|ci ∈ R , Reihe konvergiert}

heißt das topologische Erzeugnis der {vi}i∈I , und ist der kleinste abgeschlos-
sene Untervektorraum, der alle vi enthält.

Definition. ein topologischer Vektorraumn V heißt separabel, genau dann
wenn V eine abzählbare dichte Teilmenge besitzt.
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Bemerkung. Ein separabler Banachraum V hat nicht notwendigerweise eine
abzählbare topologische Basis (Enflo 1973), aber zumindest ein abzählbares
topologisches Erzeugendensystem.

Satz 4.2. Sei V ein reeller oder komplexer Banachraum. Dann gilt: V ist
separabel, genau dann wenn V ein abzählbares topologisches Erzeugendensys-
tem besitzt.

Beweis. Sei V separabel und A ⊆ V abzählbar und dicht. Dann ist A ⊆
〈A〉 ⊆ V . Da V = A = 〈A〉 ⊆ V ist 〈A〉 = V . Also ist A ein abzählbares
topologisches Erzeugendensystem.

Nun sei {vi}i∈N ein topologisches Erzeugendensystem von V . Betrachte da-
zu die abzählbare Menge B := 〈vi|i ∈ N 〉 = {∑n

i=0 civi|n ∈ N , ci ∈ Q }.
Behauptung: B ist dicht in V . Sei x ∈ V und ε > 0. Wähle ci ∈ R ,
1 ≤ i ≤ n, mit ‖x −∑n

i=0 civi‖ < ε
2
. Wähle weiters c̃i ∈ Q , mit |ci − c̃i| <

ε
2

∑

1≤i≤n ‖vi‖. Mit dieser Konstruktion folgt nach einfacher Rechnung, dass
‖x −∑n

i=0 c̃ivi‖ < ε. Also ist B dicht in V .

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum, mit Basis {v1, . . . , vn}. Dann
läßt sich jedes x ∈ V eindeutig schreiben als

x =
n∑

i=1

xivi, xi ∈ R

Betrachte nun für 1 ≤ i ≤ n die Abbildung v∗
i : V −→ R , mit v∗

i (v) =
vi. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da die Koeffizienten bzgl. einer Basis
eindeutig sind, und linear, also stetig.

Satz 4.3. Sei V ein Banachraum und {vi}i∈N eine topologische Basis von
V . Für x ∈ V seien xi ∈ R derart, dass

x =
∑

i∈N

xivi

Dann ist die induzierte Abbildung

v∗
i : V −→ R

x 7−→ xi

für alle i ∈ N wohldefiniert, linear und stetig.
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Beweis. (Skizze)

(a) Es ist klar, dass v∗
i wohldefiniert ist.

(b) v∗
i linear: Übung.

(c) Um die Stetigkeit der v∗
i zu zeigen, definiere auf V die Norm ‖x‖ :=

supk∈N
‖∑k

i=0 xivi‖V . Diese Norm ist äquivalent zu der bereits existie-
renden Norm ‖ · ‖V auf V . Zeige nun die Stetigkeit der v∗

i bzgl. dieser
Norm. (siehe auch [6])

Aus der Analysis wissen wir, dass die Reihe
∑∞

i=0
1
i

divergiert, jedoch die

Reihe
∑∞

i=0
(−1)i

i
konvergiert, jedoch kann man durch Umordnung der Sum-

mationsreihenfolge erreichen, dass die Reihe jeden beliebigen Wert annimmt
oder sogar divergiert. Dies gibt Anlass zu folgender

Definition. Sei V ein separabler topologischer Vektorraum, {vi}i∈N eine
abzählbare top. Basis. {vi}i∈N heißt unbedingt (engl. unconditioned) konver-
gent, genau dann wenn für alle Permutationen σ ∈ SN gilt,

∑

i∈N

civi < ∞ ⇔
∑

i∈N

cσ(i)vσ(i) < ∞

D.h. Konvergenz der Linearkombinationen hängt nicht von der Anordnung
der Linearkombinationen ab.

Erinnerung: Nach der Lemma von Zorn existiert für jeden Vektorraum V
eine algebraische Basis, auch Hamel-Basis genannt. Wir benötigen dazu kei-
nen Konvergenzbegriff, da hier nur endliche Linearkombinationen auftreten.
Algebraische Basen hingegen entsprechen unendlichen Linearkombinationen.

Satz 4.4. Sei V ein topologischer Vektorraum, {vi}i∈N eine abzählbare Fa-
milie von Elementen in V . Betrachte die lineare Abbildung

T : R N −→ V
ei 7−→ vi
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(a) {vi}i∈N ist ein top. EZS von V , genau dann wenn das Bild Im(T )⊆V
dicht liegt. So eine Abbildung T nennt man dominant.

(b) {vi}i∈N ist eine top. Basis von V , genau dann wenn T dominant und
{vi}i∈N top. linear unabhängig ist.

Beweis. klar nach Definition.

Definition. Sei V ein reller Banachraum, {vi}i∈N eine abz. Familie von Ele-
menten in V . Betrachte die Abbildung

T : `2( R ) −→ V
ei 7−→ vi

D.h. für eine Folge (xn)n∈N ∈ `2( R ) ist T ((xn)n∈N ) =
∑

i∈N
xivi.

(a) {vi}i∈N heißt Bessel-Folge (od. Hilbert - Folge), wenn T wohldefiniert
und linear ist, d.h.

∑

i∈N
xivi konvergiert für alle (xn)n∈N mit

∑

i∈N
x2

i < ∞.

(b) {vi}i∈N heißt Rahmen (engl. frame), wenn T wohldefinert und surjektiv
ist, d.h. jedes x ∈ V lässt sich schreiben als konvergente Linearkombination
x =

∑

i∈N
xivi, wobei

∑

i∈N
x2

i < ∞.

(c) {vi}i∈N heißt Riesz-Basis von V , wenn T wohldefinert und bijektiv ist,
d.h. jedes x ∈ V lässt sich eindeutig schreiben als konvergente Linearkombi-
nation x =

∑

i∈N
xivi, wobei

∑

i∈N
x2

i < ∞.

Satz 4.5. Sei V ein reller Banachraum, {vi}i∈N eine abz. Familie von Ele-
menten in V .

T : `2( R ) −→ V
ei 7−→ vi

(a) Ist {vi}i∈N eine Bessel - Folge in V , so ist T stetig, d.h. es existiert ein
B ∈ R sodass

|
∑

i∈N

civi| ≤ B ·
√
∑

i∈N

c2
i = B · ‖(ci)i∈N ‖
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(b) Ist {vi}i∈N ein Rahmen in V , so ist {vi}i∈N ein top. EZS von V .

(c) Ist {vi}i∈N eine Riesz-Basis von V , so ist T ein top. Isomorphismus.

(d) Ist V ein Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉. dann gilt: {vi}i∈N ist eine
ONB von V , genau dann wenn T ein isometrischer Isomorphismus ist.

Beweis. (a) Sei T wohldefiniert. Es ist klar, dass T linear ist. Ferner da
∑

civi für alle Folgen (ci)i∈N ∈ `2( R ) konvergiert, ist die Folge (
∑

1≤i≤n civi)
konvergent für alle (ci)i∈N ∈ `2( R ). Betrachte nun die Abbildungen

Tn : `2( R ) −→ V
(ci)i∈N 7−→ ∑n

i=0 civi

Diese Abbildungen sind wohldefiniert, linear und stetig. Weiters konvergiert
(tn)n∈N punktweise gegen T . Somit gilt nach 2.8, dass der Grenzwert T be-
reits stetig ist.
(b) per Definition
(c) folgt aus 2.7
(d) vgl. Kapitel 3

Satz 4.6. Sei V ein Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉 und {vi}i∈N ein
abz. Familie von Elementen in V .

(a) {vi}i∈N ist eine Bessel - Folge in V , genau dann wenn es ein B > 0 gibt,
sodass ∑

i∈N

|〈v, vi〉|2 ≤ B · ‖v‖2 ∀v ∈ V

(das minimale B ist ‖T‖2).

(b) {vi}i∈N ist ein Rahmen in V , genau dann wenn es A,B > 0 gibt, sodass

A · ‖v‖2 ≤
∑

i∈N

|〈v, vi〉|2 ≤ B · ‖v‖2 ∀v ∈ V

(das maximale A ist ‖(TT ∗)−1‖−1.

(c) Für {vi}i∈N ist äquivalent:

1. {vi}i∈N ist eine Riesz - Basis in V .
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2. {vi}i∈N ist ein Rahmen und für (xn)n∈N in `2( R ) gilt, dass aus
∑

i∈N
xivi =

0 folgt, dass xi = 0 fÃijr alle i ∈ N .

3. {vi}i∈N ist ein Rahmen, und

⋂

i∈N

〈vi〉⊥ = {0}.

4. {vi}i∈N ist ONB bzgl. eines Skalarproduktes 〈·, ·〉1 auf V , dass zu 〈·, ·〉
äquivalent ist.

(e) {vi}i∈N ist eine ONB von V , genau dann wenn für alle v ∈ V gilt:

‖v‖2 =
∑

i∈N

|〈v, vi〉|2

(D.h. A = B = 1)

Beweis. siehe [20] und [24]



Kapitel 5

Lineare Operatoren

V normierter VR über R oder C , oder ein Banachraum.

Definition. Ein (beschränkter/stetiger) Operator auf V ist eine lineare ste-
tige Abbildung T : V → V . L(V ) = {T : V → V beschränkter Operator}
mit der Norm

‖T‖ = sup
|x|≤1

|Tx|

ist eine Algebra bzgl. der Komposition, da ‖S ◦ T‖ ≤ ‖S‖‖T‖.

L(V ) × L(V ) → L(V )

(S, T ) 7→ S ◦ T

ist stetige eine Multiplikation auf L(V ). Einselement: IdV = 1L(V ).

- T ∈ L(V ) linksinvertierbar: ∃S ∈ L(V ): ST = IdV

- T ∈ L(V ) rechtsinvertierbar: ∃S ∈ L(V ): TS = IdV

- T ∈ L(V ) invertierbar: rechts und links invertierbar (Inverses ist ein-
deutig).

- GL(V ) = {T : V → V invertierbar}, Gruppe von Operatoren.

83
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Bemerkung. Sei speziell V = R n oder V = C n endlich-dimensional L(V ) =
Mn( R / C ) = R n×n/ C n×n Matrizenalgebra. GL(V ) = GLn( R ) invertierba-
re Matrizen = {A ∈ Mn( R ) | det(A) 6= 0}⊆Mn( R ) offen und dicht. Das
heißt: Ist A ∈ GL(V ) und Ã ∈ L(V ) eine genügend kleine Störung von A,
dann ist Ã wieder invertierbar.

Ziel : Verallgemeinerung der Eigenwerttheorie der Matrizen, wie aus der Li-
nearen Algebra, auf Operatoren (hier in dieser VO nur für kompakte syme-
trische Operatoren).

Beispiel. (1) T : L1( R ) → L1( R ) : f(x) 7→ f(2x)

(2) T : `2( R ) → `2( R ) : (an)n 7→ (aσ(n))n mit σ ∈ SN = Bij( N , N )

(3) V Prähilbertraum, W ⊆V vollständiger Unterraum, P : V → W Ortho-
gonalprojektion (V = W ⊕ W⊥). T := inj ◦ P : Operator der Norm 1 (falls
W 6= 0).

(4) V = C([a, b], R ), f ∈ V und

Tf : V → V, g 7→ g · f

und ‖Tf‖ ≤ ‖f‖.

(5) V = C([a, b], R ), K : [a, b] × [a, b] → R stetig.

TK : V → V, g 7→
∫ b

a

K(x, y)g(y) d y.

Fredholmsche Integraloperator mit Kern K(x, y).
Klar: TK linear.
Weiters: TK beschränkt:

‖Tkg‖ = sup
x

∣
∣
∣
∣

∫ b

a

K(x, y)g(y) d y

∣
∣
∣
∣

≤
∫ b

a

sup
x,y

|K(x, y)| sup
y

|g(y)| d y

= (b − a)‖K‖∞‖g‖∞.

Damit folgt, dass ‖TK‖ ≤ (b − a)‖K‖∞.
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(6) V = C([a, b], R ), h : [a, b] → [a, b] Homöomorohismus. Th : V → V ,
g 7→ g ◦ h beschränkt mit ‖Th‖ = ‖h‖∞.

(7) T : `2 → `2, T ((xn)n) =
(

xn

n

)

n
, ‖T‖ = 1.

(8) V = C∞( R , R ) mit Topologie wie früher. T : V → V , f 7→ f ′ wieder
beschränkt (vgl. PS).

Satz 5.1. V Banachraum, dann ist GL(V )⊆L(V ) offen bzgl. der Operator-
topologie. D.h. jede genügend kleine Störung eines invertierbaren Operators
ist wieder invertierbar.

Bemerkung. vgl. mit der endlich dimensionalen Situation.

Beweis. (a) Ist S ∈ L(V ) genügend nahe bei IdV = 1GL(V ) = 1, so ist S
invertierbar. Sei S = 1 − T und ‖T‖ < 1. Dann gilt: V vollständig ⇒ L(V )
vollständig ⇒ R =

∑∞
n=0 T n konvergent in L(V ) (vgl. Neumann-Reihe) und

es gilt:

S ·
( ∞∑

n=0

T i

)

=
∞∑

n=0

S ◦ T i =
∞∑

n=0

(1− T )T i = 1− T + T − T 2 + T 2 ± . . . = 1.

(b) Sei T ∈ GL(V ) und S ∈ L(V ) mit ‖T − S‖ < 1
‖T−1‖ , dann ist auch S

invertierbar. Denn ausreichend zu zeigen: T−1S invertierbar. Aber ‖T−1S −
1‖ = ‖T−1(S − T )‖ ≤ ‖T−1‖ · ‖S − T‖ < ‖T−1‖ 1

‖T−1‖ = 1, damit, wegen (a),

T−1S invertierbar.

Anwendung (zu Satz 5.1). Erinnerung (euklid. Division von Polynomen):
P (x) ∈ R [x] Polynom vom Grad k in einer Variablen. Dann existieren zu
jedem Q ∈ R [x] eindeutige A,B ∈ R [x] mit Grad B < k und Q = AP + B.
In mehreren Variablen: Theorie der Gröbnerbasen mit euklidischem Divisi-
onsalgorithmus.

Frage: Kann man ähnliche Divisionen auch für konvergente Potenzreihen
formulieren und beweisen? Wir bezeichnen dazu im Folgenden mit

R [x1, . . . , xn] =
{
f(x) =

∑

α∈N

cαxα | f endliche Potenzreihe
}
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die Menge der Polynome und mit

R {x1, . . . , xn} =
{
f(x) =

∑

α∈N

cαxα | f konvergente Potenzreihe
}

die Menge der konvergenten Potzenzreihen.

Satz 5.2 (Weierstraßscher Divisionssatz für konvergente Potenzrei-
hen). Sei f ∈ R {x1, . . . , xn} eine konvergente Potenzreihe,

f(x) =
∑

α∈N

cαxα mit xα = xα1

1 · . . . · xαn

n .

Annahme: f(0, . . . , 0, xn) 6≡ 0, d.h. ∃α = (0, . . . , 0, d) mit cα 6= 0, also xd
n

kommt in Potenzreihenentwicklung für ein d ≥ 0 wirklich vor. Weiters sei

d = Ordnung f = Untergrad f.

Dann existieren für jedes g ∈ R {x1, . . . , xn} eindeutige konvergente Potenz-
reihen a, b ∈ R {x1, . . . , xn} mit b ∈ R {x1, . . . , xn−1}[xn] polynomial in xn

vom Grad < d, sodass
g = a · f + b.

Bemerkung: damit ist R {x1, . . . , xn} noethersch.

Beweis. 1. Fall: f = xd
n Monom. Zerlege g = g1 + g2 mit g1 = axd

n, a ∈
R {x1, . . . , xn} und g2 ∈ R {x1, . . . , xn−1}[xn] vom Grad < d in xn.

g1 =
∑

α∈N

αn≥d

cαxα,

g2 =
∑

α∈N

αn<d

cαxα.

Damit g = af + b mit a = g1

xd
n

und b = g2.

Umformulierung: Betrachte

u : R {x1, . . . , xn} × R {x1, . . . , xn−1}[xn]<d → R {x1, . . . , xn}
(a, b) 7→ af + b

Existenz der Division: Surjektivität von u. Eindeutigkeit: Injektivität von u.
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Wir zeigen: u ist invertierbarer Operator. Wissen: V : R {x1, . . . , xn} ×
R {x1, . . . , xn−1}[xn]<d → R {x1, . . . , xn} ist invertierbar. Zeige also: u ist
hinreichende kleine Störung von V und damit nach Satz 5.1 invertierbar.

2. Fall: In einer Variablen (heuristisch): Schreibe f(x) = cαxα+cα+1x
α+1+. . .,

wobei ci ∈ R , cα 6= 0, also

f(x) = xd + f̃(x)

(wenn cα = 1) mit Ordnung f̃ ≥ d + 1.

u : R {x} × R [x]<d → R {x}
(a, b) 7→ af + b

v : R {x} × R [x]<d → R {x} invertierbar.

(a, b) 7→ axd + b

Zeige: u − v ist klein im Vergleich zu v−1.

u − v : R {x} × R [x]<d → R {x}
(a, b) 7→ a · f̃ = (cd+1x

d+1 + . . .)

Beobachtung: In einer genügend kleinen Umgebung von 0 ist xd+1 viel kleiner
als xd. Daher ist a 7→ axd+1 kleiner als a 7→ axd.
Normen auf R {x}: Sei r > 0 und

R{x}r =

{

f ∈ R {x} | f =
∞∑

k=1

ckx
k, ‖f‖r :=

∞∑

k=1

|ck|rk < ∞
}

‖ · ‖r ist Norm auf R {x}r und macht R {x}r zu BR. Wir zeigen:

ur : R {x}r × R [x]<d → R {x}r

(a, b) 7→ af + b

ist invertierbarer Operator zwischen Banachräumen für r>0 hinreichend klein.
Berechne ‖ur − vr‖ :

‖(ur − vr)(a, b)‖r = ‖af̃‖r ≤ ‖a‖r‖f̃‖r =

= ‖a‖r ·
(
|cd+1|rd+1 + |cd+2|rd+2 + . . .

)
=

= ‖a‖rr
d+1 (|cd+1| + |cd+2|r + . . .) ≤

≤ ‖a‖rr
d+1 · c
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⇒ ‖ur − vr‖ ∼ rd+1 · c, während die Norm von ur etwa gleich ‖ur‖ ∼ rd ist.
Daraus schließt man die gewünschte Ungleichung

rd+1c = ‖ur − vr‖ <
1

‖u−1
r ‖ = rd

für r hinreichend klein.
Alternativ (in einer Variablen):

f(x) = xd + cd+1x
d+1 + . . . = xd (1 + cd+1x + cd+2x

2 + . . .)
︸ ︷︷ ︸

invertierbar für |x| hinreichend klein

= xdh(x)

mit h(x) 6= 0, h invertierbar als Potenzreihe. Dividiere g durch f wie folgt:
g(x) = axd + b = ah−1hxd + b = ah−1f + b = ãf + b wie vorher.

Satz 5.3. V Banachraum, T ∈ L(V ). Betrachte:

(1) T linksinvertierbar, d.h. ∃S ∈ L(V ) : S ◦ T = 1.

(2) ∃c > 0 mit ‖Tx‖ ≥ c|x| ∀x ∈ V .

(3) T injektiv.

Dann gilt: (1) ⇒ (2) ⇒ (3). Gilt außerdem: im(T )⊆V direkt (abgeschlossen
mit direktem Komplement), so sind (1), (2) und (3) äquivalent.

Beweis. (1) ⇒ (2): S Linksinverses von T ⇒ ST = 1 ⇒ x = (ST )(x) ∀x ∈ V
⇒ (S beschränkt) ‖x‖ = ‖(ST )(x)‖ ≤ ‖S‖‖Tx‖ ⇒ ‖Tx‖ ≥ 1

‖S‖‖x‖ ∀x ∈ V

(2) ⇒ (3): Ist Tx = 0, dann ‖x‖ ≤ ‖Tx‖ = 0, also ‖x‖ = 0 und x = 0, d.h.
T injektiv

(3) ⇒ (1): Sei im(T )⊆V direkt: T injektiv ⇒ T : V → im(T ) linear, bi-
jektiv und stetig. Aber im(T )⊆V direkt, insbesondere abgeschlossen, also
vollständig. ⇒ (Satz von der offenen Abb.) T : V → im(T ) topologischer
Isomorphismus ⇒ ∃S : im(T ) → V stetig, Inverses zu T : V → im(T ). Sei
P : V → im(T ) die durch V = im(T ) ⊕ W definierte Projektion, dann ist
S ◦ P : V → V Linksinverses von T .

Beispiel. (1) endliche Dimension: T : K n → K n linear ist beschränkt, ge-
geben durch seine Matrix bzgl. Basis von K n.
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(2) V Prähilbertraum, W ⊆V vollständiger UR, P : V → W Orthogonal-
projektion induziert Operator P ′ : V → V der Norm 1 (W 6= 0).

(3) Sei V = C([a, b], C ), f ∈ V . Tf (g)(x) := f(x)g(x) definiert Operator
Tf : V → V , ‖Tf‖ ≤ ‖f‖∞.

Sei K : [a, b]2 → C stetig, Tf(x) =
∫ b

a
K(x, y)f(y) d y. ⇒ T : V → V linear

und beschränkt, da

‖Tf‖∞ = sup
x

∣
∣
∣
∣

∫ b

a

K(x, y)f(y) d y

∣
∣
∣
∣

≤
∫ b

a

sup
x,y

|K(x, y)| sup
y

|f(y)| d y

≤ (b − a)‖K‖∞‖f‖∞.

Für h : [a, b] → [a, b] Homöomorphismus, ist Thf = f ◦ h ein beschränkter
Operator mit ‖Ty‖ = ‖h‖∞.

(4) T : `2 → `2 : T ((xn)n∈N ) =
(

xn

n

)

n∈N
beschränkter Operator der Norm 1.

(5) T : C∞( R , R ) → C∞( R , R ) : f → f ′ beschränkter Operator, siehe
Übungen.

Bemerkung. T : V → V Operator induziert transponierten Operator

T ∗ : V ′ → V ′, T ∗(f)(x) = f(Tx).

T ∗ heißt auch der zu T adjungierte Operator.

Es gilt: ‖T‖ = ‖T ∗‖. (nachrechnen)

Definition. Sei V normierter komplexer VR. T : V → V beschränkter
Operator. λ ∈ C heißt

- Eigenwert von T ⇔ T −λ1 : V → V nicht injektiv, d.h. ∃x ∈ V , x 6= 0
mit Tx = λx.

- Spektralwert von T ⇔ T − λ1 : V → V nicht invertierbar in L(V )
(klar: λ EW ⇒ λ Spektralwert (SW), aber nicht umgekehrt).

Es gelten folgende Bezeichnungen:
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- ΣT = {λ ∈ C | λ SW von T} = Spektrum von T ,

- ET = {λ ∈ C | λ EW von T} = Punktspektrum von T ,

- λ ∈ C \ΣT heißen reguläre Werte von T , d.h. (T −λ1)−1 existiert und
ist beschränkt.

Satz 5.4. Sei V vollständig und T : V → V ein beschränkter Operator.
Dann ist ΣT ⊆ C abgeschlossen und |λ| ≤ ‖T‖ für alle λ ∈ ΣT .

Beweis. (a) C \ ΣT offen: Sei λ ∈ C \ ΣT ⇒ T − λ1 invertierbar in L(V )
⇒(Satz 1) T − µ1 invertierbar für alle µ ∈ C nahe λ ⇒ µ ∈ C \ ΣT für µ
nahe λ ⇒ ΣT abgeschlossen.

(b) Sei λ ∈ C , |λ| > ‖T‖. Dann: T−λ1 = −λ(1− 1
λ
T ) und es gilt ‖T‖

|λ| < 1 ⇒
− 1

λ

∑∞
n=0

T n

λn konvergiert in L(V ), da V und damit L(V ) vollständig. Daraus
folgt:

−1

λ

∞∑

n=0

T n

λn
= (T − λ1)−1

und damit (T − λ1)−1 existiert, also λ regulär.

Definition (Spektralradius). T ∈ L(V ),

ρ(T ) := sup
λ∈ΣT

|λ|

heißt Spektralradius von T . Beachte: ρ(T ) ≤ ‖T‖ nach Satz 5.4 und < ist
möglich.

Satz 5.5. Ist V vollständig und T ∈ L(V ), dann konvergiert ‖T n‖ 1

n und

lim
n→∞

‖T n‖ 1

n = ρ(T ).

Beweis. Rudin [3], Thm 10.13, p.235; Lang [13], Thm 1.7, p. 406.
(Übung): Beweis von Lang.
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Satz 5.6. 0 6= V komplexer Banachraum, T ∈ L(V ).

(a) ∀x ∈ V , ∀f ∈ V ′ = {g : V → C stetig und linear} ist die Abb.

ϕ = ϕλ,f : C \ ΣT → C

x 7→ f
(
(T − λ1)−1(x)

)

holomorph und ϕ(x) → 0 wenn λ → ∞.

(b) ΣT 6= ∅.

Beweis. (a) α : C \ΣT → L(V ) : λ 7→ (T −λ1)−1 ist stetig. Sei λ ∈ C \ΣT

und c ∈ C . Es gilt T − (λ + c)1 = (T − λ1)(1 − c(T − λ1)−1) (siehe PS).
Für c nahe 0 ist T − (λ + c)1 invertierbar mit Inversem

Rλ+c =
(
(T − λ1)(1 − c(T − λ1)−1)

)−1
= (1 − cRλ)

−1 · Rλ,

wobei Rλ := (T − λ1)−1.
Damit gilt:

lim
c→0

Rλ+c = lim
c→0

(1 − cRλ)
−1 · Rλ = Rλ

d.h. α ist stetig.

(b) Seien λ 6= µ ∈ C \ ΣT genügend nahe. Es gilt Rλ − Rµ = (µ − λ)RλRµ,
also

d Rλ

d λ
= lim

µ→λ

Rλ − Rµ

λ − µ
= lim

µ→λ
−RλRµ = −R2

λ.

Seien x ∈ V , f ∈ V ′. Dann

d ϕ

d λ
= lim

µ→λ

ϕ(µ) − ϕ(λ)

µ − λ
= lim

µ→λ
f

(
Rµ − Rλ

µ − λ
(x)

)

=(f stetig)

= f

(

lim
µ→λ

Rµ − Rλ

µ − λ
(x)

)

= f(−R2
λ(x))

⇒ ϕ holomorph. Wegen
∑∞

n=0
T n

λn konvergent für |λ| > ‖T‖, geht Rλ =
− 1

λ

∑∞
n=0

T n

λn gegen 0 wenn λ → ∞ ⇒ Behauptung.

(c) ΣT 6= ∅. Wäre Σ = ∅ ⇒ ϕ : C \ ΣT = C → C holomorph ⇒ ϕ = 0
für |λ| → ∞, also ϕ beschränkt ⇒ ϕ konstant (Satz von Lionville) ⇒ ϕ ≡ 0
⇒ f(Rλ(x)) = 0 ∀f ∈ V ′, ∀x ∈ V ⇒ (Satz von Hahn-Banach) Rλ(x) = 0
∀x ∈ V ⇒ Rλ = 0. Widerspruch.
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Beispiel. V = C([0, 1], C ) mit ‖ · ‖∞. K : 4⊆ R 2 → C stetig, 4 = Dreieck
zwischen (0, 0), (1, 0), (1, 1). f ∈ V ,

(Tf)(x) :=

∫ x

0

K(x, y)f(y) d y.

Sei c = sup4 |K| = sup(x,y)∈4 |K(x, y)|.

|Tf(x)| =

∣
∣
∣
∣

∫ x

0

K(x, y)f(y) d y

∣
∣
∣
∣

≤
∫ x

0

sup
x,y

|K(x, y)| sup
y

|f(y)| d y

≤ cx‖f‖∞.

|T 2f(x)| =

∣
∣
∣
∣

∫ x

0

K(x, y)Tf(y) d y

∣
∣
∣
∣
≤ . . . ≤ c2 x2

2
‖f‖∞.

⇒ |T nf(x)| ≤ cn

n!
‖f‖∞.

Also ‖T n‖ ≤ cn

n!
und ‖T n‖ 1

n ≤ c

(n!)
1
n
. Sei λ ∈ C Spektralwert von T , dann

|λ| ≤ lim
n→∞

‖T n‖ 1

n ≤ lim
n→∞

c

n!
1

n

= 0.

Stirlingsche Formel:

n! =
√

2πn
( n

ln n

)n
(

1 + σ
1

n

)

⇒ n!
1

n → ∞ für n → ∞. Also ρ(T ) = limn→∞ ‖T n‖ 1

n = 0 ⇒ {0} = ΣT .
(Übung) Anderer Beweis dafür: El Kacimi [1], p.96.

Definition (kompakte Operatoren). V normierter VR, T ∈ L(V ) Ope-
rator. T heißt kompakt (früher: vollstetig) ⇔ das Bild (Txn)n∈N

jeder be-
schränkten Folge (xn)n∈N in V besitzt eine konvergente Teilfolge.
Äquivalent: T ∈ L(V ) kompakt ⇔ T (B(0, 1))⊆V relativ kompakt (Ab-
schluss ist kompakt).

Bemerkung. (a) In endlich-dimensionalen Vektorräumen hat eine beschränk-
te Folge immer eine konvergente Teilfolge (Bolzano-Weierstraß). Dies ist
falsch für unendlich-dimensionale Vektorräume.
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(b) T kompakt ⇔ T (BV (0, 1))⊆V relativ kompakt (=Abschluss ist kom-
pakt).

(c) T kompakt ⇔ Bilder von beschränkten Mengen sind relativ kompakt.

(d) IdV : V → V kompakt ⇔ V endl. dim (siehe früher).

(e) T : V → W Operator: Kompaktheit wird analog definiert. Ist dim V < ∞
⇒ T kompakt. Ist im(V ) endlich-dimensional ⇒ T kompakt.

(f) Linearkombinationen von kompakten Operatoren sind wieder kompakt,
also

K(V ) = {T ∈ L(V ) | T kompakt}⊆L(V ) UVR.

(g) R,S, T : V → V linear, R beschränkt, S, T kompakt ⇒ SR kompakt,
RT kompakt, SRT kompakt.

Satz 5.7. Sei T ∈ K(V ). Dann gilt:

T ∗ ∈ K(V ′).

Beweis. Siehe El Kacimi [1], p.97.

Satz 5.8. Sei V Banachraum. Dann ist K(V )⊆L(V ) abgeschlossen bzgl. der
Operatornorm. Anders ausgedrückt: Der gleichmäßige Limes von kompakten
Operatoren in Banachräumen ist wieder kompakt.

Beweis. Sei (Tn)n∈N eine Folge von kompakten Operatoren auf V , die bzgl.
der Operatornorm gegen T ∈ L(V ) konvergiert. Sei (xn)n∈N eine beschränkte
Folge in V . z.Z.: (Txn)n∈N besitzt konvergente Teilfolge. Wissen: (Tixn)n∈N

besitzt konvergente Teilfolge, etwa (Tix
i
n)n∈N , wobei (xi

n)n∈N eine gewisse
Teilfolge von (xi−1

n )n∈N ist. Betrachte Diagonalfolge (xi
i)i∈N . Dann ist für

jedes k ∈ N die Folge (Tk(x
i
i))i∈N

konvergent. Die Folgen (Tk(x
i
i))i∈N

sind
konvergent, da (xi

i)i Teilfolge von (xi
n)n.

Behauptung: (Txi
i)i∈N konvergent.

Beweis: V Banachraum ⇒ ausreichend zu zeigen: (Txi
i)i Cauchyfolge. Sei
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ε > 0, dann ∃n0 ∈ N mit:

|Txn
n − Tkx

n
n| <

ε

3

|Tkx
n
n − Tkx

n
m| <

ε

3

|Tkx
m
m − Txn

m| <
ε

3

Addieren und Dreiecksungleichung liefert: |Txn
n − Txm

m| < ε ∀m,n ≥ n0, also
(Txi

i)i Cauchyfolge.

Bemerkung. Für kompakte Operatoren ist es leichter Spektral- und Eigen-
werte auszurechnen.

Beispiel. (1) (vgl. Heuser [4], p. 192) Betrachte T : `2( R ) → `2( R ) gegeben
durch abzählbar unendliche Matrix A = (Aij)i,j∈N , also

T ((ci)i∈N ) =

(
∑

j∈N

Aijcj

)

i∈N

.

Es gelte:
∑

i,j∈N
|Aij|2 < ∞. Dann ist T kompakter Operator (Ungleichung

ist hinreichend, aber nicht notwendig).
Beweisidee: Approximiere T in der Operatornorm durch die kompakten Ope-
ratoren Tk : `2 → `2.

(Tk((ci)i∈N ))m =

{ ∑

j∈N
Amjcj m ≤ k

0 sonst

}

dim im(Tk) ≤ k + 1, also Tk kompakt (vgl. PS). Zeige durch Normabschät-
zungen, dass Tk → T in der Operatornorm.

(2) Sei V = C([0, 1], C ), K : [0, 1]2 → C stetiger Kern,

(Tf)(x) :=

∫ 1

0

K(x, y)f(y) d y für f ∈ V

(Fredholmscher Integraloperator).
Behauptung: T : V → V ist kompakter Operator.
Beweis: Sei B = BV (0, 1)⊆V abgeschlossene Einheitskugel. Wir zeigen:
TB ⊆V ist als Familie von Funktionen gleichgradig stetig. Dazu sei ε > 0:
K stetig auf Kompaktum, also gleichmäßig stetig. Damit existiert δ > 0 mit
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|K(x, y)−K(x′, y)| < ε für alle x, x′, y ∈ [0, 1] mit |x− x′| < δ. Wir erhalten
für alle f ∈ V , |x − x′| < δ:

|Tf(x) − Tf(x′)| =

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

(K(x, y) − K(x′, y))f(y) d y

∣
∣
∣
∣
≤ ε‖f‖∞.

Beachte: δ hängt nicht von f ∈ V ab. Also TB gleichgradig stetig (denn:
∀f ∈ B und alle x, x′ ∈ [0, 1] mit |x − x′| < δ gilt: |Tf(x) − Tf(x′)| < ε).
Weiters: B = B(0, 1) und T stetig ⇒ TB ⊆V beschränkt.
Sowie: ∀a ∈ [0, 1] ist TB(a) := {Tf(a) | f ∈ B} relativ kompakt (!). Satz
von Arzelá-Ascoli: TB ⊆V relativ kompakt, d.h. T kompakter Operator.

(3) T : V → V , im(T ) endlich-dim. ⇒ T kompakt. (V Hilbertraum ⇒
{T | im(T ) endl. dim.}⊆K(V ) dicht).

(4) V = C([0, a], C ) mit ‖ · ‖p-Norm. Sei f ∈ V . Hölderungleichung an-

gewandt auf f und 1 ⇒ ‖f‖1 ≤ a1− 1

p‖f‖p. Weiters gilt: ‖f‖p ≤ a
1

p‖f‖∞
(nachrechnen). ⇒ ‖ · ‖p-Topologie feiner als ‖ · ‖1-Topologie und gröber als
‖ · ‖∞-Topologie für 1 ≤ p ≤ ∞. Sei T : V → V wie oben definiert. Nach-
rechnen: ‖Tf‖∞ ≤ c‖f‖1 mit c = max[0,1] ‖K‖ ⇒ T : V1 → V∞ stetig ⇒
T : Vp → Vp stetig ∀1 ≤ p ≤ ∞. Wie vorher, T (B1)⊆V∞ relativ kompakt
und damit auch in Vp. Damit T kompakt.

Spektrum eines kompakten Operators

Dazu brauchen wir:

Lemma 5.1. U,W ⊆V abgeschlossen, U ⊆W , T ∈ L(V ) mit T (W )⊆U ,
δ ∈]0, 1[, S = 1−T . Dann gilt: ∃x ∈ W∩B, B = BV (0, 1) mit d(Sx, SU) ≥ δ.

Beweis. (a) U ⊆W abg, W/U normiert. Sei x ∈ W/U mit δ ≤ |x| < 1,
|x| = infu∈U |x + u| ⇒ ∃x ∈ W ∩ B mit d(x, U) ≥ δ.

(b) T (W )⊆U ⇒ ∀y ∈ U : y + Tx − Ty ∈ U mit x von (a). ⇒ |Sx − Sy| =
|x − (y + Tx − Ty)| ≥ δ ∀y ∈ U ⇒ d(Sx, SU) ≥ δ.
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Lemma 5.2. Jede aufsteigende Folge abgeschlossener UR Un ⊆V mit

S(Un)⊆Un−1 für ein S ∈ K(U)

wird stationär, d. h. es gibt ein n0, sodass Un = Un0
für n ≥ n0. Diesselbe

Aussage gilt für absteigende Folgen S(Un)⊆Un+1.

Beweis. Wäre (o.B.d.A) Un strikt aufteigend, T = 1−S ⇒(Lemma 1) ∀n ∃xn ∈
Un mit |xn| ≤ 1 und d(Txn, TUn−1) ≥ δ ⇒∃xn ∈ Un∩B mit d(Txn, Txn−1) ≥
δ ⇒ (Txn)n∈N nicht relativ kompakt ⇒ T nicht kompakt. Widerspruch

Satz 5.9. Sei T ∈ K(V ) und S = 1 − T . Dann gilt:

(1) ker(S) endlich-dimensional.

(2) V/ ker(S) → im(S) topologischer Isomorphismus.

(3) im(S) abgeschlossen und endlich-dimensional.

Beweis. (1) x ∈ ker S ⇒ Tx = x ⇒ T |ker S = Idker S ⇒ (T kompakt) ker S
endlich-dimensional. (vgl. Satz 1.4)

(2) ker S endl. dim ⇒ ker S besitzt direktes topologisches Komplement W
(Übung 15) ⇒ S|W : W → im S linear, bijektiv und stetig.
Behauptung: S|W offen, d.h. top. Homomorphismus (⇒ (2)).
Beweis: Sei S−1 : im S → W nicht stetig ⇒ ∃(xn)n∈N in W mit ‖Sxn‖ ≤ 1
und limn→∞ ‖xn‖ = ∞ (S−1 unbeschränkt). ⇒ zn := xn

‖xn‖ und ‖zn‖ = 1,

limn→∞ ‖Szn‖ = 0. T kompakt ⇒ ∃ Teilfolge (znk
)k∈N mit T (znk

) konvergiert
gegen z. Wegen S = 1−T gilt znk

= Tznk
+Sznk

, also, da Sznk
→ 0, gilt auch

znk
→ z. T stetig ⇒ Tz = T limk→∞ znk

= limk→∞ Tznk
= z. ⇒ Sz = 0,

z ∈ ker S. Aber znk
∈ W , W abgeschlossen, also z ∈ W ∩ ker S = {0} ⇒

Widerspruch zu ‖z‖ = lim ‖znk
‖ = 1.

(3) im S abgeschlossen: Sei y ∈ im S ⇒ ∃(xn)n∈N in V mit limn→∞ Sxn = y
⇒ (Sxn)n∈N beschränkt ⇒ (S−1 stetig) (xn)n∈N beschränkt ⇒ (T kompakt)
∃ Teilfolge (xnk

)k∈N mit Txnk
konvergent gegen z ⇒ xnk

= Sxnk
+ Txnk

konvergent gegen y+z ⇒ y = limk→∞ Sxnk
= S(y+z) ⇒ y ∈ im S und im S

endlich codimensional: Wäre im S unendlich codimensional ⇒ ∃Vn ⊆V strikt
aufsteigende Folge abgeschlossener UR mit V0 = im S ⇒ S(Vn)⊆S(V ) =
im S = V0 ⊆Vn−1 ⇒ (Lemma 5.2) Widerspruch.
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Satz 5.10. Sei T : V → V kompakter Operator. Dann gilt:

(1) Jeder Spektralwert λ 6= 0 von T ist schon Eigenwert von T und der
zugehörige Eigenraum

Vλ = {f ∈ V | Tf = λf}
ist endlich-dimensional.

(2) Das Spektrum ΣT ist (kompakt) abzählbar in C mit höchstens einem
Häufungspunkt, nämlich 0.

Beweis. (1) λ 6= 0, λ nicht Eigenwert von T ⇒ S = T − λ1 injektiv, und
S = −λ(1− 1

λ
T ) ⇒ (Satz 5.9) S : V → im S top. Hom. ⇒(?) [EK [1], p.108]

S : V → V top. Hom. ⇒ λ nicht Spektralwert.

(?) : Sei S : V → V injektiv, S = 1−T , T kompakt ⇒ S : V → V surjektiv.
Beweis: Sei Sk = S◦. . .◦S, Wk = im Sk ⇒ Wk absteigende Folge, S(Wk)⊆Wk+1

⇒ (Lemma 5.2) ∃k0, sodass Wk = Wk0
∀k ≥ k0 ⇒ S : Wk → Wk bijektiv

∀k ≥ ko. Top. Hom. ⇒ (Satz 5.9, (2)) Sk : W/ker Sk → Wk top. Isom. ⇒ (S
injektiv) Sk : W → Wk top. Isom. ⇒ Wk = W .

(2) Ausreichend: ∀δ > 0 sind fast alle Eigenwerte in D(0, δ)⊆ C . Sei (λn)n

Folge von Eigenwerten mit |λn| ≥ δ. Wähle Eigenvektor xn zu λn mit (xn)n∈N

linear unabhängig. Setze Vn = 〈x1, . . . , xn〉⊆V endlich-dimensional, abge-
schlossen, strikt aufsteigend ⇒ (Beweis von Satz 1.5) ∃(yn)n∈N ∈ Vn mit
|yn| ≤ 1 und d(yn, yn−1) ≥ 1

2
⇒ (δ < |λn|) yn

λn
beschränkte Folge ⇒ (T

kompakt) ∃ Teilfolge
(

ynk

λnk

)

k∈N

mit T
(

ynk

λnk

)

konvergent. Schreibe yn =
∑

i≤n aixi, ai ∈ K . ⇒

T
yn

λn

=
∑

i<n

λi

ai

λn

xi + anxn.

Setze

zn =
n−1∑

i=1

ai(
λi

λn

− 1)xi ∈ Vn−1

so gilt: T yn

λn
= yn + zn. Für n > m gilt ym + zm − zn ∈ Vn−1, also

∣
∣
∣
∣
T

yn

λn

− T
ym

λm

∣
∣
∣
∣
= |yn + zn − ym − zm|

= |yn − (ym + zm − zn)|

≥ d(yn, Vn−1) ≥
1

2
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⇒
∣
∣
∣T yn

λn
− T ym

λm

∣
∣
∣ ≥ 1

2
⇒ Widerspruch zu T

ynk

λnk

konvergent, also gibt es nur

endlich viele Eigenwerte außerhalb D(0, δ)⊆ C ⇒(1) ΣT abzählbar und ΣT \
{0} ohne HP.

Bemerkung (El Kacimi [1], p.105). Sei V ⊆ V̂ mit V̂ vollständig, T ∈ K(V )
setzt sich fort zu V̂ ∈ K(V̂ ) und ΣT = ΣT̂ .

Beispiel (1). V = {f ∈ C( R , R ), f(x + 1) = f(x) ∀x ∈ R } = {stetige
periodische Funktionen auf R mit Periode 1}. V mit der Supremumsnorm ist
ein Banachraum, da abgeschlossen in C( R , R ). Sei der Kern K : [0, 1]2 → R

definiert durch

K(x, y) =

{
x(1 − y) 0 ≤ x < y ≤ 1
y(1 − x) 0 ≤ y < x ≤ 1

}

Betrachte T : V → V , Tf(x) =
∫ 1

0
K(x, y)f(y) d y für x ∈ [0, 1] und pe-

riodisch auf R fortgesetzt. Es gilt: Tf(0) = Tf(1) = 0. Nach Überlegung
vorher ist T kompakt. Bestimme die Eigenwerte λ von T , Tf = λf , also

λf(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y) d y.

Dazu mehrere Schritte:

(a) Behauptung: Tf ist C2 für alle f ∈ V , denn

Tf(x) = (1 − x)

∫ x

0

yf(y) d y + x

∫ 1

x

(1 − y)f(y) d y

⇒
Tf(x)′′ = −xf(x) − (1 − x)f(x) = −f(x)

stetig.

(b) Behauptung: (Tg′′) = −g ∀g ∈ V , g C2 mit g(0) = g(1) = 0. Denn
nachrechnen ergibt:

T (g′′) = −g(x) + (1 − x)g(0) + xg(1).
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(c) Setze W = {g ∈ V | g C2 mit g(0) = g(1) = 0}⊆V . Wegen (Tf)′′ = −f
ist T injektiv ⇒ T : V → V alg. Isomorphismus ⇒ 0 Spektralwert von T ,
der kein Eigenwert ist (einziger Wert).

(d) Bestimmung der Eigenwerte von T : Sei Tf = λf für ein λ ∈ C ⇒
f = T

(
f

λ

)
⇒ f(0) = f(1) = 0 und f C2 mit λf ′′ = −f .

Umgekehrt: Ist 0 6= f ∈ W : λf ′′ = −f ⇒ Tf = T (−λf ′′) = −λ(−f) = λf .
Also ausreichend, die DGL λf ′′ = −f zu lösen. Setze ω2 = 1

λ
, sodass Lösung

f(x) = a sin ωx + b cos ωx für a, b ∈ R .
Wissen: f(x + 1) = f(x) und f(0) = f(1) = 0. Daraus ω ∈ 2π Z , b = 0
und wir erhalten Eigenwerte λk = 1

4π2k2 , k ∈ N , k 6= 0, und Eigenvektoren
fk = sin(2kπx).

Beispiel (2). [El Kacimi [1], p. 108] V = {f ∈ C( R , R ), f(x + 2π) = f(x)}
mit Supremumsnorm. Tf(x) := f(−x).

(a) Bestimme Eigenwerte und Spektralwerte von T .

(b) Zeige:

Sf(x) :=

∫ π

−π

cos(x + y)f(y) d y

⇒ im(S) endlich-dimensional. Bestimme Eigenwerte und Eigenvektoren von
S.

Beispiel (3). [El Kacimi [1], p. 109] V = `2( C ), mit ‖ · ‖2-Norm. T (a) =
(0, a1, a2, . . .) ⇒ T beschränkt. ΣT =?

Beispiel (4). [El Kacimi [1], p. 109] V = C([0, 1], C ) mit Supremumsnorm.
Tf(x) := xf(x), ΣT =?

(a) Zeige daß kein Eigenwert ∈ ΣT .

(b) Sf(x) :=
∫ 1

0
(x2 + x)f(y) d y ⇒ im S endlich-dimensional, bestimme ΣS.
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Selbstadjungierte Operatoren

Sei V stets Prähilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉.

Definition. T : V → V Operator heißt selbstadjungiert oder symmetrisch
⇔ ∀x, y ∈ V : 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 ⇔ T = T ∗ wobei

T ∗ : V ′ → V ′

der adjungierte Operator (T ∗f)(x) = f(Tx).

Beispiel. V endlich-dimensional mit Skalarprodukt 〈·, ·〉. Sei ONB von V
geg., T : V → V linear mit AT ∈ GL(V ) Abbildungsmatrix von T bzgl.
ONB. Dann: T adjungiert ⇔ AT symmetrische Matrix.

Bemerkung. Sym(V ) = {T : V → V symmetrischer Operator}⊆L(V ) UVR,
abgeschlossen bzgl. der pktw. Konvergenz. Die Komposition von symmetri-
schen Operatoren ist wieder symmetrisch, sofern die Operatoren kommutie-
ren:

〈STx, y〉 = 〈S(Tx), y〉 =
S symmetrisch

〈Tx, Sy〉 =

= 〈x, T (Sy)〉 = 〈x, TSy〉 = 〈x, STy〉.
Ist T symmetrisch, so ist 〈Tx, x〉 ∈ R ∀x ∈ V . Verallg. Schwarzsche Unglei-
chung:

|〈Tx, y〉| = 〈Tx, x〉〈Ty, y〉 ∀x, y ∈ V.

V → R , x 7→ 〈Tx, x〉
ist die T zugeordnete quadratische Form.

V × V → R / C : (x, y) 7→ 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉

heißt die zugeordnete Bilinearform. Beide bestimmen T eindeutig denn: Ist
〈Tx, x〉 = 〈Sx, x〉 ∀x ∈ V , so setze R = T−S und erhalte 〈Rx, x〉 = 0 ∀x ∈ V
⇒ quadratische Form von R ist identisch 0. Mit Schwarzscher Ungleichung:

〈Rx, y〉 = 0 ∀x, y ∈ V

Damit folgt (〈·, ·〉 nicht ausgeartet), dass R = 0 und weiter T = S.
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Satz 5.11. Sei T : V → V stetig, symmetrisch ⇒

‖T‖ = sup
|x|≤1

|〈Tx, x〉| .

Beweis. Sei x ∈ V mit ‖x‖ = 1. Dann gilt:

|〈Tx, x〉| ≤ ‖T‖ · |〈x, x〉| = ‖T‖ · ‖x‖2 = ‖T‖‖x‖ = ‖T‖.

⇒ sup‖x‖≤1 |〈Tx, x〉| ≤ ‖T‖.
Umgekehrt: Sei α > 0 und rechne wie folgt:

4‖Tx‖2 =

〈

T (αx +
1

α
Tx), αx +

1

α
Tx

〉

−

−
〈

T (αx − 1

α
Tx), αx − 1

α
Tx

〉

≤ sup
‖x‖≤1

| 〈Tx, x〉 | ·
(

|αx +
1

α
Tx|2 + |αx − 1

α
Tx|2

)

=

=
Parallelogramm-

Identität

2 sup
‖x‖≤1

|〈Tx, x〉|
(

α2|x|2 +
1

α2
|Tx|2

)

Für Tx 6= 0 setze α2 = ‖Tx‖
‖x‖ und erhalte ‖Tx‖ ≤ sup‖x‖≤1 |〈Tx, x〉| · ‖x‖

⇒ ‖T‖ ≤ sup
‖x‖≤1

|〈Tx, x〉|

Satz 5.12. Jeder Eigenwert eines symmetrischen Operators ist reell. Eigen-
vektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal.

Beweis. Sei λ ∈ C Eigenwert von T , also Tx = λx für ein x ∈ V , x 6= 0.
Wissen: 〈Tx, x〉 ∈ R . Also:

〈Tx, x〉
〈x, x〉 =

〈λx, x〉
〈x, x〉 = λ ∈ R .

Sei µ 6= λ weiterer Eigenwert von T mit Eigenvektor y 6= 0, Ty = µy. Dann:
λ〈x, y〉 = 〈λx, y〉 = 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 = µ〈x, y〉 = µ〈x, y〉 ⇒ (λ−µ)〈x, y〉 = 0
⇒ 〈x, y〉 = 0.
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Bemerkung (Erinnerung lineare Algebra). Sei V endlich-dim. komplexer VR
mit 〈·, ·〉. Gegeben sei eine Basis v1, . . . , vk ∈ V von Eigenvektoren von T :
V → V . (existiert etwa, wenn T symmetrisch). Für x ∈ V schreibe

x =
k∑

i=1

αivk, αi ∈ C .

Dann gilt:

Tx =
k∑

i=1

αiλivi.

Speziell: v1, . . . , vk ONB bzgl. 〈·, ·〉. Dann αi = 〈x, vi〉, also

x =
k∑

i=1

〈x, vi〉vi

und damit

Tx =
k∑

i=1

〈x, vi〉λivi.

Diese Darstellungen lassen sich verallgemeinern in der sg. Spektraltheorie für
kompakte Operatoren (aufwendig, Heuser [4] p. 542-571, bzw. p. 465-505),
aber für symmetrische kompakte Operatoren relativ einfach zu formulieren:

Satz 5.13. Sei V Prähilbertraum, T : V → V , T 6= 0, symmetrisch und
kompakt. Man erhält eine Orthonormalfolge {vk}k∈N von Eigenvektoren von
T durch folgenden Algorithmus:
v1 wird gegeben als Lösung des Variationsproblems

|〈Tx, x〉| → max, x ∈ V, ‖x‖ = 1.

Sind v1, . . . , vk−1 konstruiert, so ist vk gegeben als Lösung des Variationspro-
blems

|〈Tx, x〉| → max, x ∈ V, ‖x‖ = 1, x ∈ v⊥
1 ∩ . . . ∩ v⊥

k−1

, also x orthogonal auf v1, . . . , vk−1. Dies wird durchgeführt, solange das je-
weilige Maximum |〈Tx, x〉| positiv ist (das ist der zu vk gehörige Eigenwert
λk). Man erhält so alle Eigenwerte 6= 0, die (λk)k bilden Nullfolge, und es gilt:

T =
∑

k≥1

λk〈x, vk〉vk =
∑

k≥1

〈Tx, vk〉vk (?)

Zusatz: V Hilbertraum, so werden die kompakten symmetrischen Operatoren
durch (?) charakterisiert.
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Beweis. Idee: Finde zuerst v1 und λ1. Nach Satz 5.11: ‖T‖ = sup‖x‖=1 |〈Tx, x〉|.
Also existiert eine Folge (xk)k∈N in V mit |〈Txi, xi〉| → ‖T‖ := |λ| für i → ∞,
‖xi‖ = 1.

Behauptung: λ ist Eigenwert von T , denn es gilt:

0 ≤ ‖Txi − λxi‖2 = ‖Txi‖2 − 2λ〈Txi, xi〉 + λ2‖xi‖2 ≤

≤ ‖T‖2 − 2λ〈Txi, xi〉 + ‖T‖2 → 0 für i → ∞,

also Txi → λxi, also Txi −λxi → 0 für i → ∞. (xi)i∈N beschränkt, T kp. ⇒
(Txi)i∈N hat konvergente TF. ⇒ Nach Übergang zur TF o. B. d. A. (Txi)i∈N

konvergent in V . Sei v = limi→∞ Txi ∈ V. Sei w = limi→∞ Txi ∈ V und
u = limi→∞ xi (da dann auch (xi)i∈N konvergieren). Wegen (Txi = λxi) → 0
folgt durch Grenzübergang Tv = w = λv, also v Eigenvektore von T zum
Eigenwert λ. Setzte also v1 = v, λ1 = λ.

Betrachte also V1 = v⊥
1 ⊆V abgeschlossen und T1 = T |V1

: V1 → V1 wohlde-
finiert (da T1x⊥v1 ∀x ∈ V mit x⊥v1).
〈Tx, v1〉 = 〈x, Tv1〉 = 〈x, λ1v1〉 = λ1〈x, v1〉 = 0, T1 symmetrisch und T1 wie-
der kompakt. Wiederhole nun die Konstruktion von vorher für T1 : V1 → V1.
Per Induktion erhalte v1, v2, . . . , vk, . . . Eigenvektor mit Eigenwert λ1, λ2, . . . , λk, . . ..

Nachtrag: |〈Txi, xi〉| → |λ|, 〈Txi, xi〉 → λ.
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