Funktionalanalysis

Herwig Hauser

23. Marz 2004



Inhaltsverzeichnis

0 Motivation

1 Topologische Vektorrdume
2 Stetige lineare Abbildungen
3 Hilbertraume

4 Der Begriff der Basis in Vektorraumen
4.1 Basen in endlich-dimensionalen Vektorrdumen . . . . . . . . .

4.2 Basen in unendlich-dimensionalen Vektorraumen . . . . . . . .

5 Lineare Operatoren

34

57

73

73

74

83



Kapitel 0

Motivation

Beispiel 1

Wir betrachten den Bewegungsablauf einer fest eingespannten, schwingenden
Saite nach dem Zupfen und Loslassen.

0 E
Abbildung 1: Saite zur Zeit t = 0.

Nach Verstreichen der Zeit ¢ hat die Saite in etwa folgende Gestalt: Sei u(s, t)

Le BN
T 1

0 5 T

Abbildung 2: Auslenkung der Saite zur Zeit ¢ am Ort s.

die zeitliche Auslenkung zum Zeitpunkt ¢ und zum Ort s € [0, 7]. Als erstes
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wollen wir u(s,t) als Funktion von s und ¢ bestimmen. Nach physikalischen
Gesetzen gilt die Wellengleichung

O*u = a*0%u
fiir eine positive Konstante o?. Ein giinstiger Losungsansatz ist
U(s,t) =v(s)w(t)
mit Funktionen v(s) und w(t). Einsetzen ergibt

w(t) ()

w(t) v(s)

fiir alle ¢ und s. Also miissen beide Seiten konstant sein, etwa “-(s) = —f,

w(t) = —a?f fiir ein § € R. Dies ergibt zwei gewohnliche Differentialglei-

w

chungen 2. Ordnung:

V' +pv=0 und w’ +*pw=0.

Losungen dieser Gleichungen liefern eine Losung w der urspriinglichen Dif-
ferentialgleichung (Finsetzen!). Wegen der Fixierung der Saite in s = 0 und
s = 7 gelten folgende Randbedingungen:

u(0,t) =u(m, t) =0 Vte R,

also v(0)w(t) = v(m)w(t) =0 fiir alle t € R. O. B. d. A. kénnen wir anneh-
men w(t) # 0 (sonst Ruhelage der Saite), also

v(0) = v(m) = 0.

Das sind zwei Nebenbedingungen. Wir untersuchen fiir welche 3 die Diffe-
rentialgleichung
V' + =0, v(0)=uv(n) (1)

eine nicht triviale Losung hat. Integration von v? liefert

2 _ " — |7 \2 — "2
ﬁ/o UdSDEL /Ovv dspartiell U’U|0+/0(v)ds /0('0) ds>0

und damit # > 0. Durch Einsetzen sieht man, dass
v(s) = ¢y cosys + casinys

mit v = /3 > 0 und ¢1,c, € R konstant, eine Losung der Differentialglei-
chung in 1 ist. Aus den Randbedingungen v(0) = v(w) = 0 folgt, dass ¢; =0
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und ¢y sinym = 0. Wegen ¢y # 0 (sonst triviale Losung) ist ym = kr fiir ein
k€ Z. Aber v > 0, also k € N und 3 = k? ist notwendige und dann auch
hinreichende Bedingung fiir Existenz einer nicht trivialen Losung von (1),

vk(s) = casinks, s € [0,2n].
Wir 16sen nun w” + o?k?w = 0 und erhalten
wg(t) = ay cos akt + by, sin akt
mit ag, by € R konstant. Zusammen ergibt sich also
uy(t) = sin ks - (ay cos akt + by, sin akt)
mit ay, b, € R Losung von
O*u = a?0*u, wu(0,t) =u(r,t) = 0.

Beachte: a priori kénnte es noch andere Losungen geben, da unser Ansatz
restriktiv war.

Wir haben in obigen Uberlegungen bis jetzt die Anfangslage g(s), s € [0, ]
und die Anfangsgeschwindigkeit h(s), s € [0, 7] vernachldssigt. Wir wollten
nun diese vorgeben und wieder nach Losungen u(s,t) suchen. Damit verlan-
gen wir zusétzlich

u(s,0) = g(s), Owu(s,0) = h(s) fiiralle s € [0,n].

Erfiillen die Losungen ug(s,t) diese Bedingungen? Wie Einsetzen zeigt, im
allgemeinen nicht. Wir kénnen es aber mit (unendlichen) Linearkombinatio-
nen der uy versuchen (da ja alle uy Losungen sind), etwa

u(s,t) : = Zuk(s,t)
k=1

= ¥ (aycosakt + by sin akt) sin ks.
k=1

Wegen der freien Wahl von a; und by geniigt es, die Summe der u; zu neh-
men. Diese Vorgehensweise macht nur dann Sinn, wenn u zweimal partiell
differenzierbar ist (sonst ist Einsetzen unmoglich), also die Reihe gentigend
gut konvergiert. Diese Voraussetzung wollen wir im folgenden als gegeben



KAPITEL 0. MOTIVATION 5)

betrachten. Kann man dann die Konstanten a; und by, so wihlen, dass u(s, t)
auch den Anfangsbedingungen

= Zak sinks = g(s),

Oru(s,0) Zakk‘bk sin ks = h(s).

k=1

geniigt? Das ist nur moglich, wenn die vorgegebenen Funktionen ¢(s) und
h(s) in Sinusreihen entwickelbar sind, oder, allgemeiner, in trigonometrische
Reihen der Form

1

f(s) = SPo + ;(pk cos ks + g sinks).

Die Darstellung von (hinreichend glatten) Funktionen als unendliche Linear-
kombination der Funktionen cos ks und sin ks, k € N ist analog zur Schreib-
weise von Vektoren in endlich-dimensionalen Vektorraumen als Linearkom-
bination von Basiselementen.

Annahme: Die Reihe f(s) konvergiert auf [—7, 7] gleichm&Big und ist damit
stetig. Kann man dann die Koeffizienten p;, und g aus f(s) bestimmen? Aus
der linearen Algebra wissen wir, dass sich ein Vektor v aus einem Vektorraum
V' mit Orthonormalbasis vy, ..., v, beziiglich eines gegebenen Skalarproduk-
tes (-, -) eindeutig schreiben la8t als

o0
E v, ’Uk
k=1

Beachte, dass (vy,vj) = 0k;, weil (vg)i1<k<, eine Orthonormalbasis ist. Auf
Grund analoger Uberlegungen stellt sich die Frage, ob die Funktionen cos ks
und sin ks eine Art “Orthonormalbasis” auf dem Vektorraum C([—m, 7], R)
der stetigen Funktionen auf [—m, 7] sind. Rechnung liefert (Euler):

(cos ks, sin js) = / coskssinjsds =0, fiir alle k,j

—T

(cosks,cos js) = (sinks,sin js) = d;.

Ist f von der Form f(s) = $po+ sy (pr cos ks+qj, sin ks), so liefert Multipli-
kation mit cos js und sin js und anschlieende gliedweise Integration (erlaubt
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wegen gleichméBiger Konvergenz) die Euler-Fouriersche Formeln (Fourier):

1 [~ cos ks
:_/ f(s)cosksd8=<f(3) - >>
/ f(s smk‘sds—<f( ), Slnk3>_

Ist f:[—m,m] — R umgekehrt stetig (oder Lebesgue-integrierbar), so kon-
nen mit den obigen Formeln Fourierkoeffizienten p; und ¢, berechnet werden.
Das zentrale Problem ist die Frage, ob die Fourierreihen gegen f konvergie-
ren. Dies wiederum fiihrt uns zur Frage, welche Konvergenz hier sinnvoll ist,
d. h., mit welcher Topolgie C([a,b], R) versehen werden soll. Moglichkeiten
sind z. B. punktweise Konvergenz, Maximumsnorm, Quadratnorm, ...

Da das Skalarprodukt (-, -), das die Fourierkoeffizienten definiert, in natiirli-
cher Weise mit der Quadratnorm || f||? := (f, f) zusammenhéngt, liegt es na-
he, diese zu verwenden (die punktweise Konvergenz macht hier groe Schwie-
rigkeiten, siche Heuser [5], p. 136). Also: f, g € C([—m, —7], R),

(f.g) = / " F()g(s)ds

I7lle = 7.3 = ( /f ?ds)

Damit sind die Funktionen <=2 ks und 2 ks orthonormal beziiglich (-,-), k,j €

N, j > 0, und die Frage ist, ob fir f € (‘,’([ 7, 7], R) die Reihe

1

2P0 + ;(f, cos ks) cos ks + ;(f, sin ks) sin ks

beziiglich ||-||2 gegen f konvergiert. Dies ist richtig, aber nicht trivial (Heuser,
[5], p. 141). Damit approximieren die Partialsummen der Fourierreihen die
stetige Funktion f beziiglich || - ||o.

Die Approximation ist sogar optimal, und zwar unter den Linearkombinatio-
nen der cosks, sinks mit £ < n, und damit zudem eindeutig bestimmt.
Genauer: Sei T,, := gr{cosks,sinks : k < n)CC([—m, x|, R) (endlich-
dimensionaler Untervektorraum), so ist die abgeschnittene Fourierreihe von
f jenes Element von T, das zu f € C([—m,n], R) den kleinsten Abstand
(“Orthogonalprojektion”) hat, und damit eindeutig bestimmt ist.
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Beispiel 2

Vergleiche Heuser [5], p. 650, Werner [6], p. 100, Satz 3, 1.13, und auch p.
131.

Es seien a;; € R, i,k € N, A = (a;) unendliche Matrix, ¢; € R,i € N, c=
(¢;) unendlicher Vektor. Betrachte dann das unendliche Gleichungssystem in
unendlich vielen Unbekannten

Zaikxk:ci 1=0,1,2,... (2)
k=0
Frage: Gibt es eine Losung x = (z) von (2), und in welchem Sinn ist die
entstehende Reihe konvergent fiir jedes 7 Allgemeiner formuliert:

A-x=c oder
falx)=c mit fu: RY — R linear, fq(z)=A" 2.

Um die Konvergenz der Reihen diskutieren zu kénnen, betrachten wie statt
R" den Vektorraum (2 = {a € R"™ : 3, Jax|> < oo} mit der Norm
> ken |ax)? und dem Skalarprodukt (a,b) = >~ arby. Sei also a; = () ke n
(? gegeben fiir i € N, und ¢; € R fiir alle 7 € N. Gibt es dann = € (2,
x = (Tk)ren, mit (a;, x) = ¢; fiir alle 47

Wir nehmen an, dass die a; linear unabhéngig sind, dass also keine endliche
nichttriviale Lineakombination Null wird. Dann gilt: (a;,x) = ¢; hat genau
dann eine Losung = € (2 mit ||x|| < b, wenn fiir alle \; € R und alle n € N

die Ungleichung
j=1 j=1

erfiillt ist (b > 0 fix vorgegeben). Umformulierung: Jedes z € ¢? definiert
durch y — (y, ) eine Abbildung ¢, : (> — R, wohldefiniert und stetig be-
ziiglich || - |2, da |(y,z)| < |ly|l - ||z||. Sei EC¢? der von den a;, i € N,
aufgespannte Untervektorraum, F = g(a; : ¢ € N) (endliche Linearkombi-
nationen). Die Frage lautet dann: gibt es zu gegebenen ¢; € R ein z € (2 mit
{,(a;) = c;. Man kann zeigen, dass jede stetige lineare Abbildung f : > — R
von der Gestalt f = (, fiir ein z € ¢? ist. Durch £,(a;) = ¢; wird also die
Abbildung f auf E vorgeschrieben, und die Frage lautet wiederum:

(3)

2

Sei g : E — R stetig und linear, E C ¢? Untervektorraum. Existiert dann
ein f: (%> — R stetig und linear, das g fortsetzt, also f|g = g (Fortsetzungs-
satz von Hahn-Banach). Antwort: Ist F' ein normierter Vektorraum, F C F
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ein Untervektorraum und g : £ — R stetig und linear, so existiert ein
f: F — R stetig und linear mit f|g = ¢g und ||f]| = ||g|| (Abbildungsnorm

1711 := supye K1),
T#£0

Bemerkung. (a) Eine Fortsetzung existiert nur fiir Funktionale g : £ — R
und nicht fiir beliebige (stetige) Operatoren ¢ : E — G (G normierter Vek-
torraum).

(b) Die Bedingung (3) von oben entspricht gerade der Stetigkeit von g.
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Topologische Vektorraume

Definition. Sei X Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge der Po-
tenzmenge T' C Pot(X), die () und X enthélt und die abgeschlossen beziiglich
beliebiger Vereinigungen und endlichen Durchschnitten ist. Das Paar (X, T')
heifit topologischer Raum, die Teilmengen U C X mit U € T heiflen offen,
ihre Komplemente abgeschlossen. Eine Umgebung von a € X ist eine Teil-
menge V von X, fiir die U offen existiert mit a € U CV. X heiit Haus-
dorffsch oder separiert, wenn je zwei Punkte durch Umgebungen getrennt
werden konnen, d. h. fiir je zwei Punkte gibt es disjunkte Umgebungen. Ein
topologischer Raum heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X ei-
ne endliche Teiliiberdeckung besitzt. Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig,
wenn f~1(V) C X offen fiir alle V CY offen ist. Eine bijektive stetige Abbil-
dung f mit f~! stetig heiBt Homdomorphismus zwischen X und Y. Bilder
von Kompakta unter stetigen Abbildungen sind kompakt.

Definition (Metrik). Sei X Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d: X xX — R* mit:

d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)
d(z,y) =0 x =y (Separation)
d(z,z) <d(z,y) 4+ d(y,z) (Dreiecksungleichung)

Das Paar X = (X, d) heifit metrischer Raum.

Beispiel. (1) Ein topologischer Raum wird durch eine Metrik wie folgt defi-

9
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niert: U C X offen < fiir alle a € U gibt es eine Kugel B(a, ) mit B(a,r) CU.
Diese Beziehung defniert eine Topologie auf X, und d : X x X — R ist stetig.

Es seien X, Y metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Dann
ist f stetig < fiir alle a € X und fiir alle ¢ > 0 gibt es ein & > 0 mit

(dX(:Jc,a) <8 = dy(f(2), f(a)) < 5).
(2) X =R">(a,...,an),

d(a,b) : = max la; — by

n
oder = Z la; — by,
i=1
n

oder = (Z(ai — bi)2> %.

i=1
definiert die euklidische Topologie auf R ™.

(27) d(a,b) := #{i : a; # b;} definiert die Hamming-Metrik auf dem R".
(3) Sei X eine beliebige Menge.

d(x,w:{f o

definiert die diskrete Topologie auf X.

(4) X = B([0,1], R) = {f : [0,1] — R beschrinkt} (d. h. |f(a)] < r Va €
[0, 1] fiir ein 7 € R ) mit der Metrik

d(f,g) = sup [f(z) —g(z)| = du(f, 9)

z€[0,1]
definiert die Topologie der gleichméfiigen Konvergenz auf X = B([0,1], R).
(5) X topologischer Raum, K C X kompakt, ¥ = C(K, R) mit Metrik
d(f,9) = sup |f — g| = sup,c [f(x) = g(2)].

(6) X = B(0,1)C R? Einheitskreisscheibe, offen, mit der hyperbolischen
Metrik d(x,y) = Bogenlénge zwischen = und y des Orthogonalkreises durch
x und y.

Bemerkung. Wegen der Separationseigenschaft ist jeder metrischer Raum
Hausdorffsch.
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Definition. Zwei Metriken auf X heiflen dquivalent, wenn sie die gleiche
Topologie definieren. Zwei Metriken dy, dy heiflen quasi-isometrisch oder ver-
gleichbar, wenn ein ¢ > 1 existiert mit

1
Edl(x>y)§d2($ay)§6dl(x7y) Vi’f,?JGX~

Definition. X, Y metrische Raume. f : X — Y heifit gleichmdfig stetig <
Ve > 04§ > 0, sodass Vz,y € X:

d(z,y) <8 =d(f(2), f(y)) <e

Beachte: 6 unabhéngig von x,y.
f heilt Lipschitz-stetig der Ordnung k > 0 <

d(f(z), f(y)) < k-d(z,y) Vz,yeX.

Ist k < 1, so heiit f kontrahierend.

Bemerkung. - Lipschitz-stetig = gleichméBig stetig = stetig.

- X kompakt: gleichméfig stetig < stetig.

- Im Allgemeinen: stetig #- gleichméflig stetig # Lipschitz-stetig.
Definition. Eine Folge (z,),en in einem metrischen Raum X heifit konver-
gent <

< Jda € X mit lim d(z,,a) =0

n—oo

< Ja € X Ve > 0 Ing mit d(z,,a) < e ¥n > ny.

Dann heifit a der Limes von (x,)nen -

(n)nen heifit Cauchyfolge in X <

Ve > 0 dng mit d(z,, x,) < & Vn,m > ng.

Bemerkung. (a) (zp)nen konvergent = (x,),en Cauchyfolge.
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(b) Wenn d;, dy dquivalente Metriken sind, stimmen die Konvergenz und der
Begriff der Cauchyfolge bzgl. d; bzw. ds {iberein.

(c¢) Bilder von Cauchyfolgen unter gleichméfig stetigen Abbildungen sind
wieder Cauchyfolgen.

(d) Aus (z,)nen Cauchyfolge folgt im Allgemeinen nicht, dass (z,)nen kon-
vergent ist:
(i) X =]0,1[ mit euklidischer Metrik, z,, = & ist eine Cauchyfolge, die
nicht konvergiert.
(i) X = €([0,1], R) mit dw(f,9) = sup,epq |f(z) — g(z)|. Dann ist
( fnix— x")neN keine Cauchyfolge und nicht konvergent.
(iii) X Menge mit diskreter Metrik, (x,),en Folge in X. Dann gilt: (z,,)nen
konvergent < (z,),en Cauchyfolge < es gibt ein ng mit x,, = ¢ konstant
Vn > nyg.
(iv) X = Q" mit euklidischer Metrik. Jede Folge in X, die in R™ gegen
(v2,...,v/2) konvergiert, ist Cauchyfolge in X, die aber nicht konver-
gent in X ist.

Definition. Ein metrischer Raum X heifit vollstindig < jede Cauchyfolge
in X ist konvergent. A C X ist vollstandig < A ist beziiglich der induzierten
Metrik vollstindig.

Beispiel. R, R™ sind vollstdndig, Q ist nicht vollstdndig.

Bemerkung. (a) AC X vollstandig = A abgeschlossen.
(b) AC X abgeschlossen, X beliebiger metrischer Raum # A vollsténdig.

(c) X vollstdndig, A C X abgeschlossen = A vollstandig.

Definition. X, Y metrische Rdume. f : X — Y heift Isometrie oder abstands-
erhaltend <

d(z,y) = d(f(2), f(y)) Yo,y € X.

Ist f eine Isometrie, so ist f stetig und injektiv.

Satz. Jeder metrische Raum E besitzt eine Vervollstindigung E. D. h. es
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gibt einen metrischen vollstindigen Raum B, sodass die Einbettung E — E
eine Isometrie und E C E dicht ist. Zudem ist E eindeutig bis auf Isometrie.

Bemerkung. R ist die Vervollstdndigung von Q, und Q ist dicht in R

Beweis. Setze £ = B(E,R) = {f : E — R : f beschriinkt} mit der
Supremumsnorm || f||e := sup,cp | f(2)| und der dadurch induzierten Metrik
doo(f,9) := |If — g||. Dann ist E ein vollstandiger R-Vektorraum (Ubung).

E kann in F wie folgt isometrisch eingebettet werden: Wéhle a € F fix. Fiir
x € Esetze f, : E— R, f(y) :=d(x,y) — d(a,y).

Behauptung: f, ist beschrinkt. Beweis mit Vierecksungleichung in metri-
schen Raumen: Seien a, b, a’, b’ Elemente eines metrischen Raumes. Dann gilt
d(a',b') < d(d',a) + d(a,b) + d(b, V') und damit

|d(a,b) —d(a',b")| < d(a,a’) +d(b,b).

Also ist | fo(y)| = ld(z,y) — d(a,y)| < d(z,a) +d(y,y) = d(z,a) und damit
ist f, beschrinkt.

Zeige: f ist Isometrie. Es gilt |f, — fyloo = Sup,cp |d(z, 2) —d(y, 2)| < d(z,y).
Umgekehrt ist |f, — fylo = d(z,y) — d(y,y) = d(x,y). Daraus folgt, dass
’fx - fy‘oo = d(m,y)

Also ist £ — E, x — f, injektiv und Isometrie. Setze E := Abschluss von

Ein E. Dann ist E eine abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen Raumes
E und E C E dicht.

Eindeutigkeit: Heuser [4], p. 250. O

Bemerkung. Ist X metrischer Raum und kompakt, so ist X vollstiandig.
Denn: Sei (z,)nen eine Cauchyfolge in X. Dann ist (x,),en Folge in einem
Kompaktum und besitzt damit einen Haufungspunkt in X, etwa a. Damit
ist lim,,—o0 T, = a.

Beispiel. Sei K ein metrischer kompakter Raum. Dann ist £ = C(K, R) mit
ds vollstandig.
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Beweis. Sei (fn)nen Cauchyfolge in E. Dann ist fiir alle a € K die Fol-
ge ( fn(a))neN eine Cauchyfolge in R. Daraus folgt, dass fiir alle a € K
(fn(a))neN konvergiert. Setze f : K — R, f(a) := limuen fn(a). Also kon-
vergiert (f,)nen punktweise gegen f. Weil (f,)nen Cauchyfolge beziiglich
doo ist, ist (fn)nen eine gleichméBig konvergente Funktionenfolge. Also ist
lim,en fn = f stetig und (f,,)nen konvergiert gleichméflig gegen f, also be-
ziiglich d. O

Alternativer Beweis. E = C(K, R)CB(K, R) mit dy. Da B(K, R) voll-
standig ist, reicht es aus zu zeigen, dass F abgeschlossen ist (= E voll-
standig). Sei dazu (f,)nen Folge in E, die in B(K, R) konvergiert, also
f=1lim, . fn € B(K, R) beziiglich d,. Dann ist aber (f,)nen gleichmifig
konvergent, also f stetig und f € E. O

Satz 1.1. Seien X,Y metrische Riume, Y vollstindig. Sei A C X dicht und
[+ A=Y gleichmifig stetig. Dann gibt es genau eine gleichmdfig stetige
Fortsetzung f: X — Y von f auf X mit fla = f.

Beweis. (a) Sei x € X. Wihle eine Folge (z,),en in A, die gegen x konver-
giert. Setze f(z) := lim, o f(2n). Da (2,)nen in X konvergiert, ist (2,)nen
Cauchyfolge in X. Weil f gleichméBig stetig ist, ist dann (f (xn))n Cauchy-
folge in Y, welche wegen der Vollsténdigkeit von Y konvergiert.

(b) Zeige: f ist unabhdngig von der Wahl von (z,)nen. Sei dazu (yy,),
weitere Folge in A, die in X gegen x konvergiert. Definiere die Folge (z,),
durch zy, := x, und 2z9,,1 = y,. Diese ist konvergent mit lim,, .. 2, = =
und limy, o f(2n) = lim, oo f(2,) = lim, .o f(y,) = f(z). Damit ist f
wohldefiniert.

eN
eN

(c) Zeige: f ist gleichmiBig stetig. Sei ¢ > 0. Wihle § > 0 mit d(f(x) —
fy)) < £ fiir alle 2,y € A mit d(z,y) < 0 (moglich, da f gleichméBig

stetig). Seien nun z,y € X. Wihle 2/,y’ € A mit d(f(z), f(2')) < £ und
d(f(y),f(y’)) < 5. Dann ist d(f(x),f(y)) < s+t §=cefird(ry) <4

Also ist f gleichméBig stetig.

(d) f ist eindeutig, da A C X dicht und f|4 = f vorgegeben.
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Beispiel. f: Q@ — R stetig. Dann gibt es eine stetige Fortsetzung f: R —
R von f.

Von zentraler Bedeutung in der Funktionalanalysis ist der folgende Satz:

Satz 1.2 (Banachscher Fixpunktsatz, 1927). Sei (X,d) ein vollstindi-
ger metrischer Raum, und f : X — X eine kontrahierende Abbildung. Dann
besitzt f genau einen Fizpunkt, d. h. es gibt genau ein a € X mit f(a) = a.
Beweis. Sei x € X beliebig. Setze x,.1 := f(x,). Durch Induktion zeige

A(Tns1,Tn) < k- d(Tn, 20-1) < E"d(21, 20).

Daraus folgt

kﬂ,
d(zy, Tm) A§ 1 ("1 + o E™) - d(zy, ) < -
-Ungl.

Also ist (z,)nen eine Cauchyfolge und a := lim,,_,, x,, existiert.
Zeige: a ist Fixpunkt.

a= lim 2, = lim f(z,) it f(lim z,) = f(a).
n—oo n—oo stetig n—0o0

FEindeutigkeit: Seien a,b € X mit f(a) = a und f(b) = b Damit folgt d(a,b) =
d(f(a), f(b)) <k-d(a,b) = d(a,b) =0= a=0. O

Bemerkung. Die Wahl von x( geht nicht ein. Jede Folge ( f"(x))n < Konver-
giert gegen a. Wir haben im Beweis nur die Konvergenz der geometrischen
Reihe und die Vollsténdigkeit von X verwendet.

Anwendung. (1) f : B(1,0) — B(1,0) : f(2) := (2> + 2z + 1). Zeige, dass
f kontraktiv mit Fixpunkt a* + a + 1 = 8a, also a = I +,/2 -2 =
= =35 ¢ B(0,1), ist.

(2) Satz iiber inverse Funktionen.
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(3) Satz von der Existenz gewohnlicher Differentialgleichungen.

Satz 1.3 (Satz von Baire). (X, d) vollstindiger Raum. A,, C X abgeschlos-
sen, A2 = 0. Dann gilt: (U,cn An)” = 0. Oder: Wenn U, CX offen und
dicht, dann ist (),cn Un € X dicht.

Beweis. Sei x € X und By offene Kugel um x. Dann enthélt By N U; den
Abschluss einer offenen Kugel By mit Zentrum xo und Radius < 1. Weiters
enthélt B; N Uy den Abschlufl einer offenen Kugel By mit Zentrum x; und
Radius < % Also gibt es fiir alle n eine offene Kugel B,, mit Zentrum x,, und
Radius < 55 mit B, C B, N U,.

Aber: (7, )nen Cauchyfolge = limz, =:a € X unda € (), oy B,.CN en Un

= BoN (Nuen Un)yen 70 = Noen Un dicht. - 0
a€bo

)nEN

Beispiel. X = [0,1], d(z,y) = |x — y|. Setze A, = {x} abgeschlossen. Dann
ist X = (U,cx Az Nach Satz von Baire gilt: X kann nicht als abzdhlbare
Vereinigung von abgeschlossenen Teilmengen A,, geschrieben werden. Umge-
kehrt: Sei U,, = [0,1]\ Z,, mit Z, := {ao, . ..a,} mit {a;} Abzéhlung von Q.
Dann ist (), .y Un = [0,1] \ Q dicht in [0, 1].

neN ~n

Anwendung. (1) Es gibt eine stetige Abbildung f : [0, 1] — R, die in keinem
Punkt von [0, 1] differenzierbar ist.

Beweis. Bemerke zuerst, dass fiir f € €([0,2], R) und = € [0, 1] aus f diffe-

M\ < 0o. Betrachte

K,:={f€C([0,2], R): 3z € [0,1] mit sup |f(x+t) — /(@)

0<t<1 t

renzierbar in z folgt, dass supg_,.; |&

|§n}.

Zeige: Die K, sind abgeschlossen. Sei dazu (f,)nen eine Folge in K, mit
Grenzwert f :=lim; ., f; € €([0,2], R). Nun zeige, dass f € K,, ist. Wéhle
zu jedem f; ein x; € [0, 1] mit supy, w < n. Nach dem Uber-

gang zu einer Teilfolge sei (x,)neny 0. B. d. A. konvergent mit Grenzwert
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x:=lim;_,x; € [0,1]. Sei t €]0,1] und € > 0. Fiir grofie 7 gilt dann:

e+t = fla+ 0l < .
) = Fily)l < =
F(@) = f@)] < 5.

Damit folgt

[flx+t)— f(@)| < |flz+1) = file + )|+ |filz + 1) — filws + 1) |+
+ | filwi + 1) — filz)| + [ filzi) — f(@)] < (42 +n)t=(n+e)t

Damit | {910 <y ¢ Wt €]0, 1] fiir Ve > 0, d. h. f € K,,.

Wiéire nun jedes f € C([0,2], R) in mindestens einen Punkt z € [0, 1] differen-
zierbar, dann wire (J, .y K», = €([0,2], R). Dann muss mindestens ein K,
nichtleeres Inneres K # () haben (Satz von Baire), also eine abgeschlossene
Kugel beziiglich d, enthalten. Da die Polynomfunktionen nach dem Satz von
Stone-Weierstrafl dicht in €([0, 2], R ) beziiglich d, sind, liegt in dieser abge-
schlossenen Kugel wieder eine Polynomfunktion g und eine geniigend kleine
Kugel um g wieder in K,,. In dieser Kugel gibt es aber differenzierbare Funk-
tionen mit beliebig groflem Anstieg in x, welche damit nicht in K, liegen.
Widerspruch! O

(2) Sei (fn)nen eine punktweise konvergente Funktionenfolge in C([a,b], R)
mit Grenzwert f :=1lim, .o f, : [a,b] — R. Dann ist die Menge der Punkte
x € [a,b], in denen f stetig ist, eine dichte Teilmenge von [a, b]. Gilt zusétz-
lich, dass (f)nen gleichméafBig konvergiert, dann ist f stetig.

Beweis. Wir beweisen zuerst folgendes Lemma:

Ist I Cla, b] ein echtes Intervall und € > 0, dann gibt es J C I echtes Intervall
it | (z) — f(y)] < Y,y € J.

Beweis des Lemmas: Setze 0 = 5. Betrachte K,, = {x € I : [f,(7) — fu(x)| <
§ Vm > n} C I abgeschlossen, da fj, stetig. Dann ist 1 = (J, .y Kn (Ubung).
Nach dem Satz von Baire gibt es dann ein echtes abgschlossenes Intervall
I'CK,. Sei nun x € I' und m > n. Aus |f,(z) — fi(z)] < 0 folgt |fu(x) —
f(z)| < 6. f, ist stetig auf [a, b], damit gleichmaBig stetig auf [a,b], also gibt
es J CI' abgeschlossenes echtes Intervall mit |f,(z) — f.(y)| < 6 Vo,y € J.

Zusammen: [ f(x) — f(y)| < [f(2) = (@) [+ |fu(2) = fu(@)[+ ] fuly) = FW)] <
30 =¢ Va,y € J.
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Beweis des Satzes: Wihle ein beliebiges echtes Intervall I € [a, b]. Mit dem
Lemma folgt dann, dass es J,, C I, J,, = [an, bnl, an < api1, by < bpyq gibt mit
0<a,—b,<iund|f(z)— f(y)| <2 Va,yeJ, Dannist N,.y Ju = {p}
eine einpunktige Menge mit p € I. Zeige nun, dass f stetig ist. Sei ¢ > 0.
Wiihle J, mit + < e. Dann gilt fiir y € J,.: [f(p) — f(y)] < = < ¢, also f in
p stetig. O

Wir erinnern uns nun an die folgende Charakterisierung kompakter Mengen
in metrischen Réumen. Ist (X, d) ein metrischer Raum und K C X eine Teil-
menge von X, dann gilt: K ist kompakt < Jede Folge in K hat eine in K kon-
vergente Teilfolge. Wenn X = R™ oder X = C" ein endlich-dimensionaler
Vektorraum iiber R oder C ist, dann gilt speziell: K ist kompakt < K ab-
geschlossen und beschrinkt. In unendlich-dimensionalen Vektorrdumen gilt
die Implikation “<" nicht. Die umgekehrte Richtung “=-" ist immer richtig.

Satz 1.4 (Satz von Arzela-Ascoli). Sei (X,d) ein kompakter, metrischer
Raum, C(X, R) mit der Supremumsnorm || - || (also ein normierter R -
Vektorraum, der im Allgemeinen unendlich-dimensional ist). Sei F C C(X, R)
abgeschlossen, beschrdnkt und gleichgradig stetig, d. h. fir alle e > 0 gibt es
ein & > 0 mit

|f(z) = fly)| <e VfeFVryeX mitdx,y)<d.

Dann ist F' kompakt (& jede Funktionenfolge in F hat eine konvergente
Teilfolge).

Beweis. Werner [6], p. 68. Beweisidee: Man zeigt, dass X separabel ist, d. h.
es gibt (z,)nen dicht in X. Sei nun (f,).en eine Folge in F. Zeige: (fn)nen
besitzt eine gleichméfig konvergente Teilfolge mit Grenzwert in F'. Nach dem
Ubergang zu einer Teilfolge kann man annehmen, dass Vi € N die Fol-
ge ( fn(xz))n . konvergiert. Mit der gleichgradigen Stetigkeit folgt dann die
gleichméBige Konvergenz von (f,,)nen (da (2,)nen dicht). O

Bemerkung (Topologie + Lineare Algebra). Um lineare Abbildungen zwi-
schen R- oder C-Vektorrdumen zu betrachten, ist zur Bildung unendlicher
Linearkombinationen ein Konvergenzbegriff notwendig. Dazu versieht man
die Vektorrdume mit einer Topologie, wobei man folgende Félle betrachten
kann:
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(a) abstrakte Topologie (sehr allgemein, Rudin),
(b) metrische Raume (Kugeln),

(c) normierte Raume (Heuser, Werner),
(

d) Réume mit Skalarprodukt (Orthogonalitét).

Sind die Rédume zusétzlich vollstandig, erhdlt man im Fall (¢) Banachrdume
bzw. im Fall (d) Hilbertraume.

Definition. Ein topologischer Vektorraum iiber R oder C ist ein Vektor-
raum V' zusammen mit einer Topologie T', sodass Addition und Skalarmulti-
plikation

+:VxV-sVi(r,y)—x+y
K xV-Vi(yr)—a-x

mit K = R oder K = C, stetig sind. Meistens fordert man, dass die
Topologie Hausdorffsch ist.

Bemerkung. (a) Fir A € K ist my : V — V : © +— Az stetig. Fir A = —1
ist dann x — —x stetig und damit (z,y) — = — y stetig.

(b) Aus UCYV offen, a € V, A € K folgt, dass a + U :={a +x : z € U}
und AU := {\z : x € U} offen sind. Damit beschreiben die Nullumgebungen
die Topologie.

(¢) f:V — W linear ist stetig < f stetig in 0.

(d) V, W topologische Vektorrdume = V' x W topologischer Vektorraum.

Beispiel. (a) R™, C™ mit euklidischer Topologie (einzige Topologie mit der
R™/C" topologische Vektorrdaume sind).

(b) Vektorraum mit Metrik, z. B. €([0, 1], R) mit doo(f, 9) := sup,epq | f(2)—
g(z)].

(¢) Polynomring R[zy,...,z,] mit Topologie der koeffizientenweisen Kon-
vergenz (= RN mit komponentenweiser Konvergenz).

(d) P(R) = {(an)nen Folgein R : Y% JaxfP < oo}, 1 < p < o0,

[(an)nenllp = (D ieg |ak]p)%.
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(e) £ = {(an)nen beschrinkte Folge in R}, ||(an)nen ||oo = SUPpen |an]-

(f) L(R,R) = {f : R — R Lebesgue-integrierbar : [, |f[’ < oo},
1

Al = (S 1£IP)7, 1 <p < oo.

Definition. Sei V' R- oder C-Vektorraum. Eine Seminorm oder Halbnorm
auf V ist eine Abbildung p: V' — R >, mit

(1) p(Az) = |A|- (),
(2) p(z+y) < p(z) +py).

Eine Seminorm heif3t Norm auf V', wenn gilt:

(3) p() =0 2 =0.

Bemerkung. Sei P eine Menge von Halbnormen auf einem Vektorraum X.
Definiert man fiir € > 0 und F' C P, F endlich, die Menge

Upe ={z:p(z) <eVpe F}CX,

so bilden die Up, eine Nullumgebungsbasis (d. h. eine Menge von Nullum-
gebungen, sodass jede Umgebung von 0 Obermenge eines der Elemente ist)
enthélt ein Element der Nullumgebungsbasis von X und erzeugen damit eine
Topologie auf X. Einen Vektorraum, dessen Topologie so beschrieben werden
kann, nennt man lokalkonvex.

Literatur: Werner [6], Definition VIII, 1.3., p. 368.

Beispiel. (a) || f]l, auf L(R, R) ist Halbnorm, aber keine Norm.
(b) Die Supremumsnorm auf C([a,b], R) ist eine Norm.

(¢) SeiV :=C(R, R).Fiir K C R kompakt definiere px(f) := sup,cg | f(2)]-
Dann ist px eine Halbnorm fiir jede kompakte Teilmenge K.

Bemerkung. (a) Ist p eine Seminorm auf V', a € V und r > 0, so heifit

B(a,r) = By(a,r) ={x eV iplr—a)<r}CV
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die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r. Die Kugeln sind kon-
vex (Dreiecksungleichung) und ausgewogen, d. h. YA € R, [A\| < 1 ist
AB(0,r) C B(0,r), analog fiir B(a,r).

(b) Sei (p;)ies eine Familie von Seminormen auf V. Die (p;);e; heilen stabil,
wenn fiir jedes endliche J C I das Supremum sup;,¢ ;(p;) wieder in der Famlie
liegt. Das ist der Fall, wenn z. B. I = N und die (p;);e; eine steigende Folge
von Seminormen sind (V' = C*(R, R), pi(f) = sup,ep, | f(2)]).

(¢) Jede Norm auf einem Vektorraum V' induziert eine Metrik d(z,y) :=
|z — y| und damit eine Topologie auf V. Es gilt: U CV ist offen < Va € U
Ir > 0 mit B(a,r) CU.

Definition (normierter Vektorraum). Ein normierter Vektorraum ist
ein topologischer Vektorraum, dessen Topologie durch eine gegebene Norm
definiert wird. Schreibweise: V' = (V|| - ||). Ein topologischer Vektorraum
heifit normierbar, wenn es eine Norm gibt, die die Topologie induziert.

Bemerkung. Ist V' ein unendlich-dimensionaler topologischer Vektorraum,
dessen Topologie durch eine Metrik oder Norm definiert ist, so ist die ab-
geschlossene Einheitskugel By (0,1) nicht kompakt. D. h. es existieren in
By (0,1) Folgen ohne Héufungspunkt, also ohne konvergente Teilfolge. Als
Beispiel dient uns die Folge (a/)jen mit @/ := (0n)nen (j-ter Einheitsvek-
tor) im /*(R) mit der Norm ||(an)nen || := Y g |@n]. Dann gilt fiir k& # m,
dass |a,, — ai| = 2 ist, es gibt also keine Norm-konvergente Teilfolge.

Satz 1.5 (Satz von Riesz). Sei V' ein normierter Vektorraum. Dann sind
aquivalent:

(1) V ist endlich-dimensional.

(2) Die abgeschlossene Einheitskugel By (0,1) in V ist kompakt.

(3) Jede beschrinkte Folge in V' besitzt eine konvergente Teilfolge.

(4) Jede abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von V' ist kompakt.

D. h. die Giiltigkeit des Satzes von Bolzano-Weierstrafi charakterisiert die
endlich-dimensionalen Vektorrdaume. Allgemeiner gilt: V' topologischer Vek-
torraum, hausdorffsch und lokal-kompakt = V endlich-dimensional.
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Literatur: Werner [6], p. 27, Heuser [4] p. 105, p. 625, Rudin [3] Thm. 1.22,
p. 17.

Beweis. (1) = (4) = (2): Analysis.

(2) = (3): In kompakten Mengen hat jede Folge eine kompakte Teilfolge.
(3) = (1): Wir verwenden das

Rieszsche Lemma: Es sei V' ein normierter Vektorraum, W CV, W £ V|

ein echter abgeschlossener Untervektorraum und 0 < 6 < 1. Dann existiert
cinz eV, |z|=1mit|z—y|>1-6VyeW.

RQ

Abbildung 1.1: Rieszsches Lemma fiir V' = R? und W CV Gerade.

Beweis des Lemmas: Wihle z € V' \ W.
Dann ist d := d(z, W) = inf cw d(2,y) > 0 (da d(z,y) stetig und W abge-
schlossen). Wahle w € W mit d(z,w) = ||z —w| < 1% (méglich, weil 1% > d

—
ist). Setze x := Hj:g\\ € V. Sei nun y € W. Dann glilt:
Z2—w
|z -yl = Hm —y|l =
1
= MHHZ —w— |z - wHZJ” =

1 1
= gz — e vyl 2 —r > 1=
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Anwendung des Lemmas: Es gelte (3). Annahme: dim V' = co. Wéhle z; € V
mit ||z1|| = 1 und setze W; = (x1) € V abgeschlossener Untervektor-
raum. Wihle zo € V mit ||25| = 1 und |lza — 21| > 1 (Rieszsches Lem-
ma mit 6 = 3). Setze W := (z1,20) C V abgeschlossener Untervektor-
raum. Nach dem Rieszschen Lemma Jzz € V, ||zl = 1, |lzs — 21| > 3,
|23 — 25| > 3. Induktion: Konstruiere eine Folge (z,)nen in V mit ||z, | =1
und ||z, — zm|| > 3 Vn # m. Dann ist (2,,),en beschrénkt und ohne konver-
gente Teilfolge. Widerspruch zu (3). O

Satz 1.6. Seir V' ein topologischer, hausdorffscher Vektorraum. Dann gilt:
V' ist genau dann normierbar, wenn 0 € V' eine konvexe Umgebung U be-
sitzt, die beschrankt ist, sodass fiir jede Nullumgebung W ein r > 0 existiert
mit rU CW . Auf dhnlicher Weise lassen sich auch metrisierbare topologische
Vektorraume charakterisieren.

Beweis. Rudin [3], Thm. 1.39, p. 28. O

Satz 1.7. Jeder endlichdimensionale Untervektorraum eines topologischen
Vektorraums ist homoomorph und isomorph zum R"™ bzw. C™ versehen mit
der euklidischen Topologie, und zudem abgeschlossen.

V CW (topologischer VR) mit dimV =n = 3f : V. — C"/R" linearer
Isomorphismus.

f und f~' stetig — Homomorphismus und V =V C W abgeschlossen.

Lemma 1.1. V topologischer Vektorraum, f :V — R /C linear, f # 0.
Aquivalent:

(a) f stetig.

(b) ker(f) abgeschlossen.

(¢) ker(f) CV nicht dicht.

(d) f in geeigneter Nullumgebung von V' beschrdnkt.
(e) f istin O stetig.
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Bemerkung. In endlich dimensionalen Vektorrdumen:

- jedes f: R™ — R linear ist stetig (Analysis).

- ker(f) ist im R"™ Hyperebene also abgeschlossen (Urbild von 0 ist ab-
geschlossen).

- ker(f) C R™ nicht dicht.

- auf Nullumgebungen beschrankt?
f:R* = R :(zr,y)—ar+by mitabe R
beschrénkt auf B(0,1). Sei (x,y) € B(0,1) dann gilt:

lax + by| < |ax| + [by| = |al|z| + [blly| < [a] + [b]

Definition. U C V Nullumgebung heifit ausgewogen (sternformig), wenn VY €
R/C mit |A| <1ist AU ={ ) a,ac U} CU.

Bemerkung. Ist U Nullumgebung, so ist U := U‘ A< AU ausgewogene Nul-
lumgebung.

Beweis von Lemma 1.1. (a) = (e): f stetig = f in jedem Punkt von V stetig
= f in O stetig.

(e) = (a): siehe Proseminar
(a) = (b): ker(f) = f7(0) in R/C abgeschlossen. f~1(0) abgeschlossen

weil f stetig.

(b) = (¢): Y C X dicht: Y = X. Annahme ker(f) =V = (nach b) ker(f) =
ker(f) =V = f = 0. Widerspruch zur Vorraussetzung.

(¢) = (d): ker(f) nicht dicht = 3V} ausgewogene Nullumgebung und x € V
mit x + Vo CV\ker(f) = f(Vo) CR/C ausgewogen = f(Vf) beschrankt
oder f(Vo) CR/C. Aber: f(Vo) = R/C = Jy € Vo mit f(z) = —f(y) =
r+y € ker(f) N (z+ V)

(d) = (a): Sei UCV Nullumgebung mit fjy beschrankt also 3¢ > 0 mit
|f(z)|<ec VzeU Seie>0=|f(r)]<e Vo€ U= fstetigin0= (V
topologischer Vektorraum) f stetig auf V. O
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Beweis des Satzes. Sei n = dimV,V CW. Z.z.: V abgeschlossen und iso-
morph/ homéomorph zu R"/C".

(a) n=0:V ={0}

(by n =1= 3f : C" — V linearer Isomorphismus. f(a) = af(1) = f
stetig (Skalarmultiplikation stetig). Weiters: ker(f~') = 0 = (nach Lem-
ma) f~! stetig. = V lokalkompakter Untervektorraum, V hausdorffsch = V
abgeschlossen.

Literatur: Rudin [3], Lemma 1.20.

(¢) n > 1: Induktionsvorraussetzung: Ein (n — 1)-dimensionaler Untervek-
torraum eines topologischen Vektorraums ist homéomorph und ismorph zum
R™ ! bzw. C"! und zudem abgeschlossen.

f: C" — V linearer Isomorphismus. Wéhle e; Standardbasis von C" und
definiere v; := f(e;). Die v; bilden eine Basis von V. Da die Skalarmultiplika-
tion und die Addition stetig sind gilt f(z) = f(O_ xie;) = D xif(e;) stetig.
Weiters: da v; Basis von V ist, gibt es fiir jedes y € V' eindeutige A\; € R/ C
so, dass y = > a;v;.

Definiere g; : V' — R /C : y — «; fiir i = 1...n und zeige, dass g; stetig ist:
ker(g;) < V ist Untervektorraum der Dimension n-1. Seien weiters u =
ST g und w = Y By € ker(g;). Dann ist u+yw = > g+ Y. Bpvp =
> (o + vBk) vk, € ker(g;), da g;(u + yw) = a; +yF; = 0. Die n — 1 Vektoren
{v1,..., v, }\{v;} bilden eine Basis von ker(g;).

Also ist ker(g;) (n — 1)-dimensional und somit gilt nach Induktionsvorraus-
setzung: ker(g;) abgeschlossen. Nach Lemma 1.1 folgt dass g; stetig ist.
Betrachte g = f~! = (g1,...,g,) : V — R™/C". g ist stetig, also ist f ein
linearer Homoomorphismus.

Literatur: Rudin [3], Theorem 1.21.

Bemerkung. Sei V' ein C- oder R-Vektorraum.

- topologischer VR: Topologie + Verkniipfungen (stetig).

- metrischer VR: Metrik.
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normierter VR: Norm.

Fréchet-Raum: metrisierbar, lokalkonvex, vollstéandig.

Banach-Raum: normiert, vollstandig.

Hilbert-Raum: Skalarprodukt, vollstandig.

Beispiel. (1) Endlichdimensionaler Vektorraum. Ist V endlichdimensio-
naler Vektorraum, so induziert jede Wahl einer Basis e; einen Vektorraum-
Isomorphismus: V' — R"/C™".

Alle Normen sind dquivalent und induzieren die euklidische Topologie.

- lz|li = Yoi, |z| Absolutbetrag
1

- ||x||2 = (Zi:l |5’3|2) :
1

- ||x||p = (Zi:l |x’p)p

Lineare Abbildungen zwischen endlich dimensionalen VR sind stetig. Unter-
raume sind abgeschlossen.

Bemerkung (Holderungleichung). Fir 1 < p < oo sei Ilj + % =1, so gilt fiir
z,y € R"/C" mit zy = (2191, -, Tnln):

lzylls < llzllpllyll,

weiters ||z ||oo = max;—1_, ||z;||-

Bemerkung (Minkowskiungleichung).

1z +yllp < |zl + [lyll,

Bemerkung. || — ||z wird durch Skalarprodukt (z,y) = > z;y; induziert via

1
= ll2 = [{z,2)[3

(2) Folgenriaume [P(R)

E=P(R)={f: N =R, /()] < o}
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Raum der p-summierbare Folgen. Definiere folgende Norm fiir 1 < p < oc:
1£1= (D 1F ()
neN

E ist vollstandig, also ein Banachraum.

Es sei weiters [?(n) die Menge der Folgen, die ab x,; identisch Null sind.
Diese kénnen in [P(R) eingebettet werden. Man kann Folgen (x;);en mit
Treppenfunktionen identifizieren

- [P und [? sind zueinander dual, da die Holderungleichung gilt.

Beweis. Werner [6], Satz 11.2.3, p 59. Beweisidee: Sei x = (s,,), € 19,y =
(tn)n € [P. Betrachte die Abbildung

T:19— (P, (Tx)(y) = > sutn
n=1
und zeige, dass T ein isometrischer Isomorphismus ist. O

- p=2: [*(R) ist ein Hilbertraum, dessen Norm vom Skalarprodukt
((80)is (t)i) = Z siti
i=1

induziert wird. (Die Konvergenz der Reihe folgt aus der Holderschen
Ungleichung).

- Vektorrdume, die auch Banachrédume sind:
I(R) = {(x;)ien| x; beschrinkt} mit |[|z||. = sup{|x:|}
zeN

¢(R) = {(2;)ien| konvergent} C I*(R)
co(R) = {(2:)ien| Nullfolgen} C ¢(R)

(3) Raume beschrinkter Funktionen. Sei T' beliebige Menge,

E=B(T,R/C)={f:T— R/C]| f beschrénkt}
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also 3¢ > 0 mit |f(z)| <c¢ VzeT.
Norm: || f|| = || fllcc = supger | f(x)] (existiert in R und ist endlich). Beispie-
le:

I*(R)={f: N — R f beschrénkt}
B([a,b]) = {f : [a,b] = R| f beschrénkt}
C(la,b]) = { [ : [a,b] — R f stetig}

Es gilt C([a, b]) € B([a, b]).

Bemerkung. Fir jedes T ist B(7T, R) mit p-Norm vollsténdig also Banach-
raum, denn R /C vollstindig und Cauchyfolge von beschrinkten Funktio-
nen: f : T'— R /C konvergiert in Supremumsnorm gegen beschrénkte Funk-
tion (Analysis).

Auch €([a, b], R) ist ein Banachraum, da Limes von gleichméfig konvergen-
ten Funktionenfolgen wieder stetig ist (Analysis). Alternativ: C([a, b], R) C B([a,b], R)
abgeschlossen.

Bemerkung. C*([a,b], R)C €([a,b], R) ist beziiglich Supremumsnorm nicht
abgeschlossen und nicht vollstdndig (Proseminar).
Beispiel: C!([a, ], R) mit Cauchyfolgen:

fule) = @+ )}

mit punktweisem Limes:
f(@) = Tim f, () = |a]

nicht differenzierbar.
Alternative Normen:

k
£l =" sup |f9(x)]

i—0 T€lab]

If]l == max sup [f(z)]
1=0,..., kxE[a,b]

Mit einer dieser Normen ist C*([a,b], R) Banachraum.
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(4) Raume von Funktionen auf offenen Mengen. Problem: wie kann
man die Grofle einer Funktion f: UC R™ — R mit U C R" offen, verniinf-
tig messen? (f nicht notwendigerweise beschrankt!)

Beispiel:
1 1
f:0,1[— R :z+— —|—

1—=x

Idee: betrachte kompakte Teilmengen K C U und f|x, am besten Folge K; C K, C

UK; Ausschopfung von U durch Kompakta.
Beispiel:
1
1—- !
i+ 1 1+ 1

C8

U =10, 1= UI: ]

=1

Bemerkung. Jede offene Teilmenge von U C R"/C™ besitzt eine abzéhlba-
re Ausschopfung durch Kompakta K; C Ky C ... CU, K; kompakt mit U =
UfilKl Sogar K1§K§§K2§K§

Q"™ C R™ dicht und abzdhlbar etwa: Q"NU = {ay, as, ... }. Wihle fiir jedes
a; eine Kugel B; mit Mittelpunkt a; und B; CU (geht, weil U offen). Setze
K; :=\J_, B; kompakt K; C K;,; und U = 32, K;

Auf E = C(U, R) definiere separierende, aufsteigender Folge von Seminor-
men durch

pa(f) :=sup | f|.
Ky
Ist f # 0 so existiert ¢ € N mit p;(f) < 0.
Beispiel: U =)0, 1[= J;2,[3,1 — 4]

0 x €]0,0.99999
f) = | |
z — 0.99999 sonst

Wihle dazu Metrik
d(f,9) T Lo TF
Z 2 +pn f 9)
die dieselbe Topologie definiert.
Behauptung: Durch diese Metrik (und der dadurch definierten Norm) wird
E = C(U, R) zu einem vollstAd'ndigen metrisierbaren Vektorraum, lokal-

konvex, also Fréchetraum.

Beweis. Sei (fx)ren Cauchyfolge in E = p,(fx — fi) — 0 fiir jedes n wenn
i,j — 00 = (fr) konvergiert gleichméBig auf K,, = lim f; |k, stetig = f =

N
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lim f, stetig auf U und d(f, fr) — 0. Damit E vollstindig.

Behauptung: E ist kein Banachraum, da nicht normierbar.

Beweis. Nach Lemma 1.1 ausreichend: 0 besitzt keine beschrinkte Umge-
bung. Man kann zeigen: BC E ist beschrankt < J¢, > 0 mit |f(z)] <
¢, VYne N, VfeB, VrelkK,.
Beweis dafiir: Rudin [3] Funktionalanalysis, Thm. 1.37 (b), p 26.
Aber: B, (0,r) Umgebungsbasis der 0, und kein B, (0,r) ist beschrinkt, da
stets f € B,(0,7) existieren mit p,,1(f) = supy ., | f| beliebig grofi.

O

Analoges gilt fiir C*(U, R),C>®(U, R) CC(U, R) bzw. C(U, C").
UC R offen, E = C*(U, R) beliebig oft stetig differenzierbare Funktionen.
Bezeichne fiir « € N"

o™ ... .0

- Ozt ... 0xon

aO&
Setze fir n € N und f € E:

Pu(f) = sup{|D"ful, @ € K, [a] <n}.

Dadurch werden separierende aufsteigende Seminormen auf E' definiert. £
ist also lokal konvexer metrisierbarer topologischer Vektorraum (Ubung).
Behauptung: F ist Fréchetraum.

Beweis. Sei (fi)rex Cauchyfolge in E, d.h. Vn € N geht
P.(fe — fi) =0 fir k,1— oc.

1
= |8°‘fi — 8°‘fj| < E auf K.

Fiir 4, j geniigend gro= auf jedem Kompaktum konvergiert (0 fx)ren fiir
alle o gleichméBig gegen eine Funktion g, = (Analysis)

Jo = lim 0% f, = 0 lim fi = 3%go

= fr — go in E. O
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(5) Lebesgueintegrierbare Funktionen. Betrachte fAijr p > 1
LP([a,b], R) := {f : [a,b] — R | Lebesgue-integrierbar beziiglich | - |,}

Also fiir f € LP([a,b], R) gilt: f messbar und f: |f|P < o0.

Halbnorm ,
I = ([ 14)}

LP ist damit normierter R —Vektorraum. ||f||, =0« f =0
LP ist damit vollstandig.

Beweis. Ubung. O

Setze
f~g<& f=g bis auf Nullmengen

LP([a,b], R) := LP([a,b], R)/~ mit Norm | f]],

LP ist damit Banachraum.

p = 2 : Norm wird durch Skalarprodukt induziert:
b
<fg>=[ fg

1
[fll2 = {f, /)
L*([a, b], R) ist Hilbertraum (Orthogonalitéitsbegriff!)

(6) p-adische Zahlen Q,. R erhélt man durch Vervollstiandigung von Q,
wobei @Q mit | - |-Absolutbetrag topologisiert wird. | - | ist Norm auf Q. Es
gibt fiir jedes p € N Primzahl eine weitere Norm auf Q. Setze

ord, z := max{k | p* teilt z} fir ze€ Z

ord, - ord,(x) — ord,(y) fir ze Q
Y

Definiere fiir z € Q

orl z 0
Izll, = § 2 7
0 z=0

Norm auf Q. Durch Vervollstindigung via Cauchyfolgen erhalte Q C Q =
Q,, den Korper der p-adischen Zahlen. Q, vollstéindig, also Banachraum
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(arithmetisches Analogon zu R). Die p-adische Analysis liefert viele (schwe-
re) Beweise fiir die Zahlentheorie.

Q, = {Laurentreihen in p} = { Z app® ko € N ap €{0,...,p—1}}

k>kg
Beispiel. p=17: z% — ]% +1+p+p*+ 4p° + 3p™® konvergiert bez. || — ||,.
Dreiecksungleichung;:

[z +yll, < max(|[z]l,, |yll,)

mit Gleichheit wenn ||z, # [|y||,. Jedes Dreieck in Q,, ist gleichschenklig.
Weiters: alle offenen Kreisscheiben sind entweder disjunkt oder ineinander
enthalten.

(7) K[[z]] = {formale Potenzreihen > ;°  ayz*}. K Korper (meistens R
oder C)
K [[]] ist oo-dimensionaler K -Vektorraum.
S =30 apxt, T =77 bpa® nahe, wenn ay, = by, fiir alle k = 0,1,..., ko
fiir ein kg sehr grof.
Also S —T = (apy 41— brysr1)z™ 1+ weitere Glieder, d.h. Untergrad(S —T) =
ord(S —T) = ko + 1.
Umgebungsbasis der Null:

mi = {S € K[[z]],ord(S) > k}

mo = K [[x]]

m, = Potenzreihen ohne konstanten Term

mq = Potenzreihen ohne linearen Term

Das sind Nullumgebungen in K [[z]]. Umgebungen von S € K [[z]] : S+my.
Definiert Topologie auf K [[xH, die m-adische Topologie.
Addition:

+: K|[z]] x Kl[[z]] = K[[z]] : (S, T)— S+T
K x Klz]] - K] : (0, S) —» - S
stetig, also wird der Vektorraum der formalen Potenzreihen zum topologi-

schen R /C-Vektorraum (sogar topologische Algebra, d.h. auch Multiplika-
tion ist stetig), jedoch nicht normierbar.
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andere Interpreation: R [[z]] = R" = {Folgen in R}

(ax)r nahe (bg)x, wenn ay, = by fiir 0 < k < ko, ko groB. Es gilt: Ist S € K [[x]]
und 7' € my, so kann man 7" in S einsetzen, (S o T)(z) = S(T(x)) wohldefi-
niert (sieche Proseminar).

(8) Konvergente Potenzreihen iiber R oder C.

R{z} := {Zakxk |ar € R,3r >0 mit Z |ag|r* < 0o}
k=0 k=0
Beispiele:
A Konvergenzradius = oo
Z zk Konvergenzradius = 1
1
Z(Qx)k Konvergenzradius = 5
Z kla® Konvergenzradius = 0 formale Potenzreihe

Betrachte fiir r>0 die Potenzreihen mit Konvergenzradius < r, also
O(r) := {Zakxk € R{z}, mit Z |ay|r* < oo}
k=0 k=0
f definiert Funktion f : [-r,7] — R € oder holomorph. f(x) € O(r).

Man kann zeigen: O(r) wird mit || f||,, = Y |ax|r* zu vollstiindigem, normier-
tem R oder C-Vektorraum, also Banachraum.
Es gilt per Definition:

R{z} = JO(r)

r>0

Topologischer Vektorraum, der durch Banachraume ausgeschopft wird.
Klar: 0 < 7' <r dann O(r) CO(r")

Bemerkung. Analog fur C(U, R) mit U C R" offen. Finde aufsteigende Folge
von Kompakta Ko C Ky C... mit (J;°, = U und betrachte C(K;, R) als
Ausschopfung von C(U, R) durch Banachridume.



Kapitel 2

Stetige lineare Abbildungen

Erinnerung. Seien V., W endlichdimensionale Vektorrdume mit Basen (vy, ... v,)
bzw. (wy, ... wy,), so wird jede lineare Abbildung f : V' — W durch eine Ma-
trix A € M,,,(R) beschrieben.

Analogie. Seien V', W unendlichdimensionale Vektorrdume mit Basen (v;);en
bzw. (w;)ieny und f : V — W linear. Frage. Kann man dann f durch eine
(unendliche) Matrix darstellen?

Beispiel. Betrachte die Abbildung f : ' — ') (ap)ren — (bp)ren mit
bi = ZIZO:O CikQp (VZ € N)

Fazit. Wir benoétigen einen Konvergenzbegriff in den auftauchenden Vektor-
rdumen, also eine Topologie.

Beispiel. Die Abbildung f : C!([a,b], R) — C([a,b], R), f(g) = ¢’ ist R-
linear, aber f : ¢* — (' f((ag)r) = (kag) ist nicht einmal wohldefiniert
(betrachte: 5 — +).

In diesem Kapitel seien alle Vektorrdume normiert (Manche Sétze sind auch
in topologischen Vektorrdumen giiltig).

34
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Satz 2.1. Sei f : V. — W linear, f # 0. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

1. f ist stetig

2. f ist stetig in 0

3. f ist beschrinkt auf der Einheitskugel in 'V

4. f st beschrdnkt in einer geeigneten Nullumgebung in V'

5. 3c >0 sodass Vo € V i ||f(x)]] < c|lz|

6. ker(f) ist abgeschlossen in V' (nur fir W = R oder W = C)
7. ker(f) ist nicht dicht in' V' (nur fir W =R oder W = C)

Beweis. siehe Kapitel 1. O

Bemerkung. (5)=-(3): © € B1(0), also ||z|| < 1, damit ist || f(x)| < c|jz]| < ¢
beschrénkt auf B;(0).

(5) ... linear beschrianktes Wachstum.

(3)=(5): Es ist || f(2)|| < c auf B1(0). Seiy € V mit [jy| =d = ph =14 €
B1(0) = f(¥) < c. Da f linear ist, folgt daraus || f(y)|| < c[ly||.

Definition (Abbildungsnorm). Sei f : V' — W linear und stetig. Dann
heiBt ||f|| := inf{c € RI||f(2)]| < ¢|z|| Vx € V} die Abbildungsnorm von
f-

Beispiel. Sei f: R™ — R"™ | f linear, gegeben durch eine Diagonalmatrix
diag(A1, ..., ). Dann ist || f]| = maxi—1._, |\i|-
Satz 2.2. (a) Sei f:V — W linear und stetig, dann gilt:
[f =inf{fce R | |If(x)l| <cllz] VeeV}=
/(@)
swp (@) = sup (B

x€B1(0) zEV,z#0 ||l’||

(b) Es gilt: |[f(2)llw < [[fllewwllzllv-
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(¢c) LV,W) ={f:V — W]| f linear und stetig} wird mit der Abbildungs-

norm || || zu einem normierten Vektorraum.

(d) Ist W ein Banachraum, so ist L(V,W) ein Banachraum.

Definition. Die von der Abbildungsnorm induzierte Topologie auf L(V, W)
heiBt die starke Topologie oder Normtopologie auf L(V, W) (im Gegensatz
zur schwachen Topologie).

Beweis des Satzes. Da L@ — ||f(”§—”)|| ist, ist ||f|| = inf{c € R| W@l

lll el =

¢, (Vo € R,z # 0)} = sup,, L&

lll

Zeige, dass durch ||f|| eine Norm definiert ist: Seien f,g € L(V,W) und

A € R. Dann gilt: || f]| =0 = sup ey, L8 = 0 = f =05 es ist [A\f]| =

AM(x T T
B,y o I = A7, wnd [1£ + gl = sup ey o LEHEN < | £ + g
Weiters ist || f(2)[| < [|f][l|=]- O

Satz 2.3. Die Komposition L(V,W) x LW, Z) — L(V,Z), (f,g) — go f
ist stetig und es gilt ||go fI < |lgllllf]l-

Beweis. siehe PS; O

Satz 2.4. (a) Seien Vi,..., Vi normierte Vektorraume und f : Vi x --- X
Vi = W k-multilinear. Dann ist f stetig <

Je > 0 mit ||f(z1,. .. z0)|| < cllza] . 2]

(b) LVy x ... x Ve, W) ={f Vi x--- xV, = W f k-linear und stetig}

wird mit T Y
[fll=sup o
wieViaizo [Tl [l

zu einem normierten Vektorraum. Ist W ein Banachraum, so auch L(Vy x
oo X Vk, W)

Beweis. Nachrechnen (analog zum linearen Fall). O
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Beispiel. Sei f: R"xR™ — R bilinear, so existiert eine Matrix A € M,,,,(R)
mit f(v,w) =v-A-w?.

Bemerkung. Sei Vy = -+ =V, =V und A = {(v,...,v)|v € V} die Dia-
gonale. Wenn f : V x --- x V — R k-linear ist, so ist f |[a: A — R eine
homogene polynomiale Abbildung vom Grad k.

Definition (Isomorphismus). Seien V, W topologische bzw. normierte Vek-
torrdume. Eine Abbildung f : V' — W heifit (topologischer) Isomorphismus
& f ist linear (also f Vektorraum-Isomorphismus) und f und f~! sind stetig
(also f insbesondere ein Homéomorphismus).

Seien V, W normierte Vektorrdume: Eine lineare Abbildung f : V' — W heift
normerhaltend oder Isometrie: < Vo € V ist || f(z)]| = |||

Ist f:V — W eine bijektive Isometrie, so heifft f ein isometrischer Isomor-
phismus.

Bemerkung. Sei f : V — W linear und bijektiv, dann ist g := f~! linear und
es gilt: g ist stetig < Je > 0: Yo € V mit || f(v)]| > ¢||v].

Definition (direkte Untervektorrdume). Ein Untervektorraum U von V/
heifit direkt: & U C V abgeschlossen ist und es existiert ein Untervektorraum
W C V abgeschlossen mit V =U @& W.

Beispiel. R?=(R x {0})®@ ({0} x R)2 R x R = R @ R.

Bemerkung. V = U @& W direkte toplologische Summe < U, W C V abge-
schlossen, V = U & W als Vektorraum und die Projektionen 7y : V. — U,
mw : V. — W sind stetig & 3 7 : V — U linear und stetig mit 72 =
(W = ker(n)).

Beispiel. (a) Sei V ein topologischer Vektorraum, dann gilt L(V, R?) =
L(V;R) x L(V, R). Eine lineare Abbildung in einen endlich dimensionalen
Vektorraum ist stetig, wenn sie in jeder Komponente stetig ist. Allgemeiner:
L(V,W xU) = L(V,W) x L(V,U);
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(b) Sei f:V — W stetig und U C V ein Untervektorraum, dann ist g :=
flo U — W stetig und ||g[| < [| £}

(c) SeiV ein endlich dimensionaler Vektorraum, W beliebigund f: V — W
linear. Dann ist f stetig. Speziell: Jede lineare Abbildung f : R — W ist
stetig, aber nicht jede lineare Abbildung f: W — R.

(d) Sei f:l° — £, f((z:)i) = (x1, %, %, %,...). Dann ist f linear und

2573
stetig, || f|| = 1, f ist nicht surjektiv, im(f) C ¢y = {Nullfolgen}, f ist injektiv
und f~1:im(f) — £ ist nicht stetig.
(e) Die Abbildung f : C([a,b], R) = R, f(g):= fabg(gs) dz ist linear und
stetig mit || f|| = b — a.

(f) Die Abbildung f : £ — 0, f((zn)nen) := (Tpns1 — Tp)nen ist wohlde-
finiert, linear und stetig mit || || = 2.

(g) SeiV = {(x;)ien | (z;)ien konvergent in C} = ¢(C), dann ist die Abbil-
dung f:V — C, f((zi)ien) := lim;_ x; wohldefiniert, linear und stetig
mit || f]| = 1.

(h) Fredholmscher Integraloperator: Betrachte die Abbildung

b
fee(ab), R) — €((a,b, R), f(g)(x) = / Kz, 9)g(y)dy

wobei der Kern k(z,y) € €([a, b]?, R) ist. Dann ist f linear und wohldefiniert.
Behauptung. f ist stetig mit Norm

b
17 = max / k() dy.
z€la,b] J,

Beweis. <:  klar, da nur g mit |g(¢)| < 1 fiir die Normabschétzung betrach-
tet werden.
>:  Finde Folgen von gs mit ||g|| < 1, sodass || f(9)|lcc = [|.f1]op-

(i) Betrachte f: R"™ — R", f(x) = Az. Dann ist

n
Il fllcc = max Z |A; ;| die grosste Zeilenbetragssumme,
(2
j=1

Ifll = max Z |A; ;| die grosste Spaltenbetragssumme und
i=1

11l < O 14,72

ij=1



KAPITEL 2. STETIGE LINEARE ABBILDUNGEN 39

(j) Betrachte die Abbildung

_ 4 = _dg
f—ﬂe ([avb]vR)_)e([aab]aR>u f(g) T @

Dann ist f linear, wohldefiniert aber nicht stetig, wenn auf beiden Raumen
die co-Norm || || verwendet wird. f wird stetig, wenn auf €'([a, b], R) eine
feinere Topologie betrachtet wird, etwa die durch folgende Norm induzierte:

lgller := sup |g(x)| + sup |g'(x)].

z€[a,b z€|a,b|

(k) Betrachte O(r) := {f € R{z} | Konvergenzradius(f) > r} = {f =
Sorto fed® | NSl = onsg [felr® < oo}, Fiir ¥ < 7 ist O(r) € O(r') ein
nicht abgeschlossener Untervektorraum. Betrachte den Isomorphismus

a:0(r) = 0(r),  alf(x)) = f(=a)
Dann ist || f]], < oo < [|a(f)]» < oo.
(1) Esist LP(R, R) 2 LY R, R) und ?(R) 2 ¢4(R) fur p # q.

(m) Sei U C R offen,a € U,V =C(U, R) und V, :={f € V| f(a) = 0}.
V, ist ein abgeschlossener Untervektorraum von V', denn die Abbildung

ga V=R, e.f):=f(a)

ist stetig und V, = ¢, 1(0). Definiere eine Projektion:

oV =V, mo(f) = f— fla).

Dann ist 7, linear und stetig und es gilt 72 = m,, ker(m,) = {konstante
Abbildungen}. Daher ist V =V, @ R (Das ist sogar eine direkte topologische

Summe, d.h. die Topologie auf V' ist die Produkttopologie auf V, x R).

(n) Betrachte V = C>*°(R”  R) mit den Seminormen

()]

o0*f
= Sup su
pK,'ﬂ(f) J:EII; agg | axa

Dann ist U := {f € V| £L(0) =0 Va € N*} cin abgeschlossener Unter-
vektorraum von V.
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Satz 2.5. Sei V' ein normierter Vektorraum und W ein Banachraum. Dann
ist LLV,W) ={f:V — W | f linear und stetig} mit der Abbildungsnorm
wieder ein Banachraum.

Beweis. Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in L(V,W). Der Einsetzungshomo-
morphismus ¢, : L(V,W) — W, &e,(f) = f(a) ist stetig Ya € V. Da-
her ist Va € V (fn(a)), eine CF in W. Weil W vollsténdig ist, konvergiert
(fu(a))n in W mit Grenzwert lim,, o fn(a) =: f(a). Damit erhdlt man eine
Abbildung f : V — W, f(a) = lim, . f.(a). Zeige noch: f ist stetig und
limy, oo [ fn — fIl = 0 in L(V,W).

Sei 6 > 0. Dann 3ng € N mit ||f, — fil < § Vm,n > ng. Damit ist
Va € V | fula) — fm(a)|| < dllal|. Fixiere in der Ungleichung m und lasse

n gegen oo gehen: Wegen der Stetigkeit der Norm: Vm > ng,Va € V :
| f(a) — fn(a)|| < 6lla||. Also ist (f — f) stetig und daher auch f stetig.

Weiters: Vo > 0 3Ing mit || f(a) — f(a)|| < dllal| Va € V, ¥Ym > ng. Daraus
folgt fiir @ # 0 und m > ng : wgéjhmnﬁwl\fn—ﬂ:o. d

|all

Bemerkung. Sei (f,)nen eine Folge in L(V,W) und f : V — W linear. Dann
gilt:

(a) (f,) konvergiert punktweise gegen f < Va € V konvergiert (f,(a)) gegen
fla)in W.

(b) (fn) konvergiert gleichméfig gegen f < Die Folge der Normen || f, — f||
konvergiert gegen 0.

Speziell: Sei fiir k& € N g linear und stetig und f, = >, _, gx die n-te
Partialsumme, dann sagt man entsprechend die Reihe konvergiert punktweise
bzw. gleichméfig.

Satz 2.6 (Neumann-Reihe). Sei V' ein Banachraum und g : V — V stetig
und linear. Weiter sei [ :=1idy —¢g:V — V, dann gilt:

(a) Konvergiert die Reihe Y - g* (die geometrische Reihe in g beziiglich
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der Komposition) gleichmdfig, so ist f invertierbar mit stetigem Inversen

fil = Zzozo gk-
(b) Die Rethe Y ;- , g* konvergiert genau dann gleichmdfig, wenn
limyg o0 ||g¥||* < 1, insbesondere wenn ||g|| < 1 ist.

(c) Ist gl <1 so gilt [|f ]| < =

Bemerkung. SeiV = R und g : R — R linear, das heifit g(z) = ¢ fiir ein
¢ € R. Dann ist ¢*(z) = fz und Y77 ¢ = > 7o Fa. Wir wissen: >0
konvergiert fiir || < 1 und Y57 % = . Weiter ist (idy —g)(z) = v —ca =
(1 —¢)z, daher ist f~'(z) = =

Lemma 2.1. Sei (a;)ien eine Folge in R mit a; > 0. Es gelte a;+; < a;a;.
Dann konvergiert die Folge (y/a;)icn gegen inficn (1/a;).

Beweis des Satzes. L := L(V,V) ist ein Banachraum, weil V' ein Banach-
raum ist. Wir verwenden das Wurzelkriterium: Ist (z;);cn eine Folge in ei-
)i < 1und

nem Banachraum, so konvergiert ) . x;, wenn limsup,_, . (|2
divergiert, wenn lim sup,___(||z]|)7 > 1.

Speziell hier: Sei g € L und (g*)ren eine Folge in L. Wir wissen: ||g*t!|| =
Ig* o gl < llg* 'l k. € N. nsbesondere: [lg*]| < lgl*

Lemma. Der Grenzwert limy_, ||¢¥||* existiert und ist gleich dem infy, [|g*||* <
llg||. Also ist auch limsupy, [|¢*||F = limy_.o [|g¥]| %

Sei etwa limy ||¢"|* < 1. Dann konvergiert nach dem Vorigen die Reihe
> e g" gleichméBig in L. Ist umgekehrt Y- " konvergent = lim,, . ||¢*|| =
0 = |lgF]] < 1 fiir k groB = ||g"|* < 1 fiir k groB. Wegen lim||g*|* =
infy, ||g"||* folgt lim, .o ||g¥||* < 1. Damit ist (b) bewiesen.

Beweis von (a). Sei Y, g" gleichmiBig konvergent mit Grenzwert h in L.
Zeige h = f~'. Betrachte foh = (id—g)o(} 50 9") = idod, g"—god_, " =

Sopidogt — >, gogh =3, 6" — >, ¢"" = ¢° = id. Analog zeigt man
ho f = ZdV

Beweis von (c). [hl] = | 20 " < 37 llgllF = =y, wenn [lgl < 1. O
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Bemerkung. Vergleiche Neumann-Reihe mit Fixpunktsatz: Sei g : V. — V
linear, ||g|| < 1 = ¢ ist kontrahierend, denn: ||g(z) — g(y)|| < |lglll|lz — y|| =
cll =yl mit ¢ = lgl| < 1.

Klar: g hat einen Fixpunkt, ndmlich ¢(0) = 0 und Vx € V gilt g*(x) — 0 fiir
k— oo, VreV.

Beispiel. (a) Sei A € M,(R) mit Abbildungsnorm ||A|| < 1. B:=1,— A=
Bl =1,+ A+ A%24 A3+ ... Speziell. Ist A nilpotent, das heifit Ik € N
mit A¥ = 0, dann ist B™' = I, + A+ A% + A3 + ... + A1 Strikte obere
Dreiecksmatrizen sind Beispiele fiir nilpotente Matrizen.

(b) Man kann fiir h € C([0, 1], R) die Integralgleichung

g9(z) —/O k(x,y)g(y)dy = h(z)

mit Hilfe der Neumann-Reihe 16sen. (PS)

Erinnerung. Die stetige Abhéngigkeit von Losungen von Differentialgleichun-
gen vom Anfangswert oder von Parametern lasst sich durch die Stetigkeit der
Inversen einer linearen Abbildung zwischen normierten (vollsténdigen) Vek-
torrdumen ausdriicken. Sei o : V' — W linear, bijektiv und stetig. Frage: Ist
a~ ! stetig?

Bemerkung. (a) Sei f:V — W linear und bijektiv =  f~! linear.

(b) Sei f: R™ — R" differenzierbar, bijektiv und (D f)~! existiert = Dann
ist f~! differenzierbar.

(c) Sei f: R™ — R™ stetig und bijektiv, dann folgt nicht, dass f~! stetig
ist.

Erinnerung. Seien X,Y topologische Rdume und f : X — Y eine Abbildung.
Dann gilt: f ist stetig < VU C Y offen ist f~}(U) C X offen. Sei f bijektiv,
dann ist f! stetig < VV C X offen

ist (f71)71(V) CY offen & VV C X offen ist f(V) C Y offen < f offen.



KAPITEL 2. STETIGE LINEARE ABBILDUNGEN 43

Satz 2.7 (Satz von Banach-Schauder, Satz von der offenen Abbil-
dung). Seien V,W Banachrdiume und f : V — W linear und stetig. Dann
qilt: f ist offen < f ist surjektiv.

Beweis. =:  Sei f offen. Dann enthélt f(By) C W eine offene Kugel, etwa
AB' mit B’ := By(0,1) und A € R. Sei y € W. Fir u € R Kklein ist
py € AB' = py € f(By) C f(V) =y e f(V) da f linear ist.

<: B :=By(0,1). Zeige f(B) enthélt eine offene Kugel in W um 0:
Esist V=Upen kB =W = f(V) = f(U,kB) = U, f(kB) = U, kf(B) €

Ugkf(B) €W = W = |J, kf(B) abzéhlbare Vereinigung abgeschlossener

Mengen. = (Satz von Baire) f(B) enthélt eine offene Kugel in W, etwa
AB'+amit A € R;\ > 0,a € W,B" = By(0,1). Aus Symmetriegriinden
folgt —(AB' +a) C f(B) = AB' C f(B).

Behauptung. 3B' C f(B) (= f offen).

Beweis. Sei y € %B’ . Wir konstruieren eine Cauchy-Folge (z,,)nen in V' mit
lim, ..oz, = x € B und f(x) = y. Induktiv. xo := 0. Seien xy,...,x,
konstruiert mit |lzy—1 — || < s und |ly — f(2r)|] < 5 fiir alle k& <
n. Wegen AB" C f(B) gilt: y — f(z,) € f(zxB) = 3z, € 5B mit
ly—f(zn)—f(2n)|| < 5r5. Setze nun 2,41 = z,+2, und erhalte ||zp_1—z | <
sir fiir bk <n+1und ||y — f(zn1)]| < 325 Klar: (2,)en ist eine Cauchy-
Folge in V. Sei # € V ihr Grenzwert. Dann gilt f(z) = f(lim, oo zn) =
limy, oo f(2n) = y. Weiter gilt ||lz]] < 3707 log — 1] < Dpey 37 < 1, also
ist x € B. 4

Folgerung (Satz iber offene Abbildungen). Seien V, W Banachridume und f :
V — W linear, stetig und bijektiv, dann ist f=! : W — V stetig, also f ein
topologischer Isomorphismus (d.h. Isomorphismus + Hom&omorphismus).

Beweis. f ist bijektiv, daher existiert f~! und ist linear. Damit folgt die
Behauptung aus dem vorigen Satz: f offen = f~ stetig. O

Folgerung (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien V, W Banachriume
und f : V — W linear. Dann gilt: f ist stetig < Graph(f) = {(z, f(x)) €
VxW |xeV}CV x W abgeschlossen ist.
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Beweis. Seig: VxW — W, g(x,y) =y— f(x), dann ist Graph(f) = ker(g)
ein linearer Unterraum von V' x W und damit normiert. Ist f stetig, so ist g
stetig und damit ker(g) abgeschlossen.

Ist umgekehrt Graph(f) abgeschlossen, dann ist Graph(f) ein Banachraum.
Die Projektion py : Graph(f) — V, py(x,y) = x ist bijektiv, linear, stetig
und nach dem vorigen Satz auch offen. Daher ist p‘jl = (id, f) stetig und
damit auch f stetig. O

Bemerkung. (a) Der Satz und die Folgerungen gelten auch fiir Frechet-Riume.

(b) Die Implikation “=" in der zweiten Folgerung beniitzt die Vollstandigkeit
nicht.

(c) Ist V ein Vektorraum mit zwei Normen || |1, ]| |2, sodass V mit beiden
Normen ein Banachraum ist und fiir die induzierten Topologien 77,75 gilt
Ty C Ty (d.h. Ty grober als Ty), dann gilt bereits T} = Ts.

Beweis: Die Abbildung id : (V,T1) — (V,T) ist bijektiv, linear und stetig.
Daraus folgt id~! : (V,Ty) — (V,T}) ist stetig, das heifit aber T, C Tj.

Definition (Topologien auf L(V,W)). Seien V, W normierte Vektorréiu-
me. Wir kénnen auf L(V, W) mehrere Topologien betrachten:

(a) Normtopologie Ty:

IfIf="sup )Ilf(l“)ll

z€By (0,1
(Topologie der gleichméBigen Konvergenz auf beschriankten Umgebungen).

(b) Topologie der punktweisen Konvergenz T,: Eine Folge (f,,)nen in L(V, W)
konvergiert punktweise gegen f € L(V,W): < Va € V konvergiert (f,,(a))nen
gegen f(a) in W.

(¢) Topologie der gleichmdfigen Konvergenz auf Kompakta Ty: Eine Fol-
ge (fn)nen in L(V,W) konvergiert gleichméafiig auf Kompakta gegen f €
L(V,W): & VK C V kompakt konvergiert (f,|x)nen gleichméaSSig gegen

Klar: Ein Punkt ist kompakt und ein Kompaktum ist beschréankt. Daher gilt
T, C Tk CTn.
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Satz 2.8 (Satz von Banach-Steinhaus, Satz von der gleichméfligen
Beschranktheit). Sei V ein Banachraum, W ein normierter Vektorraum
und (fn)nen eine Folge in L(V,W). Die Folge (fn)nen konvergiere punktwei-
se gegen f -V — W. Dann ist f € L(V,W), das heifit f ist linear und stetig,
und die Folge der Normen (|| fn|)nen ist beschrankt: || f|| < liminf, . || fal-

Bemerkung. (a) Die Folge (f,,)nen konvergiert gegen f gleichméBig auf Kom-
pakta, aber nicht beziiglich der Norm-Topologie von L(V, ).

(b) Man kann zeigen, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

1. (fn)nen konvergiert punktweise gegen f € L(V, W)

2. Die || f,|| sind beschrankt und (f,,(a)) — f(a) fiir alle a in einer dichten
Teilmenge von V.

Beweis des Satzes. Ya € V existiert lim,, f,,(a) =: f(a) € W. Damit existiert
zu jedem a € V ein ¢, > 0 mit ||f,(a)| < ¢, fiir alle n € N. Setzte Ay =
{a e V| sup,|[fu(a)|| <k} ={acV]|fula)] <kVne N} CV.Dann
sind die Ay C V abgeschlossen (f,, und || || sind stetig) und J;—; Ay =V =
(Satz von Baire) 3k € N mit Ay # () (d.h. Ay enthilt eine offene Kugel).
Aber esist A, = %Am, also enthalten alle Ay eine offene Kugel. Insbesondere
A > 0 mit %BV(O,l) C A;. Damit ist Va € By(0,1) : § € Ay, das heift
|5 fall < 1. Alsoist || fu(a)|| < A (Vn € N).

Wir haben gezeigt: Die sup,ep,.(0.1) [|f2(a)|| = || f»|| sind beschrinkt durch .
Sei B := By(0,1), B" = By/(0,1). Dann gilt f,,(B) CAB'Vn € N = (f =
lim,, f,, punktweise) f(B) C AB’ = AB’ C uB’ Vu > \ = f ist beschrinkt
auf B, also || f]| < co und f stetig. O

Definition (konvex). Sei V' ein Vektorraum und A C V. A heiit konvex:
e Vr,y € Aist [z,y] = {te + (1 = t)y|t € [0,1]} C A.

Beispiel. (a) Jeder affine oder lineare Unterraum von V' ist konvex.
(b) Jede Kugel in einem normierten Vektorraum ist konvex.

(c) Sei f:V — R linear und stetig. Dann sind die offenen Halbrdume
H,y={xeV | f(x)>0}und H, ={z €V | f(x) > 0} konvex.
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(d) Sei A C V konvex, dann ist die positive Kugel K := {\x | x € A, \ > 0}
konvex.

(e) Sei A C V konvex und f : V. — W eine affine Abbildung. Dann ist
f(A) C W konvex. Weiter sei B C W konvex, dann ist f~!(B) C V konvex.
f) Sei A C V konvex und V normiert. Dann sind A und A° konvex.

(
(g) Durchschnitte und Summen von konvexen Mengen sind wieder konvex.
(

)
h) Sei A C V beliebig. Die konveze Hiille von A,
conv(A) := ﬂ B
ACB,B konvex

ist konvex.

Definition (Extrempunkt). Sei V' ein normierter Vektorraum, A C V
konvex und a € A. a heifit ein Extrempunkt von A :& a liegt nicht im
Inneren eines Segmentes [x,y] C A.

Satz 2.9 (Satz von Hahn-Banach, Fortsetzungssatz, 1. geometrische
Version). Sei V' ein normierter Vektorraum, A C'V offen und konvex, U C
V' ein affiner Unterraum und ANU = (). Dann gibt es eine abgeschlossene

Hyperebene W CV mit U CW und ANW = 0.

Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir folgende, nicht-konstruktive Exis-
tenzaussage:

Lemma 2.2 (Lemma von Zorn). Jede induktiv geordnete Menge besitzt
ewn mazimales Element

Beweis. Lang, [13], p. 12-16. O

Definition. Eine Ordnung (Ordnungsrelation) auf einer Menge X ist eine
Teilmenge R C X x X mit folgenden Eigenschaften:

(1) (z,2) € R, Vz € X,
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(2) (x,y) € R, (y,2) € R= (z,2) € R,
(3) (z,y) € R, (y,z) e R=>z=1y.

Fir (z,y) € R schreibt man oft x < y. Damit

(1) z <=,
(2) z<y, y<z=>z<z,
B)z<y, y<zr=>r=y.

X heift totalgeordnet, wenn zusatzlich gilt:
(4) Vz,y € R gilt entweder (z,y) € R oder (y,x) € R,
also

(4) x <y oder y < x (je zwei Elemente sind vergleichbar).

Definition. Sei X eine geordnete Menge, A C X Teilmenge. x € X heifit
genau dann obere Schranke von A, wenn fiir alle a € A gilt, dass a < .
x € X heifit kleinste obere Schranke von A, wenn x obere Schranke und fiir
alle oberen Schranken 2/ € X von A gilt, dass © < 2. x heifit dann auch
das Supremum von A. a € A heifit mazimales Element von A, wenn es kein
b € A gibt mit a < b. a € A heilit grifites Element von A, wenn fiir alle
b e A gilt, dass b < a.

Definition. X # () heifit induktiv geordnet, wenn jede totalgeordnete Teil-
menge von X eine obere Schranke besitzt.

Beweis von Satz 2.9. Sei U CV affin. Nach geeigneter Translation wird U
linearer Unterraum und die Aussagen des Satzes bleiben erhalten. Also o. B.
d. A. U linearer Unterraum von V. Sei

& := {W CV linearer Unterraum : U CW und W N A = (0},

geordnet mit der Inklusion.

(a) & ist induktiv geordnet: Sei F C € totalgeordnet, so setze Wy = (Jyyce W
Dann ist Wy CV Unterraum, U C Wy und Wy N A = (). Daraus folgt, dass
Wy obere Schranke von ¥ ist, also ist € induktiv geordnet.
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Sei also W ein maximales Element von & UCW, WN A = (). Dann ist W
abgeschlossen, da sonst W CW mit UCW, W N A =0 (A offen) wire und
so W nicht maximal.

(b) Ist W keine Hyperebene, so betrachte den Faktorraum V/W, dim V/W >
2. Weil W abgeschlossen ist, ist V/W normiert, und A" = 7(A) CV/W kon-
vex und offen . Weiters ist ANW =0 =W Z A+ W = 0 ¢ n(A). Findet
man nun in V/W einen echten linearen Unterraum (siehe (c)) mit W’ # 0
und W/ N A" =0, so ergibt W + W CV einen Unterraum mit W C W/ + W
und (W' + W) N A = (). Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitit von .

(c) Also 0. B. d. A. dimV > 2, ACV konvex offen, 0 ¢ A und es geniigt
einen Unterraum W # 0 von V zu finden mit W N A = () (dies geniigt auch
fiir den Beweis von Satz 2.10 unten). Sei nun K = R. Betrachte den offenen
Kegel K = (J,., AA CV konvex, und seinen Rand 0K in V\{0}. Wére 0K =
0, dann wire K = K abgeschlossen und offen in V'\ {0} zusammenhingend,
woraus folgen wiirde, dass K = V' \ {0} nicht konvex wire. Also gibt es eine

x € OK. Betrachte W = Rx CV, W #£0.

Es gilt, dass W N K = (). Denn wiirey € W N K, alsoy € Rz und y € K,
dann wire entweder x € K oder —z € K. Weil aber x ¢ K = —z € K =
B(—z,e) C K fiir ein € > 0. Weiters, weil B(z,e) N K # () ist, gibt es ein
z € B(z,e) N K mit —z € K. Wegen der Konvexitét von K folgt dann, dass
0 ¢ K ist. Widerspruch. Nun folgt aber aus W N K = (), dass W N A = 0,
womit W die gewiinschten Bedingungen erfiillt.

(d) Betrachte nun den Fall, dass K = C. V ist als komplexer Vektorraum
auch ein Vektorraum iiber R, also gibt es eine reelle Hyperebene W C V' mit
UCW und ANW = (. Aber: U komplex, also ist U = U NiU. Daraus folgt
Wo=WniW DU, WonNA=0und W, CV ist komplexe Hyperebene.

0

Satz 2.10 (Satz von Hahn-Banach, 2. geometrische Version). Sei
V' ein normierter reeller Vektorraum, A, K C V konvexe Teilmengen, A
abgeschlossen, K kompakt und AN K = (). Dann gibt es eine stetige lineare
Abbildung f :V — R mit fla > c und f|x < ¢ fir ein c € R. Das heifst es
gibt eine Hyperebene f~(c) in V, die A und K trennt.

Beweis. Betrachte d(A, K) = inf,eaper |ja — b|| = infoeaper d(a,b). Die
Abbildung d(A,—) : K — R, d(A,b) := inf,capex d(a,b) ist stetig und
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d(A,b) > 0 (Vb € K), da A abgeschlossen ist. K ist kompakt = d(A, —)
nimmt ein Minimum auf K an, das heifit d := d(A, K) = d(A,by) fir ein
by € K. Wihle 0 < r < d, dann ist die Menge A’ .= A— K — B(0,r) CV
offen, konvex und aus der Dreiecksungleichung folgt: 0 ¢ A’. Wende nun den
vorigen Satz mit U = 0 und A = A’ an, dann folgt 3W C V Hyperebe-
ne mit WNA =0.Sei f:V — R linear und stetig mit f~1(0) = W,
0.B.d.A. fla > 0 (A’ ist zusammenhingend, da konvex und A’ N W = ().
Erhalte Va € A, Vk € K, Vb € B(0,r) die Ungleichung f(a) > f(k) +
f(b). Damit folgt infa(f) > sup(f) + supp(,)(f). Da K kompakt ist und
suppo.(f) =7l f| folgt 3c € R mit f|a > cund f|x <c. O

Folgerung. Sei V ein normierter Vektorraum und A C V konvex und abge-
schlossen. Dann ist
A= N &

ACHCV
H abg. Halbraum

Beweis. C:  klar
O: Seia ¢ A= 3f, : V — R linear und stetig mit f,|4 > ¢, und
fala) <o = Nuevia{fe = ca} = A O]

Satz 2.11 (Satz von Hahn-Banach, analytische Version). Sei V' ein
normierter Vektorraum, {0} # U C V' Untervektorraum, f : U — R linear,
stetig und f Z 0. Dann besitzt f eine stetige lineare Fortsetzung f:V — R

auf V und || fI| = || f]-

Bemerkung. Die Aussage gilt auch noch fiir lokalkonvexe Raume.

Beispiel. Sei V.= R? U C V eine Gerade, f : U — R linear, stetig und
f#0.Fiira ¢ Usetze f(a) =a € R fireina € R. Esgilt V=U® Ra,
also hat man so f auf ganz V fortgesetzt. Der Satz sagt, man kann « sogar
so wihlen, dass || f|| = || f]| ist.

Beweis. U C V Untervekiorraum =UCV Untervektorrauni und f lédsst
sich linear und stetig auf U fortsetzen. Also 0.B.d.A. : U = U abgeschlos-
sen.

(a) Sei @ € V\U und U; = U & Ra. Wir konstruieren eine Fortsetzung f; von
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fauf Uy mit || f1]] = || f]l- Setze fi(z + Aa) := f(z) + damita e R, a=
fi(a), sodass || fi|| = || f]|- Zeige also, dass so ein « existiert. Dazu gentigt es
zu zeigen, dass Vo,V :  |fi(x + Aa)| < ||f|lllx + Aal|, das heiBt Vo € U :
|f(x)—al < I/ [[lz—=all, das heiBt f(z)=[[f[l[l—al <a < flz)+|flz—all
Fiirz,y € U gilt f(2)—f(y) = flz—y) < [ lz—yll < [FlNz—all+[la=yl),
alsoVr,y e U f(z) = Ifllllz — all < f(y) + || f|llly — al|. Daher existiert
a € R mit den gewiinschten Eigenschaften.

(b) Wir wihlen eine maximale Fortsetzung von f und zeigen, dass diese auf
ganz V definiert ist. Betrachte dazu Paare £ = (W, f) mit U C W CV, W
Untervektorraum und f : W — R lineare stetige Fortsetzung von f mit
£l = || f]l- Ordne die Menge & dieser Paare wie folgt: (W, f) < (W', f') <
W C W' und f'lyy = f. Damit ist € induktiv geordnet: Zeige dazu, dass jede
total geordnete Teilmenge F C & eine obere Schranke in € besitzt.

Setze Wy :=Upes W CV und fo: Wo — R, fo(z) := fw(z) fir x € W.
Dann ist fo wohldefiniert, linear und stetig. Weiter ist || fol| = supeq || f]] =
I fll. Also ist € induktiv geordnet und besitzt daher nach dem Zornschen
Lemma ein maximales Element, etwa (W, f). Wiare W C V, W # V, dann
withle a € V\W und konstruiere eine Fortsetzung f; : W @ Ra nach (a).
Daraus folgt aber ein Widerspruch zur Maximalitiit von (W, f).

(c)K = C : Betrachte U C V als reellen Untervektorraum und ¢ := Re(f)
mit ||g|]| = || f||.- Dann gibt es eine Fortsetzung g : V' — R von g auf V' mit
lgll = ||g]l. Setze nun f(z) := g(x) + ig(iz), und erhalte so eine komplexe
Fortsetzung von f mit || f|| = || f]|. O

Folgerung (Satz von Hahn-Banach, klassische Version). Sei V' ein normierter
Vektorraum iiber R oder C und (a;);cn eine Folge von linear unabhéngigen
Elementen in V. Weiter seien Vi € N ¢; € R/C. Dann sind dquivalent:

(a) 3f : V — R /C linear, stetig mit Vi € N : f(a;) = ¢;.
(b) 3b >0, sodass VA; € R/C,Vn € N gilt: | > Nici| < b]| D7, M.

(c) Sei W =(a; | i € N) <V die R/C-lineare Hiille. Dann ist die lineare
Abbildung g : W — R /C mit g(a;) = ¢; stetig.

Speziell. SeiV = 0% = {(x;)ien| >, 27 < 0o}. Jedes f : (> — R /C linear und
stetig ist von der Form f((z;)ien) = D_,c di; fiir eine Folge (d;)ien € 72
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(Beweis im Kapitel iiber Hilbertraume).
Damit erhalten wir fiir a; = (a;)jen € ¢*,¢; € R/C (Vi € N) mit (a;);
linear unabhéngig folgende dquivalente Aussagen:

a) dd .= ( Z)ZEN € (? mit ZjeN aijdj =C; (\V/Z S N)

c¢) Die lineare Abbildung ¢ : (a; | i € N) — R/C mit g(a;) = ¢ fiir alle

(
(b) 3b>0,sodassVA; € R/C undVn € N gilt: | Y0 M| < b D00, Niag|e.
(
1 € N ist stetig.

Beweis. (a) = (b): Setze b := || f||. Dann gilt Vx € V' : | f(z)| < b|z|. Speziell
fir o = S0 ha € Vgilt: [7(0)] = [F(S0, )] = |50 Ad(a)] =
| 22 Al < bllell = bl 225 Aiall-

(b) & (¢) : W = (a; | i € N) = { endliche Linearkombinationen der a;} =
{x=3""  NaJ\; € R/C,n e N}. Nach (b) ist ||g]] < b und daher stetig.
Sei umgekehrt g stetig, dann ist Vo € W : g(x) < ||g]|||z||. Setze b = ||g|| und
erhalte (b).

(c) = (a): g : W — R/C ist linear und stetig, W C V ist ein Untervek-
torraum und V' ist normiert = ¢ besitzt eine stetige lineare Fortsetzung
f:V — R/C, das heiit f|y =g, also ist f(a;) =¢; Vie N. O

Folgerung. Sei V' ein normierter Vektorraum.

(a) Sei0 #a € V,danngibtesein f € V' ={g:V — R/C| g linear, stetig}
mit f(a) # 0.

(b) Seien a,b € V mit a # b, dann gibt es ein f € V' mit f(a) # f(b).

(c) Insbesondere ist V' # (), das heifit es existieren stetige Funktionale.

Beweis. (b) folgt aus (a) angewandt auf a — b.

(a) Sei U = Ra/Ca Untervektorraum von V und g : U — R/C, g¢g(a) =
llal|, g(Aa) = A||a||, dann besitzt g eine stetige lineare Fortsetzung f € V'
mit f(a) = ||a|| # 0 (Hahn-Banach). O
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Folgerung. (a) Sei V' ein Banachraum und U C V abgeschlossen. Dann ist
U C V direkt & JW C V abgeschlossen mit V = U @& W (direkte alge-
braische Summe).(Also V=U+W und UNW = (.)

(b) Sei V' ein normierter Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum mit
dim(U) < oo. Dann ist U abgeschlossen und direkt.

(c) Sei V' ein normierter Vektorraum und U C V ein Untervektorraum mit
codim(U) < oo (, das heiit dim(V/U) < oco). Dann ist U direkt.

Beweis. (a) <:  Zeige V = U @ W topologische direkte Summe, das heifit
die Topologie von V ist die Produkttopologie von U x W. Aber die Abbildung
O UXxW -V =UaW, &(u,w) := u + w ist bijektiv, linear und
stetig, da die Addition in V stetig ist. Zeige noch ®~! ist stetig, dann ist
V=UxW. Aber U /W C V sind abgeschlossene Untervektorrdume, V ist
ein Banachraum = U x W ist ein Banachraum =  ®~! ist stetig nach
dem Satz von der offenen Abbildung.

(b) Frither wurde gezeigt: dim(V) < oo = U abgeschlossen. Wihle eine Basis
(a1, ...a) von U und schreibe x € U eindeutig als Zle zia; mit z; € R/C,
dann ist die Abbildung f; : U — R/C, f;(x) = x; linear und stetig, da
dim(U) < oc. Damit folgt aus dem Satz von Hahn-Banach: 3f; : V — R /C
stetige lineare Fortsetzung der f;. Sei W = ﬂle ker(f;) mit W NU = {0}.
Dann gilt: U + W =V und damit U & W =V algebraische direkte Summe.
Damit folgt die Behauptung nach (a).

(c) dim(V/U) < o0, also existiert eine endliche Basis von V/U = {v+U| v €
V}. Wéhle ay, ..., a, € V, sodass (ag, ..., ax) eine Basis von V/U ist. Setzte
W= {ay,...a;) <V.Dann ist dim(W) < k < oo, also ist W abgeschlossen
in V. Nach dem Homomorphie-Satz folgt: W & U = V' (algebraische direkte
Summe) und daraus folgt die Behauptung mit (a). O

Erinnerung: Sei A C V konvex, V normiert. Ein a € A heifit Fxtrempunkt
von A, wenn a nicht innerer Punkt eines Segmentes von A ist.

Satz 2.12. Sei V' ein normierter reeller Vektorraum und A C 'V konvexr und
kompakt. Dann besitzt A mindestens einen Extrempunkt.

Beweis. Betrachte die Menge € = {B C A| B # () konvex und kompakt,



KAPITEL 2. STETIGE LINEARE ABBILDUNGEN 53

sodass jedes offene Segment in A, das B schneidet, seine Endpunkte in B
hat. Die Extrempunkte von A scheinen Kandidaten fiir Mengen B € & zu
sein.

Ordne € durch B < B’ & B’ C B. Damit ist € induktiv geordnet. Sei etwa
F C € eine total geordnete Teilmenge. Zeige: F besitzt eine obere Schranke
in €. Setze dazu By := [\gee B. Dannist VB € F: By C B. By ist kompakt,
konvex und By € €. Also ist & induktiv geordnet und besitzt nach dem
Zornschen Lemma ein minimales Element A.

Wir zeigen: Ay besteht aus einem einzigen Punkt a, der dann in keinem
offenen Segment von A liegen kann, also ein Extrempunkt von A ist.

Es ist ausreichend zu zeigen, dass fiir alle
feVvV ={g:V — R|g linear und stetig}

f(Ap) € R kompakt und konvex ist. Daraus folgt f(Ag) = [b,¢] mit b <
c,bce R. = f~lc)n Ay # 0. Wir zeigen: f~H(c)N Ay € & (= Ay =
FHe)n Ay = f(Ag) = ¢). Sei a € f~!(c) N Ay ein Element des offenen
Segments (z,y) mit z,y € A. Etwa a = (1 — t)x + ty fur ein ¢t € (0, 1). Zeige
r,y € fHc)N A Esist c= f(a) = f((1 =)z +ty) = (1 —t)f(z) +tf(y).
Da Aj € & ist, folgt daraus f(z) = f(y) =c = z,y € f~1(c) N Ay, also ist
)N Ay e &. O

Folgerung. Sei A C V konvex und kompakt, A # (), f € V' mit f(A) = [b, ],
wobei b, ¢ € R. Dann enthilt f~!(c) N A mindestens einen Extrempunkt von

A.

Beweis. f~1(c)N A # () ist konvex und kompakt = f~!(c) N A besitzt einen
Extrempunkt a. Seien x,y € A mit a = (1 —t)z +ty und ¢t €]0, 1[. Dann gilt:
fla)=c= (1 —t)f(z) +tf(y). Weil aber f(z), f(y) < c folgt daraus, dass
flx)=fly)=c=z,y€ f(¢c)NA= 2=y und a ist ein Extrempunkt
von A. O

Satz 2.13 (Satz von Krein-Milman). Sei V' ein normierter reeller Vek-
torraum, A CV konvex und kompakt, S CV die Menge aller Extrempunkte
von A. Dann ist A = conv(S) der Abschluss der konvexen Hiille von S.
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Beweis. Sei A’ = conv(S). = A" C A abgeschlossen und kompakt. Sei
a € A\A', dann If € V' mit f(a) ¢ f(A), etwa f(a) > f(A). Sei f(A) =
[b,c], dann erhélt f~'(c) N A einen Extrempunkt von A. Widerspruch zu
f(8) € f(A) < fla) <c. O

Anwendungen

Beispiel (Anfangswertproblem von linearen Differentialgleichungen). Betrach-
te die Differentialgleichung

f(@)" + a(x) f'(z) + b(z) f(z) = g(x)
mit a,b,g € C([a,b], R). Die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichun-
gen liefert: Fiir jedes cg,c; € R existiert genau eine Losung f € C([a,b], R)
der Differentialgleichung mit f(a) = co, f'(a) = ¢1.
C([a, b], R) ist mit der sup-Norm ein Banachraum. Héngt die Losung f stetig
von (g,co,c1) € C([a,b], R) x R? ab? Antwort: Ja, nach dem Satz von der
offenen Abbildung.
Betrachte den Differentialoperator

D : C*([a,b], R) — C([a, 8], R) x R*, D(f) = (f"+af +0f, f(0), f'(0)).

Dann ist D linear und stetig, sofern die Norm auf €?([a,b], R ) durch || f]|ez =
Il flloo + 1 f lloo + | f” loo gegeben ist, und bijektiv (nach dem Satz von Picard-
Lindelsf). Dann folgt aus dem Satz von der offenen Abbildung: D! ist stetig,
also hiingt die Losung f stetig von (g, co, ¢1) € €([a,b], R) x R? ab.

Beispiel (Dualrdume von (P mit 1 < p < 00). Sei ]13 + % = 1, speziell p =
q = 2. Sei (ap)nen eine Folge in R, fiir die Vz := (zx)ren € (P die Reihe
Y reo @k konvergiert. Behauptung: Dann liegt (ay)nen bereits in £9.

Betrachte dazu die linearen Abbildungen f, : * — R, f,(x) :== > 7 _, axs,

ne N,und f: P — R, f(z):=> ro,axx) (linear). Mit der Holderschen
Ungleichung ergibt sich:

n n
| ()| = |Zak$k| < Z |agzy| <
k=0 k=0

n n n
1 1 1
< Qlarl) s Q lzel)r < () lawl®) 7|zl
k=0 k=0 k=0
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Daher ist (Yn € N) f, stetig und ||f.]| < iz, |ak|q)%. Nach Definition
konvergiert die Folge (f,)nen punktweise gegen f, also ist nach dem Satz
von Banach-Steinhaus f stetig mit || Y po  agxi]| < [|f||]|z], fiir alle z € 7.

Behauptung: | = (55 laxl")? = [lal,, sofern a € 67 ist.

Beweis: <:  Klar;

>:  Wibhle speziell x, = aglap|?™ fir 1 < k <n, ax # 0und 2, = 0

sonst. Dann ist (zx)keny € € und es gilt |zx? = |ax|?! = |agzy| fir 1 <
o 1 1

k < n. Weiter ist (324 |ax|?)7 (352 o|ak|p)” = 2o lar]? = Zk o larzk| <

APy k) = (11 (hp lax|?)7. Daraus folgt (37— ax|?)s < ||f]| fiix
allen € N.

Also ist ||f]| = (D ey |ak|q)% < oo und damit (ax)ken € 2.

Variationen.

(a) Sei (ak)ren eine Folgein R, sodass Y, apzy konvergent ist V(xy)ren € €'
Dann ist (ag)ren € €

(b) Sei (ax)ken eine Folge in R, sodass Y ;- axxy, konvergent ist V(zy)ren € co
(Nullfolgen). Dann ist (ax)ren € £°°.

Beispiel (Fourierreihen). Erinnerung. Sei f € C([—m, 7], R) =: V. Dann hat
f die Fourierreihe:

+ Zak cos(kz) + Zbk sin(kx) (2.1)

k=1

k=1
0 = %/W F(#) cos(kt) 1t
_ % / " R sin(kt) d i

Behauptung. Es gibt Funktionen f € V, deren Fourierreihe in 0 € [—m, 7]
nicht konvergiert. (Aber (Carlson, 1966): Die Fourierreihe einer Funktion
f € V konvergiert punktweise im Komplement einer Nullmenge von [—7, 7]

gegen f.)

%
2
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Es gilt: Die n-te Partialsumme von (2.1) fiir z = 0 ist gegeben durch
/ D,

sin(n + )y

]
2811&2

wobei

Dy (y) =

Damit erhalten wir stetige Linearformen s, : V. — R, f + s,(f) mit Nor-

men 1 n
nl| — — Dn d
Isall = 5 [ 1Dl

Behauptung. Die Folge (Hsn||)neN ist unbeschrinkt, denn sin(y) <y fiir 0 <
y < 2. Setze z := (n + 3 )y und erhalte:

T T | o 1 T | o 1
0 0

Sin 9

2

(7‘L+§)7r 1
2/ |sin(z)|-dz — 0o fiir n — oo
0 z

Daher ist (||sp||)nen unbeschrénkt.

Annahme. Vf € V konvergiert die Fourierreihe (2.1) in 0 gegen f(0). Dann
konvergiert (s,(f))nen (Vf € V) (n-te Partialsumme). Also konvergieren die
linearen Abbildungen s, : V' — R punktweise auf V. Dann miissen aber
nach dem Satz von Banach-Steinhaus die Normen der s,, beschrinkt bleiben.
Widerspruch!

Also gibt es mindestens ein f € V', dessen Fourierreihe in 0 nicht konvergiert.

Bemerkung. Es gibt zahllose weitere Anwendungen der Hauptsétze der Funk-
tionalanalysis, die meisten nicht ohne technischen Aufwand.



Kapitel 3

Hilbertraume

Im folgenden seien V, W, ... reelle bzw. komplexe Vektorrdaume.

Definition. Sei g : V x V — R. g heifit Bilinearform, genau dann wenn
g(x,-) und g(-,y) € L(V, R)Vz,y € V, d. h. wenn g linear in beiden Kom-
ponenten ist. g heiBt symmetrisch bzw. alternierend, wenn g(x,y) = g(y, x)
bzw. g(z,y) = —g(y,z) Ya,y € V.

Bemerkung. Ist g : V xV — R Bilinearform, so ist 5g(x,y) + 59(y, z) eine
symmetrische und £g(z,y) — 39(y, ) eine alternierende Bilinearform.

Definition (Skalarprodukt). Seig: V xV — R symmetrische Bilinear-
form und ¢ : V. — V ¢(2) = g(z, z) die zugehorige Linearform. Dann heifit
{r eV ]glr,yy =0Vy eV} ={yeV|glxy =0Vr eV} =: ker(g)
der Kern von g. Ist ker(g) = 0, so heifit g nicht ausgeartet. g heifit positiv
bzw. positiv definit, wenn gq(z) > 0 Vo € V bzw ¢(x) > 0 Vo € Vo # 0.
Falls g symmetrisch, bilinear und positiv definit ist, nennt man g (reeles)
Skalarprodukt. Schreibweise: g(z,y) = (x,y) = (z|y).

Definition (komplexes Skalarprodukt). Sei V' komplexer Vektorraum

o7
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und h: V x V — C Sesquilinarform. Dann ist

h(—,z) : V — C C-linear
h(z,—):V — C C-antilinear

Dabei heifit C-antilinear, dass VA € C gilt: h(z, \y) = M(z,y). h heiit
hermitesch, wenn h(x,y) = h(y,z) Vz,y € V. h ist genau dann hermitesch,
wenn ¢(xz) = h(z,z) eine relle quadratische Form ist. h heifit positv bzw.
positiv definit, genau dann wenn A(z, z) > 0Vx € V bzw. h(z,z) > 0Vz # 0.
Man nennt h komplexes Skalarprodukt, wenn h hermitesch und positiv definit
ist.

Bemerkung. Sei h : V x V. — C eine hermitesche Bilinearform. Betrachte
C=R®i-R,also h(z,y) = g(z,y) +i-a(x,y), mit ga: V xV — R
reelle Bilinearformen, wobei g symmetrisch und a alternierend ist. Fiir g und
a gelten folgende Beziehungen:

Definition. Sei V reller Vektorraum mit Skalarprodukt g. Dann heifit (V, g) =
(V. (-,-)) Prahilbertraum. Ist V" komplexer Vektrorraum mit komplexem ska-
larprodukt h, so heit (V,h) = (V, (-,-)) hermitescher Vektorraum,

Lemma 3.1. Sei (V, h) hermitescher Vektorraum. Dann gilt fir alle x,y € V:

\h(z,9)|? < q(z) - q(y) Schwarzsche Ungleichung
Valr +y) < Va(x) +Valy) Minkowskische Ungleichung

Beweis. Seien A\, € C. Schwarzsche Ungleichung: 0 < h( Az + uy, Az +
wy) = [M%q(z) + |pu2q(y) + Agh(x,y) + Auh(z,y). Sei nun speziell A € R
und g = h(z,y), und setze p(A\) := A2q(z) + 2A\|h(z, y)|* + |h(z, y)|[*q(y) > 0.
p ist ein quadratisches Polynom in A mit reellen Koeffizienten und mit nicht
positiver Diskriminante b* — 4ac. Also ist |h(z, y)|* < q(z)q(y).

Minkowskische Ungleichung: Sei g := Re(h) reelle positive Bilinearform. Es
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gllt q(z + y) = q x) 4+ q(y) + 29(1‘ y). Also 1st nach (a ) gz +y) <qlx)+

y) + 2+/q( ) und somit /q(z + y) < \/q(x) + /q(y). O

Bemerkung. Ist V reeller oder komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt und
bezeichnet ¢(z) := (z,z) die zugehorige Linearform, so wird durch ||z|| :=
v/q(x) eine Norm auf V' definiert. Dabei wird die Dreicksungleichung durch
die Minkowski Ungleichung gesichert. Insbesondere ist V' somit normierter,
also auch topologischer Vektorraum.

Definition (Hilbertraum). Sei V ein Vektorraum mit reeller symmetri-
scher Bilinearform g oder hermitescher Form h. (V,g) bzw (V. h) heifit Hil-
bertraum, wenn g bzw. h ein Skalarprodukt und V' beziiglich der induzierten
Topologie (vermoge der Norm aus obiger Bemerkung) vollstandig ist.

Definition. x,y € V heiflen orthogonal, wenn (x,y) = 0. Ist U < V Unter-
vektorraum von V', dann heifit U+ := {z € V|{x,y) = 0 Vy € U} das ortho-

gonale Komplement von U. U~ ist ein abgeschlossener Untervektorraum von
V.

Satz 3.1. Sei V' ein Prdhilbertraum. x,y € V.. Dann gilt :
|z +y* + |z —y* = 2(|z]* + |y|*) Parallelogrammgleichung
Beweis. Addition von |z +y|* = (z +y,z +y) = |z|* + (z,9) + (y,z) + |y|?

und von |z —y|? = (x —y,x —y) = |z|* — (z,y) — (y,x) + |y|* ergibt direkt
die Behauptung. O

Folgerung. Sind z,y € V orthogonal, so gilt: |z +y|? = |z|* +|y|* (Satz von
Pythagoras)

Beispiel. (1) R™ mit (z,y) = > 1 ;y;.
(2) C"mit (z,y) = >, 2%

( ) Sei X kompakter metrischer Raum, mit Maf§ x. Dann ist C(X, C) mit
= [ f )d u(z) ein Préihilbertraum.
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(4) Sei (X, A, p) ein MaBraum. Dann ist L*(X, g, R) mit (z,y) = [, f-gdp
ein reeller Hilbertraum.

(5) speziell: L2([a,b]) mit (f,g) == [ f(z)g(x)dx

(6) (*(R), wobei fiir * = (2,)neny Und ¥ = (Yn)nen das Skalarprodukt defi-
niert sei durch (z,y) := >, . T1Uk

Bemerkung. ¢P(R) bzw. LP(R) mit p # 2 sind Banachrédume, jedoch keine
Hilbertraume, da die Parallelogrammgleichung nicht erfiillt ist.

Satz 3.2. Sei (V,(-,-)) ein Prdhilbertraum und sei A C'V konvex und voll-
standig (bzgl. der induzierten Metrik). Sei x € V. Dann existiert genau ein
ro € A mit

(a) d(z, A) = ||lz — w0
(b) Re({zr —xo,20 —y)) >0 Vye A

Beweis. (a) Sei d = d(z,A) > 0. Wahle nun Folge (yn)neny in A, mit
lim, o |2—ys| = d. Nach 3.1 gilt: |(x—y,) — (z—y,) >+ |(x—yn) +(z—yp)|* =
2 (|t — ya* + |z — yp|*). Da A konvex ist, gilt: $(y, + y,) € A und so-
mit |z — L(y, + yp)|? > d?. Also gibt es fiir alle € > 0 ein ng € N mit
Y = Yol = 22 — gl + |2 — 4p|* = 22 — 3(yn + yp) ) < 4 Vn,p > no.
Also ist (yn)n € N eine Cauchy - Folge und da A vollsténdig ist, exisitiert
xo :=limy, € A und es gilt |z — x¢| = d.

(b) Seiy € A, A € [0, 1]. Da A konvex ist, gilt: (1 — A)zg+ Ay € A und somit
|z — (1 = Nzo + My)]? > |z — 0] O

Bemerkung. Zu jedem x € V gibt es genau ein xy in A, dass den Mini-
malabstand realisiert. Ist nun V' ein Préhilbertraum und {0} # U C V ein
vollstandiger Untervektorraum, dann exisiert eine Projektion nyy : V. — U
mit |7y (z) — z|| = d(z,U). Diese Projektion ist charakterisiert durch

mu(z) =Re(z —my(z),y) =0Vy € U

Weiters ist m, linear und stetig und es gilt ker 7y = U+, sowie die direkte
algebraische Zerlegung
V= keer D im7rU
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Ist V' zudem ein Hilbertraum, also vollstindig dann ist U ebenfalls vollstéandig
(U abgeschlossen) und U bestitzt eine direkte topologische Summe in V', d.h.
V=UgU"

Beweis. Nach 3.2 existiert zu z aus V genau ein xg € U mit d(z,U) = ||z — x|
Setze my(x) := xy. Nach 3.2 (b) ist Re (z — my(z), 7y (z) —y) > 0V y eV.
Fir y = 0 bzw. y = 27y (x) erhalten wir Re (x — my(z), 7y (x)) > 0 bzw.

Re (x — my(z), —my(z)) > 0. Also ist Re (x — my(z), my(z)) = 0.

Weiters ist fir y € U my(z) £y € U, also ist
Re (x — my(z), £y) = Re (x — my(z), my(x) £y) >0

und somit schlieflich Re (x — 7y (), y) = 0. (Vgl. auch Ubungsaufgaben) [

Satz 3.3 (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz). Sei V' ein Hilbertraum
und V' der zu V' duale Raum, d.h. V' = L(V, C). Dann sind V und V'
zueinander isomorphe Vektorrdume, vermdge des linearen bzw. antilinearen
Isomorphismus x — (x,-) bzw. y — (-, y).

Beweis. Wohldefiniertheit: Die Linearitédt und Antilinearitit, sowie die Ste-
tigkeit der Abbildungen folgen direkt aus der Definition des Skalarprodukts.
Isometrie: Nach der Schwarz’schen Ungleichung gilt |(x,y)| < ||z - ||ly|l, d.h.
I{x,)|| < ||=||- Es gilt die Gleichheit, wie man durch geeignete Wahl von z

sofort erkennt: Setze y := pir und erhalte: {z,y)| = H:{:Ln Nz, )| = ”@‘”
Injektivitdt: Ist fiir alle y in V' (x,y) = 0, dann folgt daraus = = 0. Also gilt:
(¢,)=0=2=0.

Surjektivitit: Sei f € V'. Finde z € V| sodass f = (x,-). Sei 0.B.d.A. f # 0.
Da f € V' ist ker(f) eine abgeschlossene Hyperebene in V. Wéhle nun
x € V orthogonal auf ker(f)(vgl. 3.2). Dann gilt: y € ker(f) < (x,y) = 0,
also ist ker(f) = ker ((z,-)). Somit kann ein o € C gewihlt werden, sodass

f={ax,.). O

Satz 3.4. Sei V' ein Hilbertraum. Dann ist V' in natiirlicher Weise auch ein
Hilbertraum.

Beweis. Definiere das Skalarprodukt auf V'’ mittels des Isomorphismus aus
3.3. Fiir f und g aus V' seien x und y die eindeutig bestimmten Elemente
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in V, fur die f = (x,-) baw. g = (y, ) gilt. Setze (f, g) := (x,y). Somit sind
die Skalarprodukteigenschaften sehr leicht nachzupriifen und darum oblassen
wir dies dem Leser als Ubung. O

Satz 3.5. Jeder Hilbertraum ist reflexiv, d.h. es gilt V" ~ V. (oft auch
V=V).

Beweis. Nach 3.3 und 3.4 sind die Abbildungen

vV — V! VI —
zr—(z,-)  fr—A(f,")

Isomorphismen. Nun ist noch zu zeigen, dass ihre Komposition ebenfalls ein
[somorphismus ist. Vergleiche dazu entsprechende Ubungsaufgabe. O

Definition. Sei V' ein Hilbertraum, I eine beliebige Indexmenge und seien
(U;)ier eine Familie von abgeschlossenen, paarweise disjunkten Untervektor-
raumen von V. Weiters gelte U; LU; Vi # j. Sei

Up:=@PUi:={> a;| 2 €U;,3J CIendlich:z; =0 fiir i € I\.J}

el i€l

Dann heifl U := Uy die Hilbert-Summe (bzw. topologische Summe) der Fami-
lie (Us)ier-

Bemerkung. Die Menge Uy aus obiger Definition besteht lediglich aus endli-
chen Linearkombinationen, wogegen U = U, auch unendliche Linearkombi-
nationen beinhaltet, die jedoch in V' konvergieren.

Definition. Sei X eine geordnete Menge. X heifit gerichtet, wenn Vz,y € X
ein z € X existiert, sodass r < z und y < z.

Beispiel. Die natiirlichen Zahlen mit der gewohnlichen Ordnung < ist eine
gerichtete Menge. Ebenso die Menge N " mit der komponentenweise Ordnung
vermoge <.

Definition. Sei V' ein topologischer Raum. Sei I eine beliebige Indexmen-
ge und (z;);e; eine Familie von Elementen in V. Sei weiters ¥ := {J C
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I'| J endlich } und bezeichne Sy := >, ; ;. Dann heif x € V' die Summe
der (2;)ier bzw. >, x; ist in V' summierbar genau dann wenn

lJirr;SJ:xEV@VUQVUmgebungenvoanl JoeF: S;,eUVJ CJ
(S

Satz 3.6. Sei V' ein Hilbertraum. Seien (U;)ic; orthogonale, paarweise dis-
junkte und abgeschlossen Untervektorrdume von V und sei Uy = @,; U; und
U = Uy. Dann gilt:

(a) U={x=73,.;2;i | ©* summierbar in V'}.

(b) |l Zie[ 331”2 = Zie[ ||35z||2

Beweis. (a) Sei x € V mit x = ) .., x; summierbar, wobei z; € U;. Dann
gilt fiir alle J € F, dass S; € Uy und somit: limjcqsS; € Uy = U. Damit
ist # € U. Sei andererseits x ein Element von U. Setze z; := m;(x), wobei
mi(+) die orthogonale Projektion auf U; bezeichnet. Ist nun J C [ endlich
und Uy = @, Uj, dann gilt -, 2; = 7y, (v) =: 2. Also gilt [|lz]|* =
|2 + ||z — x5]|* VJ € F (Satz von Pythagoras). Da dies fiir alle J stimmt
ist somit x in V' summierbar.

(b) Ubung. O

Definition. Sei V' ein Hilbertraum. Eine Familie (e;);c; von Elementen in
V' heif3t

(a) orthogonal, wenn (e;, e;) =0, Vi # j.

(b) orthonormal, wenn (e;, ;) = 05, Vi, j.

Man nennt (e;);er oft auch Orthogonal- bzw. Orthonormalsystem.

Definition. ,,, Sei (e;);c; ein Orthogonal - bzw. Orthonormalsystem. (e;);c;
heifit maximal oder total, genau dann wenn es kein Element e € V' gibt,
mit 0 # e # e;Vi € I, sodass (e,e;) = 0. Man nennt (e;);e; dann auch
Hilbert-Basis von V.

Lemma 3.2. Sei V' ein Hilbertraum, I endliche Indexmenge und (e;)icr ein
Orthonormalsystem in V. Sei weiters Vy := (e;|i € I) und x € V.. Dann ist
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die Orthogonalprojektion von x auf Vi gegeben durch

Ty = Z(m, ei)e;

iel

Beweis. Es ist zy € V. Also gibt es Koeffizienten a; € C Vi € I, sodass
To = Y cr i€ Es ist (z — x9)LVj also muss (x — g, e;) = 0Vi € I gelten.
Somit gilt 0 = (z — .., a;e;, e;), also ist a; = (z,e;) fiir alle j € 1. O

Folgerung. (a) Ist I eine endliche Indexmenge, so gilt die Bessel-Gleichung:

Dol e = llz))? = d(w, w)?
iel
(b) Ist I beliebig, so gilt die Bessel-Ungleichung:
> e <zl

il

Beweis. (reell) [z =3, (z, ei)e||? = (= > (@, e, o — > (w0, e5)€;)
<x7€>_2'<2iel<x7§i>€i7$>+ziel<x7ei>2 = H$||2_2'Ziel<$’€i>2+2iel<x’ei
[l =2 ies (2, e0)”.

2

D\/

Bemerkung. Ist (e;);cr beliebiges Orthonormalsystem und =z € V, so sind
hochstens abzéhlbar viele (x, e;) von Null verschieden, denn {i € I | (x,e;) #
0} = Upen{i € | [{z,e;)] > +}. Der letzte Mengenausdruck ist wegen
der Bessel - Ungleichung abzéhlbar und da abzihlbare Vereinigungen von
abzahlbaren Mengen wieder abzahlbar sind, folgt die Behauptung.

Definition. Sei X eine beliebige Menge, X # ). Dann sei £*(X) C Abb(X, C)
definiert durch

(1) fiir f € (3(X) ist f(x) # 0 fiir hochstens abzéhlbar viele z € X.

(2) > ,cx |f(x)]? ist konvergent fiir alle f € (3(X).

Beispiel. Fir X = N ist £(N) = ¢? und fiir X = {1,...,n}ist /(X)) = C"

mit || - |2
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Bemerkung. Durch (f,g) = >, x f(z)g(z) wird ¢*(X) zu einem Hilber-
traum.

Definition. Sei V' ein Hilbertraum mit Orthonormalsystem (ONS) (e;)ier-
Fiir € V bezeichne & : [ — C mit z(i) := (z,e;) die durch x induzierte

Abbildung.

Bemerkung. Es gilt #(i) # 0 fir hochstens abzéhlbar viele ¢ € I. Also ist
S lT@)? = Y ier @, e)|* < [|z|* konvergent in C. Wir erhalten somit
eine Abbildung A : V' — ¢2(I) mit A(z) := #. A ist wohldefiniert und linear,
weiters werden wir unten zeigen, dass wenn (e;);e; ein maximales ONS ist, A
zu einem normerhaltender Isomorphismus wird. Wir kénnen dann Hilbertréu-
me vollstindig charakterisieren und speziell die Aussage beweisen, dass alle
Hilbertraume mit abzéhlbarem maximalem ONS zueinander isomorph sind
und somit insbesondere den Satz von Riesz - Fischer (L?([—m, 7], C) ~ ¢?).

Satz 3.7 (Orthonormalbasen). Sei V' ein Hilbertraum und (e;)icr ein
ONS. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) (€;)ier ist ein mazimales ONS.

(2) Uy := {esli € I) CV ist dicht in V, d.h. Uy =V. (d.h. jedes x € V ldfit

sich beliebig gut durch endliche Linearkombinationen in V approximieren.)

(3) Yx € V gilt die Parseval-Identitét:

Izl =Y NE@IP =) [z, e’

iel el
(4) Ve,y eV ngt <:B7y> = <‘%7'g>€2-
Ein mazimales ONS, heiffit Orthonormalbasis (ONB) von V. Es gilt dann

firxzeV:
T = Z<x7€i> T €y

el

Beweis. (1)=(2): Sei (e;)ier ein maximales ONS. Angenommen Uy C V.
Dann existiert ein Element e € V, e # 0, mit e € Up, |le]| = 1 und e
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orthogonal zu U (via Orthogonalprojektion). Also ist e orthonormal zu allen
e;. Widerspruch zur Maximalitéit von (e;);e;.

(2)=(3): Sei x € V und € > 0. Dann gibt es J C [ endlich und o; € C
Vj € J, sodass |z — Y. ;ae;]| < e. Setze nun Vo = (e;]7 € J) C V.
Vb ist ein endlich dimensionaler Untervektorraum, und somit abgeschlos-
sen. Sei xy € Vj die Orthogonalprojektion von z auf V{. Dann gilt: zq =
S esl@eses = e, @()es mit o2 = 3, ()] Da aber o den
Abstand zu z minimiert, gilt [z — zol| < [z — X2, ase;| < e. Also ist
(el = 22 < 2ol = 5ye, 1202 < ey [20)[ 2 > 0. Da dies fiir be-
liebig kleine e gilt, ist [Jz||* < >°..; |#(¢)[|*. Mit der Besselschen Ungleichung
folgt nun sofort die Behauptung.

(3)=>(4): Bezeichne (-, -), das Skalarprodukt auf ¢*(I). Aus (3) folgt Vz € V:
(x,x) = (&,&)9. Seien nun z,y € V beliebig und @ € C. Dann erhalten
wir nach kurzer Rechnung: (z + ay,z + ay) = (& + oy, T + ag)s. Somit ist
a(z,y) + aly,z) = a@(z,9)2 + a(y, £)a. Durch geeignete Wahl von « ergibt
sich die Behauptung, denn fiir & = 1 folgt Re(z, y) = Re(,J), und mit o = 1
erhalten wir Im(z,y) = Im(z, 7).

(4)=(1): Angenommen (e;);e; ist kein maximales ONS. Dann gibt es ein
Element e € V, mit |le|| = 1, sodass e orthogonal zu allen e; i € I. Setze
r=y=el=/(ee)=(ée =>,|(ee)l*=0 Widerspruch. O

Satz 3.8. Sei V # {0} Hilbertraum. Dann gilt:

(a) V besitzt ein Orthonormalsystem.

(b) Zu einem gegebenen ONS (e;)ier existiert immer ein mazimales ONS in
V', das (e;)ier enthdlt. Insbesondere besitzt jeder Hilbertraum eine Orthonor-
malbasis.

Beweis. (a) Da V' # {0}, gibt es ein Element e € V' | e # 0. Dann ist T
normiert und somit ein Orthonormalsystem.

(b) Sei (e;)ier ein ONS. Betrachte
B .= {(Ui)iel ‘ (Ui)iel C)l\IS7 das (62‘)1'6[ enthélt }

Es ist B # (). Wir zeigen B ist induktiv geordnet: Sei € C B bzgl. C total
geordnete Menge. Dann ist die Vereinigung aller ONS in € eine obere Schran-
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ke von € in B. Nach dem Lemma von Zorn besitzt B somit ein maximales
Element und die Behauptung ist gezeigt. O

Bemerkung. Da hier das Lemma von Zorn verwendet wird, ist dieser Beweis
nicht konstruktiv. Zur Konstruktion einer Orthonormalbasis betrachte das
Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren etwa in Werner [6] p.202.

Satz 3.9 (Klassifikation). Jeder Hilbertraum V # {0} ist isometrisch iso-
morph (also norm- und skalarprodukterhaltend) zu €*(I), wobei I Indexmenge
einer Orthonormalbasis (e;)icr von V' ist.

Speziell: Ist V' separabel, d.h. V besitzt abzihlbare dichte Teilmenge (bzw.
dquivalent: V' besitzt abzihlbare ONB), so ist V ~ (*(N).

Insbesondere gilt: L*([0,1]) ~ (*(N) (Satz von Riesz-Fischer).

Beweis. Die Abbildung A : V. — ¢*(I), A(r) = % ist wohldefiniert und
linear. Weiters ist |[|A|| = 1, da (#, %) = (z,z). Insbesondere ist ||Z|| = ||z]|,
woraus die Injektivitdt folgt. Sei nun f € ¢*(I), d.h. f : I — C und
Yoier [f@)P < oo.Setzex =Y, ; f(i)e;. Seio. B. d. A. I = N. Die Folge der
Partialsummen Y | f(7)|? ist eine Cauchyfolge in C. Leicht zeigt man, dass
auch die Folge Y 7 , f(i)e; eine Cauchyfolge in V' ist. Aus der Vollsténdigkeit
von V folgt nun die Konvergenz. Aus der Eindeutigkeit der Darstellung folgt,
dass f(i) = (x,e;), also f = &. Also ist A surjektiv und die Behauptung ist
gezeigt. 0

Beispiel. Die Abbildung p : R — S! p(t) = €'t ist surjektiv, differen-

zierbar und 27-periodisch. p induziert die Abbildung p : [-m, 7] — S,

p = p|[—m, 7|, bijektiv (p ist eine Uberlagerung der S'). Sei
IM:={f€Abb(R,C) | f(t) = f(t+2m) Vt € R}.

Dann identifizieren wir L*(S', C ) mit L?( R, C)NIL, sowie mit L*([—, 7], C).
Dabei ist

(S, €)= {f:8' — C | [ IFOPANE <o)

mit dem Skalarprodukt:

R WIGTGLEG

:27r
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Damit ist L?(S?, C) ein Hilbertraum mit ONS {e'"},cy fiir ¢t € [-7, 7. Es
ist <eint’eimt> _ % fﬂ' ei(nfm)tdt — 5nm-

—T

Satz 3.10. {e!™},cn ist eine Orthonormalbasis von L?(S', C). Also lisst
sich jedes f € L*(S', C) in eine komplexe Fourierreihe entwickeln:

fFO) =Y _(fre™)e™,

neN

wobei ™ € L*(S', C) die Abbildung t — '™ bezeichnet. Diese Reihe kon-
vergiert beziiglich der L?-Norm.

Beweis. Satz von Stone-Weierstraf3 O

Satz 3.11 (Stone-Weierstraf}). Sei X ein kompakter, metrischer Raum
und A C C(x, C) eine Unteralgebra, fir die folgende Voraussetzungen gelten:

(1) A trennt die Punkte von X, d.h. Vx,y € X mit x # y, gibt es ein
g € A, sodass g(x) # g(y).
(2) A enthdilt die konstanten Funktionen k: X — C :x k.

(3) A ist abgeschlossen unter komplezer Konjugation, d.h. ist f = g+
i-he A, soistauch f=9g—1i-he A

Dann ist A dicht beziiglich || - ||oo. Mit anderen Worten, es existiert fir alle
feC(X, C) und jedes € > 0 ein Element g € A, sodass ||f — g|| < e.

Beweis. Wir beweisen hier lediglich die reelle Version des Satzes. Dazu ver-
langen wir vorerst noch die Zusatzvoraussetzung, dass fiir je zwei Elemente
f,g € A auch min(f, g) bzw. max(f, g) in A liegen.

Sei also f € C(X, R) und € > 0. Fiir fest gewéhlte  # y in X und a,b € R
existiert nach Voraussetzung (1) ein g € A mit g(x) # g(y). Setze hyy(z) :=

a+ (b—a)- % fir z € X. Nach Voraussetzung (2) und da A eine
Algebra ist, gilt h € A. Es gilt h(z) = a und h(y) = b. Wir wihlen fiir z,y
in X a:= f(x) bzw. b := f(y), d.h. die Funktion h,, stimmt mit f in 2 fixen
Punkten z, y iiberein. Da h,,(z2) stetig ist, gibt es zu jedem y € X eine offene

Umgebung U, von y, sodass fiir alle z € U, hy,(2) < f(2) +¢.
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Diese offenen Umgebungen liefern eine offene Uberdeckung von X und da
X kompakt ist, existieren y1,...,y, € X, sodass X = J._, U,,. Setze nun
hy = min(hyy,, ... hyy,) € A. Mit dieser Konstruktion gilt: h,(z) = f(z)
und h.(z) < f(z) + . Zudem ist h, stetig und somit gibt es eine offene
Umgebung V, C X von z mit h,(z) > f(z) — e Vz € V,. Die Mengen
(Vi )zex liefern eine offene Uberdeckung des Kompaktums X, und somit gibt
es T1,...,Tp in X mit X = Ule z;. Setze nun ¢ := max(hy,,...,h,, ), dann
gilt nach Konstruktion, dass Vz € X f(2) —e < g(2) < f(z) + ¢, also gilt
lf — gl <&, mit g € A. Somit ist A dicht in C(X, R).

Nun werden wir noch die Redundanz der Zusatzvoraussetzung beweisen.
Fiir zwei Elemente f,g € A ist max(f,g) = 3((g + f) + |9 — f|) und
min(f,g) = (g9 + f) — |g — f|). Da A eine Algebra ist, ist es ausreichend
zu zeigen, dass fiir ein f € A folgt |f| € A. Da X kompakt ist, gilt f € A
beschrankt, etwa durch ¢ € R.

Wir zeigen jedoch zuerst folgenden Hilfssatz:

Sei X # () beliebige Menge und B(X, R ) ausgestattet mit der Su-
premums - Norm. Sei weiters By C B(X, R) eine Unteralgebra,
die abgeschlossen beziiglich || - || ist und die konstanten Funk-
tionen enthélt. Dann gilt: Ist f € Bg, f(x) > 0 Vo € X, so ist

auch v/f € By.

Beweis des Hilfssatzes. Fall 1: Sei f € By, f > 0 und ||[1 — f|| < 1. Dann
existiert ein u € By mit ||ul|o < 1, sodass (1 —u)? = f, also v/f € By. Um
dies einzusehen betrachte die Abbildung a: V. — V. mit a(u) := (g +u?),
wobei g =1 — fund u € V, := {u € By | ||ul|oc < €}. Hierbei soll £ > 0
so gewahlt sein, dass |1 — f|lo = ||9/lec < € < 1. Die Abbildung « ist
wohldefiniert und kontrahierend, denn es gilt [|3(g+u?)|| < 5(||g]| + [[u?[]) <
2(e +¢?) < e. Also ist o wohldefinert und wegen [|3(g + u?) — 3(g + v?)| =
ol = 0% = Gllu = ol - lu+ ol < 50l + [l - llu = vll < eflu— v
kontrahierend.

Wir kénnen also den Banachschen Fixpunktsatz auf o anwenden und erhalten
ein eindeutig bestimmtes Element « € V. mit o(u) = u, also (g + u?) = u
und somit (1 —u)? = f.

Fall 2: Sei |1 — f|looc > 1 und ¢ € R mit f(z) > ¢ > 0 fiir alle z € X, dann
zeigt man leicht, dass es eine Zahl b > 0 gibt, sodass |1 — bf]|| < 1. Also ist
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Vbf € By und somit auch \/f € By.

Fall 3: Ist f € By, f > 0,sodass f+1/n, fir jedesn € N die Voraussetzungen
des 1. oder 2. Falles erfiillt, dann ist \/f 4+ 1/n € By. Da aber /- stetig ist,
liegt auch f € By.

Somit ist dieser Hilfsatz gezeigt und wir konnen die Aussage fiir unsere Zwe-
cke verwenden. Setze X := [—¢,¢] und By = R[t]. Dann exisiert zu je-
dem & > 0 ein Polynom P(t), mit |[t| — e < P(t) < |t| + . Somit ist
|P(f(z)) — |f(2)]| < eVz e X. Da A eine Algebra ist, gilt (P o f)(z) =
P(f(z)) € A, also |f| € A. O

Bemerkung. Sei X ein kompakter, metrischer Raum mit | X| > 2. Wir haben
bereits gezeigt, dass C(X, C), ausgestattet mit || - || ein Banachraum ist.
Mit der punktweisen Multiplikation (f - ¢)(x) := f(x)g(z) wird dieser Raum
zu einer kommutativen C - Algebra. Aufgrund der Beziehung || f - g|lcc <
Il flloollglloo ist €(X, C) sogar eine Banachalgebra.

Bemerkung. Sei V' ein normierter Vektorraum mit zwei Normen | - ||; und
| - |2, fiir die |||l > [|z]|2 Yz € V gelte. Dann ist die von || - ||; induzierte
Topologie feiner als die von || - ||2 induzierte Topologie. Ist nun A C V' dicht
beziiglich || - ||;, dann ist A auch dicht beziiglich || - ||2.

Mit diesen Bemerkungen und dem Satz von Stone-Weierstrafl, konnen wir
uns dem Beweis von 3.10 widmen:

Beweis. Sei A := (e!™,n € N) C €(S!, C). Dann erfiillt A die Voraus-
setzungen von Stone-Weierstraf (vgl. Ubungen), also ist A dicht beziiglich
| - Weiters gilt fiir € €(S", C), dass [[flo = sup,cs: /@)l = 2
Nach obiger Bemerkung ist somit A auch Dicht beziiglich || f|2.

Es fehlt uns jetzt nur noch die dichtheit von €(S*, C) in L?(S*, C) beziiglich
der L? - Norm, doch dazu verweisen wir auf Rudin [3]. O

Bemerkung. Nach 3.10 ldsst sich jedes f € L*(S!, C) in seine Fourierreihe
entwickeln. Diese Reihe konvergiert beziiglich || - ||2, jedoch ist die punktweise
Konvergenz damit noch nicht gewéhrleistet. Um dies zu erreichen, muss etwa
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gelten:
o1
35> 0 /];(f(:v+t)—f(:z:))\dt<oo
-5

Diese Forderung heifit Dini-Bedingung und ist z.B. erfiillt, wenn f stetig und
rechts- und linksseitig differenzierbar ist. Ist f sogar differenzierbar, dann
konvergiert die Fourierreihe sogar gleichméfig gegen f. Zum Thema Konver-
genz von Fourierreihen vergleiche etwa Heuser [5][p.136 ff]

Anwendung. Wavelets (Bildverarbeitung)

Die Idee hier ist eine Funktion f € L*(R, R) durch eine Familie von Funk-
tionen zu approximieren, die aus einer einzigen Funktion durch Verschiebung
und Stauchung bzw. Streckung hervorgeht. Diesen Prozess nennt man Um-
skalierung und ist in der Literatur meistens unter dem Begriff der Multi-
Skalenanalysis zu finden. Als einfachstes Beispiel eines Wavelets betrachte
das Haar- Wavelet:

0 x&][0,1]
plx) =<1 x € |0, %)
-1 ze(5,1]

Die Umskalierung von ¢ wird realisiert durch

m

men(x) =27z 4,0(2_ml' — n) m,n € Z

Hierbei bewirkt z.B. die Erchung des Index m um 1 eine Verdoppelung des
Trigers der Funktion ¢,,, (d.h. Triagerintervall wird zweimal so lang) und
simultan zu einer Halbierung des Funktionswertes. Bei Erhohung des Index
n um den Wert 1 hingegen wird die ganze Funktion um 1 nach rechts verscho-
ben. Die Familie (¢ )mnez besitzt nun die angenehme Eigenschaft, dass sie
eine ONB von L?(R, R) ist.

Die Orthonormalitat der Funktionen ¢,,, lasst sich leicht durch Nachrechnen
priifen. Weiters gilt, dass die stiickweise konstanten Funktionen dicht liegen
in L?(R, R). Also reicht es aus zu iiberpriifen, dass jede stiickweise konstante
Funktion sich durch Funktionen ¢,,,, approximieren lasst. Dies iiberlassen wir
dem Leser als Ubung.

In der Signal- und Bildverarbeitung werden aber hauptséchlich stetige Wav-
lets verwendet (z.B. Daubechies-Wavlets), jedoch wiirde eine Vertiefung in
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dieses Gebiet den Rahmen sprengen und wir verweisen zum Beispiel auf
Christensen und Jensen [21].



Kapitel 4

Der Begriftf der Basis in
Vektorraumen

4.1 Basen in endlich-dimensionalen Vektor-
raumen

Wiederholung aus der linearen Algebra: Sei R™ = {(a4,...,a,) : a; € R} die
Menge der geordneten n-Tupel, betrachtet als n-faches kartesisches Produkt
von R mit sich selbst und mit den natiirlichen Projektionen proj, : R™ — R,
(ay,...,a,) — a;. Wir konnen den R™ mit verschiedenen algebraischen und
topologischen Strukturen versehen, z. B.

- (R™,+, ) als reeller Vektorraum,

- (R 1,---,6n) als R-Vektorraum mit Standard-Basis,

- (R" TE) als topologischer Raum mit der euklidischen Topologie,
- (R™] - |) als Vektorraum mit Norm,

- (R™, (-, -)) als Hilbertraum mit Skalarprodukt,

- (R™,Idg») als differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Karte Id : R"™ —
R™, wobei der Definitionsbereich als Menge oder topologischer Raum
und der Bildbereich als R-Vektorraum mit euklidischer Topologie zu
betrachten ist.
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Man schreibt meistens nur R " und die betrachtete Struktur ist klar aus dem
Kontext. (R"™,+, -, e1,...,e,) ist das Paradebeispiel eines endlich-dimensionalen
R -Vektorraums mit Basis.

Satz 4.1 (Charakterisierung von Erzeugendensystemen und Basen).
Sei V' ein beliebiger R -Vektorraum, seien vy, ...,vx € V beliebige Elemente,
und T : R¥ — V die lineare Abbildung, die e; € R* auf v; abbildet (d. h.

T(F  aie)) = S8 aww;). Danm gilt:

(a) V ist genau dann endlich-dimensional, wenn es fir ein n € N einen
R -Isomorphismus zwischen R™ und V' gibt.

(b) vi,..., v sind genau dann ein R -Erzeugendensystem von V, wenn T
surjektiv ist.

(c) vi,..., v sind genau dann linear unabhdngig, wenn T injektiv ist.

(d) vi,...,v sind genau dann eine Basis von V, wenn T bijektiv (also ein
Isomorphismus) ist.

(e) v1,...,v; sind genau dann eine Orthonormalbasis von V' beziiglich eines
gegebenen Skalarproduktes auf V, wenn T ein isometrischer Isomorphismus
181.

Beweis. Lineare Algebra. O

4.2 Basen in unendlich-dimensionalen Vektor-
raumen

Problem: Wie interpretiert man unendliche Linearkombinationen ). ; c;v;,
v; €V, ¢; € R7? Dazu ist ein Konvergenzbegriff (Topologie) auf V' notwendig.

Definition. V heifit unendlich-dimensional :< V ist nicht endlich-dimensional.
<V besitzt keine endliche Basis.
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Definition. Sei V' ein R-Vektorraum und {v; };c; Familie von Elementen in
V', I beliebige Indexmenge (meistens abzéhlbar, z. B. i € N). {v;}ics heifit
(algebraisches) Erzeugendensystem von V. < Fiir alle € V' gibt es eine
endliche Teilmenge JC /I und ¢; € R, j € J, mit z = )_._;c;v; (endliche
Linearkombination).

jeJ

{vi}icr heifit (algebraisch) linear unabhéngig. < Fiir alle endlichen Mengen
JCI und fir alle ¢; € R, j € J, folgt aus ZjEJCjUj = 0, dass ¢; = 0 fiir
alle j € J. & Fir alle z €g (v; : i € I) (algebraisches Erzeugnis) ist die
Darstellung x = Zjej c;v; eindeutig.

{vi}ier heifit (algebraische) Basis von V' < {v;}icr ist ein (algebraisches)
Erzeugendensystem und (algebraisch) linear unabhéngig.

Bemerkung. Diese Definitionen sind sehr restriktiv, da nur endliche Linear-
kombinationen zugelassen werden.

Beispiel. (1) V = R[z]oder V = R]xy,...,x,] Polynomring. V' besitzt eine
algebraische Basis, etwa die Monome {z'};cy bzw. {x%},en». Die Vektor-
rdume V = R[z] bzw. V = R[zy,...,z,] der formalen Potenzreihen und
V = R{x} bzw. V = R{xy,...,z,} der konvergenten Potenzreihen besitzen
keine (praktischen) algebraische Basen.

(2) Die {e; = (0,...,0,1,0,...) }ien sind im ¢P(R) linear unabhéngig aber
keine algebraische Basis.

(3) Jeder Vektorraum besitzt ein algebraisches Erzeugendensystem, ndmlich
alle seine Elemente (nicht niitzlich).

Definition (topologische Basis). Sei V' ein topologischer R -Vektorraum
(oder C-Vektorraum). Sei weiters {v;};c; eine Familie von Elementen in V,
I Indexmenge (meistens ist [ = N).

(a) {v;}ier heifit topologisches Erzeugendensystem von V. < Fiir alle x € V
gibt es ¢; € R mit . =) ., cjv;.

Fiir I = N bedeutet dies: es gibt ¢; € R, sodass die Folge der Partialsummen
Yow v, in Vomit Limes = lim, .o Y ., cv; konvergiert. Es gilt also

V={(v:i€ N).
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Fiir I beliebig: es gibt ¢; € R mit = = lim ¢ rendiich szJ ¢jv;. Dabei bedeu-
tet © = lim ¢ sendiich 2.7, dass fiir alle Umgebungen U von z in V ein endliches
K C T existiert mit zy € U fiir alle endlichen J C [ mit K C J.

In Worten: {v;};cs ist topologisches Erzeugendensystem. < jedes x € V' kann
durch endliche Linearkombination beliebig gut approximiert werden.

(b) {vi}ier heiBt topologisch linear unabhéngig. < Ist ) ., c;v; = 0 (also
ist die Reihe konvergent mit Limes 0), dann sind alle ¢; = 0. < Fiir alle
x € (v; : i € I) ist die Darstellung = = » ., ¢;v; mit ¢; € R eindeutig.

(¢) {w;}ier heilt topologische Basis von V. < {v; }ies ist topologisches Erzeu-
gendensystem und topologisch linear unabhéngig. < {v;}ier heiit Schauder-
Basis.

Bemerkung. In der unendlichen Linearkombination x = Zie ; GV wird nur
die Konvergenz der Partialsummen z = ) ._; ¢;v; mit J C I endlich gefordert,

nicht aber die Kovergenz der Reihe z = ), ¢; in R.

Bemerkung. Ist {v;}ie; Familie von Elementen in einem topologischen Vek-
torraum V', so heifit (v; : i € I) das algebraische Erzeugnis der {v; };¢; (kleins-
ter Untervektorraum von V' der alle v; enthélt) und (v, : i € I) = {>_,.; civ; :
¢; € R, Reihe konvergiert in V'} heifit das topologische Erzeugnis der {v;};er
(kleinster abgeschlossener Untervektorraum von V', der alle v; enthélt).

Beispiel. (a) Die Menge der formalen Potenzreihen R [x] mit der z-
adischen Topologie. Sei (S, ())nen eine Folge von formalen Potenzrei-

hen, d.h.
Salz) =) apa*,

k>0

mit a} € R. Die Folge (5,,(x))nen konvergiert z-adisch, wenn die Ko-
effizientenfolgen (a})nen fAijr alle k stationdr werden. Anders ausge-
driickt heifit das:

Zwei Potenzreihen T'(x) und S(z) sind nahe in dieser Topologie, wenn
die Koeffizienten von S und 7' bis zu einem grofien k {ibereinstimmen,
wenn also S — T eine Potentzreihe mit groffem Untergrad ist. Fiir die-
se Topologie bilden die Monome {z'};cy eine topologische Basis, denn
jede formale Potenzreihe S(x) = 3, ., axz" ist eindeutiger Limes von
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den Partialsummen: .
Sn(z) = Z apr”,
k=0

da die Polynome dicht in der Menge der formalen Potenzreihen liegen.
(b) Fiir r > 0 sei

C{zx}, = {Z art®|ay, € C,Z |lag|r* < oo}
k=0 k=0

die Menge der Potenzreihen mit Konvergenzradius p < r. C{x}, ist
mit der Norm || >~ ap2®|| := > |ag|r* ein Banachraum. Auch hier bilden
die Monome {z'};cn ein topologische Basis.

(c) Die Riume P(R) = {(an)nenla; € R, ;-4 larP < oo} haben fiir
1 < p < oo die topologische Basis (e;);cn, wobei e; = (0;;)jen. Hing
egen besitzt /(R ) keine abzdhlbare topologische Basis.

(d) Der Rdume L*([—, 7], R) und C([—m, 7], R) besitzen die topologi-
sche Basis {cos(kx),sin(kx)}ren -

(e) Der Raum C([a,b], R) besitzt als topologisches Erzeugendensystem
die Polynomfunktionen, also die Monome, d.h. jede stetige Funktion
auf dem Intervall [a,b] kann bzgl. der Supremums-Norm beliebig gut
durch eine endliche Linearkombination von Monomen (also Polynome)
approximiert werden. Zudem sind die Monome top. linear unabhéngig.

Bemerkung. Ist {v;};c; eine Familie von Elementen in einem topologischen
Vektorraum V', so heifit

(vii € I) :={) _ci;|E C I, E endlich,¢; € R}
i€E

das algebraische Erzeugnis der {v; };c;. Dies ist der kleinste Untervektorraum
von V', der alle v; enthélt. Die Menge

(vi,iel)= {Z civi|c; € R, Reihe konvergiert}
el

heifit das topologische Erzeugnis der {v; }icr, und ist der kleinste abgeschlos-
sene Untervektorraum, der alle v; enthélt.

Definition. ein topologischer Vektorraumn V heifit separabel, genau dann
wenn V' eine abzdhlbare dichte Teilmenge besitzt.
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Bemerkung. Ein separabler Banachraum V' hat nicht notwendigerweise eine
abz#hlbare topologische Basis (Enflo 1973), aber zumindest ein abzéhlbares
topologisches Erzeugendensystem.

Satz 4.2. Sei V' ein reeller oder komplexer Banachraum. Dann gilt: 'V ist
separabel, genau dann wenn V' ein abzdihlbares topologisches Erzeugendensys-
tem besitzt.

(A) CV.DaV =A=(A) CVist (A) = V. Also ist A ein abzéhlbares
topologisches Erzeugendensystem.

Beweis. Sei V sepa@bel und A C V abzahlbar und dicht. Dann ist A C

Nun sei {v;}ien ein topologisches Erzeugendensystem von V. Betrachte da-
zu die abzéhlbare Menge B := (v;li € N) = {>_" jciviln € N,¢; € Q}.
Behauptung: B ist dicht in V. Sei z € V und ¢ > 0. Wéahle ¢; € R,
1 <i <n,mit [z =377 cvif| < 5. Wahle weiters ¢; € Q, mit |¢; — &] <
5 X1<i<n llvil. Mit dieser Konstruktion folgt nach einfacher Rechnung, dass
lz — > G|l <e. Also ist B dicht in V. O

Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum, mit Basis {vy,...,v,}. Dann
168t sich jedes x € V' eindeutig schreiben als

n
T = E rv;, x; € R
i=1

Betrachte nun fiir 1 < ¢ < n die Abbildung v} : V — R, mit v/(v) =
v;. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da die Koeffizienten bzgl. einer Basis
eindeutig sind, und linear, also stetig.

Satz 4.3. Sei V' ein Banachraum und {v;};cn eine topologische Basis von
V. Firx €V seien x; € R derart, dass

xr = Z T;U;
ieN
Dann ist die induzierte Abbildung
vi: V. — R

7
r — x;

fur alle i € N wohldefiniert, linear und stetig.
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Beweis. (Skizze)

(a) Es ist klar, dass v] wohldefiniert ist.
(b) v linear: Ubung.

(¢) Um die Stetigkeit der v} zu zeigen, definiere auf V' die Norm ||z|| :=
SUPgen | Zf:o z;0;||v. Diese Norm ist dquivalent zu der bereits existie-
renden Norm || - ||y auf V. Zeige nun die Stetigkeit der v} bzgl. dieser
Norm. (siehe auch [6])

0

Aus der Analysis wissen wir, dass die Reihe 220% divergiert, jedoch die
Reihe > 7, (_—11)1 konvergiert, jedoch kann man durch Umordnung der Sum-
mationsreihenfolge erreichen, dass die Reihe jeden beliebigen Wert annimmt

oder sogar divergiert. Dies gibt Anlass zu folgender

Definition. Sei V' ein separabler topologischer Vektorraum, {v;};cn eine
abzdhlbare top. Basis. {v; }ien heifit unbedingt (engl. unconditioned) konver-
gent, genau dann wenn fiir alle Permutationen o € Sy gilt,

Z CiU; < 00 &= Z Co(i)Vo(i) < OO

€N ieN
D.h. Konvergenz der Linearkombinationen héngt nicht von der Anordnung
der Linearkombinationen ab.

Erinnerung: Nach der Lemma von Zorn existiert fiir jeden Vektorraum V'
eine algebraische Basis, auch Hamel-Basis genannt. Wir benotigen dazu kei-
nen Konvergenzbegriff, da hier nur endliche Linearkombinationen auftreten.
Algebraische Basen hingegen entsprechen unendlichen Linearkombinationen.

Satz 4.4. Sei V' ein topologischer Vektorraum, {v;}ien eine abzihlbare Fa-
milie von Elementen in V. Betrachte die lineare Abbildung
T: RY — VvV

€; —
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(a) {vi}tien ist ein top. EZS von V', genau dann wenn das Bild Im(T)CV
dicht liegt. So eine Abbildung T nennt man dominant.

(b) {vitien ist eine top. Basis von V', genau dann wenn T dominant und
{vi}ien top. linear unabhdngig ist.

Beweis. klar nach Definition. O

Definition. Sei V ein reller Banachraum, {v;};cn eine abz. Familie von Ele-
menten in V. Betrachte die Abbildung

T: *(R) — V

€i = v

D.h. fiir eine Folge (2,)nen € 2(R) ist T((zn)nen) = Yy Zili-

(a) {v;}ien heiit Bessel-Folge (od. Hilbert - Folge), wenn T wohldefiniert
und linear ist, d.h. Y, @;v; konvergiert fiir alle (2, )nen mit >, 7 < o00.

(b) {v;i}ien heiit Rahmen (engl. frame), wenn T wohldefinert und surjektiv
ist, d.h. jedes x € V lésst sich schreiben als konvergente Linearkombination
T =Y. Tili, wobel Y, xf < oo.

(¢) {vitien heiBt Riesz-Basis von V, wenn T" wohldefinert und bijektiv ist,
d.h. jedes x € V lésst sich eindeutig schreiben als konvergente Linearkombi-
nation & = Y, 2;v;, wobel Y, @7 < oo.

Satz 4.5. Sei V ein reller Banachraum, {v;};cn eine abz. Familie von Ele-

menten in'V.
T: *(R) — V

€ = U

(a) Ist {v;}ien eine Bessel - Folge in 'V, so ist T' stetig, d.h. es existiert ein

B € R sodass
Sewl<B- ST =B-(c)ex]
ic N ieN
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(b) Ist {v;}ien ein Rahmen in'V', so ist {v;}ien ein top. EZS von V.
(c¢) Ist {v;}ien eine Riesz-Basis von V', so ist T ein top. Isomorphismus.

(d) Ist'V ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-). dann gilt: {v;},en ist eine
ONB von V', genau dann wenn T ein isometrischer Isomorphismus ist.

Beweis. (a) Sei T" wohldefiniert. Es ist klar, dass 7' linear ist. Ferner da
> civ; fiir alle Folgen (¢;)ien € £%(R) konvergiert, ist die Folge (3, civi)
konvergent fiir alle (¢;);eny € £2(R). Betrachte nun die Abbildungen

T,: *(R) — V
(Ci)ieN L Z?:o CiV;
Diese Abbildungen sind wohldefiniert, linear und stetig. Weiters konvergiert
(tn)nen punktweise gegen T'. Somit gilt nach 2.8, dass der Grenzwert T be-
reits stetig ist.
(b) per Definition

(c) folgt aus 2.7
(d) vel. Kapitel 3 O

Satz 4.6. Sei V ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und {v;},en ein
abz. Familie von Elementen in V.

(a) {v;}ien ist eine Bessel - Folge in' V', genau dann wenn es ein B > 0 gibt,
sodass

Do lw o< B-Jol? VoeV

€N
(das minimale B ist ||T|?).

(b) {vi}ien ist ein Rahmen in'V, genau dann wenn es A, B > 0 gibt, sodass

A-lP <Y [oo)P < B- o> YoeV
S

(das mazimale A ist ||(TT*)71|71,
(¢) Fiir {v;}ien ist dquivalent:

1. {v;}ien ist eine Riesz - Basis in V.
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2. {vi}iew ist ein Rahmen und fir (z,)nen in 2(R) gilt, dass aus Y, ©;v; =
0 folgt, dass x; = 0 fAijr alle i € N,

3. {vitien ist ein Rahmen, und

M = {0},

€N

4. {vitien ist ONB bzgl. eines Skalarproduktes (-,-)1 auf V, dass zu (-,-)
dquivalent 1ist.

(e) {vi}ien ist eine ONB von V', genau dann wenn fir alle v € V' gilt:

[oll* = [(v, )

€N

(D.h. A=B=1)

Beweis. siche [20] und [24] O



Kapitel 5

Lineare Operatoren

V normierter VR iiber R oder C, oder ein Banachraum.

Definition. Ein (beschrankter/stetiger) Operator auf V' ist eine lineare ste-
tige Abbildung 7' : V. — V. L(V) = {T: V — V beschrankter Operator}
mit der Norm

IT|| = sup |Tz|

[ <1

ist eine Algebra bzgl. der Komposition, da ||S o T'|| < ||S]|||T|-

L(V)x L(V) — L(V)
(S, T)— SoT

ist stetige eine Multiplikation auf L(V'). Einselement: Idy = 1zy.

- T € L(V) linksinvertierbar: 35 € L(V): ST = Idy
- T € L(V) rechtsinvertierbar: 35 € L(V): T'S = Idy

- T € L(V) invertierbar: rechts und links invertierbar (Inverses ist ein-
deutig).

- GL(V) ={T : V — V invertierbar}, Gruppe von Operatoren.

83
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Bemerkung. Sei speziell V= R"™ oder V = C" endlich-dimensional L(V) =
M,(R/C)= R"™"/C™ " Matrizenalgebra. GL(V') = GL,(R) invertierba-
re Matrizen = {A € M, (R) | det(A) # 0} C M, (R) offen und dicht. Das

heifit: Ist A € GL(V) und A € L(V) eine geniigend kleine Stérung von A,
dann ist A wieder invertierbar.

Ziel : Verallgemeinerung der Eigenwerttheorie der Matrizen, wie aus der Li-
nearen Algebra, auf Operatoren (hier in dieser VO nur fiir kompakte syme-
trische Operatoren).

Beispiel. (1) T: LY(R) — LY(R): f(z) — f(2z)
(2) T:3(R) — 2(R): (an)n — (ag(m))n mit 0 € Sy = Bij(N, N)

(3) V Préahilbertraum, W CV vollstandiger Unterraum, P : V' — W Ortho-
gonalprojektion (V =W @ W). T := inj o P : Operator der Norm 1 (falls
W #0).

(4) V =0C([a,b],R), f € V und

Tp: V=V, geg-f
und || T[] < [L£]]-
(5) V =20C([a,b], R), K : [a,b] X [a,b] — R stetig.

b
Te:V =V, g [ K@pswd

Fredholmsche Integraloperator mit Kern K (z,y).
Klar: Tk linear.
Weiters: T beschrankt:

b
ITogll = sup / K(w)g(y)dy\

b
< / sup | K (z, )| sup [g(y)| d y
a Y

'T’y

= (b= a)[[ Klloolgloc-

Damit folgt, dass ||Tk|| < (b — a)|| K| co-
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(6) V= €([a,b], R), h : [a,b] — [a,b] Homéomorohismus. T}, : V. — V|
g — g o h beschrankt mit ||T}] = [|A]co-

(7) T: 0= 02, T ((xa)n) = (&), [IT] = 1.

n

(8) V.= C*(R, R) mit Topologie wie frither. T': V — V| f — f’ wieder
beschrénkt (vgl. PS).

Satz 5.1. V Banachraum, dann ist GL(V) C L(V') offen bzgl. der Operator-
topologie. D.h. jede geniigend kleine Storung eines invertierbaren Operators
st wieder invertierbar.

Bemerkung. vgl. mit der endlich dimensionalen Situation.

Beweis. (a) Ist S € L(V) geniigend nahe bei Idy = 1grw) = 1, so ist S
invertierbar. Sei S =1 — T und ||T|| < 1. Dann gilt: V' vollstandig = L(V)
vollstandig = R =), T" konvergent in L(V) (vgl. Neumann-Reihe) und
es gilt:

S (iT) :iSoTi:i(l—T)Ti:1—T+T—T2+T2i...:1.
n=0

n=0 n=0

(b) Sei T' € GL(V) und S € L(V) mit || T — 5] < ﬁ, dann ist auch S

invertierbar. Denn ausreichend zu zeigen: T~'S invertierbar. Aber ||T71S —
=TS =D <7 IS =TIl < |7~ Iy = 1, damit, wegen (a),
T-1S invertierbar. 0

Anwendung (zu Satz 5.1). Erinnerung (euklid. Division von Polynomen):
P(z) € R[z] Polynom vom Grad k in einer Variablen. Dann existieren zu
jedem @ € R [z] eindeutige A, B € R [z] mit Grad B < kund QQ = AP + B.
In mehreren Variablen: Theorie der Grobnerbasen mit euklidischem Divisi-
onsalgorithmus.

Frage: Kann man &dhnliche Divisionen auch fiir konvergente Potenzreihen
formulieren und beweisen? Wir bezeichnen dazu im Folgenden mit

Rz,... 2, = {f(z) = Z cox® | f endliche Potenzreihe}

aeN
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die Menge der Polynome und mit
R{zy,... 2.} = {f(z) = Z caz® | f konvergente Potenzreihe }
aeN

die Menge der konvergenten Potzenzreihen.

Satz 5.2 (Weierstra3scher Divisionssatz fiir konvergente Potenzrei-
hen). Sei f € R{xy,...,z,} eine konvergente Potenzreihe,

fz) = Z Cox® mit x% =t - xon,
aeN

Annahme: f(0,...,0,z,) £ 0, d.h. 3a = (0,...,0,d) mit co, # 0, also x4

kommt in Potenzrethenentwicklung fir ein d > 0 wirklich vor. Weiters sei
d = Ordnung f = Untergrad f.

Dann ezistieren fir jedes g € R{xy,...,x,} eindeutige konvergente Potenz-
rethen a,b € R{xy,...,x,} mit b € R{zy,...,x,_1}[x,] polynomial in x,
vom Grad < d, sodass

g=a-f+b.

Bemerkung: damit ist R{xy,...,z,} noethersch.

Beweis. 1. Fall: f = ¢ Monom. Zerlege g = g, + g» mit g; = ax?, a €
R{zy,...,z,} und g2 € R{zy,...,2,_1}[x,] vom Grad < d in z,.

fel
g1 = E Cal ™,

aeN
anp>d

go = Z o’

aeN
an<d

Damit g = af + b mit a = Z und b = go.
Umformulierung: Betrachte

w: R{xy,...,zn} X Ri{xqy,...,xp 1 }Han]<a — R{zy,..., 2.}
(a,b) — af +b

Existenz der Division: Surjektivitdt von u. Eindeutigkeit: Injektivitéit von w.
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Wir zeigen: w ist invertierbarer Operator. Wissen: V' : R{xy,...,z,} X
R{zy,...,zn 1} [rn]ca — R{xy,...,2,} ist invertierbar. Zeige also: u ist
hinreichende kleine Storung von V' und damit nach Satz 5.1 invertierbar.

2. Fall: In einer Variablen (heuristisch): Schreibe f(z) = cqz®+cqz® ™ +. . .,
wobei ¢; € R, ¢, # 0, also

(wenn ¢, = 1) mit Ordnung f > d + 1.

u: R{z} x Rlz]oy — R{z}
(a,b) — af +b
[z] 4 — R{z} invertierbar.
(

a,b) — ax® + b

v: R{z} x R

Zeige: u — v ist klein im Vergleich zu v~

u—v: R{z} x Rz]<y — R{z}
(a,b) — a- f = (capaz®™ +..)

d+1

Beobachtung: In einer geniigend kleinen Umgebung von 0 ist %7 viel kleiner

als %, Daher ist a — az®t! kleiner als a — az?.

Normen auf R {z}: Sei r > 0 und

Rz}, = {f e R{z} | f=) aa® | fll-=)_lal* < OO}
k=1

k=1

| - || ist Norm auf R {z}, und macht R {z}, zu BR. Wir zeigen:
ur : R{z}, x Rz].q — R{z},
(a,b) —af +b

ist invertierbarer Operator zwischen Banachraumen fiir r>0 hinreichend klein.
Berechne |Ju, — v,|| :

[(ur —vr)(a, )|l = [lafll, < [lall[|f]l- =
= ||al|, - (|Cal+1|7”dJrl + |Cd+2|7“d+2 4 .. ) =
— allr* (Jeas] + egsalr + . ) <

< [lafl,r**" e
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= |Ju, — v.|| ~ r® . ¢, wihrend die Norm von u, etwa gleich |lu, | ~ r? ist.
Daraus schliet man die gewiinschte Ungleichung

1
rtte = lu, — vl < 7 =1
[Juz I
fir r hinreichend klein.
Alternativ (in einer Variablen):
flx) =%+ cgma®™ + .. =27 (1 + carz + caor® +...) = 2%h(z)

(. J

Vv
invertierbar fiir |z| hinreichend klein

mit h(z) # 0, h invertierbar als Potenzreihe. Dividiere g durch f wie folgt:
g(x) = ar?+b=ah tha® +b=ah ' f +b=af + b wie vorher. O

Satz 5.3. V' Banachraum, T € L(V'). Betrachte:

(1) T linksinvertierbar, d.h. 3S € L(V): SoT =1.
(2) e >0 mit | Tx| > clz| Ve e V.
(3) T injektiv.

Dann gilt: (1) = (2) = (3). Gilt aufierdem: im(T) CV direkt (abgeschlossen
mit direktem Komplement), so sind (1), (2) und (3) dquivalent.

Beweis. (1) = (2): S Linksinverses von T'= ST = 1=z = (ST)(z) Vx € V
= (8 beschrénkt) [|z]| = [|(ST)(2)]| < STzl = (1T=]| = a7l Vo € V

(2) = (3): Ist Tx = 0, dann ||z|| < ||Tz|| = 0, also ||z]| = 0 und = = 0, d.h.
T injektiv

(3) = (1): Sei im(7") CV direkt: T" injektiv = T : V' — im(7T) linear, bi-
jektiv und stetig. Aber im(7") CV direkt, insbesondere abgeschlossen, also
vollsténdig. = (Satz von der offenen Abb.) T': V' — im(7) topologischer
Isomorphismus = 35 : im(T) — V stetig, Inverses zu 7' : V' — im(7"). Sei
P :V — im(T) die durch V' = im(T) & W definierte Projektion, dann ist
SoP:V — V Linksinverses von 7. O

Beispiel. (1) endliche Dimension: 7' : K™ — K" linear ist beschrénkt, ge-
geben durch seine Matrix bzgl. Basis von K.
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(2) V Préhilbertraum, W CV vollstandiger UR, P : V' — W Orthogonal-
projektion induziert Operator P’ : V' — V der Norm 1 (W # 0).

(3) Sei V- = C([a,b], C), f € V. T¢(g9)(x) := f(x)g(x) definiert Operator
Ty : V= VATl < [ lloo-

Sei K : [a,b]* — C stetig, Tf(x f K(z,y)f(y)dy. = T :V — V linear
und beschrankt, da

b
IITfllooZSI;p / K(w,y)f(y)dy'

b
g/ sup | (2. )| sup | (9)] dy

Y

< (b—a)I\KHoonHoo.

Fir h : [a,b] — [a,b] Homéomorphismus, ist T}, f = f o h ein beschrénkter
Operator mit |7} = ||A/ -

(4) T: 02— 02 :T((xp)nen) (7”) beschrinkter Operator der Norm 1.

(5) T: €(R,R) — C(R, R) : f — f" beschrinkter Operator, siche
Ubungen.

Bemerkung. T : V — V Operator induziert transponierten Operator
TV =V T(f)(x) = f(Tz).

T* heifit auch der zu T adjungierte Operator.
Es gilt: | T|| = ||T*]]. (nachrechnen)

Definition. Sei V' normierter komplexer VR. T : V' — V beschrankter
Operator. A € C heifit

- Eigenwert von T' < T'— A1 : V' — V nicht injektiv, d.h. 3z € V, 2 # 0
mit Tr = Ax.

- Spektralwert von T' < T — A1 : V' — V nicht invertierbar in L(V)
(klar: A EW = X Spektralwert (SW), aber nicht umgekehrt).

Es gelten folgende Bezeichnungen:
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-Yr={\e C | XSW von T} = Spektrum von T,
- Ep={X e C | X\ EW von T} = Punktspektrum von 7',

- X € C\ X7 heifen reguliire Werte von T', d.h. (T'— A1)~! existiert und
ist beschrénkt.

Satz 5.4. Sei V wollstindig und T : V — V ein beschrdinkter Operator.
Dann ist X0 C C abgeschlossen und |\ < ||T|| fir alle A € Y.

Beweis. (a) C \ X offen: Sei A € C \ ¥p = T — A1 invertierbar in L(V)
=(satz1) 1 — p1 invertierbar fiir alle 4 € C nahe A = p € C \ Xp fiir p
nahe A = Y7 abgeschlossen.

(b) SeiX € C, || > | T]. Dann: T—A1 = —A(1—57T) und es gilt I5l < 1=

—1 > o & konvergiert in L(V), da V und damit L(V) vollsténdig. Daraus
folgt:
I T
—— —=(T-)1
SLMERRHE

und damit (7' — A1)~! existiert, also A regulir.

Definition (Spektralradius). 7' € L(V),

p(T') := sup [

AEX T

heifit Spektralradius von T'. Beachte: p(T") < ||T'|| nach Satz 5.4 und < ist
moglich.

Satz 5.5. Ist V vollstindig und T € L(V), dann konvergiert | T™||= und

. S
Jim [T+ = p(T).

Beweis. Rudin [3], Thm 10.13, p.235; Lang [13], Thm 1.7, p. 406.
(Ubung): Beweis von Lang. O
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Satz 5.6. 0 # V komplexer Banachraum, T € L(V).

(a) Ve e V,Vf eV ={g:V — C stetig und linear} ist die Abb.

e=¢r;: C\Er - C
v f((T—X1)""(x))

holomorph und ¢(x) — 0 wenn A — 0.

(b) Sr £ 0.

Beweis. (a) a: C\ Y7 — L(V): A (T —X1)7! ist stetig. Sei A € C \ Bp
und c € C. Esgilt T — (A +¢)1 = (T — A1)(1 — (T — A1) 1) (siehe PS).
Fiir ¢ nahe 0 ist T'— (A + ¢)1 invertierbar mit Inversem

Ryre= (T =A)(1 = (T = A1) = (1 —cRy) ™" Ry,

wobei Ry := (T — A1)~ L.
Damit gilt:
111% R)\Jrc = 111’%(1 — CR)\)il . R)\ = R,\

d.h. « ist stetig.

(b) Seien X\ # p € C \ Xp geniigend nahe. Es gilt Ry — R, = (u — )Ry R,,,
also iR R R
A _ 1 AT A — i _ _p2
Ix - am T, T A = R

Seien x € V., f € V'. Dann

de . wop) —e(N) R, — Ry _
B i S = (G0 ) e

= ¢ holomorph. Wegen Y >° 1= konvergent fiir |A| > [T, geht R\ =

_i > o % gegen 0 wenn A — oo = Behauptung.

(c) p #0. Ware X =0 = ¢ : C\ X7 = C — C holomorph = ¢ =0
fiir |A| — o0, also ¢ beschrankt = ¢ konstant (Satz von Lionville) = ¢ =0
= f(Ra(z)) =0Vf € V', Vo € V = (Satz von Hahn-Banach) Ry(z) = 0
Ve € V = R, = 0. Widerspruch.
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Beispiel. V = €([0,1], C) mit || - ||oo. K : AC R?* — C stetig, A = Dreieck
zwischen (0,0), (1,0),(1,1). f eV,

(Tf)(x) = / K (e, ) f ) dy.

Sei ¢ = Sup A |K’ = Sup(:v,y)eA ’K(J}, y)‘

Tf ()] =

/;K(I,y)f(y)dy‘

S/ sup |K (z,y)|sup | f(y)|dy
0 T,y Y

< cxf| flloo-

T 2
21wl = | [ KenTrma] <. <
0

= 17" f(@)] < =1l

Also ||[T"| < < und |T"||# < —<+. Sei A € C Spektralwert von 7', dann

(n')% ’

Cc

A < lim [|[T"" < lim — = 0.

n—00 n!;

Stirlingsche Formel:

n 1
n! =vV2mn <l> (1 + 0—)
Inn n

= nln — oo fiir n — oo. Also p(T) = lim, HT”H% =0= {0} = X7.
(Ubung) Anderer Beweis dafiir: El Kacimi [1], p.96.

Definition (kompakte Operatoren). V normierter VR, T' € L(V') Ope-
rator. 1" heifit kompakt (frither: vollstetig) < das Bild (T'z,), .y jeder be-
schriankten Folge (x,),en in V besitzt eine konvergente Teilfolge.
Aquivalent: T € L(V) kompakt < T(B(0,1)) CV relativ kompakt (Ab-
schluss ist kompakt).

Bemerkung. (a) In endlich-dimensionalen Vektorrdumen hat eine beschrénk-
te Folge immer eine konvergente Teilfolge (Bolzano-Weierstrafl). Dies ist
falsch fiir unendlich-dimensionale Vektorraume.
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(b) T kompakt < T(By(0,1)) CV relativ kompakt (=Abschluss ist kom-
pakt).

(¢) T kompakt < Bilder von beschrinkten Mengen sind relativ kompakt.
(d) Idy : V — V kompakt < V endl. dim (siehe friiher).

(e) T :V — W Operator: Kompaktheit wird analog definiert. Ist dim V' < oo
= T kompakt. Ist im(V') endlich-dimensional = T" kompakt.

(f) Linearkombinationen von kompakten Operatoren sind wieder kompakt,
also
K(V)={T € L(V) | T kompakt} C L(V) UVR.

(g) R,S,T :V — V linear, R beschriankt, S,T kompakt = SR kompakt,
RT kompakt, SRT kompakt.

Satz 5.7. Sei T € K(V'). Dann gilt:

T e K(V').
Beweis. Siehe El Kacimi [1], p.97. O

Satz 5.8. SeiV Banachraum. Dann ist K(V') C L(V') abgeschlossen bzgl. der
Operatornorm. Anders ausgedriickt: Der gleichmdjSige Limes von kompakten
Operatoren in Banachrdumen ist wieder kompakt.

Beweis. Sei (T),)nen eine Folge von kompakten Operatoren auf V', die bzgl.
der Operatornorm gegen 7' € L(V') konvergiert. Sei (2, ),en eine beschréankte
Folge in V. z.Z.: (Tx,)nen besitzt konvergente Teilfolge. Wissen: (T2, )nen
besitzt konvergente Teilfolge, etwa (T;z!)nen, wWobei (z¢),en eine gewisse
Teilfolge von (2% 1),cn ist. Betrachte Diagonalfolge (7¢);cy. Dann ist fiir
jedes k € N die Folge (T} (})),c konvergent. Die Folgen (Tj(z)),c sind
konvergent, da (z!); Teilfolge von (z¢),,.

Behauptung: (Tx!);ecn konvergent.

Beweis: V' Banachraum = ausreichend zu zeigen: (T'z!); Cauchyfolge. Sei
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€ > 0, dann dng € N mit:

| T — Ty, | <

Wl MWl Mmw|®™

Addieren und Dreiecksungleichung liefert: |Tal’ — Tz"| < & ¥Ym,n > ny, also
(Tz?); Cauchyfolge. O

Bemerkung. Fiir kompakte Operatoren ist es leichter Spektral- und Eigen-
werte auszurechnen.

Beispiel. (1) (vgl. Heuser [4], p. 192) Betrachte T : £>(R) — ¢*(R ) gegeben
durch abzéhlbar unendliche Matrix A = (A;;); jen, also

T Cz ZGN (Z AZ]C]) .
€N

JEN

Es gelte: 37, oy [4i]*> < oo. Dann ist T kompakter Operator (Ungleichung
ist hinreichend, aber nicht notwendig).

Beweisidee: Approximiere T in der Operatornorm durch die kompakten Ope-
ratoren Ty, : 2 — (2.

(Th((ci)ien ), = { Zaew mits 1 =¥ }

0 sonst

dimim(7%) < k + 1, also T}, kompakt (vgl. PS). Zeige durch Normabschét-
zungen, dass T — T in der Operatornorm.

(2) Sei V =€([0,1], C), K : [0,1]> — C stetiger Kern,

/ny y)dy fir feV

(Fredholmscher Integraloperator).

Behauptung: T : V — V ist kompakter Operator.

Beweis: Sei B = By (0,1) CV abgeschlossene Einheitskugel. Wir zeigen:
TB CV ist als Familie von Funktionen gleichgradig stetig. Dazu sei € > 0:
K stetig auf Kompaktum, also gleichméfig stetig. Damit existiert 0 > 0 mit
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|K (z,y) — K(2/,y)| < ¢ fir alle z,2',y € [0, 1] mit | — 2’| < d. Wir erhalten
fir alle f eV, |z — 2| < 6:

Tf(z) = Tf(z")] = /O(K(x,y)—f((:v’,y))f(y)dy <&l flleo-

Beachte: ¢ hingt nicht von f € V ab. Also T'B gleichgradig stetig (denn:
Vf € Bund alle z, 2’ € [0,1] mit |z — /| < § gilt: [T f(z) = Tf(x')] < e).
Weiters: B = B(0, 1) und T stetig = T'B CV beschrankt.

Sowie: Va € [0,1] ist TB(a) := {T'f(a) | f € B} relativ kompakt (!). Satz
von Arzela-Ascoli: T'B CV relativ kompakt, d.h. T" kompakter Operator.

3) T : V — V,im(T) endlich-dim. = T kompakt. (V' Hilbertraum =
{T | im(7T) endl. dim.} C K (V) dicht).

(4) V. = €([0,a], C) mit || - ||,-Norm. Sei f € V. Holderungleichung an-
gewandt auf f und 1 = || f]j; < al_%||f||p. Weiters gilt: || f|, < a%||f||oO
(nachrechnen). = || - ||,-Topologie feiner als || - ||;-Topologie und gréber als
|| - ||co-Topologie fiir 1 < p < oo. Sei T': V — V wie oben definiert. Nach-
rechnen: ||Tf]loc < c|f][1 mit ¢ = maxpq ||K|| = T : Vi — Vi stetig =
T :V, =V, stetig V1 < p < oo. Wie vorher, T'(B;) C V,, relativ kompakt
und damit auch in V},. Damit 7" kompakt.

Spektrum eines kompakten Operators

Dazu brauchen wir:

Lemma 5.1. U,W CV abgeschlossen, UCW, T € L(V) mit T(W)CU,

0 €]0,1[, S =1-T. Dann gilt: 3x € WNB, B = By(0,1) mit d(Sx, SU) > 4.

Beweis. (a) UCW abg, W/U normiert. Sei T € W/U mit 6 < |7]| <
Z| = inf,cp |z +u| = Fz € WN B mit d(xz,U) > 0.

—_

(b) TW)CU =VYyeU:y+Tx—Ty € U mit x von (a). = |Sz — Sy| =
oz — (y+Tz—Ty)| > Vy € U= d(Sz,SU) > 4.
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Lemma 5.2. Jede aufsteigende Folge abgeschlossener UR U, CV mit
S(U,) CU,_1 fiir ein S € K(U)

wird stationdr, d. h. es gibt ein ng, sodass U, = Uy, fir n > ngy. Diesselbe
Aussage gilt fiir absteigende Folgen S(U,) CU,yq.

Beweis. Wire (0.B.d.A) U, strikt aufteigend, T' = 1 =5 = (Lemma 1) V7 25, €
U, mit |z,| < 1und d(Tx,,TU,_1) > 6 = Iz, € U,NB mit d(Tx,, Tx,_1) >
0 = (Txp)nen nicht relativ kompakt = T' nicht kompakt. Widerspruch [

Satz 5.9. Sei T € K(V) und S =1—"T. Dann gilt:

(1) ker(S) endlich-dimensional.
(2) V/ker(S) — im(S) topologischer Isomorphismus.

(3) im(S) abgeschlossen und endlich-dimensional.

Beweis. (1) x € kerS = Tz = 2 = Tlkers = ldkers = (T kompakt) ker S
endlich-dimensional. (vgl. Satz 1.4)

(2) ker S endl. dim = ker S besitzt direktes topologisches Komplement W
(Ubung 15) = S|y : W — im S linear, bijektiv und stetig.

Behauptung: S|w offen, d.h. top. Homomorphismus (= (2)).

Beweis: Sei S7!:im S — W nicht stetig = 3(z,)nen in W mit ||Sz,| <1
und lim,, .. [|z,]] = oo (S™! unbeschriinkt). = z, := ey und |znll = 1,
lim,, o ||Sz,|| = 0. T kompakt = 3 Teilfolge (2, )ke y mit T'(z,, ) konvergiert
gegen z. Wegen S = 1-T gilt z,,, = T'%,, +Sz,,, also, da Sz, — 0, gilt auch
Zn, — 2. T stetig = Tz = Tlimy_,o0 2, = limg_oo T2, = 2. = Sz =0,
z € ker S. Aber z, € W, W abgeschlossen, also z € W NkerS = {0} =

Widerspruch zu ||z|| = lim ||z, || = 1.

(3) im S abgeschlossen: Sei y € im S = 3(x,)nen in V mit lim,_., Sz, = ¥
= (S, )nen beschrinkt = (S~! stetig) (7,)nen beschrinkt = (T kompakt)
3 Teilfolge (2, )ken mit Tz, konvergent gegen z = x,, = Sz, + Tz,
konvergent gegen y+z = y = limy_oo S, = S(y+2) = y € im S und im S
endlich codimensional: Wéare im S unendlich codimensional = 3V,, C V strikt
aufsteigende Folge abgeschlossener UR mit Vy = im S = S(V,) CS(V) =
imS =V, CV,_1 = (Lemma 5.2) Widerspruch.
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Satz 5.10. Se: T : V — V' kompakter Operator. Dann gilt:

(1) Jeder Spektralwert X # 0 von T ist schon FEigenwert von T und der
zugehorige Figenraum

Vn=AfeVITf=A\f}

1st endlich-dimensional.

(2) Das Spektrum Xr ist (kompakt) abzihlbar in C mit hochstens einem
Haufungspunkt, ndamlich 0.

Beweis. (1) A # 0, A nicht Eigenwert von 7" = S = T — A1 injektiv, und
S=-X1-3T) = (Satz 5.9) S: V — im S top. Hom. =, [EK [1], p.108]
S :V — V top. Hom. = A nicht Spektralwert.

(x) : Sei S : V — V injektiv, S = 1 —T, T kompakt = S : V — V surjektiv.
Beweis: Sei S¥ = So.. .08, W), = im S*¥ = W), absteigende Folge, S(W}) C Wy,
= (Lemma 5.2) 3kg, sodass Wy = Wy, Vk > ko = S : Wy — W} bijektiv
Vk > k,. Top. Hom. = (Satz 5.9, (2)) S* : W/ st — Wj top. Isom. = (S
injektiv) S* : W — W, top. Isom. = W), = W.

(2) Ausreichend: Vo > 0 sind fast alle Eigenwerte in D(0,d) C C. Sei (A,)n
Folge von Eigenwerten mit |\,| > 6. Wahle Eigenvektor z,, zu A\, mit (2, )nen
linear unabhéngig. Setze V,, = (z1,...,x,) CV endlich-dimensional, abge-
schlossen, strikt aufsteigend = (Beweis von Satz 1.5) I(yn)nen € V, mit

yul < 1 und d(yn, yn-1) > 5 = (0 < |Aa|) §= beschrinkte Folge = (T

kompakt) 3 Teilfolge (f’\"—k) mit T(i”‘“) konvergent. Schreibe vy, =
"k /) keN s

Zign a;x;, a; € K. =

Yn o Q;
T)\—n = ; )\i)\_nxi + anxy,.

Setze

n—1 )\
Zn = ai(~—~—1x; €V,

i=1 An

so gilt: Ti{—’; =Y + 2. Fiir n > m gilt y,,, + z,, — 2, € V,,_1, also

‘Ty_n_Ty_m =Y + Zn — Ym — Zm|

An Am

= |yn - (ym+zm _Zn)|

1
Z d(ynavn—l) Z 5
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= ‘T?\—Z —Tim| > % = Widerspruch zu Tf\"—’“ konvergent, also gibt es nur

A7’VL N

endlich viele Eigenwerte aulerhalb D(0,6) C C =) X7 abzéhlbar und X7\
{0} ohne HP.

0

Bemerkung (El Kacimi [1], p.105). Sei V C V mit V vollsténdig, T € K (V)
setzt sich fort zu V € K(V) und X = 5.

Beispiel (1). V = {f € C(R,R), f(zr +1) = f(z) Vx € R} = {stetige
periodische Funktionen auf R mit Periode 1}. V' mit der Supremumsnorm ist
ein Banachraum, da abgeschlossen in €(R, R). Sei der Kern K : [0,1]*> — R
definiert durch

_Jr(l-y) 0<wr<y<l1
K(x’w_{y(l—x) 0<y<zxz<l1

Betrachte T : 'V — V, T'f(x) = folK(x,y)f(y)dy fir € [0,1] und pe-
riodisch auf R fortgesetzt. Es gilt: Tf(0) = Tf(1) = 0. Nach Uberlegung
vorher ist T" kompakt. Bestimme die Eigenwerte A von T, T'f = Af, also

M(z) = / K(e.y)f(y) dy.

Dazu mehrere Schritte:
(a) Behauptung: T'f ist € fiir alle f € V, denn

Tf(:v)=<1—x)/xyf(y)dy+x/ (1—y)f(y)dy

0

Tf()" =—zf(z) = (1 —2)f(z) = —f(z)
stetig.

(b) Behauptung: (T'¢") = —g Vg € V, g €2 mit g(0) = ¢g(1) = 0. Denn
nachrechnen ergibt:

T(9") = —g(z) + (1 — 2)g(0) + xg(1).
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(c) Setze W = {g € V | g €% mit g(0) = g(1) =0} CV. Wegen (T'f)" = —f
ist 1" injektiv = T : V — V alg. Isomorphismus =- 0 Spektralwert von T,
der kein Eigenwert ist (einziger Wert).

(d) Bestimmung der Eigenwerte von T: Sei T'f = Af fir ein A € C =
f=T(L) = f(0)=f(1) =0und f € mit \f” = —f.
Umgekehrt: Ist 0 £ f €e Wi Nf" = —f = Tf =T(=\f")
Also ausreichend, die DGL \f” = —f zu lésen. Setze w? =
f(z) = asinwz + beoswz fiur a,b € R.

Wissen: f(z + 1) = f(z) und f(0) = f(1) = 0. Daraus w € 20Z, b = 0
und wir erhalten Eigenwerte A\, = ﬁ, k € N,k # 0, und Eigenvektoren
fr = sin(2kmz).

—A(=f) = Af.

, sodass Losung

> |

Beispiel (2). [El Kacimi [1], p. 108] V = {f € C(R, R), f(z + 27) = f(2)}
mit Supremumsnorm. 7'f(x) := f(—x).

(a) Bestimme Eigenwerte und Spektralwerte von 7.
(b) Zeige:
S1@)i= [ costa+)r)dy

—T
= im(S) endlich-dimensional. Bestimme Eigenwerte und Eigenvektoren von

S.

Beispiel (3). [El Kacimi [1], p. 109] V' = (*(C), mit || - ||>-Norm. T(a) =
(0,a1,as,...) = T beschrankt. ¥p =7

Beispiel (4). [El Kacimi [1], p. 109] V' = €([0, 1], C) mit Supremumsnorm.
Tf(x) = af(z), Sr =7

(a) Zeige daB kein Eigenwert € ¥r.

(b) Sf(x) := fol (2 + z)f(y) dy = im S endlich-dimensional, bestimme Y.
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Selbstadjungierte Operatoren

Sei V' stets Prihilbertraum mit Skalarprodukt (-, -).

Definition. 7' : V' — V Operator heifit selbstadjungiert oder symmetrisch
s Vr,y e Vi (Tx,y) = (x,Ty) & T = T* wobei

TV =V

der adjungierte Operator (7% f)(z) = f(Tx).

Beispiel. V' endlich-dimensional mit Skalarprodukt (-,-). Sei ONB von V
geg., T': V. — V linear mit Ay € GL(V) Abbildungsmatrix von T" bzgl.
ONB. Dann: T adjungiert < A symmetrische Matrix.

Bemerkung. Sym(V) = {T : V — V symmetrischer Operator} C L(V') UVR,
abgeschlossen bzgl. der pktw. Konvergenz. Die Komposition von symmetri-
schen Operatoren ist wieder symmetrisch, sofern die Operatoren kommutie-
ren:

(STx,y) = (S(Tz),y) = (T'z, Sy) =

S symmetrisch
= (2, T(Sy)) = (z, T'Sy) = (z, STy).

Ist T" symmetrisch, so ist (Tx,z) € R Vz € V. Verallg. Schwarzsche Unglei-
chung:
(Tz,y)| = (Tz,2)(Ty,y) Ve,yeV.

V—-R, z— Tz, )
ist die T" zugeordnete quadratische Form.

VxV—=R/C:(z,y) — (Tz,y) = (z,Ty)

heiflt die zugeordnete Bilinearform. Beide bestimmen 7T eindeutig denn: Ist
(Tx,x) = (Sz,x) Vo € V,sosetze R = T'—S und erhalte (Rx,z) =0Vx € V
= quadratische Form von R ist identisch 0. Mit Schwarzscher Ungleichung;:

(Rr,y) =0 Vr,yeV

Damit folgt ({-,-) nicht ausgeartet), dass R = 0 und weiter 7' = S.
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Satz 5.11. Sei T': V — V stetig, symmetrisch =
|IT|| = sup [(T'z, z)|.
|lz|<1
Beweis. Sei x € V mit ||z|| = 1. Dann gilt:
[Tz, 2)| < Tl [z, 2)| = IT|| - |11 = [T}l = |T].

= sup| <1 (T, )| < |77
Umgekehrt: Sei o > 0 und rechne wie folgt:

1 1
4)|Tx||* = <T(am + —Tx),ax + —Tx> -
a a

1 1
— <T(04x — —Tx),ar — —T.:1:>
« a
Lo 2 Lo 2
< sup |(Tz,z) |- (|ax+ —Tz|* + |ax — —Tz|" | =
« «

[l=]|<1

1
= 2 sup [(Tz,z)| (a2|x|2 + —2|Tx|2)
Parallelogr%mm— lzll<1 (6]

Identitét

Fiir Ta # 0 setze o2 = 172 und erhalte | Tz|| < sup|p <1 [Tz, z)| - ||z

llzl

= 1T < sup [{Tz, )]
Jall<1

0

Satz 5.12. Jeder Figenwert eines symmetrischen Operators ist reell. Figen-
vektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal.

Beweis. Sei A € C Eigenwert von 7', also Tx = Az fiir ein x € V, x # 0.
Wissen: (Tz,xz) € R. Also:

(Tz,r) (Av,r)
o (ma) =€ R.

Sei u # A weiterer Eigenwert von T mit Eigenvektor y # 0, Ty = py. Dann:

Mz, y) = (Az,y) = (T, y) = (2, Ty) = @z, y) = p(r,y) = A—p)(zr,y) =0
= (z,y) = 0. O
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Bemerkung (Erinnerung lineare Algebra). Sei V' endlich-dim. komplexer VR
mit (-,-). Gegeben sei eine Basis vy,...,v;, € V von Eigenvektoren von 7T :
V — V. (existiert etwa, wenn 7' symmetrisch). Fiir z € V' schreibe

k
ng v, o; € C.
i=1

Dann gilt:

k
Txr = E Oéi)\ﬂli.
=1

Speziell: vy, ..., v, ONB bzgl. (-,-). Dann «; = (x,v;), also

k

T = Z(x,vi)vi

i=1

und damit i

Ty = Z(m, Vi) ;.
i=1
Diese Darstellungen lassen sich verallgemeinern in der sg. Spektraltheorie fiir
kompakte Operatoren (aufwendig, Heuser [4] p. 542-571, bzw. p. 465-505),
aber fiir symmetrische kompakte Operatoren relativ einfach zu formulieren:

Satz 5.13. Set V' Prdihilbertraum, T : 'V — V, T # 0, symmetrisch und
kompakt. Man erhdlt eine Orthonormalfolge {vi}ren von Eigenvektoren von
T durch folgenden Algorithmus:

vy wird gegeben als Ldosung des Variationsproblems

(T2, )] = max, z €V, [la] =1
Sind vy, ..., vL_1 konstruiert, so ist v, gegeben als Losung des Variationspro-
blems
(Tz,z)| — max, x €V, ||z||=1, z €viN...NvjL,
, also x orthogonal auf vy,...,ve_1. Dies wird durchgefiihrt, solange das je-

weilige Maximum |(Tx,x)| positiv ist (das ist der zu vy gehorige Figenwert
Ak ). Man erhilt so alle Eigenwertes 0, die () bilden Nullfolge, und es gilt:

T = Z (@, v ) v = Z(Tx, Vg ) Uk (%)
E>1 k>1

Zusatz: V' Hilbertraum, so werden die kompakten symmetrischen Operatoren
durch (x) charakterisiert.
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Beweis. Idee: Finde zuerst v; und A;. Nach Satz 5.11: || T|| = supy, = [(T'z, )|.
Also existiert eine Folge (zx)ren in V mit [(T'z;, x;)| — [|T|| := || fiir i — o0,
[EARE

Behauptung: A ist Eigenwert von T', denn es gilt:
0 < |[[Tw; — Azi||* = (| Twa||* — 2M(Twi, ) + No|]|* <

< |\TI? = 2M(Txs, ;) + | T||* — 0 fiir i — oo,

also Tx; — Az, also Tx; — Ax; — 0 fiir ¢ — oo. (z;);en beschrankt, T kp. =
(Tx;)icn hat konvergente TF. = Nach Ubergang zur TF o. B. d. A. (Tz;)icn
konvergent in V. Sei v = lim; o Tz; € V. Sei w = lim; .. Tx; € V und
u = lim;_,« z; (da dann auch (x;);ey konvergieren). Wegen (Tx; = \x;) — 0
folgt durch Grenziibergang Tv = w = Av, also v Eigenvektore von T zum
Eigenwert \. Setzte also v; = v, Ay = A.

Betrachte also V| = vlL CV abgeschlossen und 77 = T'|y, : Vi — V; wohlde-
finiert (da Thzlv; Yo € V mit zLoy).

(Tz,v1) = (x,Tvy) = (x, \jv1) = M\ (z,v1) = 0, T} symmetrisch und 7} wie-
der kompakt. Wiederhole nun die Konstruktion von vorher fiir 77 : V3 — V.

Per Induktion erhalte vy, vg, ..., vk, ... Eigenvektor mit Eigenwert Ay, Ao, ..., Ag, .. ..

Nachtrag: |(Ta;, 2;)] — |A|, (T2, 2;) — A =
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