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Kapitel 1

Lineare gewohnliche
Differentialgleichungen und

Randwertprobleme

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, in der die Variable x, die gesuchte Funktion y(x)

sowie deren Ableitungen vorkommen.

Eine gewdhnliche Differentialgleichung in einer Variable x und einer gesuchten Funktion y(z) ist von der

Form
Fz,y,¢y", ..., y™) =0

Die hochste auftretende (n-te) Ableitung heifit Ordnung der Differentialgleichung.

Beispiel (Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung).
W) +y*=1

Einen bedeutenden Spezialfall stellt die lineare gewdhnliche Differentialgleichung dar: sie ist linear in

v,y Y.

Beispiel (Lineare gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung).
y'+y=0 (1.1)

mit Losung (¢1, co Konstanten)

Yy =c1008T + cosinx (1.2)

Bemerkung (Notation). Motiviert von der physikalischen Anwendung heifit die Variable oft t (time)
und die gesuchte Funktion x(¢); die Ableitung nach ¢ wird mit einem Punkt bezeichnet, &(¢). In dieser
Schreibweise lauten die obige DGL (1.1)) und ihre Losung (1.2))

T+x=0

x(t) = c1 cost + cosint



Fragen, die im Zusammenhang mit DGL auftreten, sind insbesondere nach Ezistenz, Findeutigkeit und

Gesamtheit der Losungen.

Ein Anfangswertproblem gibt Werte zu einer DGL ausschliefSlich an derselben Stelle vor,

y(x())a y,(ﬂ']()), s

bzw.
x(to), Z(to), - - -

Ein Randwertproblem gibt dagegen Werte an verschiedenen Stellen vor, z. B. (z¢ # 1)
y(zo), y(z1)

bzw.
z(to), (t1)

Beispiel (Randwertproblem).

y// +y
y(0)
y(1)

I
o o o

1

Wir werden sehen, dass y(z) = 0 fiir alle 2. Dieses Randwertproblem hat damit keine nichttriviale Losung!

Wir dndern unsere Fragestellung und wollen jetzt wissen, zu welchen Werten A € C es Losungen y(x)
gibt, die
¥ +Ay=0

erfiillen, und wie alle diese A, und y,(z) (fiir n = 1,2, 3,...) lauten. Ein Beispiel fiir eine solche Situation
liefert die Quantenmechanik (QM): Fiir welche Energiewerte hat die Schrédingergleichung eines Elektrons

im Wasserstoffatom Losungen?

1.1 Wiederholung von gew6hnlichen Differentialgleichungen mit

Anfangsbedingungen

Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Peano, Picard-Lindelsf; ohne Beweis)). Sei

y/ = f(x’y)

Wenn f stetig im rechteckigen Gebiet G C R? ist, sowie in G die Lipschitzbedingung erfiillt, so gibt es
fiir jedes (zo,y0) € G genau eine Lisung der DGL, die in einer Umgebung von xo definiert ist, y(xo) = yo
erfillt und stetig von (zo,yo) abhingt.

Definition (Lipschitzbedingung). Die Funktion f erfiillt im rechteckigen Gebiet G eine Lipschitzbedin-
gung, wenn es ein N > 0 gibt, sodass fiir alle (z,y1), (z,y2) € G

|f(@,y2) — f(z,91)| < Nly2 — 1]



Bemerkung. Fiir uns geniigt die schwéchere Version fiir Existenz und Eindeutigkeit, dass f in einem
rechteckigen Gebiet stetig sein und (bei festem z) eine beschrinkte partielle Ableitung nach y haben soll,
d.h.

of
== <N
)
fiir V > 0 sein soll.
Beispiel.
¥ =y
y(0) =1

Voraussetzung des Eindeutigkeitssatzes mit y > a, a > 0 erfiillt.

f(@y) =y

ist stetig,
af 1 1
= <
‘&g 2,y ~ 2Va

ist beschriinkt, da a > 0. Also existiert eine eindeutige Losung (siche Ubungen).

Speziell fiir

v+ f@)y = g(@)
lautet der Existenz- und Eindeutigkeitssatz (EES):

Wenn f(z), g(x) auf abgeschlossenen Intervall stetig, dann gibt es eine eindeutige Losung, die die An-

fangsbedingung y(xo), xo € I erfiillt.
SchlieBlich fiir

y' = f(z,y,y)

ist der EES wie folgt:
Wenn f stetig im zylindrischen Gebiet G = I x Ko (wo I C R Intervall, Ky € R?Kreisscheibe) ist, und

partielle Ableitungen nach y, 3’ besitzt, so existiert eine eindeutige Losung, die die Anfangsbedingung

erfiillt.



1.1.1 Typ getrennte Variable

anschliefiend nach y(z) auflosen

1.1.2 Lineare DGL 1. Ordnung

Y + flx)y = g(x)

yges(x) - yhom(x) + Yspez ((E)

Yhom 18t allgemeine Losung von 3’ + f(z)y = 0 und das ist ja Typ getrennte Variable

Yspez durch Variation der Konstanten
Beispiel.
yt+y=1+z
Yhom = ke_wv keR
yspez(x) = k(‘T)e_x
Ke ™ —ke " +ke " =1+u
K = (1+x)e”

k:/(l—i—x)emdx:em—i—xe“’—e’”—i—c
wéhlen ¢ =0
Yges = ke~ +x
1.1.3 Homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
v +a1y +ay=0 ag,a1 €R

Ansatz:

y:e’\“;:>>\2+a1)\+a0:0
® A\ # X2t Ynom = c1€M7T + coe2”
e M =X =X\ Yhom = c1&™® + cpxe”

e Wenn ¥, yo Losungen der homogenen linearen DGL sind, so ist c1y1 + caya selbst fiir ¢1,¢c0 € C

eine Losung

10



— wenn A\ p = o £if3 gilt fiir y; = eMT gy = ey =y, und

1 1
Reyr = 5y +91) = 5 +y2)
Iy = o —vi) = 3 — 1)
my; = % Y1—Yy1)= 9 Y1 — Y2
sodass
Reel@ti®z — % cos B2
Imel@tP)®  —  e%gin By

Fiir die homogene Lésung konnen wir somit ebenso gut schreiben
Yhom = €“%(c1cosPBx + cosinBr)

Zur Erinnerung:
2 Losungen y; (), yo(x) sind linear unabhéngig (heilen Hauptsystem)

Wronski-Determinante verschwindet nicht Vx

Yy Y2
0#W(x)=|" 77 | =uys — V192
Y1 Y2
Beispiel. \; # Ay, y1 = eM7, yy = M2
eM® e

W(z) = = eMTeM2T(\y — \)) #£ 0V

)\leA1$ )\26)\2$

1.1.4 Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Y +ary’ +aoy = f(x)
Yges = Yhom T Yspez

Yspez = Cl(x)yl(x) + 02("17)1/2(1‘)

Die Losung der homogenen Gleichung ynom = ¢1y1 + coy2 kennen wir schon aus Abschnitt Yspez
bestimmen wir mittels Variation der Konstanten. Man kann durch Einsetzen in inhomogene DGL nicht
beide ¢y, co festlegen, daher ist extra Bedingung notwendig. Jede spezielle Losung ist wahlbar und somit
jeder erfolgreiche Ansatz erlaubt. Tatséchlich fithrt die Bedingung

A1+ chya =0

zu der einfachen Formel (sieche Ubungen)
Yspea(T) = —U1 %dx + o %dx

Beispiel. ¢/ +y=1= f(z)=1

11



M4+1=0,A\2=d=i

Y1 = COS X, Y = sSinx

=cos’x +sin?z =1

cosr sinz
W:‘

—sinx cosx

Yspez = —cosx/sinxdx—i—sinx/cosxdx: 1

Yges = kicosz + kosinz + 1

1.1.5 Allgemeine homogene lineare DGL 2. Ordnung
y'+ f@)y +g(x)y =0

Es existieren 2 l.u. Losungen, aber es gibt kein allgemeines Verfahren zu deren Bestimmung.

Manchmal ist eine Lésung y;i(x) bekannt (z.B. durch Erraten), dann kann man dazu eine l.u. Losung

y2(x) bestimmen.

Betrachten zunichst W, leiten ab und setzen fiir y” die DGL ein:
W = y1y5 — y2y1

W' =9y + y1y5 — Yoy — Yoyt = Y1vs — Yoy
=y (—fys — gy2) — y2(—fyL — gy1) = —f (Y195 — y2u1)

d
InW = —/fdx
W =e [/fdz
Trick:
(yQ)/ vy W
Y1 yi yi
Y2 _ /gdx
hn Y1
W
Y2 = yl/ﬁdx
Y1
Beispiel.

Durch Erraten: y1(z) = =

12



Probe:

yp =1

y =0
2z + 2
1—a22 1—x27

1 1. 1+z

— (= 4+ =1

o s —)
x 1+x

— 142
oM,

1.1.6 Allgemeine lineare inhomogene DGL 2. Ordnung
y'+ f@)y +g(x)y = h(x)
Yges = Yhom T Yspez
Die homogene Losung wird wie zuvor (Abschnitt bestimmt, die spezielle Losung wieder mittels

Variation der Konstanten

h
dzr + yo %dx

h
Yges = k1y1 + kaya — 1 / yQW
1.1.7 Potenzreihenentwicklung

Wir betrachten
Y+ fe)y +g(@)y=0

und suchen bei z = zg ndherungsweise Losungen

Definition. 1. Wenn f(z) und g(z) bei 2o analytisch ins Komplexe fortgesetzt werden kénnen, heifit

o reguldre Stelle.
2. Gilt dies nur fiir (z — z¢)f(z) und (z — x0)? g(x), heit zo regulire Singularitit

3. Sonst heiflt zo singuldre Stelle
Es gilt (0. Bew.):

1. Ist @ reguliire Stelle, so fithrt y(z) = Y7 an(@ — o)™ zu zwei 1. u. Losungen

13



2. Ist zo regulére Singularitét, so fithrt der Frobeniusansatz y(xz) = Y oo oan(x — 29)?™", ag # 0
zu mindestens einer Losung yq(x). Der Index p wird als Losung einer quadratrischen Gleichung

erhalten, wir bezeichnen diese beiden Wurzeln mit pq, ps.
(a) Wenn py — ps ¢ Z, so liefern yy (z) = Y07 an(@ — 2)” ™™ und yo(z) = > _or o bn(z — 20)P2 1"
zwei 1. u. Losungen.

(b) Wenn p; — p2 € Z (also insbesondere p; = ps), so liefert yi(z) = > an(x — 20)”* ™™ eine
Losung, die zweite dazu 1. u. Losung wird mit der Wronskideterminanten Methode gefunden

und ergibt den Ansatz

ya2(x) = cyr () In(z — zo) + Z bn(x — 30)P2 "

n=0
mit Konstanten c, b,,.
Beispiel.
Y+ ly/ + ! y=0
x x(1—x)
1
1
P g9(z)

Es ist zg = 0 eine regulére Singularitit, weil

1
r—=1
x
1 T
2 _
v r(l—2) 11—z

bei 2 = 0 analytisch fortsetzbar ist (=% hat keinen Pol bei zg = 0).

11—z

Ansatz:

y// — Z CLm(Q“F n)(g+ n— 1)x9+n72

n=0

am bestem in folgende Umformung einsetzen

r(l-z)y" +(1—2)y +y=0

oo
Z {an(o+n)(o+n—1)(z - 22zt 2 L a, (0 +n)(1 — )™ 4 anz®t™} =0

n=0

und sortieren nach Potenzen von z:

14



Y an {ztt o4 n) (ot n— 1+ 1) + 2 [~(o+n)(o+n—1) — (o+n)+ 1]} =0

n=0

(oo} oo
Z an(o+n)wetnt 4 Z an [1—(0+ n)Q] ¢t =0

n=0 n=0

Die niedrigsten Potenzen von z treten in den Summanden mit n = 0 auf, und zwar in der ersten Summe

bei

Nun ist It. Vor. ag # 0 = 0> = 0 = ¢ = 0 (ist in diesem Beispiel Zufall, dass o = 0)

o0 o0
= Z ann?e" ! 4 Z an(l —n?)z" =0
n=0 n=0

Wieder Koeflizientenvergleich:

z7 b ap-0=0
also keine Aussage, setzen mit dem néchsten fort

29 a1+ap=0 = a1=—agy

' dag+a;(1-1)=0 = ay; =0

22 9az+ax(l1-4)=0 = a3 =0

konnte man noch fortsetzen, durch Induktionsbeweis RegelméBigkeit zeigen, ...

y(x) = ao(1 — )

yn=1—-x

Potenzreihe hat fiir 2. Losung nichts gebracht, aber wir kénnen sie mit der Wronskideterminanten Me-

thode bestimmen (siche Ubungen).

Bemerkung. Warum muss fiir die Moglichkeit mittels Frobeniusansatzes eine Losung der Differentialglei-

chung zu erhalten die Bedingung der reguléren Singularitét erfiillt sein?

Wiire diese nicht erfiillt, wire z.B. g(z) = S + 35" _, cx2® mit c_3 # 0, dann folgt nach Einsetzen

oo

Y= g apxlt™
n=0
o0

V=3 e s maer
0

n

anlo+n)(o+n — aotn=2

S
I
M8

n=0

mittels Koeffizientenvergleiches, dass ¢_3 = 0 = Widerspruch!!
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1.2 Randwertprobleme bei gew6hnlichen DGL 2. Ordnung

y' + f(@)y' + g(x)y = h(x)

Randbedingung:
ay(a) + 6y’ (a) = m
a2y(b) + B2y’ () = 72
a, ba ai, 042,[31,52,’}/1,"}/2 € R? a 7é b
Spezialfille:

e 31 = (o = 0 Dirichlet’sches Randwertproblem
e a1 = ay = 0 Neumann’sches Randwertproblem
e h(x) =0, v1 =2 = 0 homogenes Randwertproblem
e sonst inhomogenes Randwertproblem
Bei homogenen RWP gibt es immer die triviale Losung y(z) = 0; wir nennen ein homogenes RWP lisbar,

wenn es ein y(z) Z 0 gibt.
Im Gegensatz zum AWP ist RWP i. A. nicht immer lésbar.

Beispiel.

pr+1=0
W= =i

Yy =c1c08T + cosinx
y(O):0:01
=y =-cysinz
1)=0=cysinl
y(1) co 8in
#0

Beispiel.
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Mittels Variation der Konstanten (W =1, f = 1):

Yy =c1c0sx + cosinx + 1
y0)=0=c +1
=y=—cosz+cesinz +1
y(r)=0=—(-1)+c¢c2-0+1

Einsetzen der Randbedingungen fiihrt also auf den Widerspruch 0 = 2; es gibt daher keine Losung!

Héufig kommt in Dgl. ein - iiblicherweise A genannter - Parameter vor, sodass fiir bestimmte Werte von
An, n=0,1,2,3... das RWP loésbar ist.

A, heiflen Eigenwerte EW, die zugehorigen Losungen y, (x) Eigenfunktionen EF des RWP. Suchen daher

zunéchst \,, dann erst y, (x)!

Beispiel.
Y+ y=0
AERT, y(0) =y(1) =0
y=e"
WHA=0
W= +ivA
y = ¢1 cos VAT + cp sin vV Az
y(O) =0= C1
=y =cysinVz
y(1) = 0 = cosin VA
= \5 =nm
Co 7& 0
A = (nm)?
Yn = C sinnmx
mit n = 1,2,3,.... Die unbestimmte Konstante ¢ kann durch eine ,Normierungsbedingung“ festgelegt

werden , z.B.:

1
| v =1
0

1 02 nm 02
2 sin? nradr = — sin? ydy = —
0 nm 0 2

c=V2

wobei Variablentransformation mit y = nmwz benutzt wurde.
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1.2.1 Sturm-Liouville’sches Randwertproblem

(p(x)y") + q(z)y + Mr(z)y = 0

ary(a) + fiy'(a) =0
a2y(b) + B2y’ (b) =0

D, q, r reelle stetige Funktionen und iiberdies ist p(z), r(z) positiv Vz
Ges.: Eigenwerte \,, und zugehorige Eigenfunktionen y,,(x) # 0
Beispiel.

yl/ + Ay — 0
y(0) =y(1) =0

In diesem Fall sind also

Es gilt, ohne Beweis, erldutert am obigen Beispiel:

Satz. o Figenwerte sind reell, streng monoton steigend, A, — 0o
Bsp: A\, = (nm)%, n=1,2,3,...

e FEigenfunktionen sind bis auf konstanten Faktor eindeutig

Bsp.: y, = csinnmx

e EF y, hat in (a,b) n — 1 Nullstellen
Bsp.: y3 = csin 3nx

<]

0 3 H 1

Abbildung 1.1: y(z) = sin 3wz

o EF bilden (bei geeigneter Normierung) ein Orthonormalsystem mit Belegfunktion r(x)

18



b
/ 76(‘7"):1/71(‘,L‘):l/wz(m)d"qj = Onm

Bsp.: y, = \/2sinnrx
Sein #m:

/ V2sin(nrz) V2 sin(mrz)de = / [cos(n — m)mx — cos(n + m)rx]dx
0 0
1 1 1

— ————sin(n+ =0
R sin(n + m)wx .

1 .
= sin(n — m)wx

1 1
1
/ 2sin®(nrz) dr = 2 - 5/ (1 —cos2nmz)dr =1
0 0

e EF vy, bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem Das bedeutet insbesondere fiir ein stickweise

stetig in (a,b) differenzierbares f, welches die Randbedingungen erfillt, dass fn(x)

N
fN(x) = chyn(x)
n=0
mit
b
e = / () £ (2)yn () de

gleichmdfig gegen f(x) konvergiert (siehe auch Abb. . Gleichmdflige Konvergenz bedeutet, dass
fiir alle € ein Ny unabhdingig von x € (a,b) existiert, sodass VN', N > Ny, wo N' < N

[fn(2) = far()] <e Ve (a,b)

Abbildung 1.2: GleichméiBige Konvergenz von fy(x) gegen f(z) (i < j)

e Beispiel: Fourierreihenentwicklung von stetig differenzierbarem f(x), f(0) = f(1) = 0, konvergiert
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gleichmdfig gegen f
N
fn(z) = Z cnV2sinnrx
n=1
1
cn= [ f(x)V2sinnreds
0

Wire andererseits f in (a,b) lediglich Lebesque-quadratintegrierbar (siehe , so konvergiert Fou-
rierrethe frn blofS im quadratischen Mittel gegen f

b
Jim_ [ r@)f@) = f ()P =0

1.2.2 Verallgemeinerung der Randbedingungen

Es kann Stetigkeit, oder Endlichkeit, oder hochstens polynomiales Anwachsen bei a oder b gefordert
werden.

Auch ein unendlich grofies Intervall (z.B. a = 0, b = c0) kann zugelassen sein.

1.2.3 Wichtige Beispiele

Legendre-Polynome P, (z)
(1=2Py) +ry=0, zel-1,1]

Randbedingung: y(£1) < oo

ausschreiben und ausdifferenzieren:
(1 -2y — 22y + Ay =0
Ohne Beweis: Randbedingung nur erfiillbar, wenn
A=n(n+1),n=0,1,2,3,...

Yn - - - Legendre-Polynome

PR =1
P] = T

1 2
Py = 5(32%-1)

Die Legendre Polynome kommen in der Losung der Laplace Gleichung in Polarkoordinaten vor.

Bemerkung. DGL hat an sich zwei 1. u. Losungen, durch Randbedingung bleibt jedoch nur eine {ibrig.

Besselfunktion J,
2

n
(2y') = —y+ ey =0, w € [0,1]

n=0,1,2,3,... ist fix vorgegeben, darf nicht mit Eigenwert A verwechselt werden
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Randbedingung: y(1) =0, y(0) < oo

mittels ¢ = v Az und y(z) := J(£) transformieren wir (siche Ubungen)

E2J"(€) + () + (€2 =n?)J(€) =0
transformierte Randbedingung: J(VA) = 0, J(0) < co

= A\ = k2

n,m?

Epn,m ... Nullstellen von J

Jp heilen Besselfunktionen
yn<x) = Jn(k'n,m 1‘)

Die Besselfunktionen kommen in Losungen der Laplace- und Schwingungsgleichung vor.

Bemerkung. Die zweite 1. u. Losung erfiillt die Randbedingung y(0) < oo nicht.

Hermite-Polynome H,
(efﬁy/)/ FlePy=0, z€R

Randbedingung : y darfin + co héchstens wie endliche Potenz ansteigen (d.h. y ist Polynom)
Wir schreiben die Gleichung um, indem wir den Faktor X abspalten:
y' —2zy +Ay=0

Ohne Beweis:

=N =2n,n=0,1,2,...

Yn - . . Hermitepolynome H,

Hy = 1
H1 = 2z
Hy = 42°-2

Die Hermite Polynome kommen in der Losung der Schrédingergleichung des harmonischen Oszillators

Vvor.

Bemerkung. Die zweite 1. u. Losung der DGL steigt nicht-polynomisch an.

Laguerre-Polynome L,
(ze™™y") +Xe "y =0, z € [0, 00]

Randbedingung : y(0) < oo und y darfin oo héchstens wie endliche Potenz ansteigen (d.h. y ist ein Polynom)
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Wir schreiben die Gleichung um, indem wir den Faktor e ™ abspalten:
zy’ + (1 —z)y + Ay =0

Ohne Beweis:

=\, =n

Yn - . . Laguerre — Polynome L,

Ly =1
L1 = 1l—=x

1
Ly, = 1—2m—|—§x2

Die Laguerre-Polynome kommen in der Lésung der Schrédingergleichung des Wasserstoffatoms vor.

Bemerkung. Auch hier ist die zweite Losung der DGL kein Polynom.

22



Kapitel 2

Fourierreihen, Fouriertransformation

und Laplacetransformation

2.1 Fourierreihen

1822 postulierte Fourier (ohne stichhaltige Beweise):
sJede beliebige Funktion f(z) mit Periode L, d.h. f(x) = f(z + L), lésst sich in eine Reihe der Gestalt

- 2 2
flx) = % + Z (ancosﬂan —|—bnsin7TLnx>

n=1

entwickeln, wo

2 [k 2

anzz/o f(z) cos 71-meda: n=20,1,2 ...
2
L

L
2
/ f(x)sin T G n=12,...
O L

Analog gilt (siehe Ubungen)

f(z) = Z cnﬁe 2

n=—oo

WO

L 1 2o,
Cn = /0 f(x)ﬁe I *dx
Beweise zu Fouriers Postulat — unter welchen Voraussetzungen die Reihe in welchem Sinne konvergiert:
Mitte 19. Jhd.: Dirichlet, Riemann
Anfang 20.Jhd.: Lebesgue, Riesz, Fischer

Beispiel.

f(z) = (”;x)Q z € [0,2n]
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0 7«' 21

Abbildung 2.1: f(z) = (%”)2

Offensichtlich gilt f(0) = f(27) = =~

Fiir n # 0 ist
2 /2” T — 1
Ay = — cosnzder = ... = —
27T 0 2 n2
b, = =0
und ) )
2 (-2 2
= — d frg = —
“ 21 Jo ( 2 ) !
Damit -
219 T COoSnNx

7T2 mT—X

Mit Hilfe des folgenen Satzes wissen wir, dass {5 + P % gleichmiflig gegen (T)konvergiert.

Wollen folgenden Satz allgemein beweisen:

Satz. Sei f(x) L-periodisch, stetig und stetig differenzierbar. Dann konvergiert die Fourierreihe fn(x)
ZnN:_N cn@2™ gleichmdfig gegen f (0. B.d. A. L =1).

Beweis in zwei Schritten:

1. Fourierreihe konvergiert gleichméBig

2. Fiir festes x € [0, 1] konvergiert Fourierreihe punktweise gegen f.

Einige Hilfsiiberlegungen:
c+1 1
[ @it [ s
c 0

wo ¢ € Rund f(x) = f(z+1).

/ e+ / " e = / e+ / 4+ 1)dy = / fla)de + / " fy)dy = / f(a)da
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wo y = x — 1 gesetzt und die Periodizitidt von y verwendet wurde.

S Jeal? / f@ (2.1)

n=—oo

Bessel’sche Ungleichung

Beweis. Im folgenden ist ¢, das komplex Konjugierte von ¢,.

m=—N

f(z Z cn/ F@)e~2minzdy — Z cm/ Fa)er2mmedy

n=—N

1 N N
0 S / dz f o 6—7’/6727Tinx f o CmeZﬂ'imz
/ dx
0

N N 1
+ Z Z cncm/ e 2miln—m)x
—N m=— 0
/ dxf Z CnCp — Z CmCm + Z Z CnCmOnm VN

—Nm=—N
|Cn| / fz
n=—oo
O
Riemann-Lebesgue Lemma
lim ¢, =0 (2.2)
n—oo
Bewets. Da
Z len]? / f(z)?dz < o
muss ¢, Nullfolge sein!
O

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

N
Z anbn,

n=1

N N
n=1

n=1

Nun wollen wir zeigen, dass die Fourierreihe gleichméflig konvergiert , d.h. fiir alle e existiert ein Ny
unabhéingig von z € [0, 1], sodass VN', N > Ny, wo N’ > N

|fn(z) — fvi(z)| <e Yz el0,1]

Beweis. Zunichst zeigen wir
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N —N-1

Ifn(z) = fn(2)| = Z cpeminT _ Z Z Z ¢, 2N

n=—N — n=N+1

_ Z CnCQTK‘inZE < Z |Cn‘ (2.4)

N+1<|n|<N' N+1<|n|<N'

O

Da laut Voraussetzung f stetig differenzierbar ist, konnen wir die Fourierkoeffizienten d,, := fol f/(z)e2minedy

von f’ betrachten. Es gilt die Ableitungsformel
d,, = 2winc, (2.5)

Beweis. Partielle Integration ergibt

1 1
d, = / fl(x)e™ 2Ty = f(x)ez_27m””|(1J — (—Qﬂin)/ f(x)e 2™ dy = 0 4 2rwinc,
0 0

wobei der erste Term aufgrund der Periodizitdt verschwindet .

O

Nun setzen wir die Ableitungsformel (2.5)) in (2.4 ein, wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (2.3)) an
und erhalten die erste Zeile der folgenden Ungleichungskette:

2

1 1
n(@) = fr@< Y0 mdn‘s D P Yoo ldaf
N+1<|n| <N N+1<|n| <N N+1<|n| <N
2 _ const ! , 2
< >l < | @) ar
N+1<]n| N+1<|n| 0

const

= \/N .

N—oo
const — 0

/

Weiters haben wir in der zweiten Zeile die Bessel’sche Ungleichung (2.1) fiir f/(z) sowie die folgende

Uberlegung verwendet:

o dz 2 ™ 2
> *‘22*“/ GoET i, =N

N+1<|n| n=N+1 N+l

Wir zeigen nun, dass fiir festes x € [0, 1]

Definition. Dirichlet-Kern
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Bemerkunyg.
Dy(x) =Dpn(z+1)

Sei x € Z. Dann ist

Dy(z)= > 1=2N+1
[n|<N

Sei zunéichst x ¢ Z. Dann gilt unter Verwendung der Summenformel fiir die geometrische Reihe

o 1— e27‘ri(2N+1)m e27‘ri(N+1).’E _ e—27'riN.T
DN(JJ) —e 2miNz —

1 — e2wix e2wiz _ |
emiz ei7r(2N+1):r _ efiTr(2N+1)w Sil’l’lT(?N 4 ].)(E
ez ’ eimz _ g—imz o sin Tx

Dieses Ergebnis bleibt auch - bei Verwendung des Satzes von L’Hospital - fiir z € [0, 1] richtig, somit gilt

allgemein

sinm(2N + 1)z
sin Tx

Dn(z) = Va € [0,1]

Weiters

1
fN(;L'): Z Cne27rinw: Z / dyf(y)ef%rinye%rinz
[n|<N In|<N 0
1/2

= [ wsepstz-u = [ Ay fo+ ) D) = [ s+ y)pat)
O —

T —-1/2

wo ¢y’ =y — . In der letzten Gleichung wurde die Periodizitéit des Integranden unter y' — v’ + 1 benutzt.
Yy Yy g g Yy Yy

1/2
fu(@) - flz) = / G+~ F@) D
= /1/2 dy—f(x +_y) — f@) sinm(2N + 1)y
,1/2 Sin 7Ty

Dabei ist der erste Faktor des Integranden stetig in [—1, 3].

Schliefllich gilt, unter Benutzung des Riemann-Lebesgue-Lemmas (2.2))
Jim (fx(e) ~ f() =0
— 00

Weitere Verallgemeinerung:

Satz. Sei f(x) L-periodisch und stetig bis auf endlich viele Unstetigkeitsstellen, die nur Sprungstellen
sein sollen. Bis auf die Sprungstellen und weitere endlich viele Knicke sei f stetig differenzierbar und es

sollen diberall Links- und Rechtsableitungen existieren; sei fy(x) = Zngzv Cpe2minT

Dann

1. konvergiert fn(x) — f(x) gleichmdfig in jedem abgeschlossenen Intervall, das keine Sprungstelle
enthdlt.
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2. konvergiert fn(x) um die Sprungstelle o gegen

(f(zo +0) + f(x0 — 0))

N |

den Mittelwert von imy~ 4, f(z) =: f(zo + 0) und lim, ~,, f(z) =: f(xo —0).

Bemerkung. 1. Abgesehen von Knickstellen schon bewiesen; bisheriger Beweis bleibt giiltig auch fiir
Knickstellen, da die Bessel’sche Ungleichung und das Riemann-Lebesgue-Lemma auch fiir diesen

Fall giiltig sind (ohne Beweis).
Gibbs-Phinomen (ohne Beweis) In der Nihe einer Sprungstelle wird f(z) von den Partialsummen
fn(x) um ca. 8,9% der Sprungweite iibertroffen, zma = O (%)
Beispiel.
1 0<zx<m

fz) =

-1 7n<x<27

P (@) — F(@ma) = 0179+ O (;f)
Tmax — O (]1[>

2.2 Fourier-Transformation

Fiir eine stetige und stetig differenzierbare, L-periodische Funktion f(x) gilt ( bzgl. gleichméBiger Kon-

vergenz)

1 - 27 1 Ly —j2mn, 12T g
= X T (m/ L Wt de) .
Intuitiv: wenn L — oo
. 2m
L
21
dk ~ —
L
o0
2m o
— & dk

fz) = \/% /O; dk (\/1277 /Z f(y)eikydy> oike

In welchem Sinn gilt nun die N&herung und fiir welche f(z) existiert ffooo f(x)e~**dz? Diese Fragen

wollen wir hier nicht in voller Allgemeinheit studieren, sondern beschrinken uns auf einen wichtigen

Spezialfall:
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Definition. Sei S die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen R — C, sodass f und alle

ihre Ableitungen schneller als jede Potenz bei || — oo gegen Null geht; das bedeutet mathematisch

sup xpf(q)(ac)‘ < 00 Vp,q €N
zeR

oder: es existiert ein z¢ > 0, sodass fiir |z| > xg

zP £ (x)‘ < const Vp,q €N

oder
‘1|1m ‘xpf(q) )‘:0 Vp,q € N
Beispiel.
e es
1
1+ 22 £5
e v ¢S
d ¢S
Bemerkunyg.

fesS=rM™Mes
feS=paflx)es

wo p(z) Polynom.

Definition (Fouriertransformation). Fouriertransformation  f und inverse Fouriertransformation =1 f

lauten

71kx
(F )k \/—/ flz dz keR

—1 1k:c
(F N \/%/ f(k)e**dk  zeR

Satz. Wenn f € S, dann existiert F f.

Beweis.

(FF )] = \Ji | @
1

< )de = — )dz + — / )|de <
\/27r/ ol \/27T/og|mgzo| w)dz v2m |m|>mo 7)ldz < oo

Hierbei wurde benutzt, dass der vorletzte Term wegen der Stetigkeit von f endlich ist. Da f € S kann
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man xg so wihlen, dass |f(z)| < 5 fiir x| > x¢ ist; somit

c 2c

flz dx</ —dr=— < o0
/a;|>wo| ( )‘ lz|>x0 x? Zo

Beispiel.

2

fla)=e"/2
= (FI(k) = /2

Siehe dazu auch die Ubungen!

Bemerkung. (Ff)(k) konvergiert fiir f € S absolut, ist dabei k-unabhiingig und somit gleichmiflig kon-

vergent in k.

Definition (GleichmifBiige Konvergenz).

/aoo f(z,y)dz

konvergiert gleichmdfig in y € [y,,y1] falls es zu jedem € > 0 ein N gibt, sodass fiir alle Ny, Ny > N,

Y € [Yo, y1] gilt
Ny
flz,y)dz| < e

Ny

Weiters kann aus der gleichméfigen Konvergenz von f;o %(x, y)dx die Stetigkeit von

o) = [ " fey)de

gefolgert werden und es gilt die Ableitungsformel

q'(y) = /Oo 5‘f((9:z; Y 4o

2.2.1 Ableitungsformeln bei Fouriertransformation

Sei f € S, dann gilt

10 = = [ e = @S ik [ e i)
= ik(Ff)(k) (2.6)

Dabei wurde partiell integriert (das ist erlaubt, da (Ff’)(k) gleichmiBig konvergent in k ist). Der erste
Term fillt dann weg, da f(z) € S.

Iteration fiihrt zu hoheren Ableitungen:

(F£9) (k) = (R (F ) (k)
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FI \/T/ fle ( m) dx_\/lﬂ/o:o f(@)(—iz)e**da
= (F(=izf)) (k) (2.7)

Hier ist mit f(z) € S auch ixf(x) € S. Da (F(—izf))(k) gleichmiiBig konvergent in k, durfte unter dem

Integralzeichen differenziert werden.

Iteration:

(FNHD (k) = (F((~ix)" 1) (k)
Insgesamt
(=ik)P(FND (k) = (k) (F (~i2)f)) (k) = F ((=i2)7)) (k) p.g €N

Satz. Fouriertransformation bildet S auf sich selbst ab, d. h. wenn f € S, dann auch Ff € S. (siche
Ubungen)

Satz. (ohne Beweis) Wenn f € S, dann gilt F(F ' f) = FY(Ff) = f.

Satz (Plancherel-Gleichung). (ohne Beweis.) Fir f € S gilt
| r@Pas= [ EnwFa
2.2.2 Faltungsformeln

Satz (Faltungstheorem). Fir f,g € S gilt

F(f-9)=FfoFg (2.8)
F(fog)=Ff Fg (2.9)

wo die Faltung zweier Funktionen gegeben ist durch

(Foa)e) == [ fahale ~)as' = (g0 (o (2.10)
Beweis.
]:f-]-"g—\lﬁ/oo etk f (! dx—/ e g
m / = / o) £(0) gy Yo' dyf
- 72? / dxﬁ | = y)al)y
- / dae (g o f)(2) = F(go (k)
— F((f o g)) (k)
In der dritten Zeile haben wir z = 2’ + ¢/, y = ¢/ und dz’dy’ = dzdy verwendet. O
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2.2.3 Anwendungsbeispiel der Fouriertransformation

Auffinden spezieller Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen mit konstanten Koeflizienten,
z.B.

y'—y=1f
bei vorgegebenem f € S.

Fouriertransformation der Gleichung

Fy' - Fy=Ff
—kFy—Fy=7Ff
~(1+K)Fy=Ff

1

R

Fy=

Riicktransfomation und Anwendung des Faltungstheorems ergibt

1
Flry=y=-71 (1+k2) o FIFf

v =~ (7 (155 ) o) @

sa) = =3 [ e pa

— 00

da F~1 (ﬁ) = /Ze" 17l (siehe Ubungen).
Bemerkung. Vgl. frithere Formel fiir spezielle Losungen:

Homogene Losung 3"/ —y =0

Yy =¢€

yp=e "

we| ¢ 2
et —e® a

z —a ’ z ’
Yspez (LL‘) =—e® / c J;(xf) dz +e™” / ¢ (255 )dx
C2 (&

. —

Yspez () hingt mit obiger, durch Fouriertransformation gefundener, Losung zusammen:

1 [ / 1 [ / 1 [ /
—5/ e 1T f(2)da' = —5/ e T f(2")da + 5/ e " f(z2")da’
1

z ’ 1 z ’
= —5/ e " f(2))da’ + 5/ " " f(2")dr' + Kie™® + Koe®
ca

Cc1

Dabei sind K; und K endlich, da f(z) € S.
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2.2.4 Mehrdimensionale Fouriertransformation

Definition. Fiir £ € R” ist f(x) € S, wenn f beliebig hohe partielle Ableitungen besitzt und fiir
r= /23 + 23+ ...+ 22 sowie fiir alle k € N und fiir alle p=p; +pa + ... +pn, pi €N

. orf
lim kipl 5| =
r—oo|  Oxy'...0xy"

r

Beispiel.

2
e €S

2
rie”" €8

Dagegen eai ¢ S, da es mit 1 = 0 bei 7 — oo nicht abfillt.

I kl
Definition (Mehrdimensionale Fouriertransformation). Sei x = eR" k= e R™
In ky
FH0) = s [ Haeea
= € T
(2m)"/2 Jgn
1 .
f71 — k +1lc:1:dnk
FN@) = G [ SR

Beispiel. n =3, 2,k € R3

fl@)=e®/? = I_Ie*mf/2
1=1

3
(FHK) = [[e /2 =e /2

i=1

Bei allgemeinen f(x) faktorisiert (F f)(k) nicht!

2.2.4.1 Fouriertransformation einer radialsymmetrischen Funktion

T
Sein=3,z=| zy |,r=1+/2%+ 23+ 2% und f(x) = f(r). Denken wir uns k € R? fest,
z3

kx = krcosf

d3z = r2drsin 0d0d¢ = r?drd cos dé
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wo k= 1k|,0<6 <7, 0<¢<2r Dann ist
2T
(]:f)( ) (]:f) 3/2/ d’l“/ d(b/ dcosee—lkrcose Qf( )

cos =1
_ / dr 1 e—1krcos€ ’I“Qf(?“)
(2#)1/2 o ikr

cosf=—1

= \/zli /000 dr f (r)rsin kr (2.11)

Analog die Riicktransformation

r) = \/271« /OOO dkf (k)k sin kr (2.12)

Wihlen Polarkoordinaten im R®

r1 =rsinfcos ¢
To = rsinfsin ¢

r3 = 1 Ccosf
mit 0 <0 <7 und 0 < ¢ < 27; weiters

d3z = dzidaadagr?dr sin 0d0de

Wiéhlen x1, 9, 23-Achsen so, dass k || z3-Achse

ki =0
ke =0
ks =k

Auflerdem k = |k|.

Beispiel.

flr)y=e9" a>0

\/§|k|(7‘-f)(|k|) :/ drsin(|k|r)e™*"r = Im/ dr e~ (a=ilkhry.
0 0

1 o 1 (a+i|k|)?
1 dre—(a=ilkDr _ | :
ma—i|k|/o " Ma—1k)?  (a+ilk])?
2a|k|
(a2 + k2)

k) =2 P

In der zweiten Zeile wurde dabei partiell integriert.
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2.3 Laplacetransformation

Definition (Laplace-Transformation).

wﬂ@%—lwf@kswnsec

Satz. Wenn f stetig und |f(x)| < const - €% fiir oo € R und x > 0, so existiert (Lf)(s) fir alle solche
s € C, wo Res > oy.

Beweis.

/000 f(x)e *"dx

< [ a)le s
0
< const / o~ (Res—oo)z g,
0
e—(Rcs—ao)z o

Res — o9 0
const

= —const -

= — <X
Res — o9

2.3.1 Beispiele zur Laplace-Transformation

Beispiel.

> —sz —sx | 1
(em)(s) = [ e e = e = S
Damit also )
1) =-
L) ="
Beispiel.
flx) ==

x < const - 7" Voo > 0

Also existiert £(z),wenn Res > 0

—SsT

xTre

S

(L(x))(s) = /OOO re dr = —

o0 [e'e) —sx
e 1
+ dz = )
0 0 S S

_ o0
Im ersten Schritt haben wir partiell integriert, im zweiten fillt **—| = 0 weg. Insgesamt erhalten wir
0

also
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Beispiel.
flz)=e*, aeR=0p=a

L(e*) existiert, wenn Res > a.

1

sS—a

L(e*) :/ e~ 5=y =
0

Beispiel.
f(x) =coswz, we R=0p=0=Res >0

1 [~ . ;
L _ 7/ —(s—iw)z + —(s+iw)z d
(coswz) 3/, (e e ) x

1 < 1 1 )

=z — + -
2\s—iw  s+iw

-5 (2.13)

2.3.2 Ableitungsformeln
L(f") = —f(0)+s-L(f) (2.14)

Man beachte besonders den ersten Term. Vergleiche auflerdem Formel mit der Ableitungsformel fiir
die Fouriertransformation F(f') = ikFf.

Beweis.

/00 f@)e ™ de = f(z)-e | + s/oC f(z)-e**dx
0 0
)

= —J0) 5 £
Dabei haben wir zunéichst partiell integriert. Im zweiten Schritt haben wir benutzt, dass f(z) - e=*%|" =
—f(0) fiir Res > ogy.
O
Aus folgt weiters
L(f") = =1'(0) +sL(f) = —f'(0) = s£(0) + s*L(f)
oder umgeordnet
L(f") = s*L(f) = ['(0) = 5£(0) (2.15)
2.3.3 Zusammenhang mit der Fourier-Transformation
Sei s = 0 + ik, wobei o, k € R. Dann gilt
(Lf)(o +ik) = V2r (F (f(z)e 7"O(x))) (k) (2.16)
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Beweis. Wir schreiben zunéchst die rechte Seite explizit an:

VIR (F (fa) - 0@) (0) = [ fla)e e orade = [ flae B = (Lf)oik) = (L))
o 0

Im zweiten Schritt haben wir die Heaviside-Funktion ©(x) eingesetzt,

0 z<0
1 >0

O(z) =

Diese verhindert Beitrige von negativen .

2.3.4 Umkehrtransformation der Laplace-Transformation

Zuniichst folgt fiir o > o9 und stetiges und stiickweise differenzierbares f aus [2.16| mittels Fourier-

Riicktransformation (fiir z > 0), dass

1 R
f(iE)eiUm _ > / elkm
™ J—0c0

L

5= (Lo + ik)dk

bzw.

f@) = o / (L) o + kel R

21 J_ o

Dies ist die Parameterdarstellung eines komplexen Integrals mit Weg ~ (vgl. Abb. links):

s(k) =0 +ik, k € (—o00,00)

s=1

und damit )
~ o

f(z) /(Ef)(s)e”ds, x>0

A=

Ims
Ims

L L
0 a0 o 0 a0 o
Res Res

(a) Integralweg (b) Geschlossener Integralweg

Abbildung 2.2: Illustrationen zum Integrationsweg
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Allgemein gilt der folgende

Satz. (Lf)(s) ist analytisch fiir Res > 0.

(ohne Beweis) sowie der

Satz. Ist (Lf)(s) analytisch bis auf endlich viele isolierte Singularititen si, ..., s, mit Resy < o9 und
gilt (Lf)(s) — 0 fiir |s| — oo, so kann man den Integrationsweg v durch einen unendlich grofien linken
Halbkreis o sowie Strecken 1 und ~ys schlieflen (vgl. Abb. rechts) und den Residuensatz anwenden,

sodass fiir x >0

fl@)=L7HLE) =D Res((Lf)(s)e*, s = sp)
k=1

(ohne Beweis)

Beispiel.

1

fa) =1, £0)=-

flz)=L"1 <1> = Res <1e“, 5= O) =1
s s
Beispiel.
fla) =, £(e) = —
x) = e, )=

flx)=rL"" (S i a) = Res (Sema7 s = a) =e™

2.3.5 Anwendung der Laplace-Transformation zur Losung gew6hnlicher DGL

mit konstanten Koeffizienten
1. DGL Laplace-transformieren
2. Ableitungsformel
3. Losen der transformierten Gleichung (rein algebraisch)
4. Riicktransformation
Beispiel.
y" + Wiy = coswx

y(0) =1
y'(0)=0
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)
S*Ly) —y'(0) = s y(0) + wiL(y) = 3 —iwz
L(y)-(s*+wi) =s+ - —in
Lly) = - °

= +
s?tuwg (52 wi) (57 +w?)

Dabei haben wir im ersten Schritt auf die linke Seite die Ableitungsformel und auf die rechte Seite
Gl.2.13]angewendet. Im zweiten Schritt haben wir die Anfangsbedingungen eingesetzt und s addiert. Nun
wenden wir auf den zweiten Term rechts eine Partialbruchzerlegung an und transformieren schliefSlich den

ganzen Ausdruck zuriick:

L(y) = s N 1 s s
y_32+w8 wi—w? \s?2+w? 24+ w]

Y = COSWoT + —5— (Coswx — coswo)
wi — w?
0

Bemerkung. Die Anfangsbedingung ist hier automatisch inkludiert!
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Kapitel 3
Spezielle Funktionen

Funktionen wie die Legendre-Polynome (3.1)), die Besselfunktionen (3.2)), die Hermite-Polynome (3.3)
oder die Laguerre-Polynome (3.4) konnen mittels erzeugender Funktionen definiert werden. Wir studie-
ren zundchst Eigenschaften dieser Polynome und beweisen abschlieend, dass diese Polynome mit den

Losungen diverser Randwertprobleme zusammen hingen.

3.1 Legendre-Polynome

Definition. Erzeugende Funktion der Legendre-Polynome isﬂ

1
V1 —2xt+t2

Wenn | — 2zt + t?| < 1, ergibt sich nach Taylor-Entwicklung und unter Anwendung des Binomischen

Lehrsatzes:
2\—1/2 — _% 2\!
(1— 2zt +17) :ZO< l ) (—2at + %)
- i( —3 )i < : >t2k(—2xt)l_k
l k

=0 k=0
= _% ! I+k -k
=> > l L)1 (—2z) (3.1)
1=0 k=0
Wir fordern, dass Doppelsumme absolut konvergent ist, also dass [t?| < 1, |2z| < 1, und kénnen umordnen
1 oo
—_— = Py(x)t!
V-2t +t2 =

Beispiel. Niherungsweise Berechnung

L L3y
Vite 2 8 7

ITipp: « ist immer das, woraus die Polynome werden
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VI—2xt+2

wo e = —2xt + 12 ) )
+xt+§(3x2—1)t2+...

!
0.5

Abbildung 3.1: Die ersten sechs Legendre-Polynome P,

Beispiel. Seien z,z’ € R?, R = |z'|, r = |z| und sei R > r.
1 1
|z —x'|  /r2+ R?Z—-2Rrcosa
1 1
R /T-2(%)cosa+ (5)2

= ;gﬂ(cosa) (%)l

R

Abbildung 3.2: Definition von R, r, cos «
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Wir betrachten nun den allgemeinen Fall und fithren den neuen Summationsindex n = [ + k in [3.1] ein:

Dak<l=n-—k, gilt
n gerade

22 n ungerade

co I 1
(1 _ 2$t+t2)_1/2 _ ZZ ( _l§ ) < li )tl+k(—2x)l_k

1=0 k=0
_ ikmx -3 ) ( n—k ) (—2)n—2kyn—2kyn
n—ohmo \ "k k
(o)
= Z P, (x)t"
n=0

Hier ist

Pn(aj) = i( < n__§k ) ( n;k > (_Q)n—Zk'xn—Qk-

k=0

Wir betrachten die einzelnen Faktoren:

N e e
(n—k) Faktoren
( n—k ) _ -kt
ko) (n—2k)K!

e B (72)77,7]6‘277,7](7(71)]6
(72) 2k _ o

und erhalten damit

k (n— k) (n—2k)! k! 27

( -3 ) (nk>(_2)n2k: 1-3- . (2n—2k—1)- (20— 2k) - (2n — 2k — 2) -

n—=k

und daraus schliefllich die

3.1.1 Explizite Formel fiir die Legendre-Polynome

Eom:
nax 2n — 2k)! g2k
n() k:O( i Y TR DT
T 5 n gerade

n—l 1 ungerade
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3.1.2 Formel von Rodrigues

_ 2 n
Pule) = gm0~ )
Beweis.
dn d» & n
ﬁ($2 _ 1)n =— Z < > (_1>kx2(n—k)
dz an = k
ktnax
:Z n ( )k(2n—2k)' n—2k
=\ k (n — 2k)!
el 1y (2n —2k)!
N = (n— k) k! (n — 2k)!
mit
. 3 n gerade
- "T_l n ungerade

3.1.3 Integraldarstellung der P,

1 (22 —1)"
Fulz) = Tm/c 27 (z — x)ntl dz

C ... geschlossener Weg um x

Beweis mittels Cauchy’scher Formel fiir Ableitungen

n! z)dz
10 g | e

wo f(z) = 5 (22 — 1)n gesetzt wird.

2nn!

3.1.4 Legendre Polynome P, und DGL

Es gilt

(1—a2?)P) —22P, +n(n+1)P, =0

Beweis. Sei v ein geschlossener Weg um x: Aus Integraldarstellung folgt

P! (z) = i/%dz

27 (z — )" t2

ST L SLESITEE
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Einsetzen:

(1= 2P = 2uP, +n(n+ )P, = 5L [ LS [(1— ) (n+2) — 2a(2 — 2) + n(z — 2)?]

2mi Jy 27 (z—x)nt3

= omily GV o 1)z —a) — (n+2)(22 — 1)]

27 Jy 27 (z—x)n i3

_ nt1 i (2271)n+1
- 2mi2n fﬂy dz dz |: (z—z)"t2

= 0
O
3.1.5 Normierung, Orthogonalitéit
! 2

Beweis. Wir multiplizieren die DGL fiir die Legendre-Polynome (3.4)) P, mit P, und jene fiir P, mit

P,; dann bilden wir die Differenz der so erhaltenen Produkte:

d 2 dPn dP’m —
le (1—2%) (Pm e - P, i >} +[n(n+1)—m(m+1)|P, P, =0

[(1 _2?) (pmdd];" - pnd(ﬁ”ﬂ 1_1 +[n(n+ 1) — m(m + 1)] /11 Po(2) Py (2)dz = 0

Im letzten Schritt wurde zwischen —1 und 1 integriert; der linke Term verschwindet dadurch offensichtlich.

Damit nun

n(n + 1) — m(m + 1)] [1 Py (2) Py (2)da = 0

muss gelten, falls m # n , dass

/_11 P, ()P (x)dz =0

Fiir m = n gilt unter Verwendung der Formel von Rodrigues (3.3]) und weiters durch partielle Integration:

/11 Po(a)2da = ﬁ /11 (;xn (a - 1)") <dd;n (a2 - 1)") da

(
i | @) g @)

22n(pN)2 | dan—t dzm
N G ) A SV S

= (_1)"22?2;)2/ (22 - 1)"dz (3.6)

—1

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass
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Weiters gilt, wieder unter Verwendung partieller Integration

1 1
— nﬂf " Xr = — " T — n+l = ...
/ (@—1)" (z+1)"d [1( )" (@ + 1) da

-1 n+
n')) /1 (z+1)""da

7'L) ( + 1)2n+1
2n)! 2n+1

n|) 22n+1

= (="

1

= (="

-1

Setzen wir dieses Ergebnis in Gleichung [3.6] ein, so ergibt sich schliefilich

P, (2)2dx =
/,1 (@)"de = 5=

Damit stellen die Legendre-Polynome P, (x) ein orthogonales, normiertes Funktionensystem dar.

O

Bemerkung (Entwicklung von Polynomen nach Legendre-Polynomen). Sei p,(z) ein Polynom n-ter Ord-

nung in x. Dann lsst sich p,(z) durch die Legendre-Polynome Py(x), ..., P,(z) ausdriicken:
pr(x) = agPo(x) + a1 Pr(z) + ... + anPp(x) (3.7)

Fiir die Koeffizienten a,, folgt durch Integration von Gleichung und Anwendung von Gleichung

1
2
[ pula) eyt = 5=

Bemerkung (Entwicklung von Funktionen nach Legendre-Polynomen). Sei f(x) eine Funktion in z. Sétze

iiber Konvergenz (ohne Beweis) #hnlich wie bei Fourierreihenentwicklung.
Z a7L n

2n+1/ Fa

Es gilt z. B. gleichmiiflige Konvergenz fiir eine auf [—1, 1] stetige, stetig differenzierbare Funktion.

Definition (Assoziierte Legendre-Polynome).

m/2 dmP, (:L’)

P (z) = (1 —2?) g

n

Beispiel.
Pl(z) = (1—a*)'/?

Beispiel. Die assoziierten Legendre-Polynome P bilden eine Orthonomalbasis (ohne Beweis). Es gilt

z. B. L
m m _ 2 (n+m)!
/_1 P (@) P (@)dw = o 2n+1 (n—m)!
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Bemerkung. PJ*(z) =0 wenn m > n

Differentialgleichung Assoziierte Legendre-Funktionen F/™

1— 22

((1—3:2)P’m)/+ (l(l+1)— i ) P"=0
l 1
(Beweis mittels Integraldarstellung)

3.2 Besselfunktion J,(z)

Erzeugende Funktion:

e2(t=1) tec\{0

Entwicklung in Laurentreihe:
oo

e%(ff%): Z t" Jp ()

n=—oo

zur Erinnerung: f(z) singulér bei z =0

flz)= Z anz"

n=—oo

[,

- : n+1
2mi y W

n

v ... geschlossener Weg um 0

daraus folgt:
1 §(w—=3)
Jn(z) = /de

- 27 . wn+1

substituieren w = %Z

1 T\™ z—ﬁ —n—1
Jn(x)—%<§) Le iz z dz
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Abbildung 3.3: Die ersten drei Bessel-Funktionen J,

Entwickeln und einsetzen (es heben sich alle Potenzen weg, aufler jene, wo % stehen bleibt):

ok
ef = Z o
k=0
e_% _ i (_l)r z2r
rl (4z)"

_ — (_1)r AN S 11 —n—r+k—1
he) =3 (3) X 4
r=0 k=0 Bl
wenn n > 0: 6k, nor
o0
_1)7’ N\ nt2r .
Jn(z) = ZO T (5) konvergiert Vz

(siehe dazu auch Ubungsbeispiele fiir n < 0: J,,(z) = (=1)"J},(z))

Behauptung. J, erfillen die Bessel’sche DGL

1 2
J =T+ (1—”2)Jn:0
T

T

Beweis: analog zu Legendre-Polynomen mittels Integralformel fiir J, () (siehe auch hier Ubungen; man

x

2
verwendet f,y dz% (ez_fzz—"—l) =0).

Auch die Besselfunktionen bilden eine Orthonormalbasis.

3.3 Hermite-Polynome

Definition.

o0
eft2+2t:1: _ Z Hy () m

n=0
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Beispiel.
1
e 2T | 42 L op 4 54152:102 +...

1
:1+2xt+§(4x2—2)t2+...

Hy=1
H1:2.’17
Hy =4z% — 2

-10

z

Behauptung.
2 d™ 2
Hn = (—=1)"e% — %
(2) = (~1)"e"” T
Beweis.
2 dn 2 2 n 2 2 d’ﬂ 2
(71)“630 ﬁefz _ (7 )nez ﬁef(zft) _ (71)”6‘1’ 767(1,775) (71)71
dz dx =0 dt 0
dm / » > dr > o Hj, d?
— = (azt=(z=1) ) - = ( —t +2ta:> L k
atn (e o atn \° — E_: kL der
0o Hk
k=0

3.3.1 Integraldarstellung

2

2 nl e %
Hy(z) = (—1)e” 2 S
(@) = (-1’ y{(z_x)mdz

v ... geschlossener Weg um x
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3.3.2 Differentialgleichung
H!! —2xH] +2nH, =0

(ohne Beweis; analog zu Legendre-Polynome, Besselfunktionen)

3.4 Laguerre-Polynome L,(z)

3.4.1 Erzeugende Funktion

Die L, (x) sind die Koeffizienten der Taylor-Reihe.

3.4.2 Integraldarstellung

L )*L%id
n = o o (1 —2z)zntl :

C'...geschlossener Weg um 0 ohne 1 zu umschlieflen

Behauptung.

e dm

n! dzn

L,(z) = (z"e™™)

-10

T

Abbildung 3.5: Die ersten sechs Laguerre-Polynome L,

Beweis. Einsetzen in Integralformel

w—z x
z = bzw. w =
w 1—-2
dZ:dwwf(u;fx)dw:%dw
w
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w—zx 1

—

1 e Vo xdw
Ln(z) = —
(=) 2m% = wozy(E=z)ntl 2
1 1
. —w—+x 1—2+n+17d
o We v (w —x)ntl v
1 1
— T n,—w d
¢ o - ¢ (w—z)ntl
ez dn n_ —x
=)
O
3.4.3 Assoziierte Laguerre-Polynome
L) i= ()L ()
nA dgm

3.4.4 Differentialgleichung

zL))+ (1 —2)L,, +nL, =0
oL + (1+m—x)L" +nL" =0

(Beweis mittels Integraldarstellung)

3.5 Kugelfunktionen Y, (¥, ¢)

Definition.
Y™ (0, ) = — 22?1 El+m§|Pl (cos?)el™? m >0
(—1)™ (Y70, ) o
wo
1=0,1,2,...
m:*l,*lﬁ’l,,,.,lil’l
DS [0,7'('] p € [07271_}
Beispiel.
1 1
Yo = 7P0 COSﬁ = —
i \/E\i/_)/ \/E
1
o= % cos ¥
yE = isinﬁeiiw
' 8

Bemerkung. Die Kugelfunktionen sind beziiglich des vollstéindigen Orthonormalsystems der (assoziierten)

Legendrepolynome definiert.



Sie bilden daher selbst ein vollstindiges ONS fiir Funktionen, die auf der Einheitskugel definiert sind
(d.h. von (9, ¢) abhiingen).

Insbesondere kann man zeigen, dass:

™ 2w
/ sin 9 dv / de Y*™(9, 0)Y 7 (9,90) = Snn S (3.9)
0 0
Es gilt das wichtige Additionstheorem:

!
47-[- * m
Pi(cosar) = ATl E Y™ (0, 0)Y™(0, ) (3.10)
m=—I1

wo « der Winkel zwischen (r, 9, ¢) und (R, 0, ¢) ist

sin ¥ cos ¢ sin 6 cos ¢
cosa= | sindsing || sinfsing
cos ¥ cosf

= sin ¥ sin 6(cos ¢ cos ¢ + sin @ sin ¢) + cos ¥ cos §
= sin¥sin 6 cos(p — ¢) + cos ¥ cos d

(9, ¢)

(R, 0.9)

Abbildung 3.6: Additionstheorem der Kugelfunktionen

Beweis. 1. Zin:—l Y (9, )Y (0, 0)
ist unter Drehungen des Koordinatensystems invariant (Darstellungstheoreme, Drehgruppe)

2. wiahlen ¢ = 0, also cosa = cosf

l l
Z Y, (0,9)Y," (o, ) = Z I mpl (1)e™"™?P™(cos ar)e ¢
m=—I1 :

m=—1

l

20+1 (1 —m)! o
— pm im(p—p)
E yrT )!6m0 " (cos ar)e

C2+1

m=—I
20+1
=~ P (cos ar)

Py(cos a)
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3.6 Gammafunktion I'(x)

Wir betrachten zunéchst fiir o« > 0

differenzieren n-mal nach o

| coreretar= it — e

multiplizieren mit (—1)" und setzen

(oo}
a=1: / t"etdt=n! n=1,23,...
0

Definition. N
M@= [ #eta e
0
Beispiel.
P(n+1) = / t"e~tdt = n!
OOO
I'(1) =/ e tdt=1=0!
0
1 o0 1 2 e}
r () :/ t_fe_t dt = \/>/ e—‘r2/2d7_
2 0 2 J_
pu— \/7?
mit t = L;, dt = 7dr = V2t/2dr.
ot
o
. 2 : ; '

Es gilt:

Abbildung 3.7: Die Gammafunktion I'(x)
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Nz +1) =al'(z) reRY

o0 o0
/ t eTtdt = tx(—e*t)|g°—/ dt zt*H(—e™t)
I AR
0
oo
= x/ " letdt
0
= al'(z)

Beispiel. Spiter werden wir der Differentialgleichung der sphdrischen Besselfunktion J; 1 () begegnen.

Diese ist mittels der I'-Funktion definiert

RS G VA
Ty (@) = Z; I+ 5 +7)! ()

WO

1 1
= =T = 1
<l+2+r> <l+2+r+)

Wir bezeichnen Ji 1 (2): = ji(x) als sphirische Besselfunktion.

Definition. Wenn z € R™\{—1,-2,-3,...} kénnen wir I'(z) := 1I'(z + 1) definieren.

r(-3) -yt (z) -
()= )-be

Bemerkung. Fir x € {0,—1,—-2,-3,...} ist ['(x) singulér!

Beispiel.

Beispiel.

1
lim I'(e) = 1ir% -T(1+¢)
e—0 €

e—0

1
= lim — lim I'(1 + ¢)

e—0 € e—=0
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Kapitel 4

Theorie der Distributionen

MoTivaTIiON: Wir wollen anstelle von unprézisen Definitionen und Manipulationen von verallgemeiner-
ten ,,Funktionen® im Gegensatz zu gingigen Formelsammlungen und Handbiichern fiir PhysikerInnen (wo
zum Beispiel mit der Dirac’sche Delta, funktion“ § unverzeihlich salopp verfahren wird) einen mathema-
tisch rigorosen Formalismus verwenden. Dieser umfasst die grofle Klasse der temperierten Distributionen

und gestattet allgemeine Rechenregeln ABZULEITEN.

WESENTLICHE IDEE: Verallgemeinerte ,Funktionen“ werden nicht punktweise definiert, sondern indi-

rekt durch ihre Wirkung auf ,, geniigend brave* Funktionen, die sogenannten Testfunktionen.

Als wichtige Anwendung der Theorie der Distributionen werden wir die Greensfunktionsmethode zum

Losen von inhomogenen DGL besprechen.

4.1 Grundlegende Definitionen

Wir wiederholen zunéchst die Definition von Funktionen der Schwarz’schen Klasse S, die schon in Ab-
schnitt eingefiihrt wurden und die - bei gleicher Bedeutung - in diesem Abschnitt auch den Namen

Raum der Testfunktionen erhalten.

Raum der Testfunktionen S (Schwarz’sche Klasse) Menge der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen f : R — C, sodass f und alle ihre Ableitungen schneller als jede Potenz von x bei |z| — oo

gegen Null geht.
Beispiel. = S, 2Pe= € S, e * ¢S

Abbildungen von reellen Zahlen in komplexe Zahlen heiflen Funktionen, Abbildungen von Funktionen
in die komplexen Zahlen heifilen Funktionale (z. B. das bestimmte Integral iiber die Funktion). Wir

formalisieren:
Definition. Eine Abbildung g: S+~ C, v € S — g(v) € C heifit Funktional iiber S

Definition. g heifit lineares Funktional iiber S, falls g Funktional iiber S ist und

g+ pye) = Ag(m) +pg(r2) woApueC, yi,72 €8
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Definition. Eine Folge {g,,} von Funktionen g, € S heifit reguldr, wenn fiir jedes v € S ein eindeutiger

Grenzwert limy, oo [*- gn(2)y(z) dz existiert.
Definition. Zwei reguldre Folgen {g,}, {h,} heilen dquivalent, wenn Vv € S gilt:

o0 o0

lim gn(x)y(z)dr = lim hy(z)y(x) dz

Bemerkung. Regulire Folgen sind somit in Aquivalenzklassen einteilbar.

Raum der temperierten Distributionen S’

Definition. Ein lineares Funktional g iiber S heisst temperierte Distribution, wenn es durch eine reguldre
Folge g, € S auf folgende Weise definiert werden kann

o0

g(y) = lim gn(x)y(x)de Vye S

n—
1 =00 f

Alle reguliiren Folgen aus einer Aquivalenzklasse definieren dieselbe Distribution. Man bezeichnet v € S

als Testfunktion und nennt den Raum aller temperierten Distributionen S’ .

Bemerkung. Anstelle der eben gegebenen Definition temperierter Distributionen mit Hilfe regulérer Fol-
gen ist auch eine Definition temperierter Distributionen mittels stetiger linearer Funktionale tiber S
moglich. Diese Zugang ist jedoch anspruchsvoll und formal und wurde hier nicht gewéahlt. Der Vollstéin-
digkeit halber fithren wir nur die grundlegende Definition an und weisen auf den Zusammenhang zu den

bei uns verwendeten reguléren Folgen hin:

Definition. g heifit stetiges lineares Funktional iiber S, falls g lineares Funktional iiber S ist und fiir
Folgen ~,, € S, die gegen v € S im Sinne von

d77l
lim max ||z|" (Yn(x) —y(x))|=0 Vp,m=0,1,2,3,...

n—oo reR dxm™

konvergieren, gilt:

Jim_g(m) = 9(7)

Bemerkung. Beachte die unterschiedlichen Limesbildungen von g(v) = limp—oo [0 gn(2)y(z)dz in

Bezug auf Folgen g,, € S sowie andererseits lim,, . g(7,) = g(7) in Bezug auf Folgen ~,, € S!

Satz. Jedes stetige lineare Funktional g iber S ist eine temperierte Distribution und es gibt eine regulére

Folge g, € S, sodass

oo

g(v) = lim gn(z)y(x)dz Yy e S

— 00
Nach dieser Einfithrung in die Konzepte der Distributionstheorie wollen wir das wichtige Beispiel der
Dirac’schen Deltafunktion ¢ betrachten. Wir sagen Deltafunktion, obwohl richtigerweise Deltadistribution

zu verwenden wére.

Beispiel.
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definiert die Dirac’sche Deltafunktion §

Es gilt die wichtige Formel

welche die gesuchte rigorose Definition der Dirac’schen Deltafuntkion § darstellt.

Beweis.

B/ —.L’Vl d.%'—\/7/ —J,n dm‘-i—v \/7/ _'Lndl'
T J_

\E
weiters:

[v(z) =~(0)] =

dy
/0 T ,d:c

da :11::, e S gilt éig, < const. (jede Funktion aus S ist stetig und fillt gegen 0 ab, muss dazwischen
Max/Min haben)

< const. - |z

e "(y(z) —v(0)) dz| < const. - \/> / *rdr = Co\;;t,% oo

Bemerkunyg. { %e‘xzn} und {, / 37"6_312"} sind dquivalente Folgen fiir 4.

4.2 Konventionelle Funktionen als Distributionen

Eine besondere einfache Klasse von temperierten Distributionen kann gewonnen werden, wenn eine Funk-

tion f: R — C gegeben ist, die fiir ein u € R

[l
Ut a?)r
erfiillt. In diesem Fall kann man eine regulére Folge g, € S explizit angeben (wir lassen die Details hier

in der Vorlesung allerdings aus), die im lim,_,~, eine Distribution mittels des konventionellen Integrals
iiber f(z) definiert.

f(7) = lim v)d = / fo

n—oo

Wir bezeichnen diese Distribution in ihrer Wirkung auf eine Testfunktion v in suggestiver Weise mit f(7).
Zu beachten ist, dass f(z) die vorgegebene Funktion bezeichnet, f(y) hingegen die zugehérige temperierte

Distribution. Das Integral iiber f(x) ist ein konventionelles Integral.

Beispiel. f(x) =
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1 kann auch als auch temperierte Distribution betrachtet werden, da fiir p =1

< 1dz -
—— <
oo 1+ 22

endlich ist und geméfl vorigem Satz eine temperierte Distribution definiert

1(7):/oo 1~7($)01x=/0o V(z) dz

—0oQ — 00
22
Tatsédchlich existiert eine regulédre Folge, die das bewirkt: {e_T}

Beweis.

/_O; e /My(z) do = / e e + / @) da

—o0 —o0
z q " T 9. —z'%/n T 9t

[ eema] | [ | [ ] -
o dx 0 n L

L[> t.
< */ 22 y(z)| do = OB 0
N J_ oo |N=—~— n

‘/_(:(e_zz/" — )y(x)dz

weitere Beispiele:

Beispiel. f(z) ==

/°° || dx c o
oo (L4 22)2

Beispiel. f(x) = 06(z)

00 = [ lentde= [ )i

Beispiel. f(x) =In|z|

/°° |ln|x||da:<
— <
oo 1422

mmmz/mmmwmw

— 0o
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Héufige SCHREIBWEISEN fiir Distributionen:

g9(v) = lim _Z gn(2)y(z) dz
(9,7) = lim _Z gn(x)7y(x) dz
o)) =t [ g
(o) 7(@) = tim [~ gulahfa)ds
| stan@ =t [ g@n@a

Alle diese SCHREIBWEISEN bedeuten das gleiche, nédmlich lim,, .o [0 gn(2)7(x) dz. Die letzte SCHREIB-
WEISE fix;o g(x)y(z) de wird sehr gerne von PhysikerInnen verwendet, ist aber missverstdndlich, man
beachte die zugehorige Definiton mittels regulédrer Folgen! Nur im Falle von Funktionen, die selber Dis-

tributionen sind, ist tatséchlich ein konventionelles Integral gemeint!

4.3 Rechenregeln

Reguldren Folgen definieren temperierte Distributionen. Durch Manipulationen dieser Folgen (Additi-
on, lineare Transformationen, Produktbildung, Ableitung, Fouriertransformation und Faltung) kénnen

entsprechende Rechenregeln fiir temperierte Distributionen hergeleitet werden.

4.3.1 Summe

Seien:
{gn} reguliire Folge fiir g
{h,} reguldre Folge fiir h

Definition.

(oo}

(g+h)(y) := lim (gn () + hp(2)) v(x) dz = g(v) + h(7)

=5
n—oo [_

(g+h)(v) =g(y) +h(v)

4.3.2 Lineare Transformationen

Sei {g} reguldre Folge fiir ¢

Definition.
(glar + 8,7 = T [ gufar+0n(x)dr
o oo (2)
= nh—>Holo O;gn(x)é"y((ma_b> dz
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In der zweiten Zeile wurde =’ = ax + b gesetzt, wobei auch g, (z’) € S.

(g(az +b),7(z)) = (Q(x)’17<x—b>>

a

Beispiel.
(0(z — m0),7(x)) = (0(x),v(z + z0)) = V(o)

In anderer SCHREIBWEISE:

Beispiel.

In anderer SCHREIBWEISE:

4.3.3 Produkt

Das Produkt zweier Distributionen ist im Allgemeinen nicht definierbar, wohl aber das Produkt einer

sogenannten schwach wachsenden Funktion mit einer Distribution:

{on} = {\/%e_x%} ... 0 — Funktion
™

Beispiel.

277 . o
g*(y) = lim go(x)y(x) dz
n—oo
> 2
= lim /> N g—atam (z) dx
n— 00 2T ™

Definition. Eine Funktion ¥(z) heifit schwach wachsend, wenn sie unendlich oft differenzierbar ist und

wenn fiir alle k = 0,1,2,3,... ein festes ng € N existiert, sodass
dk
li o —— @ =0
Beispiel.
U(z) = ax? —52° Polynome sind schwach wachsend
S € S ist schwach wachsend
e " ist nicht schwach wachsend
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Satz. Wenn v € S und ¥ schwach wachsend, dann ist ¥y € S

Beweis. Z.z., dass Vr,k € N

dk
Ein typischer Term von %\Iﬂy ist ‘éx‘f %7:
. ,d50 dks . g Y dk=sy
im |2" ———7|= lim |27 — | =
|z]|— o0 daxs dl‘k_sﬂy |z|—o00 dzs dak—s

Dabei geht der Faktor 2= 94¥ gegen Null, weil ¥ schwach wachsend, und der Faktor z"+m0 ji;% geht

dxs
gegen Null, weil v € S ist.

Definition. Sei g temperierte Distribution und ¥ schwach wachsend

(v9)) = Jim [~ W@)gna) (@) s
es

= lim gn () U(2)y(x) d
T e e
= g(¥y)

(Tg)(v) = g(¥7)

Beispiel.
(@0) () = 0( 2y ) = 27(x)|a=0 = 0
~—
es
kurz

zd = 0
(@0)(v) = 0(7)
0 = / 0-v(x)de =0

— 00

4.3.4 Differentiation von Distributionen

Definition.
g'(v) == lim g, (2)y(x)da
n—oo [\
es
— lim [gn(w)’y(x)oooo— / gn(w)v'(w)dw}
n— o0 — 00
=0-g(v)

Der linke Term verschwindet, da der Integrand Element von S ist.
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Beispiel.

0'(y)=-6@n)=- O(xz)y (z) dx
. / ¥ (2) dz = — () |5 = +7(0) = 6()
0 €es
also kurz:
o =5
Beispiel.

Wir kénnen mittels Ableitung weitere Distributionen definieren

Beispiel.
v~ (7) =z ()

Der natiirliche Logarithmus In |z| ist hier als temperierte Distribution — wie bereits bekannt — gemeint.

Kurz:

™! =1In|z|

In den Ubungen wird gezeigt, dass

Kurz:

Bemerkung. Wenn ¢ temperierte Distribution und ¥ schwach wachsend gilt:

(Tg) =V'g+ 0y

Beweis.
(Tg)'(v) = =Wg(7') = —g(¥Y') = —g(=¥'y + (7))
= —g(=¥'y) —g((¥y)) = Vg(v) + ¢'(y) = Vg(y) + ¥g'(7)
O
Beispiel.
(z0) =104+ 20" =0© —i—\az/ﬁ/ =0 (4.1)
0
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Wer’s nicht glaubt:

(#0) (1) = ~20(y') = ~O(a+') = - / @)y dr = - / o/ (2) de
— o+ / () de = / O(x)y(x) dz = ()

Bemerkung. Temperierte Distributionen haben beliebig hohe Ableitungen
Beispiel.

9"(7) =—=g'(") = +9(v")

8" (7) = 8(y") ="(0)

Satz. (ohne Beweis)

Jede temperierte Distribution ist darstellbar als (mehrfache) Ableitung einer stetigen, hiochstens schwach

wachsenden Funktion

Beispiel.
§ = (20)"
(20)" = ((z0)) =6" =4
——
©

unter Benutzung von Gleichung

Abbildung 4.1: 20 (x)
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4.4 Fouriertransformation von Distributionen

4.4.1 Kurze Wiederholung der Fouriertransformation

Siehe auch Abschnitt mit f € S, k € R:

N0 == [ f@e s

(Ff)(k) ist kein Funktional, sondern Definition der Fouriertransformation an der Stelle k£ € R. Diese

e ist gleichmé&Big konvergent in k € R

e bildet S auf sich selbst ab, d.h. wenn f € S= Ff €S

Beispiel. f(z)=e /2 = (Ff)(k) = e */2

Umkehrtransformation

(f—lf)(x) = \/12?/_00 f(k;)e+ikx dk

Rechenregeln Es gilt fiir f, g€ S

Differentiation

Faltungsformeln

WO

Multiplikation

FUFNH=FF =1

(Ff)(k) = ik(F f)(k)
(FF) (k) = (F(=ixf)) (k)

F(f-9)=FfoFg
F(fog)=Ff-Fg

1 > ’ / r_
(fog)(a) = E/_mﬂx Yo(w — 2')da’ = (g o f)(2)
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4.4.2 Fouriertransformation einer temperierten Distribution

Definition.
Fo): = Jm [ Fo)an)
= Jim [ a@@E @)
= g(Fv)
(Fg)(v) = 9(Fv)
Beispiel.
(Fo)(v) = 6(Fv) = (F7)(0)
:\/127#/—007(36)&1?’(1%:/—00\/12? () dax
- ——()
1
Fé = T
Beispiel.
FOm) =1 = [ 1@
= /_ h (Fy) (k) dk = \/ﬂ\/% /_ h (Fv)(k)e* dk
= V2 (F71(F7)) (0) = V2m(0)
= V2mé(y)
Fl =276
Definition.

Flom = g [ Fla)ene)
= nh—{go _OO gn(m)(}'_lv)(x) dz
= g(F )

(F'9)(v) = 9(F 1)
Es gilt:

F(Flg) =g
F U (Fg) = g
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Beweis.
F(Fl9)() = (F'9)(Fy) = g(F(Fv) = 9(7)

Weitere Formeln:

Fq
(Fg)) = F(-izg)

izFg

4.5 Faltung von Distributionen

Definition. Seien ¥ eine schwach wachsende Funktion mit zugehériger regulérer Folge {¥,,}, wo ¥, € S,

sowie Funktion f € S gegeben. Dann gilt

(FLo FDL) = i — [ )G Fk - ap

!’
es cs ER cs cs

Einschub:

FEe-p) = o= [ e

= \/127_/00 f(a:)e*ik‘”"/’eipz dz
= (F ' (f@)e ™)) (p)

somit:

(FUo Ff)(k) = lim \/% [ 00 (FF (1) ()

n—oo

n— 00 ——

i \/% /_OO U, (p) f (p)es‘”“p dp
S

B \/%Tr /_OO U(p)f(p)e™"" dp = F(Uf)(k)

also:

(FUo Ff)(k) = F(Vf)(k) (4.7)

Definition (Faltung von Distributionen). Ahnlich wie das Produkt ist auch die Faltung von Distribu-

tionen nur eingeschrinkt moglich.

Sei g temperierte Distribution, {g, } die zugehérige regulére Folge, g,, € S, ¥ schwach wachsende Funktion.
Dann ist, unter Verwendung von Gl. [4.7]
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o0

(FUoFg)(y): = lim [ (FUoFg,)(z)y(z)de
=t [ (P @) e
—tim [ g (@)(F)a)dr

—
'I’LDO_OO

= Wg(Fv)
= (F(¥g))(7)

FUoFg=F(Vg)

Beispiel. ¥ =1,g=1

FloFl=F1
V276 0 V218 = V216
1
dod=—=6
° V2T
Beispiel. v =1, g=F'h
V2mdoh = )=nh

F(F'h
1
Joh = —h
° vV 2T
Beispiel. v =F'f, f€ S, g :\/%7 —= Fg=9¢

fod = FUFfo=)=—=f

Behauptung.
(Fipo Fg)' = (Fup) o Fg=Fopo(Fg)

Beweis. Wir benutzen Gleichungen und
(Fio Fg)' = (F(ibg)) = F(—iz(1g))

Nun ist einerseits

F(—iz(vg)) = F((~ixy)g)
= F(—iz) o Fg
= (F¢)' o Fyg
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und andererseits

F(—iz(pg)) = F(¥(—ixg))
= Fip o F(—ixg)
= Fipo (Fg)

Korollar:(Fy o g) = (Fyp) og= Fipog

4.5.1 Wiederholung formale Diskussion / heuristische Notation

Fiir Distributionen g € S’, Testfunktionen v € S

o}

g(y) = lim gn(2)y(x)dx

n—
n—oo [ _

wird héufig auch die rein symbolische Notation, die das gleiche bedeutet, verwendet:

wie z.B.

50) = [ dtan@as

Analog schreiben wir Fd = \/%, bzw. (Fd)(y) = \/%1(7) symbolisch als

/ " (F8) (k) (k) dk = / N \/%—Wv(k)dk

oder wir schreiben symbolisch

ja sogar

ikz =1 verwendet hétten.

so, als ob wir e~ B
=0

Ahnlicherweise schreibt sich

Fl =276

als
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%77 [ _ e % dg = V216 (k)

sodass formal

1 > —ikz _
) e dz = 0(k)
In dquivalenter Notation schreibt sich
dod = i(5
V2T
als
L /OO 5(x")o(x — 2")da' = L6(:10)
V2T J oo B V2T
/ 5(2)8(z — 2)da’ = (x)

so als ob wir

verwendet hétten, dhnlich

1
doh = ——h
° ous
/ S(x)h(x —2")dz’ = h(z)
so als ob wir
h(z —2")|,_y = h(z)

verwendet héitten.

4.6 Nichtlineare Variablentransformation der /-Funktion
Satz. Wenn f(x) n Nullstellen xg,,zq,, ..., o, hat, stetig differenzierbar und monoton in Umgebungen
der Nullstellen xo, ist, weiters f'(zo,) #0 Yi=1,2,...,n dann gilt

n

1

§(f)v) = Z WT_)’Y(IO,,)
Beispiel. .
§5(z* —a®)(y) = oa] [v(a) +~v(—a)]
flz) = z? —GQ, Ty, = —a, Tg, = a
f'(@) =2z, f'(a) #0, f'(—a) #0

Beweis. (fiir eine Nullstelle zg)
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@A) = Jim [ R 0 ) o

Sattelpunktmethode
sei Fl(x) >0, ~e€8

n—oo n— 00
— 00

lim e F@ny(z)dz ~ lim e*F(wo)"’y(xo)/ ez (@) F (zo)n gy
wo o Extremwert von F, d.h. F'(zo) = 0 und Taylorreihenentwicklung verwendet wurde

F(x) = F(z0) + (z — z0) F'(20) +%(x —20)2F" (z0) + ...

N——
=0
Hier:
F = f
Fo= 2ff
F// _ 2(f/)2+2ff//

Die Nullstelle g von f ist Minimum von F' da

F'(x0) = 2f(x0) f'(z0) =0

() = nmwxo/ B bamro) 2 o)
\/g\/glf’(lwo)\
1
= i
THCO AR
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4.7 Temperierte Distributionen im R"

Definition. Fir x € R" ist f(xz) € S, wenn f beliebig partielle Ableitungen besitzt und fiir r =
Vrit a4+ a2

. orf
lim |r

kaxplaxpz Ol =0 Vk,Vp1+p2+...+pn €N
T— 00 1 2 e n

Beispiel. e " € 5, 22e"" € §

Beispiel. e~ ¢ § (fillt nicht ab, wenn 21 = 0, r — 00 )

Definition (Temperierte Distribution). Mittels regulérer Folgen und Testfunktionen aus S kann direkt
fiir R™ verallgemeinert werden.

Es reicht, fiir v(x) € S die spezielle Wahl y(x) = v1(x1) y2(22) ... Yn(xn) wo alle v;(z;) € S, z; € R

Rechenregeln im R™ analog zu vorher.

Definition. Direktes Produkt von temperierten Distributionen.
Sei g1, g2 temperierte Distribution auf R™
Sei 1, 2 Testfunktion auf R

(91 92)(M72) = 91(11) g2(72)

Beispiel. 6 Funktion im R3
§%(v) = 61(71)82(72)85(v3)

Bemerkung. f(x) ist selbst Distribution
0= [ fen@ds

|f(®)]d"x

Aoy <

wenn Jv € R, sodass [

Beispiel. « € R?, f(z) = I ist selbst Distribution (fiir die Wahl v = 2):

27 T ') 0o
1 1 r
d dd sin S [ —] dr——
A @A Sin /(; T Tr (1+r2>2 7('/0 T(1+r2)2 < o0
4

Wichtige Formel: Sei € R?

A% = —476° (4.9)

1
A— = 47163 x €R
||
1

mist Distribution und gleichzeitig selbst Funktion im R3

Beweis.

1 1 w1 1[0 4,0 1 9 1 9 . 0
<AT>(’Y)T(A’Y)/O d¢/0 d981n9/0 Tdrr~702{6rr §+Sin29W+SiH9%Sln8%7
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~ und alle Ableitungen stetig, also z.B. periodisch in ¢ — ¢ + 27
27 27
0 87) oy
= dp—|=—]==—| =0
[ o (55) = ),

auch
s

=0

=
Al ()/%dqs/ﬂdé)'e/oodla 29
P )= 0 0 S 0 ror \" o’
2 ™ oo
_ g | L2000 ERWLC]
,/0 d(;S/O dfsind Lr 5,10 /0 dr ( rz)r 5

2 ™
= / dgf)/ dfsin @ [0 — y(rsin 0 cos ¢, r sin 6 sin @, r cos )| .—o]
0 0

= 74?7((); 07 0)
= —4m8*(7)

T,0 (. 0y\ . 0y
/0 dO% (sm@ae) =sin6 2%

sodass

4.8 Greensfunktionsmethode

Erlaubt spezielle Losungen von inhomogenen, linearen gewthnlichen, aber auch insbesondere von inho-
mogenen, linearen, partiellen DGL zu finden.

Dy=f

D ... linearer Differentialoperator
gesuchte Funktion

inhomogener Term der DGL

Beispiel.
xeR D=A

Ay =e”

Definition. Eine temperierte Distribution G, welche die DGL
DG=$

16st, heilt Greenfunktion der DGL Dy = f
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Satz. Wenn f = FVU, wo ¥ schwach wachsende Funktion ist, dann gilt:

Yspez = V27rfOG

Beweis. Wiederholtes Anwenden der Ableitungsformel fiir Faltung ergibt:

— — — . 1
Dyspcz: 27TfO(DG): 27Tf05: 27Tf7:f
V2
O
Beispiel.
x eR?
Ay=f, €58
wissen schon: Aﬁ = —4m®
11
=>=G=—-———
47 ||
— 1 1
:>yspez: 2 | —— foi
47 ||
Diese Losung ist im Distributionssinn zu verstehen:
= Ys ez(’}/) = V2T _i fo i(’Y)
P 4 ||
In den Ubungen wird gezeigt, dass
17 0 1
wpe) === [ [ @ @) @)
im Sinne konventioneller Integration gilt, sodass die zugehorige Losungsfunktion
1 [~ 1
Ysper (T) = 3q/ f(@) (4.10)

_E —0o0 |$_$/|

erhalten wird.
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Kapitel 5

Partielle Differentialgleichungen 2.
Ordnung im R’

Mehrere Variable x1,xo, ..., xy; eine unbekannte Funktion y(z1, 2, ... x):
oy 0%y
Fla,y 24 29 )=0
( Y 8:01 8116%

5.1 Einleitung

In der folgenden Ubersicht ist & € R?

Statische PDG (zeitunabhéngig)

Laplace-Gleichung  A¢(x) =0
Poisson-Gleichung  Ag¢(x) = —4mp(x)
0

Schwingungsgleichung (A + p?)é(x)

Evolutionsgleichungen (beschreiben zeitliche Entwicklung)

0
Warmeleitungsgleichung (315 — A) o(t,x) =0

Schrodinger-Gleichung <Z66t +A - V(w)) o(t,x) =0

2

0]
Wellengleichung ( 22

- A) p(t,x) =0

In Analogie zur Klassifikation quadratischer Formen bezeichnet man Differentialoperatoren der Form

o LRGN 0 <~ 0
D:aow-f-;aiaix?—f-bo&—F;biaxi+C(t,:1:)
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(wo a;, b; Konstante) als

o entweder: ag = by =0, a;=1 2,3 gleiches Vorzeichen
elliptisch

oder: ao und a; gleiches Vorzeichen
parabolisch a9 =0, by # 0, a;=1,2,3 gleiches Vorzeichen
hyperbolisch  ag > 0, aj=123 <0

Es sind:

e clliptisch: Laplace-, Poisson- und Schwingungsgleichung
e parabolisch: Wérmeleitungs- und Schrodingergleichung, Fokker-Planck-Gleichung

e hyperbolisch: Wellengleichung

5.2 Laplace-Gleichung

5.2.1 Randwertproblem, Eindeutigkeit der Losung

Suchen Losung ¢ der Laplace-Gleichung A¢ = 0 im Gebiet V' C R3. Je nach Randbedingung (Vorgabe
von Werten auf der Oberflache) heifit das Problem:

¢ ... Dirichlet-Problem

V¢n ... Neumann-Problem

(Im zweiten Fall bezeichnet n den nach auen gerichteter Normalenvektor von O)

Um die Eindeutigkeit der Losung in beiden Fillen zu zeigen, bendtigen wir die Green’schen Sdtze. Dazu

beginnen wir beim Satz von Gauss:
/ VA(z)d®z = / A(x)ndO
v o
und setzen

A = ¢V
VA (Vo) (VY) + Ay

1. Green’scher Satz

/ (Vo) - (V) + ¢pAy]dPz = / [0V ndO]
Vv o

2. Green’scher Satz (durch Substition von ¢ « 1 und Subtraktion von der urspriinglichen Gleichung)
| 16av—vagda = [ [0v0 - vwenio

Eindeutigkeit der Losung der Laplace-Gleichung Es seien ¢, ¢2 zwei Losungen in V', sodass

A¢1:0 A¢2:0
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1. Dirichlet-Randbedingungen
Auf der Oberflaiche O von V sind die Werte vorgegeben:

b1 = 92
Sel u = ¢2 — ¢
Au=0 inV
u=0 aufO

1. Green’scher Satz ¢ = =u

/V [(Vu)? + ulu] &’z = /O u(Vu)ndO

/V (Vu)?d*z =0

da gem#fl Voraussetzung Awu in V und u auf der Oberfliche verschwindet. Daraus folgt weiter
Vu =0 und damit v = const in V, und, dau=0auf O C V, u =0 in V bzw.

P1 = @2

2. Neumann-Randbedingungen

Diesmal gilt auf der Oberfliche O und, wiederum mit u = ¢o — ¢

(Voi)n = (Vo2)n
Au=0 inV
(Vu)yn =0 auf O

/V [(Vu)z + uAu] Bz = /Ou(Vu)ndO

Vu=0

Also ist wiederum w = const in V; aber (Vu)n = 0 liefert keine weitere Einschrinkung, daher ist

Eindeutigkeit nur bis auf eine Konstante gegeben:

¢o = ¢1 + const

Wir besprechen im folgenden einige Ansétze zur Losung der Laplace-Gleichung; wenn ein Dirichlet- oder

Neumann-Problem l6sbar ist, wissen wir, dass wir die eindeutige Losung erhalten haben!

5.2.2 Fundamentall6sung der Laplace-Gleichung

So heifit die radialsymmetrische Losung im R\{0}, ¢(x) = ¢(r)

(0]



d
r agb = const

d
@gb_ 72

o(r) = 071 +co

const

Beispiel. Randbedingungen fiir ¢ seien auf Kugelschale gegeben:

O(R1) = ¢
#(Ra) = oo
o1 = ;11 + e
P2 = ]% +co
_ $r—¢2 (1 1
¢(T)—¢2+ RLI—RLz (7” R2>

5.2.3 Produktansatz in Polarkoordinaten

Studieren nun die allgemeine Losung der Laplace Gleichung, falls Randbedingungen fiir ¢ auf Kugelober-

fliche vorliegen. In diesem Fall ist Wahl von Polarkoordinaten giinstig

¢ = o(rdy) i
20 = g (") * mmaa (055) * e =0
5.2.3.1 Produktansatz
¢(r,0,9) = R(r)O(0)e(p)
@(I)T%(TQR/)/—FR(I)?a —— (sinv©")’ +R@m@” — 0 ‘qu)
%(ﬁR')’ + @sinﬂ (sin¥e®’) + %1:219 = 0 |[|sin®y
Asin? 9 4 é sinJ(sin¥@")’ + é@” =0
Dabei haben wir A = & (r2R’)’ gesetzt; weiters y = —$®". Zu 16sen sind daher
LR (5.1)
sigﬁ (sin¥@’) + Asin? 9 = p (5.2)
%(ﬁR’)’ — A\ (5.3)
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Zunéchst zu Gl (5.1)):

"+ u® =0
B(p) = oMV

Wir verlangen Periodizit: ®(¢ + 27) = ®(y), daraus folgt /i = m € Z.
D(p) =e™ m=0, £1, £2,...

Nun setzen wir g = m? in die Differentialgleichung fiir © l} ein und multiplizieren mit ~9—

SnZd-
1 d 5, 1 dO m?
= (sin29 = A — -
sin ¥ dd <sm sin ¢ dﬁ) * ( sin219> ©=0

Wir setzen cost = x

0(9) = ()
.1 i@(ﬁ): .1 dz dO(x) :_d@(x)
sin 9 dv9 sindg dd dx dx
-

—sin ¥

2

((1—x2)(:)'(x))/+(/\— m )é:o

1— 22

Vgl. Differentialgleichung Assoziierte Legendre-Polynome (3.8
2y prmy/ m? m

Endlichkeit der Losung bei @ = +1 gefordert (dies entspricht Endlichkeit bei ¢ = 0,7) und wir wissen,

dass A =[(I 4+ 1) sein muss und haben als Losung
O(¥) = P"(cos®)
Zuletzt: A =1(I + 1) in radiale Gleichung (5.3 einsetzen

(rP*RY -1+ 1)R=0
r?R"+2rR —1(1+1)R=0

Ansatz:

R(r) =r®

[ala=1)+2a =11+ 1)]r*=0

=0
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24+a—-I1+1)=0
Ollzl

agz—l—l

und somit

Wir fassen die winkelabhéngigen Losungen zu Kugelfunktionen Y, (19, ) (vgl. Abschnitt zZusamimen.
Damit lautet die Losung der Laplace-Gleichung:

) l
1
T v 80 Z Z |:al Y, 19 SO) +bl rlt1 }/lm(’ﬂ?@) (54)

=0 m=—1

Beispiel. | =m = 0: Y = const

a* =b" =0 wenn(l,m) # (0,0)
Fundamentallosung:

<l5=01+cf2
r

5.2.3.2 Randbedingung

auf Oberfliche der Kugel mit Radius R

(b(Rv 7, 4,0) = V(197 4,0)

e Interessiert man sich fiir Losungen innerhalb der Kugel, so darf die Losung nicht bei » = 0 singulér
werden = b" = 0

o Ist die Losung auBerhalb der Kugel gesucht, darf sie nicht in oo divergieren = a;* =0

Wenn z.B. Losung innerhalb der Kugel gesucht ist:

[e'S) l

-3 Y @R 0.)

=0 m=—1

Die a* konnen mit Gl. (3.9)) erhalten werden

, 1 2m ™ ,
apy = ﬁ/ d<p/ dIsindY*)" (9, 0) - V (9, )
0 0

Bemerkung. Die verallgemeinerte Fundamentallésung

— 2!
¢(m) - |m7m/| +02
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ist ebenfalls Losung der Laplace-Gleichung fiir & # ', wo 2’ € R? fix vorgegeben.

Beweis.
A=V'V'
. 1 1 ) ) 1 )
\ - o= Vi Vila' —a"") = Vy— "
‘x7m| |y‘ y:mfm’ ’ |y| y=xr— x’
= Vl 1
Tl
1 1
AV V; o = Ay— =0

O

Die verallgemeinerte Fundamentallosung ﬁ stimmt nach Entwicklung in Kugelfunktionen mit der
Separationslosung (5.4) iiberein:
Zur Erinnerung: « = z(r,J, ¢), ¢’ = 2'(R, 0, ¢); Entwicklung nach Gl. (3.2)) und Gl. (3.10)

1 (ry\!
z(7) T<R
|:c—a:’\ ZPZ cos ) LR
() >R
[e'S) l 17\l
47 (%) r<R
:ZZ%H U0,V (0,0) 4 T
=0 m=—1 ;(7) r>R
&S] l 17\l
47 m (%) r<R
= YT 0.0 o
1=0 m=— () r>R
> lYl ) r<R
:Z Z (5.5)
1=0 m=—1 lrl+1 9,0) >R

wobei wir in der letzen Zeile Y*" (6, ¢) in den Koeffizienten zusammengefasst haben, da ' und damit 6

und ¢ konstant sind.

5.2.4 Produktansatz in Zylinderkoordinaten

T4 = pcose
o = psing
r3 = Z

Falls Randbedingung fiir ¢ auf Zylinderfliche vorliegt, ist Verwendung von Zylinderkoordinaten vorteil-
halt.

0?2 10 1 92 0?

A=t 422 -2 7
dp* * p Op * p* 0p? iEE
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5.2.4.1 Produktansatz (fiir innere Lésung)

o(p,p,2) = P(p)®(p)Z(2)

1 1
QZ(P" + ~P') + PZ—®" + P®Z" =0
p p

1 1 11 1
— P// 7P/ 77(1)// 7zl/ — 0
P( + P )+ 23 + 7
2
p 0o Lo 29 1oy
——(P"+-P k —®" =0
P (P" + P )+ k*p* + >
Diesmal ist
2 1 "
k* = ZZ (5.6)
1
v = —6<I>” <0 (5.7)
2 1 1
—%(P” + ;P’) + 2P+ S8 =0 (5.8)
und damit fir Gl (5.6
7" —k*Z =0
Z1,2 — e:tkz
cosh kz
(und damit sind auch die Linearkombinationen Z; = % (e’” + e*kz) = Losungen)
sinh kz
sowie fiir Gl. (5.7)) (vgl. GL
P = tivow

d = ¥

unter Voraussetzung der Periodizitit, mit v = n2, n = 0,4+1,42,...
Die radiale Gleichung 1’ multipli%ieren wir mit ’)2% und setzen im néchsten Schritt kp = = und
P(p) = P(x) (und daher 1dP(o) —dp(w)):

k dp dax
1 2 2
1dp 11dP "™ VYp=o
k2 dp?2  pk2dp p2k?
d?P(z) 1d - n?\ s
- p 1—— ) P(z)=
daz? + xdz () + ( :52) (z) =0

Dies ist eine Bessel’sche DGL, daher:

Bemerkung. J,(kp) < innere Losung, bei p = 0 endlich

80



5.2.4.2 Lo6sung des RWP

Wir betrachten die Randbedingungen

?(p,,0) =0
¢(1,0,2) =0

sodass

= Z(z) =sinhkz
= Jo(k)=0

mit & = Kk, den Nullstellen der J,, und m = 1,2, 3,... Somit ist

d(p,,2) = Z Z In(knmp) - sinh(kpmz) + (@pm sinng + by, cos nep)

n=0m=1

schliellich

d(p,o, L) =Vip,p) = Z Z In(knmp) - sinh(knmL) - (Gnm SIn 1@ + bym cOS )

n=0m=1

und durch Multiplikation/Integration mit fo% desinly - fol Ji(kyrp)pdp und mit der Orthogonalitétsrela-

tion L
1
| 300 20000 = 53 (1)
0

folgen die a; und analog die b mit fOQN coslpdyp. ..

5.2.5 Produktansatz in kartesischen Koordinaten

Wenn die Randbedingung auf Quaderoberfliche vorliegt, sind kartesische Koordinaten vorteilhaft.

5.2.5.1 Produktansatz

Wir dividieren die Laplace-Gleichung durch XY Z:

X// Y// Zl/
X Ty 7"
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Wir setzen und erhalten:

X" Y VA
2 _ A 2 _ Y 2 2_ %
X = e:l:i(wc Y — e:I:iﬂy 7 — e:l:\/a2+522
5.2.5.2 Randbedingung
Wir betrachten die Randbedingung
z=0,1

Damit haben wir

X =sinnnr o, =n7w
Y =sinmry LB =mm
Z = sinhm/n? +m?2z

o0

o= Z U sin(nz) sin(may) sinh mv/n? + m2z
n,m=1
oo
z=1: V(z,y) = Z Unm sin(nrz) sin(mry) sinh my/n? + m?
n,m=1

Analog zu frither erhalten wir diesmal durch Multiplikation/Integration mit fol sin kwx dx - fol sin [y dy
und Anwendung der Orthogonalitidtsbedingungen die Koeffizienten ay;.
5.3 Poisson-Gleichung

A¢(xz) = —4mp(x) xcR?

In der Elektrodynamik heiit ¢(x) Potential (an der Stelle ) einer Ladungsverteilung, die durch die
Ladungsdichte p(x) beschrieben wird.
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5.3.1 Randwertprobleme und Eindeutigkeit

Genauso wie bei Laplace-Gleichung

Agr = —dmp
Apy = —4dmp
u = $a— 1
Au = 0
5.3.2 Green-Funktion
Wir wissen : A (74}7) = 62 bzw.
I R T P
A( 47r|:c—sc’|> = Ole-a)
_ * 3./ 1 /
o@) = [ e

Offensichtlich ist Flm,l Potential (an der Stelle x) einer in &’ befindlichen, punktférmigen Einheitsladung.

L
|z — ']
d.h. p(x) = \1// - (-

Einheitsladung Punktférmig in x’

= —4ns3(x — ')

Bemerkung. Fiir festes x’ ist

1

im — =
|| — o0 |.’13 — .’B/‘

0

und fiir p(x) € S erfiillt ¢(x) die Dirichlet-Bedingung

lim ¢(x) =0

|| — o0

Wie kann allgemeinere Dirichlet-Randbedingung beriicksichtigt werden?

5.3.3 Dirichlet-Green-Funktion

Die Green-Funktion der Poissongleichung ist nicht eindeutig, da immer eine beliebige Losung der Laplace-

Gleichung addierbar ist.

_; 4 _ 83 o

wo AF(z,z') = 0.
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Diese Freiheit ermoglicht das Auffinden der so genannten Dirichlet-Green-Funktion Gp(x, x')
A(-4;) Gp(z,a') = 0*(x — a')
Gp(z,z') =0 wenn x € O

und gestattet, Losung fiir allgemeine Dirichlet-Randbedingungen anzugeben.
Bemerkung. In der Definition von Gp kommt nur O vor, nicht der Wert von ¢ auf O.

Wir setzen die Losung ¢ der Poissongleichung sowie ¢ (x) = Gp(x,«’) in den 2. Green’schen Satz ein,

wobei

Ap = —4mp Aty = —4763(x — ')

/ (pAY — pAP)d3x = / (V1 — YV ¢$)ndO
% o
/V [(z) (—4m0®(z — 2')) — Gp(z, x')(—dmp(x))] PPz = /O [6(x)VGp(z,2') — Gp(z, 2’ ) V(x) ndO
wobei auf der rechten Seite Gp(x,x') = 0, da dort @ € O.
o) = /VGD(ww’)p(:v)dsx — % /o &(x)VGp(x,z')ndO

Hier ist ¢(x) fiir € O bei Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben.

Wir benennen x < ' um und verwenden Gp(x,z’) = Gp(a’,x); dann ist die eindeutige Losung der

Poissongleichung bei Dirichlet-Randbedingungen:
1
o(@) = | Golaape)s’ ~ - [ 6(a)V G2 )nd0’
1% 4 Jo

5.3.4 Spiegelungsmethode

Zur Konstruktion von Gp(x,z’) ersetzen wir V mit Randbedingungsfliche durch ein grofieres Volumen
ohne Randbedingungsfliche, aber mit zusétzlicher Ladung im hinzufiigten Volumen. Diese zusétzliche
Ladung wird so gewéhlt, dass ihr Effekt die Randbedingung simuliert

Beispiel.
V ={x € R*|z3 >0}  Halbraum
0= {CII € R3|{E3 = O}

1 -1

T o] Jz-a

= Gp(z,x') z,x' €V

Potential einer Einheitsladung bei =’

Potential einer negativen Einheitsladung bei gespiegelter Stelle x’,
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Tatséchlich ist Gp (@, ') =0, wenn z3 = 0.

Bemerkunyg.
1
¢ V=lz—a|#A#0=>A—F =0

|z — x|

Beispiel (Kugel).

V= {z e R |z| <1}
0= {z e R%||z| = 1}

GD(IE,HJ/) = 1 + (_ﬁ)

= z,x' €V
ool el

5.3.5 Multipolentwicklung

Betrachten Poissongleichung mit Randbedingung limz|—.o ¢(2) = 0, wo p = 0 auBerhalb eines endlichen
Volumens V'; verwenden

0 l
1 4 1
_ 3 7 / — 3 ./ / *M / / m
¢(a:)—/vd o) ;mz_:l/vd & (@)Y T Y09 g
00 l
o 4 1
:Z QY (ﬁ@)mm

Il
=)

—1

m

wobel wir

&’z p(a") Y70, ¢") € C

Q
3
I
—

gesetzt haben.
Im Detail:

sz/p /7 Q

O \/ZG/ A

—MQ/&M%—%mw
\/477/ d®a’ vl p(a’

sei d: = [, d%z"@'p(a’) ... elektrisches Dipolmoment

Also ebenso:
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5.4 Schwingungsgleichung
5.4.1 Homogene Schwingungsgleichung

(A+p*)p(x) =0 =xeR’ peRr

5.4.2 Fundamentallosung

Radialsymmetrische Losung der Schwingungsgleichung in R3\ {0}

6= 0r) = (76 + o =0

setzen:

1., , QU
e - 7_0
rQ(ur u)+,uT
u”r—l—u’—u’+u2ru =0

u"+u2u =0

U = €1 €OS Ur + co sin ur

o(r)=c1

COoS [T Yo sin pr

Beispiel. Mit Dirichlet-Randbedingung auf Kugelschale
(A+pP)p=0 0<|z[<R

d(R1) = ¢1, ¢(R2) = ¢

erhalten wir

cos R sin uR
p1=0c K 1+62 adl

Ry Ry
_cosuly sin Ry
P2 =01 R +c2 7

ist ein Gleichungssystem fiir ¢; und cq, dessen Determinante zu berechnen ist

cos pRy sin p Ry 1
det fa R sin u(Ry — Ra)

cos uRo sin R =
soRpsa ERpe RiRs

Ist p Eigenwert des RWP — in unserem Beispiel, wenn p,, = nw/(R; — Rz), sodass sin u, (R; — R2) =0

— so existiert bei homogenen Randbedingungen ¢, = ¢o = 0 eine nichttriviale Losung der Schwingungs-
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gleichung mit einem unbestimmten Koeffizienten. Bei inhomogenen Randbedingungen muss Losung nicht

immer existieren.

Beispiel. R{ =0,¢1 =0

nmw
P =Py, =0, n = —
1 2 M R,
Sin pn, 7
(b =
(r) =c2—
sinnmw
(R2) = c2 i

co ist unbestimmt

Ist p kein EW des RWP, so ist Schwingungsgleichung eindeutig losbar, es bleiben keine Koeffizienten

unbestimmt.

5.4.3 Produktansatz in Polarkoordinaten

Wenn z.B. die Randbedingung auf Kugeloberfliche vorliegt, Losung im Inneren gesucht ist

Anwendung: z.B. Luftschwingungen in einem Hohlraum
¢(r, 0, 9) = R(r)0(0)®(»)
Winkelabhéngiger Teil wie bei Laplace-Gleichung
O()P(p) =Y, (0, ¢) 1=0,1,... m=—1,...,0,...,+l

Radiale Gleichung

d*R(r) dR(r)
2 2.2 _
e +2r = + [pre =11+ 1)]R(r)=0
setzen
T
r==
L
y(z) =R(r(z))
rpy 291
"( ):@i
dr? p2
(l+1
Y+ /_~_|:1_('Z):| -0

setzen y(z) = x~ /2] (x)
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Y = L2y ep

2
y// :ZI75/2J7 x*S/QJ/ +I71/2J//

dies ist die Differentialgleichung der Besselfunktion .J; 1 (x)

Diese ist mittels der I'-Funktion definiert

1 1
<l+2+’)">!_1—‘<l+2+7’+1)

Wir bezeichnen Ji, 1 (x): = ji(x) als sphdrische Besselfunktion.
o l
B9, 0) =D > amii(ur)Y;" (9, )
=0 m=—1
Beispiel.

¢(R7 7, 90) = V(’l?, 4,0)

und p sei kein EW, d.h. j;(pR) # 0Vl =0,1,2,...

= alle a;;,, konnen aus Orthogonalitétsrelation der Kugelfunktionen hergeleitet werden

Beispiel.
P(R,0,0) =0
mit Eigenwert p
Z.B. fiir
Js(uR) =0
sind alle ag,, mit m = —5,—4,...,4,5.

unbestimmbare freie Parameter und die Losung lautet

5
¢(T, v, 9‘7) = Z a5mJs (l’l’r)}/})’rn(ﬁ7 90)

m=—>5
5.4.4 Inhomogene Schwingungsgleichung
(A + p*)p(x) = —dn7 ()

Losung mittels Greenfunktion ist gesucht

Behauptung. .
0 e:l:l/,n‘ 3
(A4 p*)—— = —4nd

r
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Beweis.

+Fipr +ipr
<Ae m) = (e ; Av)
r T

. _ 2 ™ 00 +ipr 1
D1str-:—Fkt./ d<p/ 40 sinﬁ/ L 722 <r267>
r or or
o Tipr
/ d@/ dd Slnﬁ/ dr— (e ) 5Oy
r or
2
:/ dgﬁ/ dv9 sin ¥ |:—/ d']"(—]_ :tl/“n)eilura’}/]
’ 0 0 or
27 s -
:/ dgo/ dv sinﬁ{— 7\7,:0-#/ d?“[ii,uiiu(—lj:ima)]eiiwv}
0 0 0

2 ™ 00 eiiur
= —47y(0) — MQ/ d(p/ dv sin19/ drr? ~v(x)
0 0 0 r

Tipr
= (_4753a7) - M2 <e TM 77)

bule) = [ T ey

—o00 |‘,B - .’B/‘

5.5 Wairmeleitungsgleichung

PR = a?Ad(a, 1)

¢(x,0) =f(x)esS

wox € R3 t>0,a® >0, f(x) € S... vorgegebene Temperaturverteilung

Neue Losungsmethode: Fouriertransformation bzgl. @. Zweimalige Anwendung von [£.2] auf die Wirme-
leitungsgleichung ergibt

99

f%( ’ ) = aQAqﬁ(a:,t)
O(Fo)(k,t) _
OFNED _ 2k (o).

wobei wir die erste Zeile mit W 1=

e~ k2 43z integriert und (Fo)(k,t) = (%)3/2 2 ek (e, t)d3e
verwendet haben.

Integration dieser gewohnlichen DGL ergibt

(Fo)(k,t) = c(k)e " F"t
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Nun ist

(FO)0) = iy [ e gla0) % = ()
f(=z)
(F)(k,t) = (Ff)(k)e "

Produkt zweier Funktionen in k: Faltung

Riicktrafo (vgl. Faltungsformel hier 1 statt F):

bz, t) = F YFf)oF ! (e—a%%) — foF! (efa2k2t)

p 1 oo 2012, 1.2, 1.2 .
F-1 (efa%zt) _ o=@ (KI+E3+E3)t (ko1 +howa+has) 43,
@iz |

Dieser Ausdruck faktorisiert in 3 Integrale iiber ki, ko, k3

Ein Integral herausgegriffen:

1 N

1 © _a2 2t+i T 1 > —ﬁ—Hp —_z ’
e~ P tHiPT g, e 2 Vaia dp
V2T J s V2ta 21 J_ oo
2 N2
-5 -3 (&) dq

1 1 >
= — e
\/ﬂa V2T /;oo

-3(s%)

2

= e
V2ta
1 «

e 4ta2

~ V2ta

wo p = \/;fmp’ und dp = \/%adp’ : weiters ¢ = p/ — i = (und dg = dp’) und nach Auswertung des

Gauss’schen Integrals iiber ¢

Dreimal dasselbe Procedere (z, ’, k € R3):

7 _a2k? 1 3 _ 22

_7: 1 (e k t) = (2ta> e ata?
LN N R ey
W(w’“(m) (m) /,Of ot f@)d

Faltung = Losung der Warmeleitungsgleichung mit AWP

5.6 Schrodingergleichung

0 1
i&z/)(m,t) = (—2A + V(m,t)) P(x,t) x€R3
Falls V' zeitunabhéngig ist, d.h. V = V(x), ist Produktansatz moglich

P(x,t) = o) f(t)
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Einsetzen:

i0f = (504 Vo) 1
if _ —38¢+V¢

7 3 = F = const
if = Ef
f(t) =™

(—;AJrV—E) () =0

Zeitunabhéngige Schrodingergleichung (elliptischer Typ)

Wegen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenmechanik verlangen wir, dass ¢(x) quadratin-

tegrabel ist: ffooo ¢*¢d3x = 1; dies ist ein verallgemeinertes Sturm-Liouville-Problem (Polynomlésung!)

Beispiel. H-Atom

Separationsansatz fiir ¢ in Polarkoordinaten:

1 1
——A—--F =0
( Ao ) o(x)
Wissen schon von Laplace-Gleichung:

O()2(p) =Y, (¥, ¢)
1=0,1,2,...

m=—l,...,1

mit

1 1 1 (l+1
g g (Lo p DN e
2 r r 2r2

Wir setzen:

y(r)
R(r) =—+
(r) =2
v oy
R - _ =
(r) r 72
1 2yl 2y
RII _yi _ =7 -J
(r) r r2 r3
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und setzen weiters

x =2rv/—¢

1

xL"(z) + (2l +2—2)L'(z) + (\/fg

—1—1>L@):0

Nur wenn (\/%7 -1 - 1) =0,1,2,... liegt die Lésung in Form eines Polynoms (genauer: Laguerrepo-

lynom) vor. Fordern also \/%7 =n = {1,2,3,...}, sodass ¢ quadratintegrabel wird (wichtig fiir Wahr-

scheinlichkeitsinterpretation in QM).

= L(z) = Liljzlq(x)

n

(l)lﬂ e (2
= o@) =Y > > aumY"(0,9) - %Lnqu ()
n l m

bzw. wir erhalten

oo n—1 1
it e 2r
¢($7t) = Z Z Z bnlm62"2 le (197 90) ’ Tle " Liljlal <)

n
n=1 =0 m=—1

= siehe auch diesbeziigliches Bsp. in den Ubungen

5.7 Wellengleichung

*¢(, t)

a7 Ap(x,t) =0, x cR?

5.7.1 Radialsymetrische L6sung

beschreibt kugelsymmetrische Ausbreitung von Schallwellen im R?

0% B
i Ap=0
o(x,0) = p(r)
0
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setzen

ist eine eindimensionale Wellengleichung

fithren neue Variable ein:

E=r+t
n=r—t

u(&,n) = y(r(&n),t(&n))

N 0%u

€3

=y(r,t) =F(r+t)+ G(r—t) D’Alembert’sche Losung fiir 1-dimensionale Wellengleichung

=0=u(&n) =F()+Gn)

Um Anfangsbedingungen

g(r,0) =0
zu erfiillen, bekommen wir
1
F(r) = 5 (c+ ()
1
G(r) = 5 (—e+r¢(r)
und
1
y(r,t) = Sl + t)o(r +8) + (r = t)p(r — 1)]
1
¢(r,t) = o [+ 1)p(r +8) + (r = t)p(r — 1)]
5.7.2 Stationire Losung
beschreibt stehende Wellen in Hohlrdumen
d2¢
iz Ae=0

¢(x,t) = 0 an der Stelle || =R
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Produktansatz:

p(x,t) = (x) f(t

~—

fib— fAY =0
f Ay

f (0
N =
7#2 7#2

Schwingungsgleichung:

V()| |z|=r = 0

f(t) = asin pt + beos ut, A+ p?h =0

5.7.3 Ebene Wellen

Produktansatz:
¢(iL‘,t> — ei(kw—wt)

wo k € R3 .. fixer Vektor = Ausbreitungsrichtung der Wellen

= (7&)2 + k2) ei(kwfwt) -0
—_————
=0
Wieso heiBt ¢(x,t) = ek~ ehene Welle?
kr —wt =k (nx —1)

wobei k = kn und |n| =1

x seien Orte konstanter Phase:

nx —t = const
n (x —n (t + const)) =0
n(x—xo(t) =0

2o(t) = n (const + t)
ist Ebenengleichung fiir @, @y (und somit die Ebene) bewegt sich in Richtung n mit Geschwindigkeit 1

5.7.4 Inhomogene Wellengleichung

(A - g;) $(x,t) = —4mo(,t)

Vorzeichen sind analog zu Poissongleichung

retardierte Greenfunktion
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(kann ja mehrere verschiedene Greenfunktionen fiir Wellengleichung wéhlen, aber diese hier ist besonders
praktisch, weil die Laufzeit darin beriicksichtigt ist, die die zu (x, t) ausgesandte Welle (Stérung) benétigt,

an den Punkt (2’,t') zu kommen)

2 Bedingungen an Greenfunktion:

2
(A - §1§2> Gret (z, 52/, 1) = 83 (x — 2')o(t — t)

)
—Ghet (x, ;' V) =0 fiirt <t

Gret (z, 152, t') = g

Beh t .
CAnpTnS 1 6(jJe—a'|—t+1t)
47 | — /|

Gret (z, ;2" 1) =

Beweis. (Beweisskizze)
Betrachten Testfunktionen (), 7(t) € S

Zu zeigen:

2
(A—;JGMW@F@Fﬂ@ﬁ@

Mit Ableitungsformel fiir Distributionen erhalten wir sofort

(A—82> Gret (77) = G(TAy —~7)

ot?
benutzen Ghet = _ﬁ@
8-5)Gutm) = L (rBe(@) 2 (2) ()
oz ) Cret07) = =2 (T(r)Ay(®) = A(@)T(r

sy oo

2
__t - 10207y oy
= —47T/dgp/d19$zm9/drr (Tr2 ar(r 8T) ()" (1)
0 0
="

(0)7(0)

nach Umformungen analog zur Greenfunktion des Laplace Operators.

00 00 IS /
i(;ﬁ(w,t):/ dt,/ dg.’ﬂld(‘w £E| t+t)g(wl7t/)

|z — |

otat) = [t )

oo |z — /|

Ladungsdichte des gesamten Raumes triagt bei, allerdings ist der Beitrag jedes Punktes von entsprechend
fritherer Zeit: endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (=1 in unseren Einheiten) der Stérung ist beriick-
sichtigt!
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5.7.5 Allgemeine Losung des Anfangswertproblems

2. Greenscher Satz [ dt, 7>t/

/OT dt/v (AY — pAP) d>x = /OT dt/o (6Ve — V) ndo

d(x,t) = —4nGret (x, —t, ', —t)
62 3 / !
- =— - t—t
<A 8t2> (1) 476° (x — ') §( )
0 " /
d(x,t) = —¢(x,t) =0 firt >t
ot
Y(x,t)...Losung der inhomogenen Wellengleichung
82
(A - &) b, t) = —Amp(a, )

Linke Seite:

T / / ez. T 2
47r1p(x’,t’)—47r/0 dt/vd?’xé(m_m'_/f ) o) dt/o dt/vd% {(b(m,t)gtzw(w,t)—w(w,t)a

e — x

7 >t/ haben wir so gewéhlt

Gemischte Ableitungsterme heben sich weg

T

[ @ ot ot - vie.0) o)

0

Beachte, dass ¢(x, ) = %¢($,T) =0, weil 7 >t/

—— [ @ [o@.0 5 .0 - v(w.0 5 .0

Beschréinken uns auf V = R?

Allgemeine Anfangsbedingungen

U(@.0) = f (=)
oY B
5 (@0 =h()

Nehmen an, dass f(x) und h(z) fiir |x| — oo geeignet abfallen, sodass R.S. = 0!

Somit ergibt sich:

¢
ot

vty = [ @B ml e ot 0h(e) - fle) G (@0

|z — ']

In den rechten Term setzen wir ¢ und %d) ein; d3z: Polarkoordinaten um Mittelpunkt =’ = dr mit

0-Distr. integrieren!

1 Uo Wa)do 0 f(:c)do]

e t o Jo t
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O ...Kugelschale um «’,Radius ¢’

vertauschen der Ubersichtlichkeit halber (x,t) « (x’,#') und erhalten Poisson’sche Lisung der Wellen-

|z — @’ 4 t

gleichung:
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Kapitel 6
Lineare Operatoren im Hilbertraum

Funktionenrdume sind unendlich-dimensionale Vektorraume. Was genau ist ein linearer Operator in einem

Hilbertraum? Was heifit selbstadjungierter Operator?

6.1 Grundtatsachen der Lebesgue’schen Integrationstheorie

1. Approximation des Integrals durch Rechtecksummen, wo (anstatt wie beim Riemann-Integral die

2-Achse) die y-Achse unterteilt wird.

S < Agy S < Ag,

(a) Riemann-Integral (b) Lebesgue-Integral

Abbildung 6.1: Unterschiedliche Arten von Integration (schematisch)

2. Suchen Verallgemeinerung des Begriffs der Lénge i von allgemeinen Punktmengen.

Zunéchst:

wlIl)=b—a
u(Punkt) =0

wo I offenes oder abgeschlossenes Intervall.

Definition (o-Algebra). Gegeben sei eine Menge X. A heifit o-Algebra wenn X € A, sowie mit A € A
auch A® := X\ A € A ist, sowie mit Ajz123,.. € Aauch (o) 4; € Aist.
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Beispiel.

X ={1,2,3,4,5}
Ay ={1,3,5}

Ay = {2,4}
A={0,X, Ay, Ay}

Hier ist A o-Algebra.
Folgerung:

L.OeA =X
2 N2 A e AX =UZ A N2y A= X\UZ (XN\A))

Definition (Borelmenge). Borelmengen sind die Elemente der kleinsten o-Algebra B, die alle offenen

Intervalle enthélt.

Folgerung: auch jedes abgeschlossene Intervall ist Borelmenge, da [a,b] = ()2, (a - %, b+ %)

Definition (Nullmengen). Zu jedem ¢ > 0 existiert eine Uberdeckung der Nullmenge N mit offenen
Intervallen I,,, sodass N C | J.—, I, und >, pn(I,) <e.

Beispiel. Punkt ist Nullmenge
Beispiel. Vereinigung von abzihlbar vielen Nullmengen ist Nullmenge (sieche Ubungen)

Definition (Lebesgue-MaB). Lebesgue’sches Maf p1 einer Borel’schen Menge A € B: p(A) :=inf (307, p (1)),

wo Infimum iiber alle Uberdeckungen von A mit offenen Intervallen zu bilden ist.

Eigenschaften von ;4 Ohne Beweis, anschaulich klar:

e 0<pu(A) AcB

e Wenn A; € Bmit A, NA,, =0Vn # m gilt:

p (U Ai) = ZM(Ai)

Beispiel.
w(@) =0
Beweis.
X=XUf
P=XnN0
w(X) = p(X U0) = pu(X)+ pu(0)

n(@) =0
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o w(UZy Ai) < 3272 m(Ai)
e Wenn A C B: u(A) < u(B)

o y(Nullmenge) = 0 (Infimum ist 0)

Beispiel.
u([0,1] N (R\Q)) = 1

Beweis.

(0,1} = ([0, 1] N (R\Q)) U ([0,1] N Q)
=1

:u([ov 1]) =H ([07 1] N (R\Q)) + N([Oa 1] N Q)

und, da [0,1] N Q (die Menge der rationalen Zahlen im Intervall [0, 1]) als abzdhlbare Vereinigung von

Nullmengen selbst eine Nullmenge ist:

u(0,1]NQ) =0
([0, 1N (R\Q)) =1

O

Definition (Messbarkeit). Die reellwertige Funktion f heifit messbar, wenn {z|y; < f(z) < y2)}Vy1,92 €

R Borelmenge ist.

Definition (Lebesgue Integral). Fiir die positive, reellwertige, messbare Funktion f definieren wir
k E+1
Ao ={z | f(z) = o0}

wo k,n=20,1,2,3,...
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C Asy, C Azn C A3 C A

Abbildung 6.2: Lebesgue-Integration
Bemerkung. Wenn f(x) nicht positiv ist, gilt

/fdx:/erdx—/f,da:

f+= max(f, 0)
J- = max(—1,0)

Definition. Wenn A, eine Nullmenge ist, d.h. p(As) = 0:
00 ((As) :=0

Definition.

/Af(:c)dx:/f(x)CA(x)dx

1 z€A
0 z¢ A

wo Ca(z) =

Definition. f heifit integrierbar auf A, wenn

/Afdx<oo

Definition. Eine komplexwertige Funktion f heifit quadratintegrabel auf A, wenn

/F@W@M<w
A

Satz. (ohne Beweis)

Sei f auf kompaktem Intervall messbar, beschrankt, reellwertig. Ist f Riemann-integrabel, so ist f auch

Lebesgue-integrabel, und die Integrale stimmen tberein.

Satz. (ohne Beweis)

Sei f messbar. Wenn das uneigentliche Riemann-Integral von |f| existiert, so existiert auch das Lebes-

gue’sche, und stimmt tberein.
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Bemerkung. Die Umkehrung gilt nicht: nicht jede Lebesgue-integrierbare Funktion ist auch Riemann-

integrierbar!

Beispiel.

1 =z rational

0 zirrational

15

05

-0.5

1 z€Q

Abbildung 6.3: f(z) = {o € (R\Q)

1
[ #@de =1 w0100 @) +0- u(10.1] 0 (RAQ) = 1-0+0-1=0

Dabei ist ([0,1]NQ) = 0, da [0,1]NQ eine abzihlbare Vereinigung von Punkten darstellt. Die Funktion

f(z) ist also Lebesgue-integrabel (aber nicht Riemann-integrabel!)

Es folgen zwei wichtige Sétze:

Satz (Monotone Konvergenz). Seien f,(x) > 0 messbar, konvergiere fn(x) — f(x)Vz punktweise, seien
fn41(x) > fol(x) Va,Vn, und sei [ f,(z)dz < ¢Vn: Dann gilt

o [1f@)]de < oo

o lim, .o [|f(z) — fu(z)]dz =0

Satz (Dominierte Konvergenz). Konvergiere fn(x) — f(z) Vo punktweise und seien |fn(x)| < G(z) Vn
wo [|G(z)|dz < co. Dann gilt

o [|f(z)]dz <
o lim, . [|f(z) — fu(z)|dz =0

Beispiel. Sei f > 0 messbar. Aus [ f(z)dz = 0 folgt f(z) = 0 fiir alle  bis auf eine Nullmenge. Wir
sagen: f(x) =0 fast iberall.
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) ) 1 xeN
Beweis. Zu zeigen fiir N = {z|f(x) > 0} bzw. fir Xy = gilt:
0 x¢ N

/ Xn(@)de = p(N) =0

1 r €A,
Sei A, = {xlf(x) > 1}, X, =

0 x ¢ A,
Es gilt:

X, >0
lim X, (z) = Xn(x)

Xny1(z) > Xn(z)

Nun folgt aus

fw) s lxy @ dn  CEAEI@Zy
=pon 0 r¢ A, &0< flo) <

1
n
dass

O:/f(x)de%/Xn(x)deO

Dabei gilt das erste Gleichheitszeichen laut Voraussetzung und das letzte Ungleichheitszeichen laut Defi-
nition von X,,; damit schliefen wir
/Xn(x)dm =0<1Vn

Unter Benutzung des Satzes iiber monotone Konvergenz erhalten wir

lim [ dz|Xn(z) — Xp(x)] =0

n—00

N /dx|XN(x)| —0

Bemerkung. (ohne Beweis)

Die zwei Konvergenzsitze bleiben richtig, wenn statt , Konvergenz f,, (x) — f(z)vz“ ,Konvergenz f,(z) —
f(x) fast iberall* gesetzt wird.

6.2 Hilbertraume

Motivation: In Quantenmechanik verwendet man, dass jede beliebige Wellenfunktion als Uberlagerung
von Energieeigenfunktionen dargestellt werden kann. Mathematische Grundlage ist die Theorie der Hil-

bertraume.

Definition. Ein Hilbertraum
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1. ist Vektorraum
2. hat inneres Produkt

3. ist vollsténdig

Vektorraum

fLgeH f+aqe™H
0 f+o=f
Vi3(=f) [+ (=f)=0
Va e C af € H

Auflerdem gelten Assoziativ- und Distributivgesetze.

Inneres Produkt

I(flg)eC

(gl f)y={(flg)"
(flg+h)y=(flg) +(fIh)
(flag) =a(flg)

Definition (Norm). |f|| = {f|f)
Es soll gelten: ||f||=0= f=0

Bemerkung. In jedem VR mit Skalarprodukt gilt

L K1)l < I llgll Cauchy-Schwarz- Ungleichung

2. lf +gll < IfIl + llgll Dreiecksungleichung

Vollstandigkeit Wenn f, € H eine Cauchy-Folge ist, d.h. wenn Ve > 03dN, sodass Vm,n > N
I fm — frll < € dann 3f € H, wir schreiben f :=lim,,_,o f5 in dem Sinne, dass lim, o ||f — fr]| =0

Beispiele fiir Hilbertriume:

Beispiel (C"). z%,y' € C

Bemerkung. C" ist vollstandig!

104



Beispiel (¢?(N)). Elemente z sind Folgen komplexer Zahlen z' € C, die ,,quadratsummierbar” sind:

oo
x={z'i € N,Z |$l|2 < o0}
i=1

vty =4y}

oz :={azx'}

$|y sz*z

(£2(N) besprechen wir hier nicht)

Beispiel (£2(R)). Der £2(R) ist die Aquivalenzklasse von Lebesgue-quadratintegrierbaren Funktionen

fiR=C
2w = {11 [ 1) s < oo

(f +9)(@) == f(x) +g(x)
(af)(z) := af(z)

(19} /f

Wir identifizieren f ~ g, wenn f(z) = g(z) fast iiberall.

WO

Beispiel (£2([a,b])).

£2(a,1]) = {fl / @) de < oo}
<f|g>=/ fa

f ~ gwenn f(z) = g(z)f. . in [a, b

Um zu zeigen, dass £L2(R) oder £2([a,b]) vollstiindige Funktionenriume sind, miissten wir zunéchst die
Satze zur monotonen und dominierten Konvergenz geeignet verallgemeinern. Um einen méglichst einfa-
chen Einblick in die Methoden der funktionalanalytischen Beweisfithrung zu gewinnen, beschrénken wir

uns aber hier auf den Vollstéindigkeitsbeweis von £!(R).

Definition (£!'(R)). Dies ist die Aquivalenzklasse von Lebesgue-absolutintegrierbaren Funktionen f :

R — C.
@ = {11 [ Il < oo

(f +9)(@) == f(x) + g(x)
(af)(z) == af(z)

WO
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Definition (1-Norm).

= / fldz

L1(R) ist linearer, normierter, vollstindiger Funktionsraum (so genannter Banachraum). Er ist kein Hil-

bertraum, da kein Skalarprodukt definiert ist.

Vollstindigkeit des L'(R) (Satz von Riesz-Fischer). Sei f,, € L1 eine Cauchy-Folge, wir kénnen Teilfolge

auswithlen (wir bezeichnen sie der Einfachheit halber genauso), sodass

1
”fn - fn+1||1 < 2771

Es seien

) =3 [fal@) = furi(@)]

n=1

2) =Y |fa(®) = far1(@)]

(Wir lassen fiir g(x) auch eventuell Wert oo zu)

Dat g 1(2) 2 g () und

lgmll; = /‘gm|dx<2/|fn fn+1|d$_z‘|fn frt1lly

n=1
m

Z% Zi:wm

gilt der Satz iiber monotone Konvergenz, daher g € L!, also g(z) < oo f.ii.

Damit konvergiert
-1

fm(x) = fi(x) = ) (fu(®) = foia(2))

1

3

3
Il

punktweise f.{i. gegen ein f(x)! Weiters
m—1
|[fm(2)] < [f1(2 — frr1(2)| < |fil + 9 € £L'Vm
n:l
Mit dem Satz fiir dominierte Konvergenz
o fell
o lim, . ”f - fn||1 =0

ergibt dies die Vollstandigkeit.
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6.3 Basissysteme im Hilbertraum

Definition. Eine Teilmenge M C H heifit dicht, falls es fiir alle f € H und fiir alle € > 0 ein m € M
mit || f —m| < e gibt.

Definition. H heift separabel, wenn es eine abzdhlbare dichte Menge M C H gibt.

Satz. (ohne Beweis)
C", L*(R), £*([a,b]) sind separabel

Definition. f, g € H heiflen orthogonal, wenn (f|g) =0
Definition. {ey}, ex € H, k =1,2,3,... heiit Orthonormalsystem (ONS), wenn (ey | e;) = 0x;
Definition. Fiir f € H, {e,} ein ONS, heifien fi := (ex | f) € C Entwicklungskoeffizienten von f

Satz (Bessel’sche Ungleichung).

L2 )
fel < £l (6.1)

[eS)
k=1

Beweis. Analog zum beim Beweis der Bessel’schen Ungleichung im Falle der Fourierreihen betrachten wir

f-= Zekfk

k=1

0<

2 n n
= <f_zekfk f—zejfj>
k=1 j=1

= WA+ D00 enlen) fidi =D fiken | £) =D (fles) /s
k=1

k=1 j=1 j=1
n n . R n . . n . R n R 2
= AP+ 3D dwififi = o Side = oS = 1P =2 |Ff v
k=1j=1 k=1 j=1 k=1
[ele] 2 )
S 1A <
k=1

O

So wie im endlich dimensionalen Vektorraum oft mit den Koordinaten eines Vektors in Bezug auf eine
Basis gerechnet wird, verwendet man im Hilbertraum oft eine analoge Entwicklung nach einer Orthonor-

malbasis.

Definition (Orthonormalbasis). {ex} k =1,2,3,...heifit Orthonormalbasis (ONB, oder “vollstéindiges”

Orthonormalsystem) eines separablen Hilbertraumes H, wenn {ex} ONS ist und aus
(flex) =0Vk =1,2,3,...

folgt, dass f = O ist.

Satz. Sei H ein separabler Hilbertraum und die {ey} eine ONB; sei f € H. Dann gilt:

1. limy 00 Hf > ekka =0 (im L? bedeutet dies Konvergenz im quadratischen Mittel)
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2
2. |If]? = ey ’fk‘ Parseval’sche Gleichung
Beweis. 1. Sei f, =Y 1_, er fi
Wiéhlen n > m, dann gilt fiir geeignet grofie n, m (wegen Bessel’scher Ungleichung 1' ist fk Nullfolge)
2

= i ‘fk‘Q_’O

k=m+1

S e

k=m+1

an - me2 =

Also ist {f,} Cauchy-Folge und konvergiert wegen Vollstindigkeit von H gegen ein f € H

lim f—Zejfj =0

=1

Auf Grund der Stetigkeit des Skalarprodukts (o. Bew.) gilt sodann fiir jedes g € H

im <f— > eifi g> =0
j=1

und insbesondere

(f = flex) = lim_ <f— j;ejfj €k> = <f]|:k> - lm <;€ij €k> =fi-fi=0
Also

(f = flex)y =0 — f—f=0

weil {e;} ONB ist (fiir H = £2 bedeutet dies f(x) = f(z) f.i.). Damit schlussendlich

lim ffzejfj =0

n—oo

j=1
O
Beweis. 2. Bei der Herleitung der Bessel’schen Ungleichung (6.1]) hatten wir
||f = efil| =P =D ’fk‘
k=1 k=1
gefunden; nun wenden wir lim,, .., an:
. P 2 r
Tim (1= enfe] =IF7= ’fk‘
k=1 k=1
2 ;2
0= 1717 = | ]
k=1
O
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Beispiel (Fourierreihenentwicklung). Sei f € £2(]0,27]), in diesem Fall ist eine ONB gegeben durch
(ohne Beweis)

e kT B =0,+1,42,...

1
ey = ——
b V2T
somit also
. 1 2m .
fr = \/72777/0 e TR f(z) dw
und

n
dim |If = > eifsl[=0
Jj=—n

Konvergenz der Fourierreihe fiir ein f € £2 ist im Sinne des quadratischen Mittels gegeben.

6.4 Lineare Operatoren in endlich-dimensionalen Ridumen

Sei V unitdrer Raum (Vektorraum iiber C mit Skalarprodukt), sei dimV =n

Definition. A: V — V heifit linearer Operator, falls:

Alaz) =aA(z) VzeV, aeC
Alx+y)=A(x)+ Aly) Ve,yeV

Wenn Basis {b;} des Vektorraums gegeben ist, lisst sich dem Operator A eine n x n Matrix M4 zuordnen

Abj = Z akjbk
k=1

(Ma)y, = aix

wir haben x = Y7

i=1;b; (ab sofort verwenden wir die Summenkonvention!) sowie fiir

Yy = Ax = AIjbj = JSjAbj = asjakjbk = a:kajkbj

Yj = ajkTk
aufgrund der Linearitéit und durch Umbenennen der Indizes.

Definition (adjungierter Operator). Sei x,y € V, A linearer Operator

(ylAz) = (Aly|z)

Es gilt
Mar = (Ma)'

T... adjungiert (transponiert und komplex konjugiert)

(Mat)y, = aj;
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A heift selbstadjungiert wenn A = At & M ist hermitisch (Mg = (My)")

6.4.1 Eigenwerte, Eigenvektoren

Definition. X heifit Eigenwert (EW) und x # 0 heifit Eigenvektor (EV) von A, wenn

Ax = \x

bzw.:
(A-=X1)z=0

Fiir die Matrix-Darstellung folgt:
(MA — )\lan)fv =0

Damit z # 0 Losung des homogenen GLS ist, muss gelten:
det (M4 — A1) =0

Das ist eine algebraische Gleichung n-ter Ordnung in A

Satz. Sei

Dann gilt:

o EW sind reell

o EV zu verschiedenen EW sind orthogonal

EW reell.

und, da (z|z) #0

EV orthogonal. Sei Ax = Az, Ay = uy, A\ # p

(z|Ay) = (z|py) = p(zly)
= (Azly)

I
>
&
NS
~
I
>
G
s
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und da laut Voraussetzung A — p # 0

(zly) =0

Beispiel (Projektor).
Pl =p P?=P
EW eines Projektors P sind 0, 1

Pz =Xz
Pz = P2z = P \x = \Px = \%z

()\—)\2)3320
AA=1)=0

)\1:0 Azzl

Satz (Spektralsatz). Sei A ein selbstadjungierter Operator in einem n-dimensionalen unitiren Raum V.

Dann gibt es eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren ej—1,. . n, von A und

A1
My =St S
An

wo S jene unitire Matriz mit STS = 1 ist, die aus den orthonormalen EV e; gebildet wird:
S=(er.. en)

Bemerkung. Wir bezeichnen mit A\, die unterschiedlichen EW, die n,-fach entartet sein kénnen (d.h.

no-fache Nullstelle von det (M4 — A1) = 0 sind). Es gibt zu jedem A\, genau n, linear unabhingige Ei-
()

genvektoren. Man muss noch das Gram-Schmidt-Verfahren anwenden, um n, orthonormale EV e;_

zu erhalten.

Bemerkung. Der Spektralsatz gilt auch fiir ,normale* Operatoren, das heifit fiir solche A, fiir die ATA =
AAT gilt.

Korollar (Spektraldarstellung).

n
MA = Z )\keke,t
k=1

(er. ist in Matrizschreibweise eine 1-spaltige, el eine 1-zeilige Matriz)

oder insbesondere

k
Ma=Y P,
a=1
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wo

Projektoren auf V, = {x € V | Az = Az}, dimV,, = n, sind, fir die weiters gilt:

k
ZPa =1
a=1

Py P3 = 003Ps
Bemerkung. Das Korollar folgt aus
n )\1
(MA)lm = Z (S)lk . (ST>]m
k,j=1
An ki
() = (e1, - ven)y = (en),
el
(5N =1 : = (),
et )
m
(Ma)y,, = Z (ex); Akdj (€5)
k,j=1
MA = )\keke;i
k=1

Beispiel.

det(MA—)\l) =0

11—\ 8
det =X _-10A-75=0
8 —1-X

)\1:15 )\2:—5

() 0)-(0)

2
= der normierte EV ist e; = % ( 1 )

A1 = 15 einsetzen:
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-1
Mit Ay = —5 folgt es = % < 5 ) und schlie3lich

Spektraldarstellung:

My = 15P, 513—15142 5.1 L =2 _
AT o 275 9 1 5\ —2 4 |

Man erkennt durch Einsetzen: es stimmt!

Beispiel. Normale (nicht aber selbstadjungierte) Matrix M4:

was (L, ]) #ou

det (M4 — A1) =0
w172
—1 1-2

A o=1+2i Ao =1-2

(1-N2+4=0

A1 = 1 + 2i einsetzen:

1
= ein EV ist z.B.: 61:\}§< )
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Mit )\2 =1-2i fOlgt €y =

1
S=—
V2
1
K ——
\/i <
Spektraldarstellung:

1
\% ( L ) und damit

1 —i 1
Py ==
11) 279

My=(14+20)P +(1-20)P, = (
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6.5 Lineare beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Definition. Ein Operator A : Dy € H — W4 C H heifit beschrdnkt, wenn es eine Zahl C' > 0 gibt,
sodass

[AfII < CIfI VS € Da

Die kleinste der Beschrinktheits-Zahlen C, heifit Norm ||A|| des Operators A

1Al = it {[|Af] < CIf|| Vf € Da}

Es gilt auch

A
Al=  sup  [Af|= sup  [Af[= sup LA
FEDAIfII=1 FEDA,lIFII<1 repa.f2o0 | fll
und
TAfI < AN £l

Beispiel. Multiplikationsoperator z in £?(R)

(Af) (z) = zf(x)

Wir wihlen Dy = {f € L2 (R) | #f € £? (R)} C £* (R); damit ist  in £? (R) nicht beschréinkt.

Wir wihlen nun ¢, (z)

1 1
1l a—5s<z<a+3

0 sonst

also

Aber

3

a+3 aty 1
2 X
de)a” :/ . $2d117:§ . :(12 (1+12a2)—>00
a—3 a—1

Beispiel. Multiplikationsoperator = in £2([0, 1]) ist beschrinkt.

Beispiel (Differentiationsoperator i-L in £2[(0,a)]).

(Af) (z) = f'(2)
Wihlen

Da={feL?(0,a])|f €L([0,a])}
fn(x) _ Le27rinm/a c DA vn,

Ja
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Es ist i% nicht beschrankt:

d
dx

2w
= —nNnn—>
a

Definition. Ein linearer, auf ganz H definierter Operator heifit kompakt, wenn er jede beschrinkte Menge

fn

aus H in eine kompakte Menge abbildet.

o M C 'H heifit beschrinkt, wenn Im € M, ¢ € RT, sodass ||m — f|| < cVf e M
o M C H heiit kompakt, wenn jede unendliche Teilmenge aus M eine Cauchy-Folge enthélt.
Bemerkung. Ein kompakter Operator ist beschrinkt.

Definition. Ein linearer, auf ganz H definierter, beschrankter Operator A heifit selbstadjungiert, wenn
fiir alle f,g € H

(gl Af) = (Ag[f)

Satz (Spektralsatz fiir lineare, kompakte, auf ganz H definierte, selbstadjungierte Operatoren). Es gibt

hdochstens abzihlbar viele, rein reelle EW X\, mit

Al = Ao =2 [As[ = ... =0

Alle jene \;, wo \; # 0, sind hichstens endlichfach entartet, A = 0 kann eventuell Haufungspunkt sein.

Es gilt, ahnlich wie in endlich-dimensionalen Vektorrdumen, fir alle f € H,

k
Af =Y XaPaf

a=1

lim
k—oo

‘:O

Satz (Spektralsatz fiir lineare, beschréinkte, auf ganz H definierte, selbstadjungierte Operatoren). Bend-

tigen Verallgemeinerung der Summe Y., Ao Po zu Integral [ AdEy

a édEa zEa_Ea—l

ZPgéEa

Bla
wobei E, Projektor auf den Eigenraum aller g < A, ist.
Satz. Jedem linearen, auf ganz H definierten, beschrdnkten, selbstadjungierten Operator kann eine Spek-

tralschar Ey zugeordnet werden (da A beschrdnkt ist My < X\ < My ), wo

E, ist Projektor
Ex=FE\E,=E,Ex, \<pu

Eyio = E) stetigvon rechts

0 A< M,
E\ =
1 A> M
sodass
HAf—//\dE,\f‘ =0
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Verallgemeinerung des Begriffs Eigenwert

Definition (Spektrum o(A)).
o(A) ={A € C|A— X hat kein beschréinktes Inverses}

Bemerkung. Spektrum umfasst die Eigenwerte, denn (A — \)~!. Zu o(A) gehért noch mehr, z. B. jene
A, wo 3(A — \)~1, aber nicht beschrinkt ist.

Definition (Resolventenmenge p(A)).

p(A) ={A€C|(A—X)"'3 und ist beschrinkt}

6.6 Lineare unbeschrinkte Operatoren

Typischerweise A nicht auf ganz H definiert, sondern auf D4 C ‘H dicht!

Definition (Erweiterung eines linearen Operators). B heifit Erweiterung von A (B 2 A) wenn Dp D Dy,
Blp, =A

Beispiel (£2([0,1])).

A=igl  Pa= eI €2 0.1).50) = 71) =0} (62
Boig] o Ds={feL(als <2 0.0), 50 = F) (63)
und damit
BDA

Definition (Adjungierter Operator A). Einem linearen, dicht auf D4 C H def. Operator A kann man
den adjungierten Operator A" auf D+ C H zuordnen, mittels

(ATg|f)=(g| Af) VfEDa, g€ Das

Bemerkunyg. e In Dy sollen alle mdéglichen g enthalten sein.
e D4+ muss nicht dicht in H sein.

Definition (Symmetrischer Operator). Ein linearer, dicht auf Dy C H definierter Operator A heifit

symmetrisch, wenn
(Aglf)={g|Af) Vfg€Da

Bemerkung. Fiir symmetrische Operatoren gilt offensichtlich D4+ D D4, also AT D A

Definition (Selbstadjungierter Operator). Ein linearer, dicht auf D4 C H definierter Operator A heifit

selbstadjungiert, wenn er symmetrisch ist und wenn D4 = D4+ gilt.

Bemerkung. Oft konnen symmetrische Operatoren durch VergroBerung von Dy (dies bewirkt Verkleine-

rung von D4+ ) zu selbstadjungierten Operatoren erweitert werden.
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Beispiel. Vorige zwei Differentialoperatoren (6.2 auf £2([0,1]).

A ist symmetrisch, nicht selbstadjungiert:

1 1
/ g*if’dfv=ig*f|é+/ (ig")” fda

0 0

— ig"(1) (1) —ig"(0) £(0) + / (ig)" fda
~ ~~ Jo

=0 =0
Dar = {g€ £2(0,1)]g' € £2(0.1])} 2 Da

B ist selbstadjungiert

/ ghif'dr =1 (g* (1) — g (0)) £(0) + / (ig)" fde
0 0

Der linke Term verschwindet nur, wenn auch g(0) = ¢g(1) = Dpi = Dp
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Kapitel 7

Wahrscheinlichkeitsrechnung und

stochastische Prozesse

Zufallsvariable, Wahrscheinlichkeitsdichte, Markov-Prozess (,,Zukunft hiingt von der Vergangenheit nur

iiber die Gegenwart ab.“)

7.1 Einfiihrung (Brownsche Bewegung)

7.1.1 Eindimensionale Irrfahrt

Teilchen bewegt sich auf x-Achse: wir werfen pro Zeiteinheit 7 eine Miinze:

e bei Zahl: Sprung der Lénge [ nach rechts

e bei Wappen: Sprung der Linge [ nach links

Gesucht: (bedingte) Wahrscheinlichkeit P(m, N | 0,0), dass Teilchen nach N Spriingen (bzw. zur Zeit
t = N7) an der Stelle z = ml, wenn es anfinglich (¢ = 0) bei x = 0 war.
7.1.1.1 Kombinatorische Herleitung

Wir bezeichnen mit P(m, N | 0,0) die Wahrscheinlichkeit, von & = 0 bei ¢ = 0 aus np Spriinge nach

rechts und n;, = N — ng Spriinge nach links zu machen.

Die Anzahl der Moglichkeiten, ng Spriinge nach rechts und ny, Spriinge nach links zu machen, ist

I\N"® /1\"* NI N\Y[( N
P 100= ()7 (3) = (3) ()
mit

N =ngr+ng, m=ngr— N
_N+m

nRrR m=2ng — N
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N\NY/( N
P(m,N 10,0)= (5 nim | m=-N,-N+1,... N
2

Bemerkung. Erhaltung der Wahrscheinlichkeit ist erfiillt (irgendwo ist das Teilchen nach N Spriingen

sicher):
N

> P(m,N|0,0) = @)NXN:( JZ ) =1

m=—N k=0

N
daz,iv_0< L ):2N.

Es gilt weiters die Chapman-Kolmogorow-Gleichung:

[P(m+1,N | 0,0)+ P(m—1,N | 0,0)] (7.1)

DN | =

P(m,N+1]0,0) =
Beweis.

1\ N+ N+1 1 1\ N N\ N

2 2 2
1
T2

= [P(m+1,N|0,0)+ P(m—1,N|0,0)]

7.1.1.2 Einsteins Herleitung

Wir betrachten P(m, N + 1 | 0,0) als die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, nach N 4 1 Spriingen zu x zu

gelangen. Das ist dquivalent zur Summe iiber die Produkte aus

e der (bedingten) Wahrscheinlichkeit, nach N Spriingen zu einem Nachbarn von « zu gelangen, P(m+
1,N]0,0) und

e der (bedingten) Wahrscheinlichkeit, von einem Nachbarn von z nach x zu gelangen, %:

[P(m+1,N |0,0)+ P(m —1,N | 0,0)]

DN =

P(m,N+1]0,0) =

7.1.2 Eindimensionale Brown’sche Bewegung
7.1.2.1 Historische Entwicklung

Experiment:

1785 Jean Ingenhousz: Kohlestaub auf Alkohol ldsst hochst unregelméflige Bewegung zu erkennen.
1827 Robert Brown: Unregelméflige Pollenbewegungen in Fliissigkeiten

Theorie:

1905 Albert Einstein

1906 Sinduckowski

1908 P. Langevin
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7.1.2.2 Theorie
Wir betrachten nun den Kontinuumslimes 7 — 0, [ — 0 heuristisch, wo

l2
D = 5 . Diffusionskonstante
T

festgehalten wird.

Bemerkung. In diesem Grenzfall gibt es keine Geschwindigkeit des Teilchens, da % — 00

Es sind

in P(m, N|0,0); N...Schrittzahl

Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte).
, Az
p(x,t]0,0)Az := Y " P(m’, N|0,0) ~ =~ P(m, N|0,0)

wo z =ml, t = N7, Az > [, aber dennoch so klein, dass P innerhalb von Ax konstant ist.

A A
ml—ggm’lgml—i—g

1
p(x,t0,0) ~ YP(m, N|0,0)

Wir betrachten also N = f = t?—QD und

1 x t2D

. o e k
mit der Stirling-Formel k! ~ v/ 27716%

ist Losung der Diffusionsgleichung

0 0
ap(aﬁ, t/0,0) = D@p(x,t\0,0)

p(,0[0,0) = 4(x)
Die Diffusionsgleichung (identisch mit der Warmeleitungsgleichung, Abschnitt entsteht aus

p(z,t+ 7]0,0) — p(x,t0,0)
T
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unter Verwendung der Chapman-Kolmogorow-Gleichung (7.1)

1
p(z,t+7)0,0) = 3 [p(z +1,t0,0) + p(xz — 1,t|0,0)]
p(x,t + T‘0,0) 7p(xat|070) _ ﬁp(gj + l7t|070) — 2p($,t|0,0) +p(l‘ — l7t‘070)

T 27 , 12
0 0
Definition ((Bedingter) Erwartungswert des Ortes).
+00
(x4) == / dz xp(z,]0,0) =0
2 e 2 1
(x7) = Lm dz x*p(x,t]0,0) = 2D 4Dt —

Da p(x,t|0,0) gerade in z ist und = ungerade, verschwindet das Integral und damit <xf> Der Mittelwert
des Quadrats des Abstandes des Teilchens vom Startpunkt verschwindet nicht; er nimmt linear in der
Zeit zu! (,, Diffusion®)

7.1.3 Langevins Beschreibung der Brown’schen Bewegung

Langevin: Auf das Brown’sche Teilchen wirkt eine konventionelle Reibungskraft proportional zu seiner
Geschwindigkeit und eine ,fluktuierende® Kraft n(t), die die phdnomenologische Beschreibung der zahl-
reichen Zusammenstofle des Teilchens mit den Fliissigkeitsmolekiilen darstellt. Die Bewegungsgleichung
(Langevin-Gleichung) lautet also

d?z, . da(t)

Mg )= —amg

wo a = 127jr mit der Zéhigkeit j und dem Teilchenradius r. (Mathematisch exaktere Formulierung folgt

+n(t) (7.2)

spéter). Multiplikation mit 2 und Anwendung der Produktregel

222 ddz?2 d dz dz\? d2z
=2z —o (&) 42,878
a2 At At de \“dt dt dr?

ergibt
d?z dz(t)
r=— t
a2 a T
md%a? (dz\*_ ada?
2 az  "\ar) T zar T

m 42
Wir bilden nun den Mittelwert 2 << e ) . Dazu verwenden wir aus der statistischen Mechanik fiir die

mittlere kinetische Energie <<7 >> 7kT (mit der absoluten Temperatur 7" und der Boltzmann-

Konstante k); des weiteren, ,wegen der UnregelméBigkeit von n“: ((nz)) = 0, und, fiir ein Brown’sches
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2
Teilchen, & 4((=%) = const-e"mt ~ ()

md? ((2?)) _ad({#?))
2 dt2 2 dt

d((z?)) 2k

—a
=——+const-e m" = ——
m

((x%)) ~ 2%75 = 2Dt

Bemerkung. Die mathematisch wohldefinierte Formulierung fiir die Ableitung der Langevin-Gleichung
erfolgte erst 1951 (also ca. 40 Jahre spéter) in Form des stochastischen Differentialkalkiils von K. Ito;

mehr dazu spéter.

7.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Die moglichen Ausgéinge eines Zufallsexperiment heiflen Elementarereignisse w, die Menge aller Elemen-

tarereignisse Stichprobenmenge )
Beispiel. Einmal wiirfeln: Q = {1,2,3,4,5,6}
Beobachtbares oder interessantes Ereignis A: ist eine Untermenge von €2, A C )

Beispiel. Gewiirfelte Augenzahl ist gerade: A = {2,4,6}

Sei A die Menge aller beobachtbaren oder interessanten Ereignisse

Definition (Wahrscheinlichkeit). Sei 2 die Stichprobenmenge, A eine o-Algebra

P: A~ 0,1]

heifit Wahrscheinlichkeit, wenn

1. 0< P(A) <1 fiir alle A€ A
2. P(0) =0, P(Q) =1

3. P(U, An) = 50, P(A,) falls A, N A, =0 (n #m), YA, € A

n=1
(Q, A, P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum

Definition (Zufallsvariable). Sei der Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) gegeben; eine Zufallsvariable
X:0—~R:w— X(w)

ist eine messbare Abbildung von €2 nach R.
Beispiel. Nummer des Rings der Zielscheibe, in dem der Pfeil steckt.

Definition (Mehrdimensionale Zufallsvariable). Seien X, X, ..., X,, auf (2, A, P) definierte Zufallsva-
riable
X:Q0-R":w— (X1(w), X2 (w),... Xn(w))
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Beispiel. © = {Bevolkerung einer Stadt}
Xi...GroBle X5 ... Gewicht Xs3... Alter

Definition (Stetige Zufallsvariable). X heifit stetige Zufallsvariable, wenn es eine Wahrscheinlichkeits-
dichte p(x) gibt, sodass

PlweQX(w)<t}) =P(X <t)= / p(z)dz

— 00

Bemerkunyg.
o0

lim P({w€ QX (W) <)) = / p@)de = 1

(irgendeinen Wert hat X)

Bemerkunyg.
b

P (X € [a,b]) :/ p(z)dx

a

da, gemifl den Axiomen von P,

P(X <a)+ P(a
P(a

IN

T

IN

IN N

s =
I
3
8
A\

x (x <b)— P(X <a)

|
)

Mehrdimensionale, stetige Zufallsvariable

P ({w e Q(X1(w), Xn(w),...,Xn(w)) € B}) =P(X € B) = /Bp(:vl,xg, coop)dey . day,

Definition (Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariable X).

beziehungsweise, falls Y = g(X),

7.3 Stochastische Prozesse

Definition (Stochastischer Prozess). Sei I ein Intervall in R. Wenn fiir jedes ¢ € I eine Zufallsvariable
X; : Q+— R existiert, dann heifit {X;}, ; stochastischer Prozess.

Beispiel. Mein Kapital beim Pokerspiel als Funktion der Zeit.

Wir betrachten stochastische Prozesse, die durch Vorgabe einer Familie von p (21 t1; 2, t2;. .. ) definiert
sind. Dabei ist p die Dichte zur Wahrscheinlichkeit, dass 1 zu t1, 22 zu t3,... angenommen wird, wobei

folgende Eigenschaften der p gefordert werden:

1.p>0

2. p bleiben unveréndert, wenn (z,ty) < (z;,t;) ausgetauscht werden
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3. fp (Y1, 815 3 Yn—1,tn—1; Yn, tn) dyn = P (Y1, 815 5 Yn—1, tn—1) (Vertriglichkeitsbedingung)
4. [ply,t)dy =1

Satz (Fundamentalsatz von Kolmogoroff (o. Bew.)). Zu jeder Familie von p mit obigen Eigenschaften

existiert ein Mafraum (Q, A, P) und ein entsprechender stochastischen Prozess {Xi},c;-

Bemerkung. Fiir festes to ist Xy, (w) eine Abbildung von Q@ — R: w — X, (w), eine Zufallsvariable.

Fiir festes wg ist Xi(wp) eine Abb. I — R, t — X;(wp), ein stochastischer Prozess, genannt Pfad oder

Realisierung des stoch. Prozesses.

X(wo) ——

(a) Zufallsvariable (b) Stochastischer Prozess

Abbildung 7.1: Zufallsvariable und stochastischer Prozess

Definition (bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte).

)= p(x1,ti @, tos. . Y1, T1 Y2, T23 -+ 2)
P (Y1, T15Y2, T25 -+ )

p(z1,tis oo, tos . [ Y1, T1s Y, T25 - -
Wahrscheinlichkeitsdichte, dass x1 zu t1, x5 zu to, ... angenommen wird, wenn y; zu 71, ¥2 zU To, ...
) ) ) ) ) )
angenommen wird.

Definition (Markov-Prozess). X; heifit Markov-Prozess, wenn fiir 7 < ... < 7, <t; < ... <, gilt:
P (21, t15 20, b5 Ty b | Y1, T1 Y2, T25 3 Yms Tm) = P (@15t @0, t25 -5 Ty b | Y Ton)

Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte eines Markov-Prozesses ist ausschliefflich durch aktuellste Bedingung

bestimmt: “Zukunft hdngt von der Vergangenheit nur iiber die Gegenwart ab.”

Beispiel (Kapital beim Pokern). Nur zu dem Kapital, das ich gerade habe, kann ich etwas dazugewinnen,

bzw. etwas davon verlieren.
Satz. Ein Markov-Prozess ist durch p(x,t) und p(xza,ts | x1,t1) vollstindig bestimmt (0. Bew.)

Beispiel. Sei t; <ty < t3

P(y1,t1s Y2, ta; Y3, t3) = p(ys, t3 | Y1, t1; Y2, t2) - (Y1, t1; Y2, ta)
= p(ys, t3 | Y2, t2)p(y2, t2 | y1,t1)p(y1, t1)

Koénnen also auf Zwei-Punkt- und Ein-Punkt-Bedingung zuriickfithren.
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Chapman-Kolmogorow-Gleichung p(z,t) und p(xs,ts | 1, 1) sind nicht beliebig wiihlbar, sondern

erfiillen:

1. die Vertriglichkeitsbedingung p(ys,ts) = f_ p(y1,t1;ys, t3)dy; bzw.

o0
Py ts) = / Py ts | g1 t0)p(yss t1)dys

— 00

2. Fiir Markovprozesse und mit t1 < to < t3 gilt

(Y1, t1; Y2, tas ys, t3) = p(ys, ta | y2, t2)p(y2, ta | y1,t1)p(y1,t1)
p(y1,t1; Y2, t2; ys, t3)
p(y1,t1)

= p(y3, t3 | Y2, t2)p(y2, ta | y1,t1)

und, mit Integration iiber ys,
o0
p(ys,t3 | y1,t1) = / dyap(ys, t3 | y2,t2)p(y2, ta | y1,t1)
— 00

Das ist die Chapman-Kolmogoroff-Gleichung (7.1)).

Differentielle Chapman-Kolmogorow-Gleichung Wir schreiben im Folgenden die Chapman-Kolmogoroff-
Gleichung ([7.1)) als DGL um. Zunéchst seien

1
A(y,t) := lim —/ dz (z —y)p(z,t + At | y,t) (7.3)
At—0 At |z—y|<e
1
B(y,t) := lim —/ dz (x —y)?*p(x,t + At |y, t) — Ofe) (7.4)
At—0 At |z—y|<e
o1 ,
OZAI%IBO N4 p(z,t+ At | y,t) fir [x —y| > ¢ (7.5)

Sei t > t' und f(z) eine beliebige, zweimal stetig differenzierbare Funktion; dann ist

[ a5 gt fnt) = ging 5 { [ as s e ety - [zt )}
hmOE{/dxf /dszt—I—AHzt) (z,tly,t")
f/dzf(z)/dxp(x,tJrAt | z,t) p(z, tly, t')}

_ - ’
= dim ;[ [ dedz (7() = SN ot + A 2 ) p (et 1t

In der zweiten Zeile haben wir die Chapman-Kolmogoroff-Gleichung (7.1)) sowohl im ersten wie auch im
zweiten Term verwendet, und im zweiten Term zusétzlich, dass [ dap (z,t + At | z,t) = 1. Nun entwickeln
wir f(x) — f(2) in eine Taylor-Reihe in z,
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und damit

0 0 32
[ttt = Jm £ [ ) dads (2 = )G + 50— 2 TEE +. |
p(z,t+At] 2, t)p(zt ]|yt —I—hm—/ dzdz...
|z—z|>€
8 2
~ [as|acog e+ yengLe]pernn

unter Verwendung von ([7.3] 7.5)). Weiters erhalten wir mittels partieller Integration

/dxf p(t]y.t) /dzf [—(Ap) ] /dzf {A—i—;;B}

Da f(x) beliebig, erhilt man schliefllich die
Fokker-Planck-Gleichung:
0 0 10
— |—A -—B ! .
Frid p(z,t]y,t)= 83:[ (x,t)—|—2ax (Jc,t)]p(x,ty,t) (7.6)
Beispiel. A = 0, B = 1 fiihrt zur Diffusionsgleichung, welche die Brown’sche Bewegung beschreibt:

Wiener-Prozess“ (Diffusionskonstante D = %) Schreibweise, wenn es sich um Wiener-Prozess handelt:
Wt statt Xt

7.4 Stochastische Differentialgleichungen und der Ito-Kalkiil

Die allgemeine Form einer stochastischen Differentialgleichung( = Langevin Gleichung) lautet

dx(t)
dt

= a(x(t), 1) + b(z(t),t) n(t)

wo 7)(t) ,,hochst unregelmiflig® ist; wir nennen 7 ,,weiles Rauschen®. Bei Mittelung ((....)) iiber das Rau-

schen soll gelten

sowie

Behauptung.

ist Wiener-Prozess.

Beweis.

= /Ot dr /Ot dr’ ((n(T)n(r"))) = /Ot dr /Ot dr'é(r —7") =

(Also ist wie zuvor die Diffusionskonstante D = 1)
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Wir erkennen:

() = (.0

Also der iiblicher Erwartungswert beziiglich Wahrscheinlichkeitsdichten des Wiener-Prozesses.

Wir schreiben nun die Langevin-Gleichung ([7.2)) als Integralgleichung um

x(t)—x(O):/O a(x(T),T)dTJr/O b(x(r), 7)n(r)dr
mit
W, = /On(T)dT

motivieren wir salopp

AW, = n(t)dt

und definieren mathematisch sauber (ohne 7)

x(t)—x(()):/o a(x(r),r)dr—i—/o b((r), 7) AW,

Das ist eine stochastische Integralgleichung; fot a (z(7), 7) d7 ist gewohnliches Riemann-Integral, fg b(x(r),7)dW-

ist Ito-stochastisches Integral.

Definition (Ito-stochastisches Integral).

/0 b(z(r),7)dW, = qm — lim,,_, {Zb(x(til),til) (W, — Wti_l)}

i=1

Dabei ist n die Anzahl der Unterteilungen des Intervalls [0, ¢]; und

qm — lim S5, =54 lim <(sn—s)2>=O

n—oo°n
n— 00

Definition (Ito-stochastische Differentialgleichung).
dz = a (z(t),t)dt + b (x(t),t) dW;

ist symbolische Schreibweise, bedeutet das gleiche wie die stochastische Integralgleichung.

Satz (Zusammenhang von Ito-stochastischer DGL und Fokker-Planck-Gleichung (0.Bew.)).

_ op 0 10,
dxadt+det¢>atax<a+zaxb>p
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