Dr. H. Steinacker Wintersemester 2012/2013

ﬂ'bungen zu “Lie-Gruppen und Lie-Algebren fiir Physiker”

Mo 10:15 - 11:45, kleiner Seminarraum 5. Stock Boltzmanngasse 5

1. Ubungsblatt (besprochen ab 15.10.2012)

1. Einfach zusammenhiangende Gruppen

Begriinden Sie, dafl SU(2) einfach zusammenhéngend ist (d.h. jede geschlossene Kurve ist
kontrahierbar), aber SO(3) nicht.

2. Endliche und infinitesimale Rotationsoperatoren

Hermitische Operatoren J,,.J,,J,, welche die Relationen [J;, J;] = i€, erfiillen, heiflen
Drehimpulsgeneratoren. Die zugehdrigen unitaren Operatoren

R(g) =7

fiir € R? sind Rotationsoperatoren um den Winkel ¢ und die Achse 3/|¢|.

a) Rotation eines Vektors (“Spin 17)

Die Rotationsoperatoren von Vektoren in R? sind bekanntlich

1 0 0 cos(p) 0 —sin(yp)
RW(pe;) = 0 cos(p) sin(p) |, RV (pe) = 0 1 0 , und
0 —sin(p) cos(p) sin(p) 0 cos(p)
cos(p) sin(e) 0
RW(pe;) = —sin(p) cos(p) 0
0 0 1

a) Finden Sie die zugehdrigen Drehimpulsoperatoren (Matrizen), die wir im folgenden
mit Ji(l) bezeichnen werden, und verifizieren Sie deren Kommutator-relationen.

Hinweis: es geniigt, kleine (infinitesimale) Werte von ¢ zu betrachten, d.h. R ()
in eine Taylorreihe bis zur ersten Ordnung zu entwickeln.

. o 2
Uberpriifen Sie J@ = j(j 4+ 1) mit j = 1 (deshalb der superscript (1)). Finden
Sie die Eigenvektoren |1,m) € C3 und Eigenwerte m von J. Uberpriifen Sie auch

Ji1)|1,m) = |1,m £ 1), wobei Jil) =JM 4 iJél) die “Auf-und Absteigeoperatoren”
sind.



b) Zeigen Sie, daf
RY(@)-T=7—¢@xT+o(p) (1)
fiir ¥ € R? gilt (So sieht man, daf8 die RV () tatsichlich Rotationsoperatoren um
die Achse ¢ sind).
b) Rotation eines Spinors (“Spin 1/2”)

Die Drehimpulsoperatoren fiir einen Spinor u = ( 51 ) € C? sind gegeben durch J(1/2); =
2

A U A A W
N1 0 ) v i1 0 ’ =0 —1
die Pauli-Matrizen sind; die zugehdrigen Rotationsoperatoren bezeichnen wir mit R1/2)().
Zeigen Sie, daB (J(1/2)2 = j(j + 1) mit j = 1/2.

Finden Sie explizit die entsprechenden Rotationsoperatoren R/ (pe;), R/ (pe;) und
RU/2)(pe2). Betrachten Sie insbesondere Rotationen um 27 und 4!
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