BEITRAG PM

Die extremale Kolbengeschwindigkeit bei einem Kurbelgetriebe

Verstandnisférderung durch Anschaulichkeit und Strenge

Hans Humenberger

Eine Aufgabe bei ,,geraden Schubkurbeln*

Es gilt hier zunéchst einmal zu erklédren, was eine gerade
Schubkurbel tiberhaupt ist. Die ,,Umkehrung* einer Schubkurbel
ist vielen wahrscheinlich geldufiger, ndmlich durch den bekannten
Mechanismus, mit dem z. B. bei Autos die geradlinige Auf-und-
ab-Bewegung der Kolben eines Verbrennungsmotors in eine Ro-
tationsbewegung umgewandelt wird (,,Hubkolbenmotor*). Bei ei-
ner Schubkurbel passiert nun genau das Umgekehrte: die Rota-
tionsbewegung der Kurbel bzw. des Kurbelzapfens (dies ist die
Gelenksverbindung von Kurbel und Schubstange) wird durch den
gleichen Mechanismus in eine geradlinige Auf-und-ab- bzw. Hin-
und-her—Bewegﬁn‘g eines ,,Kolbens“ (auch Kreuzkopfzapfen oder
Kreuzkopf genannt) umgewandelt (wegen der geradlinigen Bewe-
gung des Kolbens (Kreuzkopfes) spricht man auch von einer ge-
raden Schubkurbel bzw. von einer Geradschubkurbel). Ein
Schubkurbelgetriebe besteht also aus einer voll umlauffihigen
Kurbel (Radius R), die {iber den Kurbelzapfen und durch eine so
genannte Pleuel- oder Schubstange (Linge L) mit dem Kolben
oder Kreuzkopf gelenkig verbunden ist. Die Schubstange iiber-
triagt die Rotationsbewegung der Kurbel bzw. des Kurbelzapfens
auf den geradlinig sich bewegenden Kreuzkopf bzw. Kolben (sei-
ne Position wird durch die momentane Hubhohe H beschrieben).
Man unterscheidet zentrische (s. Fig. 1) und geschrinkte Gerad-
schubkurbeln (Fig. 2).
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Fig. 1: Zentrische Schubkurbel
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Fig. 2: Geschriinkte Schubkurbel

Bei der zentrischen Geradschubkurbel geht die Bahngerade des
Kolbens durch den Kurbelmittelpunkt, wihrend bei der ge-
schrinkten Geradschubkurbel dies nicht der Fall ist; die Kurbel ist
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hier in Bezug auf die Bahngerade des Kolbens etwas versetzt,
wobei der Abstand des Kurbelmittelpunktes von der Bahngeraden
als Exzentrizitit (E) bezeichnet wird (s. Fig. 2). Die in Fig. I in
Klammern gesetzten Bezeichnungen mit Kleinbuchstaben (r = 1
statt R, i statt A, [ statt L) stehen fiir den Fall, dass der Radius der
Kurbel mit 1 festgesetzt ist, m. a. W. dass Lingen in ,Radien R*
gemessen werden (s. Abschnitt 3).

Bemerkung: Eine gingige Anwendung des Schubkurbelgetriebes stellen
z. B. die in der holzverarbeitenden Industrie (insbesondere bei Sigewer-
ken) weit verbreiteten Gattersdgen dar, bei denen die gleichmiBige Rota-
tion eines Elektromotors (friiher eines Wasserrades) in eine geradlinige
Sidgebewegung umgewandelt wird; diese Gattersigen dienen vor allem
zur Bearbeitung von noch rohen Baumstimmen.

Problemstellung: In den Fig. | und 2 sind Geradschubkurbeln
schematisch dargestellt. Die Groflen L, R und E sind dabei kon-
stant, wihrend o, B und H sich verindern, also von der Zeit abhiin-
gige GroBen sind. Wir wollen nun jenen Winkel o bestimmen, fiir
den die Geschwindigkeit des Kreuzkopfes (Kolbens) (,,Schub-
geschwindigkeit) maximal ist '), wenn wir eine gleichmifige
Rotationsbewegung der Kurbel bzw. des Kurbelzapfens voraus-
setzen.

Graphische bzw. kinematische Uberlegungen
2.1. Heuristische Voriiberlegungen

Die Ausfiihrungen dieses Abschnittes sollen u. a. propddeutischen
Charakter haben. Sie sind zwar vielleicht etwas ungewohnt und
scheinen (dadurch?) manchmal bzw. manchem kompliziert zu
sein, aber sie konnen helfen, etwas Licht ins Dunkel zu bringen,
tieferes Verstindnis bzw. tiefere Einsichten in die Situation zu
schaffen, das Anschauungs- und das Problemltsevermogen zu
verbessern! Dies insbesondere bevor mit Methoden der Differen-
tialrechnung dieselben Erkenntnisse gewonnen werden. Daneben
kann dieser Abschnitt als ein Beitrag zur Darstellung der Vielfalt
der Moglichkeiten zur Extremwertbestimmung (Optimierung) ge-
sehen werden. Die spezielle Situation, bei der der Kolben die
erofte Geschwindigkeit hat, soll dadurch besser verstdndlich wer-
den: Wie kann diese spezielle Stellung inhaltlich beschrieben wer-
den? Was ist bei dieser Lage geometrisch der Fall?

Beginnen wir mit einigen anschaulichen infinitesimalen Vor-
betrachtungen (von A. Kirsch): Als erstes leuchtet wohl ein, dass
in der Position o = 90° der Kreuzkopf (Kolben) B die gleiche Ge-

l) Bei einer Gattersiige ist es z. B. wichtig, zu wissen, wann das Sigeblatt
welche Geschwindigkeit hat, um den Holzvorschub zur Sige steuern zu
konnen — bei grofier Sigegeschwindigkeit kann der Holzvorschub natiir-
lich stérker sein.
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schwindigkeit hat wie der Kurbelzapfen A, dass also in diesem
Augenblick (da diese Geschwindigkeit das Produkt aus Radius

und Winkelgeschwindigkeit ist) v, =v, =R - i—‘f gilt ?). In diesem

Moment bewegen sich ja A und B in der gleichen Richtung, und da
die Schubstange konstante Léange hat, sind die zu einer kleinen
Winkelédnderung gehdrenden Wege von A und B nicht nur gleich-
gerichtet, sondern auch gleichlang; siehe Fig. 3a, in der die Situa-
tion natiirlich nur vergrébert wiedergegeben werden kann. Die
Schubstange beschreibt in diesem Augenblick eine reine Transla-
tion.

Fig. 3: Veranschaulichungen von

a) Translation bei o = 90° b) BB, > A/A,

Gelegentlich wird vielleicht von Schiilern vermutet, diese zu o =
90° gehorende Kolbengeschwindigkeit sei die gesuchte maxima-
le. Das erweist sich bei genauerem Hinsehen jedoch als falsch; es
gibt also (e'rstaunlicherweise?) durchaus Winkel, bei denen die
Geschwindigkeit des Kolbens groBer ist als die des antreibenden
Kreuzkopfes. Um dies ebenfalls anschaulich einzusehen, betrach-
ten wir die Position, in welcher Kurbelradius und Schubstange
aufeinander normal stehen, und nehmen auch hierfiir eine kleine
Anderung des Winkels o vor (Fig. 3b). Dann leuchtet ein: Wird
die Bewegung der Schubstange aus der Lage A,B, in die Lage
A,B, zerlegt in eine kleine Verschiebung A A, in Richtung der
Schubstange [so dass B, zunidchst in die Lage C iibergeht:
A_IEI = AZ—C = I m; = BI_C] und anschlieBend eine kleine Dre-
hung um A, (bis das andere Ende B der Schubstange wieder auf
der Kolbenbahn (B,) zu liegen kommt), dann folgt unmittelbar aus
der Dreiecksungleichung im Dreieck B B,A, (gemeint ist L +
BB, > L+A|A,, dass die Strecke BB, jedenfalls linger ist als
A A, und folglich die Geschwindigkeit des Kolbens B grifSer ist
als die des Kreuzkopfes A.

Wieder liegt die Vermutung nahe, dass hiermit die maximale Kol-

bengeschwindigkeit gefunden ist. Auch das wird sich (erst recht
erstaunlich!) als irrig erweisen. Zunichst lassen wir uns durch Fig.

2 . os . . . - - . .
°) Die Betriige der Geschwindigkeiten 1V, | und |V | seien mit v, und v,
bezeichnet.
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3b zu einer zutreffenden Vermutung fiihren: Es sei D der Schnitt-
punkt der verlingerten Schubstange mit der Querachse, d. h. der
Senkrechten zur Bahngeraden des Kolbens durch M. Dann gilt
wegen der anniihernden Ahnlichkeit des Dreiecks MAD mit dem
Dreieck CB,B, offenbar:

— do
D-—t

¥y MD BB .y
AR also VB_MD'T_

Da wir eine gleichmiBige Rotation voraussetzen (d. h. ‘fj_‘f =

const), besagt die Beziehung v, = MD- %(;—(, dass (in dieser spezi-

ellen Situation: Kurbelradius 1 Schubstange) die Streckenliinge
MD ein MaB fiir die zu o gehorende Kolbengeschwindigkeit
vy ist (dies gilt auch bei o= 90°: dort ist D = A und vy = v, — siche
oben). 4

Es wird sich sogar zeigen, dass dies bei beliebigem Winkel o, zu-

trifft, wobei die Tatsache vy = MD- (31—(? sehr eindringlich zu ver-

anschaulichen ist: Stellen wir uns vor, auf der Achse der Kurbel
sei eine massive Scheibe als ,,Schwungrad* angebracht (z. B. un-
mittelbar hinter der Kurbel, so dass man von vorne zuerst die Kur-
bel und unmittelbar dahinter die Scheibe sieht). Dann hat derjeni-
ge Punkt dieser Scheibe, der im jeweiligen Augenblick (beim je-
weiligen Wert von o) gerade hinter dem Punkt D liegt, nach Grofe
und Richtung dieselbe Geschwindigkeit wie der Kolben!

Damit wire dann die Position maximaler Kolbengeschwindigkeit
durch die extremale Lage des Punktes D gekennzeichnet. Der kor-
rekte Nachweis dessen erfordert allerdings eine prizise Beschrei-
bung des momentanen Bewegungszustandes der Schubstange in
beliebiger (allgemeiner) Lage. Dieser Aufgabe -wenden wir uns
nun zu.

2.2. Exakte kinematische Beschreibung

Der fiir die Kldrung der anstehenden Fragen zentrale Begriff (aus
der ,,Kinematik*®) ist der Momentanpol-einer Bewegung. Wenn ein
Punkt A sich auf einer bestimmten Kurve K bewegt, so bewegt er
sich zu jedem Zeitpunkt in Richtung der jeweiligen Tangente an
die Kurve (der ,,Geschwindigkeitsvektor ist ein Tangential-
vektor). Dieselbe Tangente ergiibe sich, wenn sich der Punkt auf
einem Kreis bewegte, der seinen Mittelpunkt irgendwo auf der
Normalen zur Tangente durch A (auf der so genannten Bahnnor-
malen) hat. Daher entspricht jede Bewegung eines Punktes A (in
jedem Augenblick) einer Drehung um einen Punkt auf der Bahn-
normalen. Dieser Mittelpunkt der Momentanrotation heilt der
Momentanpol der Bewegung. Dieser ist bei der Bewegung eines
einzelnen Punktes nicht eindeutig festgelegt (jeder Punkt der
Bahnnormalen kommt als Momentanpol in Frage). Kennt man
hingegen die beiden momentanen Bewegungsrichtungen der End-
punkte einer Strecke AB mit konstanter Linge (z. B. ein starrer
Stab), so lidsst sich der Momentanpol P der Gesamtbewegung
durch Schnitt der zu A bzw. B gehdrigen Bahnnormalen (meist)
eindeutig festlegen — s. Fig. 4a. Eine Ausnahme bildet nur die in
Fig. 3a dargestellte Lage, in der die Schubstange eine momentane
Translation ausfiihrt.

Mehr als dieses Wissen ist zur graphischen Aufklirung der in
Rede stehenden Situation nicht nétig. Sei also B der Kolben und A
der Kurbelzapfen einer Schubkurbel — s. Fig. 4b. In Bezug aul
folgende Uberlegungen brauchen wir nicht zwischen zentrischen
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)

b)

Fig. 4. Momentanpol P:

a) Bewegung einer Strecke b) Schubkurbel

und geschrinkten Schubkurbeln zu unterscheiden. In jedem Mo-
ment der Bewegung der Schubstange wenden wir nun obige Uber-
legungen (Momentanpol) an: sie bewegt sich bei jeder Kurbel-
stellung genauso, als ob sie sich um den jeweiligen Momentanpol
P drehte. Dies ist der Schnittpunkt der beiden Bahnnormalen von
A (Normale zur Kreistangente in A) und von B (Normale zur
Bahngeraden des Kolbens in B). Da bei einer Drehung die Ge-
schwindigkeiten v, und v, der gedrehten Punkte A und B jeweils

o

das Produkt aus Winkelgeschwindigkeit %7=m und Radius sind

und die Winkelgeschwindigkeit ja fiir beide Punkte gleich sein
muss- (dieselbe Momentanrotation!), so verhalten sich die Ge-
schwindigkeiten v, und v, der Punkte A und B (Kurbelzapfen und
Kolbén) wie die beiden ,,Momentanradien® bzw. ,,Polabstinde*
PA und PB. Wir zeichnen nun die Senkrechte zur Bahngeraden
des Kolbens durch den Kurbelmittelpunkt M ein (,,Querachse®)
und verldngern die Schubstange bis zum Schnittpunkt D mit die-
ser. Dadurch erhalten wir zwei #hnliche Dreiecke (APB und
AMD,), und fiir die interessierenden Geschwindigkeiten v, und v,

ergibt sich, wie erwartet, vy : v, = PB:PA=MD:MA bzw.
(D Vpiv, = MD:MA.
Wir wissen, dass die Geschwindigkeit des Kurbelzapfens v, als

konstant vorausgesetzt wurde (sie wird ja auch durch die konstan-

te Streckenlinge MA reprisentiert — Kurbelradius!), und entneh-
men daher aus (1) folgenden

Satz 1: Die variierende Streckenlinge MD ist ein MaB fiir die
variable Kolben- bzw. Kreuzkopfgeschwindigkeit Vg

Daraus erhalten wir als unmittelbares Korollar eine zusitzliche
Charakterisierung der Situation groBter Kolbengeschwindigkeit

3):

35 1. g
) Diese gilt fiir zentrische und geschriinkte Schubkurbeln und ist fiir die

graphische Ermittlung des fraglichen Punktes (auch in der Praxis) bedeu-
tend.
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Die Kolbengeschwindigkeit ist genau dann (dem Betrage nach)

maximal, wenn die Streckenlinge MD ein Maximum ist, d. h.
wenn der Punkt D am | tiefsten* liegt. D ist dabei der Schnitt-
punkt der Querachse mit der Schubstange(nverlingerung).

Nun wollen wir abschlieBend noch zu einer weiteren graphi-
schen Charakterisierung der Situation kommen, die die von
manchem vielleicht a priori getitigte Vermutung, dass in dieser
speziellen Situation doch irgendwelche Strecken aufeinander nor-
mal stehen miissen, bekriftigt. Tatsiichlich ist die Situation der
optimalen Kolbengeschwindigkeit nimlich auch dadurch gekenn-
zeichnet, dass der so genannte ,,Polstrahl* (i. e. die Strecke PD)
normal auf die Schubstange(nverlingerung) steht. Dies ist
folgendermafien einzusehen:

D ist jener Punkt der Querachse, durch den die Schubstange(n-
verlidngerung) geht. Wir konnen uns D als einen Ring vorstellen,
der die beiden als wirkliche Stangen gedachten Geraden (Schub-
stange und Querachse) lose umschlief3t, und durch welchen sich
die verlidngerte Schubstange bei ihrer Bewegung hindurchschiebt
- vgl. Fig. 5. Wiihrend sie sich hindurchschiebt, wandert der Ring
(Punkt) D natiirlich auch auf der Querachse auf und ab.

Fig. 5: D als Ring um verlingerte Schubstange und Querachse gedacht

Nun bezeichnen wir mit U denjenigen Punkt der Schubstange
(bzw. deren Verldngerung), der im betrachteten Zeitpunkt sich in
der Mitte des Ringes D befindet, also auch auf der Querachse liegt
). Da U ein Punkt der (verldngerten) Schubstange ist, steht sein

momentaner Geschwindigkeitsvektor v, normal zum momenta-
nen Polstrahl PD = PU (s. Fig. 5), weil die Bewegung der Schub-

4) Diese vielleicht etwas kiinstlich anmutende Unterscheidung zwischen
D und U wird dadurch nétig, weil D immer auf der Querachse ,,bleiben
soll* (D sei zu jedem Zeitpunkt jener Punkt der Querachse, durch den die
Schubstange(nverldngerung) geht), hingegen der Punkt U — als Punkt der
Schubstange(nverlingerung) — nicht auf der Querachse, sondern eben auf
der Schubstange bleibt, anders formuliert: der Schnittpunkt von Quer-
achse und Schubstangenverlingerung wird zu jedem Zeitpunkt durch ei-
nen anderen Punkt D der Querachse bzw. Punkt U der Schubstange reali-
siert — und diese Tatsache wird durch die Vorstellung von D als Ring
(nach G. Kirsch, 1890) plastisch unterstiitzt!
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stange momentan einer Drehung um P entspricht (analog ist ja PA
1 v, und PB L vp). Die Komponenten v, und v sind dann
offenbar die Geschwindigkeiten, mit welcher einerseits der Ring
D entlang der Querachse gleitet, bzw. andererseits die Schubstan-
ge sich durch den Ring hindurchschiebt (die Indices ,, und 5 bei
den Geschwindigkeiten sollen an ,,Ring D* bzw. an ,,Schub* erin-
nern).

Wir sind an jener Situation interessiert, bei der der Ring D seine
tiefste Lage erreicht hat (dann ist ja MD maximal), bei der also
seine Momentangeschwindigkeit vp = 0ist (bei v, > 0 wiirde D
sich ja noch weiter hinunter bewegen). v, = 0 ist offenbar dann der
Fall, wenn v, mit vg zusammenfillt, und fiir die Komponente der
Ringbewegung entlang der Querachse (also V) .nichts mehr
iibrigbleibt”, wenn also ,.die ganze Geschwindigkeit v, in eine
Dur.chséhubgeschwindigkeit V¢ umgesetzt wird®. Dé aber v,

immer normal auf den Polstrahl PD = PU steht und vy immer in
Richtung der Schubstange zeigt, kann diese optimale Situation
eben auch dadurch charakterisiert werden, dass der Polstrahl PD
normal auf die Schubstange(nverlingerung) steht. Wir haben so
(mit G. Kirsch 1890) folgenden Satz kinematisch-geometrisch
begriindet (fiir zentrische und geschriinkte Schubkurbeln):

Satz 2: Die Kolbengeschwindigkeit v ist genau dann maximal,
wenn der Polstrahl PD normal auf die Schubstange(rverlénge-
rung) steht.

Analytische Bestitigung der geometrisch
. gewonnenen Erkenntnisse bei zentrischen
Schubkurbeln

Mit Differentialrechnung alleine (blofes Umformen bzw. Verein-
fachen der Ausdriicke, Losen von Gleichungen) wird man wahr-
scheinlich gar nicht zu der oben gewonnen Erkenntnis (rechter
Winkel zwischen Polstrahl und Schubstange) kommen. Fiir eine
Begriindung a posteriori ist allerdings Differentialrechnung sehr
gut einsetzbar [unseres Wissens ist diese rechnerische Bestitigung
selbst unter Fachleuten und in der einschlidgigen Literatur noch
wenig bekannt]. Obwohl man durch die Erkenntnis des erwihnten
rechten Winkels der Bestimmung der maximalen Kolbenge-
schwindigkeit bzw. des zugehorigen Winkels o keinen Schritt né-
her kommt, scheint uns diese Einsicht trotzdem wichtig zu sein fiir
das wirkliche Verstindnis dieser ,,optimalen Situation®.

Zwei Vereinfachungen:

» Da die Rotationsbewegung eine gleichmiBige sein soll (glei-
cher Drehwinkel in gleichen Zeitabstinden), kann der Drehwinkel
o selbst als ein Mab fiir die Zeit betrachtet werden. D. h. die erste
Ableitung % kann als ein MaB fiir die Geschwindigkeit v des
Kolbens (Schubgeschwindigkeit; ab nun schreiben wir nur mehr v

statt v) und die zweite Ableitung Z(XH als ein MaB fiir die Schub-
beschleunigung gelten %). Man erspart sich dadurch die Betrach-

tung der jeweiligen ,,inneren Ableitungen* o = const.

%) Der Wert von o kann auch direkt als Zeit interpretiert werden, wenn die
Winkelgeschwindigkeit 1 s~ betriigt (ca. 57,3° pro Sekunde).
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* Die MafBizahlen von R, L und H hédngen natiirlich von den ge-
wihlten Einheiten ab; wir wiihlen R als Einheit (wir messen ,,in

Radien R“), so dass wir r = £ =1, /= £ und h = £ erhalten.

Die Bezeichnungen mit Kleinbuchstaben sind schon in Fig. 1 in
Klammer angegeben. Weiters soll dies auch fiir alle anderen Lin-
genmalfe gelten, insbesondere fiir die in Fig. 6 mit p bezeichnete

Strecke und im geschrénkten Fall fiir die Exzentrizitit, also p = %

= B
und e = %.

Wir stellen zunéchst einige Voriiberlegungen an, insbesondere fiir
den Fall einer zentrischen Schubkurbel. Die Werte der momenta-
nen Hubhthe H werden sich dann offenbar zwischen H_, =L - R
beio=m+2kmund H_ =L+ Rbeio=2knbewegen (s.Fig. 1).
Das Geschwindigkeitsmaximum und das Geschwindigkeitsmini-
mum des Kolbens liegen beim zentrischen Fall erstens symmet-
risch beziiglich des Winkels o und sind zweitens betraglich gleich
grof} mit entgegengesetztem Vorzeichen. Sie treten auch beim
selben Wert £ auf (an derselben Position des Kolbens bei der Hin-
bzw. Herbewegung):

O(max = _amin’ Vmax = "Vhin und h(amax) = h(amin)'

Diese drei ,,Symmetrien® bestehen bei geschrinkten Schubkur-
belgetrieben — wie wir sehen werden und wie sich auch a priori
vermuten ldsst — 1. a. nicht mehr.

Wir setzen in diesem Abschnitt nichts des vorherigen voraus und
beginnen von neuem; wir wollen erstens die oben geometrisch-
kinematisch gewonnenen Erkenntnisse (Satz 1 und 2) nun auch
mit Hilfe von Differentialrechnung gewinnen ®) und zweitens die
fiir die Kolbengeschwindigkeit optimale Winkelstellung Ol AUS-
rechnen, also eine Losung des urspriinglichen Problems angeben.
Wir beschrinken uns zunédchst auf den Fall einer zentrischen
Schubkurbel; ihren Radius setzen wir mit 1 fest und die Linge der
Schubstange mit /. Aus Fig. 6 ergeben sich unmittelbar die Bezie-
hungen K

2) p=\/12 —sin’ o

(3) h=cos o+ p,

“ MD = sina+ cos o 2% (: _i}l)
p da

Durch Ableiten der Beziehung (3) nach o und Vergleichen mit (4)

erkennt man, dass offenbar MD = \gg— = Ivl gilt [in der dargestell-

dh

T di .
ten Situation ist v = d—(; <0und —v = -5 > 0], dass also die

Linge der Strecke MD als Betrag der Kolbengeschwindigkeit v
deutbar ist (diese Erkenntnis wurde oben mittels Momentanpol,
éhnliche Dreiecke gewonnen). Daraus ergibt sich auch, dass eine
Beschrinkung auf 0 < o < n/2 fiir die folgenden Uberlegungen

ausreichend ist (fiir groBere Werte von o wird MD ja wieder klei-
ner).

%) Ohne vorherige geo metrische Uberlegungen wiirde es schwer fallen.
auf obigen Satz 2 oder auf eine diesbeziigliche Vermutung iiberhaupt ZU
kommen.
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Fig. 6: Schema einer zentrischen Schubkurbel mit r = g =1

Nun wollen wir auch analytisch zeigen, dass delé Betrag der Kol- -

bengeschwindigkeit vl = MD genau dann maximal ist, wenn -

Schubstange und Polstrahl PD aufeinander normal stehen:
lvl= MD ist maximal < B +y=90°.

Wir haben zu zeigen (unter Verzicht auf die Untersuchung der
zweiten Ableitung):

divl _dMD _ e e
=g e I

'y

Wir beginnen mit der Bedingung (*). Durch Ableiten nach o er-
halten wir aus (4)

VI . dp .
dlvl dMmD sin?a. pcoso—gsino
— =—=C0SU — +cos¢: —mm—————
da do p >

dp
do

so dass (*) nach Multiplikation mit p2 und Einsetzen von

sinol coso

> dquivalent ist mit

) 2
sin” o.cos” a,
p

pzcosa—psin2a+pcosz(x+ 0.

Dies ist weiter dquivalent mit

= 2 2
s~ OLCcos™ A

pzcosoc+p coszoczpsinza— 7

2
: (0
pcosoc(p+cosoc):sm20c[p—Coi7 ]

pzcos op+cosa) = sinZOL(p2 )
p* - cos o = sin® o, (p - cos o)
(p* +sin* o) cos oL =p sin” o
also schlieBlich mit
(5) 1* cos 0. = p sin’ a.

Auch die Bedingung (**) ist dquivalent mit (5): Fiir den Winkel
ergibt sich zunichst aus Fig. 6
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(6) tan B = Sy
Weiters lesen wir aus Fig. 6 die Gleichungen x =/ - tan o. und MD

x—MD
h

sino . g
=h- ab; damit ergibt sich fiir tan y =

in weiterer Folge

(7) tany=tan o — su;(x :

Die Bedingung (**) B +vy=90° ist dquivalent mit tan y= tan(90°

—B)=cot B, alsotany= ﬁ Aufgrund der obigen tan-Beziehun-

gen fiir B bzw. yin (6) bzw. (7) ist tan y = —IB dquivalent mit .

tan

sinot _ p

tan o — -
p sino

Multiplizieren wir diese Gleichung mit p sin o cos a,, so erhalten -
wir

o . 2
p smzot — COs SmZO( =p cos o

und damit schlieBlich dieselbe Beziehung wie in (5).

Nun kiimmern wir uns um die zu Iésende Gleichung [* cos o = p
sin’o.. Da p= VI? =sin® o ist, miissen wir quadrieren und erhal-
ten [* cos’o = (! o sinzoc) sin*o. Daraus erhalten wir mit cos>ci =
1 - sin’o. die Gleichung-

8) sin®o — 1% sin*o - 1 sino + 14 = 0.

Wir dividieren diese Gléichung noch durch /° und erhalten

sinfo sin*a sin’o
5 F Y

5";2 %, so erhilt man eine kubi-

Setzt man hier zur Abkiirzung y :=.

sche Gleichung in y:
© ¥ -y -y+ =0,

wobei ein gingiger Wert fiir [ bei Gatterségen z. B. [ = 11 ist, wel-
chen auch wir hier benutzen.

Bemerkung: Zur Lsung der resultierenden Gleichung kann die Einsicht
iiber den rechten Winkel zwischen Schubstange und Polstrahl leider
nichts beitragen (es bleibt mit und ohne diese Erkenntnis dieselbe kubi-
sche Gleichung zu 16sen), aber das Verstdndnis fiir und die Vorstellung
von der optimalen Kurbelstellung diirfte dadurch wesentlich erhht wer-
den!

Die Gleichung dritten Grades

konnte bekanntlich sogar exakt gelost werden, wobei aber die
dafiir nétigen und leider sehr kompliziert handhabbaren Cardano-
Formeln i. A. kaum Gegenstand des Unterrichts gewesen sein
werden. Mit einem Computeralgebrasystem wire es auch ohne
Weiteres denkbar, die Gleichung zu 16sen, ohne die dahinter ste-
ckenden Cardano-Formeln zu thematisieren (,,Black Box*). Man
erhielte hier die drei reellen Nullstellen (auf 8 Dezimalstellen ge-
rundet)
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vy =-0,62394197, y,=0,00819781, y,=1,61574417,

wobei hier wegen y = % sin®ct nur ¥, als Losung des Problems in
Frage kiime und dies schlieBlich fiir ot den Wert ot ~+1,48087
~ 84,85° bedeutete. Natiirlich konnte Gleichung (10) auch nihe-
rungsweise mit dem bekannten Newron-Verfahren gelést werden
(dafiir ist nicht einmal ein CAS nétig). Wir verwenden z. B. Yo =
0,01 als Startwert und erhalten mit der Newton-Iteration die Werte
¥, = 0,0082 und y, = 0,0081978, wobei sich die bei y, angegebe-
nen Dezimalstellen bei den weiteren Iterationsschritten nicht
mehr verdndern. Wir haben also offenbar ein auf sieben Dezimal-
‘stellen genaues Ergebnis fiir y durch nur zwei Iterationsschrit-

te erhalten, was zum selben Néherungswert fiir Clopy fiihrt: o = -

+84,85°.

Dieser Winkel unterscheidet sich hier nur minimal von jenem, bei
dem Schubstange und Kurbelradius aufeinander normal stehen:

arctan 11 = 1,4801 = 84,81°. D. h. der Unterschied ist vom Stand-
.punkt des Praktikers hier durchaus zu vernachlissigen und wohl -

nur von theoretischem Interesse. Bei kiirzerem [ (z. B. [ = 13—1 hitte

man jedoch einen deutlicheren Unterschied: ,,Exakt“: Bt =

75,70°; Schubstange | Kurbelradius: arctan %l =74,74°.

Wenn sich die Kurbel (s. Fig. 1) im Uhrzeigersinn dreht, so fillt 4
fiir 0 < o < 7w und wiichst fiir T < o < 27, wodurch (anschaulich)
gekldrt ist, dass sich bei o = 84,85° das Geschwindigkeitsmini-
- mum v . (negatives Vorzeichen) und bei o = -84,85° das
Geschwindigkeitsmaximum v, mit positivem Vorzeichen be-
- findet (v, = —v,,.,)- An den Totpunkten selbst (o = 0, o0 = T) ist
die Momentangeschwindigkeit jeweils 0.

Fiir den Absolutwert der ,,optimalen Geschwindigkeit* ergibt sich

mit Olppe = 84,85° aus (3) bzw. (4) in unserem Fall (I = 11): .

|§'§(a0p[)| = |V0p[| ~ 1,004 (Langeneinheiten pro Sekunde). Dies ist
also ein nur um 4 Promille héherer Wert als bei o = 90°, wo jalvl =
1 ist.

Die Werte von h bewegen sich bei unseren Werten /= 11 und r = 1
klarerweise zwischen 10 und 12, wobei h(a,,) = 11,0446 ist —
siehe die Gleichungen (2) und (3); d. h. der optimale Punkt bzgl.
der Geschwindigkeit liegt nicht im Mittelpunkt der Hubstrecke!

Geschrankte Schubkurbel

In Fig. 7 ist noch einmal das Schema einer geschriinkten
Schubkurbel dargestellt, wobei wir wiederum in Radien R messen
(Kleinbuchstaben von p, A, [, e wie oben; r = 1).

Wir gehen nun — unter Beachtung der Exzentrizitit E bzw. e —
ganz analog wie bei der zentrischen Schubkurbel vor. Aus Fig. 7
ergeben sich unmittelbar die Beziehungen

(1) p= P =(e+sin0)®
(12) h=cosa+p

(13) MD = sin o + cos o -

e+sino _dh
~ do”

s}
)2}

s —_ . L .
Eine wichtige Erkenntnis daraus ist wiederum, dass MD = Id—(;l =
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Fig. 7: Schema einer geschriinkten Schubkurbel mit r = % =1

Ivl gilt (wieder ist v = % < 0), dass auch im Fall einer geschrink-

ten Schubkurbel MD als Betrag der Kolbengeschwindigkeit.m;
deutbar ist. Auch dies haben wir schon geometrisch-kinematisch
gefunden. Man kann nun auch wieder analytisch zeigen, dass die

Kolbengeschwindigkeit Ivl = MD betraglich genau dann maximal
ist, wenn Schubstange und Polstrahl PD aufeinander normal ste-
hen: '

M= MD ist maximal & B +7y=90°.
Wir haben zu zeigen (unter Verzicht auf die Untersuchung_ der
zweiten Ableitung):

o dlvl_dMD -
) doo ~ do _O; e

B+y=90° (**)

Analog zum Lzentrischen Fall* erhilt man hier nach einigen
Aquivalenzumformungen, dass sowohl (*) als auch (*%*) dquiva-
lent sind zu - -

(14) p? cosau(cos oL+ P)

Bos . 2
- = p~sino—(e+sino)cos” o
e+sino p ( )

und daher zueinander équivalent sind. Die zu Grunde liegenden
Umformungen sind nicht sehr instruktiv und hier deshalb wegge-
lassen.

Im Folgenden soll nicht die Aquivalenz von (*) und (**) im Vor-
dergrund stehen, sondern deren Losung! Ausgehend von einer der
beiden oder auch von Beziehung (14) erhilt man nach einigen
Umformungen als eine mogliche Form der zu 16senden Gleichung

(15) [sin ae + sin a))(I* - (e + sin &)%) — 12 cos?o]
= cos’at [1* = (e +sin o).

Dies ist eine Gleichung 8. Grades in sin o, die wir natiirlich nur
niherungsweise und (sinnvollerweise) auch nur mit CAS losen
konnen, so dass die Gleichung ja nicht allzuweit (bzw. gar nicht)
vereinfacht werden muss fiir die Anwendung des Newton-Verfah-
rens. Macht man doch einige Umformungen (z. B. x := sin o). S0
ergibt sich z. B. fiir die Werte /= 10und e = [ (alsoz. B. ) £ =R

’) Die Tatsache 1 = r=e bzw. R= E bedeutet, dass die Kurbel die Bahn-
gerade des Kolbens bzw. deren Verliingerung ,,beriihrt*.
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=l und L = 10) nach wenigen Schritten die Gleichung

(16) [ @2 +x— 1) - 755 (&* + 3x° + 367 + )]

(=X (-t x -5 x?) =0
fiir deren Losung das Newton-Verfahren (Startwert x,=0,95) die
Iterationswerte x; = 0,981449 bzw. x, = 0,980953 liefert, wobei
die bei x, angegebenen sechs Dezimalstellen bei den weiteren
Schritten schon unverindert bleiben.

Fir o ; bedeutet dies einen Wert von ungefihr 1,37531 = 78,80°.
Auch hier ist o ; wirklich nahe jenem Winkel, bei dem Schub-
stange und Kurbelradius aufeinander normal stehen. Dieser ergibt
sich in unserem Fall mittels einer Skizze (s. Fig. 8) und kurzer

Uberlegung zu ot = 2¢ — 11 =2 arctan 10 - 1n = 1,3715 =
78,58°.

Fig. 8: Geschrinkte Schubkurbel: E=R =1 und L = 10 — MaBe nicht im
richtigen Verhiltnis dargestellt!

Die zweite (fiir unsere Frage interessante) Nullstelle liegt hier
genau bei x = —1, wie man in Gleichung.(16) unmittelbar sieht,

bzw. dquivalent dazu bei o = @, = 3, wie in Gleichung (15)

unmittelbar zu sehen ist *) (cos 3n=0,sin 3n=-1). Hier (E=R,

d. h. die Kurbel beriihrt die Bahngerade des Kolbens) gilt bei o

= 3m: Schubstange L Kurbelradius (dass hier bei o = 37 ein

Geschwindigkeitsextremum vorliegt, ist anhand der realen Situa-
tion — vgl. Fig. 8 — bei etwas Uberlegung wohl auch a priori zu
vermuten).

Im geschrinkten Fall verliert jedoch nicht nur die Beziehung o
= -0, ihre Giltigkeit, sondern auch v, =-v_. und A(o.

h(o

max
max mux) -

). In A(o) bzw. :—g konnen wir die erhaltenen Werte fiir Clopy

(ndmlich o ;, = 1,3753 bzw. 0, = (3 7) einsetzen — siehe die
Gleichungen (11), (12) bzw. (13) — und erhalten Werte, die den

schon angesprochenen Verlust der im zentrischen Fall herrschen-
den ,,Symmetrien* numerisch bestitigen:

h(o . ) =9,996  h(o 10 v, =-1,02 v__ =1

‘min mux) i mi max

Bei zentrischen Schubkurbeln ist der groBte Wert von hbei h, =
[+ 1 fiir oo = 2km und der kleinste bei hopin=1—1firoo=2k+ )r.
Diese Eigenschaft geht bei geschrinkten Schubkurbeln klarerwei-
se auch verloren!

dann

Es bleibt jedoch die Eigenschaft, dass der groBte Wert &
auftritt (,,oberer Totpunkt*), wenn der Kurbelradius genau in der

8 5 4 : i
) In anderen Fillen ist die Stelle des zweiten Extremums auch durch ein
Niherungsverfahren zu bestimmen.
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Verlidngerung der Schubstange liegt (dies ist leicht anschaulich
und elementar zu begriinden: Dreiecksungleichung, Strecke ist
die kiirzeste Verbindung zweier Punkte; siehe die folgende analo-
ge Begriindung fiir den unteren Totpunkt). Der kleinste Wert fiir /
(,,unterer Totpunkt™) tritt ebenfalls weiterhin dann auf, wenn
Schubstange und Kurbelradius *) genau Ulbereinander zu liegen
kommen. Hier geben wir eine mogliche Begriindung mit Hilfe der
Dreiecksungleichung explizit an (Fig. 9):

Kurbelmittelpunkt M, Kolben bzw. Kreuzkopfzapfen B und der
LotfuBpunkt F (Lot vom Kurbelmittelpunkt auf die Bahngerade
des Kreuzkopfzapfens) bilden in jeder Situation ein rechtwinkli-

ges Dreieck mit fester Kathetenlinge MF = e. Daher wiichst und
fillt die andere Kathetenlinge ( FB = h) mit der Hypbtenusen—
linge MB 19 wodurch gesichert ist: 4 ist genau dann minimal,
wenn dies auch MB ist! Bei Uberlagerung von Schubétange und
Kurbelradius (entartetes Dreieck AMB) gilt natiirlich MB =1-1.
Die Dreiecksungleichung fiir das Dreieck AMB liefert jedoch MB
> [ - 1 fiir jeden nichtentarteten Fall. Die Streckenlinge MB ist

also minimal im Uberlagerungsfall, daher auch 4 = FB!

Fig. 9: Begriindung fiir die untere Totlage

Dies bedenkend (bzgl. R bZW. A d. h. bzgl. der Totlagen) und
mit Hilfe einer entsprechenden Skizze (s. Fig. 10) kommt man

schnell zu den jeweiligen Winkelwerten von o in diesen Situatio-

nen: o, = —arcsin( r+7) und o, = 7 — arcsin(;5;).

b)

Fig. 10: a) Oberer ,,Totpunkt* (c;) b) unterer ,, Totpunkt* (a.,) bei einer
geschrinkten Schubkurbel

%) Gemeint ist die Verbindung Kurbelmittelpunkt-Kurbelzapfen.

%) Die genaue Begriindung dafiir kann entweder ebenfalls mittels der

Dreiecksungleichung oder z. B. mittels des Pyrhagoreischen Lehrsatzes
erfolgen.
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Man kann zu diesem Zweck auch die Gleichung % = 0 losen

(gute Ubung fiir Schiiler bzw. Studenten, kein Niherungsver-
fahren notig; die geometrische Losung mit Hilfe der Skizzen soll-
te jedoch nicht dadurch ersetzt werden). Aus den Gleichungen

(11) und (12) erhalten wir fiir v =0 bzw. % =0 eine quadratische
Gleichung in sin o mit den Losungen sin o, = —% und sin o, =
7. Durch Einsetzen sieht man rasch, dass bei o, der Supple-
mentdrwinkel T — o, die eigentliche Losung darstellt. Wir erhal-
ten bei unseren Werten e =1 und /= 10: o, = arcsin(-l—ll) = 0,091
=-5,22° bzw. 0, = Tt — arcsin(%) = 3,030 = 173,62°. Dies ergibt
fiir b, = h(a)) = 10,954 und fiir 2, = h(a,) = 8,944.

Bemerkung: Eine grundlegend andere Art; sich unserem Thema zu wid-
men (die allerdings nur bei zentrischen Schubkurbeln funktioniert), wiire
durch die Methode von Kirsch (1994) gegeben: Eine durch die bekannte

Niherungsformel 1-x =1 —%x (Ixl << 1) erhaltene quadratische ,,Na-

herungsgleichung* wird dort exakt gelost, wihrend wir die jeweils exakte
Gleichung im zentrischen Fall exakt oder niherungsweise und im ge-
schriinkten Fall nur nidherungsweise (aber jeweils mit beliebiger Genau-
igkeit!) gelost haben.
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»Nim“-Spiel in mehreren Haufen

Beispiel eines Vektorraumes liber dem Koérper der Charakteristik.2

Joachim Ramcke

Das NIM-Spiel als Beispiel eines kategorischen, offenen Spie-
les mit endlichem Spielbaum

Ein Spiel ohne Zufallsziige heilit offen. Gibt es kein Remis, so
nennt man es kategorisch. Der Verlauf des NIM-Spiels ldsst sich
durch einen endlichen Baum beschreiben. Der Clou ist dber ein
Vektorraum iiber dem Korper der Charakteristik 2, in welchem
sich Spielziige und Gewinnstellungen sehr elegant formulieren
lassen.

Spielregeln: Eine beliebige Anzahl von Streichhdlzern wird in
mehreren untereinander liegenden Reihen parallel ausgelegt (oder
an der Wandtafel durch entsprechende Kreidestriche dargestellt).
Zwei Spieler sind nun abwechselnd am Zuge. Ein Zug besteht
darin, genau einen der Streichholzhaufen auszuwihlen und aus
ihm beliebig vicle, aber mindestens eines und hochstens simtliche
Holzer dieses Haufens, wegzunehmen.

Version 1: Wer schlieBlich das letzte Streichholz entfernen oder
mit-entfernen kann, also den Endzustand mit lauter leeren
Hiufchen herstellt, ist Sieger.

Version 2: Wer schlieBlich das letzte Streichholz entfernen muss,
hat verloren.

Zunichst kann man den Spielverlauf durch eine Aufeinanderfolge
von n-Tupeln [x, x, ... x,] darstellen, wobei n die Anzahl der
Héufchen ist und die x; die jeweiligen Streichholz-Anzahlen in
diesen Haufchen angeben. In den Graphen nebenan stehen solche
n-Tupel in den Rechtecken der Knoten. Die beiden Graphen kann
man mit den Schiilern von unten her sukzessive aufzubauen ver-
suchen. Zunichst aber sollte man sich als Lehrer die groBe Chance
nicht entgehen lassen, vor seinen Schiilern als der unschlagbare
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Zocker dazustehen, gegen den irgerlicherweise einfach nicht zu
gewinnen ist.

Die beiden Graphen beschrinken sich auf ein Spiel mit der Aus-
gangsstellung {1 3 5 7], also mit #» = 4 Haufen aus dem alten Spiel-
film ,Letztes Jahr in Marienbad®. In diesen verkiirzten Spiel-
bdumen sind die Ziige des Gegners nicht aufgefiihrt, sondern nur
eigene mogliclie nachfolgende Gewinnstellungen, die vom geg-
nerischen Zwischenzug aus fiir uns erreichbar werden.

Natiirlich gehort in der ersten Version [0 0 0 0] zu den Gewinn-
stellungen. Davor also ebenfalls [1 1], [2 2] (d. h. ausfiihrlich
[00 1 1] bzw. [0 0 2 2]) und mithin gleichfalls auch [m m] sowie
ferner [1 1 m m], andererseits jedoch des weiteren [1 2 3] bzw.
[1 4 5] des Graphen. Weitere Moglichkeiten neben [2 4 6] und
[3 5 6] im Graphen wiren iiberdies die nicht im Graphen aufge-
fiihrten Gewinnstellungen [2 5 7] sowie [3 4 7].

Ein Spielverlauf im Graphen kénnte z. B. folgendermafen ausse-
hen:

Wir lassen den Gegner als ersten ziehen, denn der Start mit der
populéren ,,Marienbadkonstellation“ [1 3 5 7] ist eine Gewinn-
stellung. (Sollte der Gegner verlangen, dass wir beginnen, so miis-
sen wir vorerst selbst in eine Verluststellung ziehen, indem wir
z. B. ein Holzchen aus einem der grofien Haufen entfernen und
auf die Ignoranz des anderen vertrauen, die ihn dann blindlings in
eine weitere Verluststellung tappen lésst.)

Falls der Gegner beginnt, so nimmt er z. B. ein Holzchen aus den
Dreien des zweiten Haufens; er zieht somit von der Ausgangsstel-
lung [1 3 5 7] nach der nicht im Graphen registrierten Zwischen-
stellung (1 2 5 7). Daraus kénnen wir nun die neue Gewinn-
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