Das Problem des anderen Kindes

von Stefan G6tz und Hans Humenberger

Uber stochastische Paradoxa ist schon sehr viel geschrieben worden (z. B. SCHRAGE 1984,
BENTZ 1985, STADLER 1986, SZEKELY 1990, MEYER 1995, HUMENBERGER 2000, STEWART
2003 etc.). Dabei geht es immer um eine Situation, deren Beurteilung scheinbar einen Wi-
derspruch enthiilt!, oder besser: ein der Intuition bzw. dem gesunden Menschenverstand
widersprechendes Resultat liefert. Paradoxa lassen sich i. A. meist ,,aufkldren®, d. h. nach
Durchschauen der Situation ist diese dann gar nicht mehr paradox, die anfinglich scheinba-
ren Widerspriiche haben sich aufgelost.

Manch AuBenstehende mégen glauben, dass es in der Mathematik, dieser exakten Wis-
senschaft, gar nicht paradox zugehen kann. Dies ist bekanntlich ein gewaltiger Irrtum, denn
Paradoxien* sind auch in der Mathematik seit jeher immer schon Anlass fiir weitere Ent-
wicklungen gewesen. WINTER 1992 spricht bei Paradoxa in der Mathematik sogar von ei-
nem ,,essentiellen Phinomen in der Genese mathematischer Ideen.” (S. 23). Er meint damit
z. B. die fiir die Pythagoreer zunichst paradox erscheinende Behauptung von der Exis-
tenz inkommensurabler Strecken etc. Man konnte als weitere Beispiele die Entdeckung
von Nichteuklidischen Geometrien oder die ,,Komplexen Zahlen“ nennen. Durch Situatio-
nen, wo die Intuition irgendwie im Widerspruch zu etwas anderem zu stehen scheint, oder
wo eine Erkldrung (Sichtweise, Aussage, Phanomen etc.) nicht ganz zu einer anderen passt,
dort wird der Forschergeist ja ungemein angespornt: ,,Dem muss ich jetzt auf den Grund ge-
hen!”, ,,Was ist da los?*, ,,Das will ich jetzt wirklich wissen!*. Diese mogliche Motivation
kann und soll auch den Mathematikunterricht bereichern.

In der Stochastik spielen Paradoxa sicher eine besondere Rolle, denn sie entstehen oft
erst durch verschiedene Formulierungen bzw. Interpretationen (wie z.B. das beriihmte
BERTRAND’sche Paradoxon iiber die Linge einer zufillig gezeichneten Sehne).

Auch der didaktische Wert solcher Paradoxa wurde schon vielfach thematisiert (z. B.
BENTZ 1985, WINTER 1992 etc.). Zusammenfassend kann man sagen, dass dieser insbe-
sondere in Faszinations- bzw. Unterhaltungswert (Motivation) und Bildungswert (Verstind-
nis) besteht. Der zweite genannte Aspekt tritt vermutlich nur dann ein, wenn der intensiven
selbstdndigen Beschiiftigung mit einem Paradoxon und dessen Kldrung geniigend Zeit und
Raum gegeben wird. Dabei kann auch gut Mathematik als Prozess erlebt werden: Schiiler/
innen diskutieren iiber Sichtweisen und Argumente, suchen in einer Unsicherheit erst ihren
eigenen intuitiven Standpunkt, machen ihren jeweiligen Standpunkt dann anderen klar, tau-
schen Argumente aus, reden iiber Mathematik etc. Selbstverstéindlich ist dies nur dann mog-
lich, wenn die Lehrperson das Paradoxon nicht sofort durch Frontalunterricht (vielleicht in
bester Absicht) ,klirt“, sondern dem Prozess Zeit gibt. Das bedeutet nicht, dass die Lehrper-
son gar nichts zu diesem Thema sagen soll; nach einer gewissen Zeit der selbstindigen Aus-
einandersetzung der Lernenden mit diesem Thema ist natiirlich auch wieder die Lehrperson
gefragt. In welcher Form dann die ,,Kldrung™ erfolgt, hingt natiirlich vom Stil der Lehrkraft
ab (bei hohem Grad an Selbstindigkeit der Lernenden mit nur einigen Hinweisen, fragend-
entwickelnder Unterricht, Lehrer/innen/vortrag, ...). Eine Herausforderung besteht auch in
dem immer wieder zu beobachtenden Phinomen, dass verschiedene Personen durchaus un-
terschiedliche Erkldrungsmuster als einsichtig akzeptieren.
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Im Folgenden soll es um eine genauere Analyse eines bekannten Problems gehen.

Das Problem des anderen Kindes:
Man weiB, dass eine Familie zwei Kinder hat und mindestens ein Médchen. Wie gro8 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass diese Familie zwei Médchen hat?

Je nach Auffassung und Interpretation kann sich dabei der Wert & oder w ergeben; ver-
mutlich werden in einer Klasse beide Versionen auftauchen, vielleicht mit 4hnlichen Be-
griindungen wie:
¢ Jungen- und Médchengeburten sind ja praktisch gleich wahrscheinlich und das Wissen

iiber das Geschlecht eines Kindes kann doch die Wahrscheinlichkeit fiir das Geschlecht

des zweiten Kindes nicht beeinflussen, also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 4 .
¢ Eine Familie mit zwei Kindern kann nur so aussehen? MM, MJ, JM, JJ. Durch das

Wissen ,,mindestens 1 Médchen* kommt JJ nicht mehr in Frage, so dass drei Moglich-

keiten iiberbleiben. D. h. die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist w
Wenn nicht beide Versionen auftauchen, konnte die fehlende von der Lehrperson beigesteu-
ert werden, um Diskussionen und selbstidndige Beschiftigung mit der Materie zu bewirken.

Was ist nun richtig? Genau eine von beiden Moglichkeiten? Beide irgendwie (je nach-
dem)? Beide falsch? Verwirrung! Das ist die typische Situation eines stochastischen Parado-
xons. Auch noch ohne allzu exakte Schreib- und Denkweisen kann diese Situation im Unter-
richt moglicher Ausgangspunkt vieler produktiver Gespriche und Erkldrungsansitze sein.
Und solche Situationen sollten wir Lehrende auch nutzen! Der moglichen Gefahr, dass da-
durch bei den Lernenden der Eindruck einer gewissen Beliebigkeit entsteht, kann von Seiten
der Lehrenden dadurch begegnet werden, dass in dieser Fragestellung (und in anderen, wie
wir noch sehen werden) nicht alle notigen Informationen enthalten sind.

Die Abhingigkeit der Ergebnisse von den verwendeten Modellen, Voraussetzungen etc.
wird im Unterricht mangels geeigneter Beispiele selten thematisiert. Das Kennen solcher
Abhingigkeiten ist wohl ein wesentlicher Beitrag des Mathematikunterrichts zur Allge-
meinbildung.

Werfen wir zunichst einen Blick auf eine Literaturauswahl zu dieser Aufgabe:

Z. B. heifit es in (BUCHTER/HENN 2005, S. 302):

,»Armin hort, dass Beate zwei Kinder hat, kennt aber nicht deren Geschlecht.

a) Durch Zufall erfahrt er, dass eines der Kinder ein Médchen? ist.

Wie groB ist die Chance, dass das zweite Kind auch ein Madchen ist?

b) Istdie Chance anders, wenn Armin sogar erfihrt, dass das éltere Kind ein Midchen ist?*
In (KUTTING 1999, S. 151) steht:

a) Man weil}: Eine Familie hat zwei Kinder, eines davon ist ein Médchen.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Familie zwei Médchen hat?
b) Man weiB3: Eine Familie hat zwei Kinder. Das éltere von beiden ist ein Médchen.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Familie zwei Midchen hat?
In (BARTH/HALLER 1998, S. 101 bzw. S. 139) ist diese Aufgabe so formuliert:

,,Ein Vater von zwei Kindern sagt:

a) ,Eines meiner zwei Kinder ist ein Madchen.*

b) ,Das iltere meiner zwei Kinder ist ein Midchen.*

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass auch das zweite Kind ein Midchen ist,
falls Knaben- und Midchengeburten als gleich wahrscheinlich angenommen werden?*
Ganz analog ist die Aufgabe auch in (HENZE 2000, S. 118) formuliert.
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Vollig unstrittig ist die Antwort jeweils bei b), wenn man also wei, dass das dltere Kind
in Midchen ist: Dann reduziert sich die Frage ja auf das Geschlecht eines ganz bestimmten
indes, nimlich des jiingeren; die zugehdrige Wahrscheinlichkeit ist klarerweise W

Auch mit bedingten Wahrscheinlichkeiten (wie z. B. in BARTH/HALLER auf S. 139 expli-
it getordert) ergibt sich (selbstverstindlich!) derselbe Wert:
yurch die Bedingung

B = ,,das iltere Kind ist ein Médchen*

wird die urspriingliche Ergebnismenge Q ={MM, MJ, JM, JJ} eingeschrinkt auf

B ={MM, Ml}, undesist P(MM|B)="x0% = 1.

N -
&2

Yder man verwendet die LAPLACE-Wahrscheinlichkeit im neuen (kleineren, durch die Be-
ingung eingeschriinkten) Ergebnisraum B statt Q: ,,In B ist von zwei méoglichen Ergebnis-
en eines giinstig™.

Die oben genannten Autoren berechnen bei a) alle jeweils w als Losung. Die Angaben
verden also durchweg so interpretiert: Die Kombination JJ kommt nicht mehr in Frage, und
‘on den drei gleich wahrscheinlichen Moglichkeiten MM, MJ, JM ist eine ,,glinstig™ fiir das
ireignis ,,die Familie hat zwei Madchen™, d. h. P = m — siehe oben.

Dass das Wissen ,,JJ kommt nun nicht mehr in Frage* eine logische Konsequenz der jewei-
igen Angabe bei a) ist, ist klar. Aber eben vielleicht nur eine Konsequenz (neben anderen):
is ist ndmlich auch moéglich, dass in der jeweiligen Information mehr steckt als nur das tri-
iale AusschlieBen von JJ!

Man kann und soll sich namlich (insbesondere bei Formulierungen wie bei BUCHTER/
IENN und KUTTING) die Frage stellen:

Auf welche Weise kommt die Information ,,mindestens ein Madchen* zustande?

Jariiber wird nichts ausgesagt. Erstaunlicherweise beeinflusst aber die Antwort auf diese
rage das Ergebnis.

Yazu betrachten wir zunéchst folgende Variante mit einer Begegnung (s. a. HENZE, S. 115f.):
Eine Familie ist neu in ein Wohnhaus eingezogen und es hat sich schon herumgesprochen,
dass sie zwei Kinder hat. Im Treppenhaus begegnet man nun einem dieser neuen jungen Haus-
mitglieder, es ist ein Midchen*. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Familie zwei
Maidchen hat?

die andere (in oben zitierten Literaturstellen nur bei HENZE angegebene) Losung w kann auf
nchrere Arten gefunden werden:

) Gefragt ist einfach das Geschlecht eines bestimmten Kindes, ndmlich jenes des nicht ge-
sehenen; die zugehorige Wahrscheinlichkeit ist klarerweise 1, analog zu oben, wo nach
dem Geschlecht des jiingeren Kindes gefragt wurde.

') Man kann hier aber auch mit einem Baumdiagramm argumentieren (zweistufiges Zu-
fallsexperiment, Umdrehen von bedingten Wahrscheinlichkeiten, Regel von BAYES): Die
erste Stufe des Zufallsexperiments besteht in der Kinderkonstellation der Familie; dabei
setzen wir — wie iiblich — etwas vereinfachend p = m fiir alle vier Moglichkeiten. Das Ge-
schlecht jenes Kindes, das einem im Treppenhaus als erstes begegnet, ist ja das Ergebnis
eines Zufallsexperiments, wobei wir nun annehmen, dass man im Falle von MJ und JM
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mit  Wahrschein-

N
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lichkeit 5 zuerst 14 \ /,/ 14
dem Midchen be- 1/a / 4 N
gegnet. So kann / e
die ganze momo::- MM MJ M 4
derte Situation als
zweistufiges  Zu- 1 _ ._\L 1/2 ‘
fallsexperiment .

t: M M M
aufgefasst werden Begsgoungimi
(Abb. 1). Abb. 1

Mit der Formel von BAYEs (oder auch nur durch Betrachten des zugehdrigen Baumdia-
gramms) ist klar?, dass der dick gezeichnete Pfad zu M iiber MM genau so wahrschein-
lich ist wie die beiden anderen Pfade zu M iiber MJ und JM zusammen, d. h. P (MM | Be-
gegnung mit M) = w

Bei den Biumen schreiben wir aus Ubersichtlichkeitsgriinden in der zweiten Stufe
nicht jeweils alle Moglichkeiten an, sondern nur das jeweils in Rede stehende Ereignis,
von dem man weiB, dass es eingetreten ist (hier: M). Dadurch enthilt der Baum wirklich
nur relevante Pfade und man iiberblickt die Situation viel schneller.

Bei diesem ersten Beispiel fiihren wir auch noch die Losung mit der BAYES’schen
Formel an:

P(M|MM)-P(MM) _ !

P(MM|M) = = gre v

1

3.

*

PN PR

1
3

=

WL
it

In weiterer Folge verzichten wir jedoch auf die Formel und forcieren die auch a priori
intuitive Sichtweise zur Umkehr von bedingten Wahrscheinlichkeiten, nimlich als Ver-
hdilnis von bestimmten Pfadwahrscheinlichkeiten:

P (Pfad nach B iiber A ) A| P(B|A))-P(A)

1A>_ _ wv = P (Summe aller Pfade, die nach B fiihren) \ ™ P(B)

Darstellungen wie Abb. 2
forcieren wir nicht deswe-
gen, weil wir die Formel fiir
unwichtig hielten, sondern

deswegen, weil die Formel A L R

P(A,)

im Unterricht oft ohnehin

T . P(B|A P(BJ|A P(B|A
sehr stark dominiert, die in- BIA) _ BIA) BIA)
tuitive Sichtweise des in Re- B B ..........HB

de stehenden Verhiltnisses Abb. 2

(in unserer Sichtweise das

Innenleben® der Formel von BayEs) wird dabei oft kaum gewiirdigt, wobei dann die
BaYEs-Formel sogar ins blof Kalkiilhafte zu entarten droht. Eine verstindige Handha-
bung des Themas bedarf aber sicher beider Seiten: Formel sowie zugehtrige Vorstellung
iiber das ,,Innenleben* (,,Grundvorstellung*).

Interpretation: Die Tatsache, dass einem zuerst ein Midchen begegnet ist, ist ein In-
diz fiir MM, denn bei MM ist die Wahrscheinlichkeit dafiir ja doppelt so grol wie bei
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MJ oder bei JM, daher wird die Wahrscheinlichkeit fir MM von .3 auf 1 angehoben™ (§
erhielte man bei naiver LAPLACE-Anwendung: MM ist eine von drei Moglichkeiten
MM, MJ, IM).
amit ist klar: Bei den Informationen ,,mindestens ein Madchen* in den oben genannten Li-
-aturstellen® darf man sich die Information nicht durch eine zufillige Begegnung mit ei-
m der beiden Kinder zustande gekommen denken. Denn in diesem Fall sind die drei Mog-
‘hkeiten MM, MJ, JM a posteriori (d. h. nach der Beobachtung) eben nicht mehr gleich
ahrscheinlich!

Wie ist nun die Lage, wenn man sich vorstellt: Man hat hat das Kind nicht selbst gese-
n, sondern ein Freund erzihlt einem, dass er ein Méadchen gesehen hat? Auch hier gilt aber
sselbe Argument: Ein Zufallsexperiment hat dem Freund ein Midchen vor Augen gefiihrt,

dass dies genau so ein Indiz fiir MM ist, wie wenn man selbst das Médchen gesehen hiitte.
2r obige Baum bleibt unverdndert! Es kann also nicht darauf ankommen, wem der Zufall
n Midchen vor die Augen gebracht hat, entscheidend ist nur, dass es so war.

Nun sind wir schon sehr nahe bei ,,des Pudels Kern*: Entscheidend, ob man bei den Auf-
ben des Typs a) zu m oder zu w kommt, ist, ob ein wie auch immer geartetes Zufallsexperi-
ent ein Méidchen ans Licht gebracht hat, ob sozusagen eine ,,implizite Lotterie* stattgefun-
n hat, deren Ausgang ein ,,Indiz" fiir eine gewisse Kinder-Konstellation ist.

Dieses Zufallsexperiment muss nicht im ,,Sehen eines Kindes*, sondern kann auch z. B.
1 ,,Horen einer Kinderstimme* (vorausgesetzt man kann daraus eindeutig das Geschlecht
entifizieren) oder dergleichen bestehen.

Wie ist die Lage, wenn der Vater oder die Mutter erzihlt: ,,Gestern hat ein Médchen ge-
:int™? Wiederum: Das Zufallsexperiment ,,Geschlecht des gestern weinenden Kindes* hat
1 Midchen als Resultat, und dies ist ein Indiz fiir MM usw., also wie oben, es bleibt im
inzip beim obigen Baumdiagramm und beim Wert w

Wie aber ist die Situation zu bewerten, wenn ein Elternteil sagt: ,,Gestern hat Anna ge-
:int*?

Ganz analog zu oben kann man sagen: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes

Kind (Geschwister von Anna) ein Midchen ist, betrédgt w

Etwas anders als vorhin fallt das Baumdiagramm aus (A steht fiir Anna, M fiir Médchen,

J fiir Junge) — zwei verschiedene Moglichkeiten:

a) Man kann ei-

nerseits die

erste Stufe des o 1/4 1/4 ¢
Zufallsexperi-

ments  gleich g

lassen (ilter | (alter|jiinger):  MA AM JA Ad

Eumac|&n %_ :m_ :L :NA
zweite Stu-

fo besteht in: weinendes Kind: A A A A
Welches ist das Abb. 3

weinende Kind

(Abb. 3)?

b) Oder man unterscheidet in der ersten Stufe nicht nach ilter/jiinger, sondern einfach
nach dem Geschlecht des zweiten Kindes neben Anna (Abb. 4):
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In beiden Fillen ergibt sich fiir
die gesuchte Wahrscheinlich-
keit der Wert wn Man sieht auch
ohne zu rechnen (Formel): Die
Wahrscheinlichkeit der dick ge-
zeichneten Pfade nach A ma-
chen jeweils die Hilfte der
Wahrscheinlichkeiten aller Pfa- weinendes Kind: A A
de nach A aus. Abb. 4

Es ist gar nicht so leicht, sich eine Situation vorzustellen, in der die Vorstellung eines Zu-

fallsexperiments, das das Geschlecht eines Kindes zeigt, nicht tragend ist, sondern einfach

nur die Méglichkeit JJ ausgeschlossen wird, und die restlichen drei Moglichkeiten MM, MJ,
Selbst die For-

mulierung des Vaters

Ll . ) 1/4 1/4

ja ihre beiden Kin- /

der kennen!) ,,Eines

JM gleich wahrscheinlich bleiben.
: 1/4 / 1/4
oder der Mutter (die

. % . MM MJ JM JJ
meiner zwei Kin-  yom Eternteil genanntes
der ist ein Mddchen*  Geschlecht bei 1/2 _ 1/2 1/2
veol. BARTH/HALLER ,mindestens eines meiner
(ve beiden Kinder ist ... " M M M

und HENZE, S. 118)

kann als das Resultat ~ Abb. 5

eines Zufallsexperi-

mentes aufgefasst werden: ,,Geschlecht, das der Elternteil in diesem Moment nennt” (Abb. 5;
dabei nehmen wir an, dass bei MJ bzw. JM jeweils mit Wahrscheinlichkeit w -Midchen* ge-
sagt wird). In diesem Sinn wire das aber wieder ein Indiz fiir MM, ganz analog zu oben.

Nun zwei Moglichkeiten, sich vorzustellen, wie die angesprochene Situation zustan-
de kommen konnte: ,,JJ wird durch die Information ausgeschlossen, und die restlichen drei
Moglichkeiten MM, MJ, JM bleiben paarweise gleich wahrscheinlich, d. h. P(MM) = w
1) Die Person, die sich fiir die Wahrscheinlichkeit interessiert, fragt jemanden, der das Ge-

schlecht beider Kinder kennt’: ,,Sind in dieser Familie beide Kinder Jungen?*; er/sie erhilt

zur Antwort: ,,Nein“ (oder gleichwertig: ,,Gibt es in der Familie ein Madchen?** -, .Ja™).

In dieser Situation gibt es kein Zufallsexperiment, dessen Ausgang ein Indiz auf MM

wire, und die

gesuchte Wahr-

scheinlichkeit 1/ 1/a
. 2 . — y
ist Sa»mgo: 3 14 \1/4
Auch hier kann /
man wieder ei- MM MJ M JJ
nen Baum zeich-
nen (Abb. 6; ei- 1 _ 1 1
i nicht Antwort auf die Frage: : . 3
Epiithish Sind beide Kinder Jungen?  nein nein nein

notig, der Baum
wurde hier nur Abb.6
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wegen der Analogie zum obigen Baum gezeichnet): Die ,,Wahrscheinlichkeitsmasse

des dick gezeichneten Ptades macht » aller Pfade nach ,,nein‘ aus.

Es ist hier aber wichtig, dass die fragende Person entweder weiB, dass die befragte das

Geschlecht beider Kinder kennt, oder dass die Auskunft gebende Person dies zumindest

dazusagt: ,.Nein, denn ich kenne das Geschlecht beider Kinder.” Sonst konnte ja wie-

der ein verstecktes Zufallsexperiment dahinter stecken: ,,Nein, denn ich habe gestern ein

Maidchen gesehen.*

2) Oder man weill Folgendes: Wenn die Familie mindestens ein Madchen hat, dann sagt der
Elternteil bei .,In unserer Familie gibt es mindestens ein(en) ...* sicher Mddchen statt ...
(d. h. auch bei MJ und JM kommt statt ... sicher ,,Médchen®). Solche Absprachen bzw.
Informationen sind aber im Alltag kaum iiblich, so dass diese Situation doch ziemlich
konstruiert erscheint.

Man erkennt, dass es also ausschlieBlich darauf ankommt, wie die Information ,,mindestens

ein Midchen™ zustande gekommen ist:

e Steckt ein Zufallsexperiment dahinter, dann ist mit Wahrscheinlichkeit w das zweite Kind
auch ein Midchen. Die Tatsache ,,die Familie hat mindestens ein M#dchen* ist dann
ndmlich wirklich nur eine Konsequenz und nicht identisch mit dem Gehalt der Informa-
tion, welche das Zufallsexperiment liefert.

* Folgt die Information dagegen aus der Antwort ,,Nein* eines Wissenden auf die Frage:
,.Sind in dieser Familie beide Kinder Jungen?* (bzw. ,,Ja* auf die Frage: Gibt es in die-
ser Familie ein Middchen?*), dann ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit w

Man kann also nicht pauschal sagen, dass bei den oben angegebenen Aufgabenformulierun-
gen der verschiedenen Autoren + oder w generell die richtige bzw. falsche Antwort wire. Es
ist eigentlich auch sehr plausibel, dass sich hier unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten er-
geben, denn die beiden Aussagen ,,mindestens eines der Kinder ist ein Méddchen* und ,,das
dltere® Kind ist ein Médchen* sind ja auch logisch nicht dquivalent: Aus der zweiten folgt
zwar die erste, aber nicht umgekehrt!

Ein wenig erinnert uns dieses Problem an das BERTRAND sche Paradoxon, bei dem der
Vorgang ,.zuféllig eine Sehne zeichnen® nicht genauer festgelegt ist; daher kommt es zu un-
terschiedlichen Antworten. Ahnlich scheint uns hier eine Formulierung wie bei BUCHTER/
HENN oder KUTTING variabel auslegbar zu sein. Selbst eine wie bei BARTH/HALLER oder
HeNzE” lésst sich auch anders als von den Autoren getan deuten, ist also verschiedener In-
terpretationen fihig: Steckt ein Zufallsexperiment dahinter?

Zum Schluss mochten wir noch auf einige andere Formulierungen (Einkleidungen) die-
ses Problems hinweisen, wobei die ersten beiden mathematisch vollig analog zum ,,Problem
des anderen Kindes* sind.

Erspéhen eines Miinzwurfes !’

Zwei Miinzen (Kopf K oder Zahl Z) werden geworfen und z. B. mit einem Becher zuge-

deckt.

a) Thomas hat zufillig das Ergebnis eines Miinzwurfes erspihen konnen: Kopf. Wie groB3
ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir Thomas, dass beide Miinzen K zeigen?

b) Thomas hat zufillig das Ergebnis eines Miinzwurfes erspihen konnen: Kopf. Darauf-
hin sagt er seinem Freund, dass er ein K gesehen habe, sagt aber nicht dazu, welchen der
beiden Wiirfe er gesehen hat. Wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir den Freund,
dass beide Miinzen K zeigen?
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¢) Thomas hat beide Miinzwiirfe beobachtet und teilt dies seinem Freund mit; dieser fragt
ihn daraufhin, ob beide Miinzen auf Z gefallen sind, was Thomas verneint. Wie grof3 ist
dann die Wahrscheinlichkeit fiir den Freund, dass beide Miinzen K zeigen?

Antworten: Bei a) und b) ergibt sich jeweils W [bei b) auch dann, wenn Thomas seinem
Freund sagt, welchen Wurf er gesehen hat — vgl. die Aufgabenteile b) in den oben zitierten
Literaturstellen], bei c) ergibt sich 'M.

BERTRAND’sches Schubladenbeispiel !

In einem Raum stehen vier Kistchen mit je zwei Schubladen (links, rechts). Ein Kistchen
enthilt in jeder Lade eine Goldmiinze, eines links eine Gold- und rechts eine Silbermiinze,
eines links eine Silber- und rechts eine Goldmiinze, und schlieBlich das vierte Kistchen in
jeder Lade eine Silbermiinze (Abb. 7).

o] [e] @@_@@_@@

Abb. 7

a) Thomas hat ein Kistchen zufillig ausgewihlt und zufillig eine Lade gedffnet; er findet
eine Goldmiinze. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass auch die andere Lade dieses
Kistchens eine Goldmiinze enthilt?

b) Thomas erzihlt dies seinem Freund, sagt aber nicht dazu, welches Kistchen er gewihlt
hat. Wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir den Freund, dass sich in der zweiten
Lade des Kistchens auch eine Goldmiinze befindet?

¢) Thomas wihlt ein Kistchen und 6ffnet beide Laden. Er erzihlt dies seinem Freund und
dieser fragt ihn dann neugierig, ob er das Késtchen mit zwei Silbermiinzen erwischt ha-
be. ,,Nein* sagt Thomas. Wie gro8 ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir den Freund, dass
Thomas in beiden Laden eine ,,Goldmiinze* fand?

Antworten: Bei a) und b) ergibt sich jeweils w bei ¢) ergibt sich m

Drei Gefangene '?

Drei Gefangene A, B, C sitzen in Einzelhaft. [hnen wurde mitgeteilt, dass genau einer von
ihnen zum Tode verurteilt und zwei freigesprochen wurden. Der Gefangenenwirter betritt
die Zelle von A, um ihm Essen zu bringen. A spricht den Wirter an:

,.Da nur einer von uns Dreien (A, B, C) zum Tod verurteilt wurde, weil ich ja ohnehin, dass
(mindestens) einer von B oder C freigesprochen wurde, also kannst du mir ja einen von die-
sen beiden namentlich nennen, der freigesprochen wurde. Dabei verritst du mir in Wirklich-
keit ja eigentlich nichts, nur den Namen in Bezug auf eine Tatsache, die ich sowieso weiB.*
Der Gefingniswirter aber entgegnet: ,,Wenn ich dir den Namen eines Freigesprochenen (B
oder C) nenne, so tue ich dir damit aber nichts Gutes: Momentan betrigt fiir dich die Wahr-
scheinlichkeit, der zum Tode Verurteilte zu sein, klarerweise m Nenne ich dir aber einen
Freigesprochenen (B oder C), dann kommt neben dir ja nur mehr einer fiir die Verurteilung
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in Frage, so dass sich dann die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir dich mcmw erhoht.”
Wie ist die Situation tatsidchlich zu bewerten?

Wir gehen 0.B.d.A. davon aus, dass der Wirter A gegeniiber den Namen C als freigespro-

chene Person sagt, und fragen, was diese Auskunft fiir A bedeutet. Die Entscheidung, wer

hier recht hat (A oder Wirter), hingt ab von der Antwort auf die Frage: Was macht der Wir-

ter in jenem Fall, dass A selbst der zum Tod Verurteilte ist (siehe dazu auch Gotz 2006)?

1. Angenommen, der Wirter wiirde in so einem Fall sicher C sagen'® (Abb. 8). Dann hitte
der Wirter recht mit seiner >~o=Em=Sao:. Die imramoromszorwn: fiir A, der Verurteil-
te zu sein, wiirde sich von a priori 3 L auf a posteriori + erhohen. In der Sprechweise von
oben: Von den urspriinglich drei m_w_or wahrscheinlichen Fillen (A, B, C) bleiben nach
der Nennung von C fiir A nur noch zwei gleich wahrscheinliche Fille (A, B) fiir die ver-
urteilte Person iiber. Als Baum: Beide Pfade iiber A bzw. B sind gleich wahrscheinlich:

W=
W=

Verurteilte
Person: A B Cc

Warter nennt dem Gefangenen A
eine freigesprochene Person: C c

Abb. 8

[88]

Wenn allerdings der Wiirter im Fall, dass A verurteilt wurde, B oder C jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit w nennt (Zufallsexperiment, d. h. er entscheidet z. B. mittels eines Miinz-
wurfes), dann ist der Ausgang C des Zufallsexperiments ,Nennen eines Freigesproche-
nen‘ eben ein Indiz dafiir, dass eigentlich B der Verurteilte ist, denn der Pfad nach C iiber
B ist doppelt so wahrscheinlich wie jener iiber A (Abb. 9): Das :w:&. Die 2&:@:&:-
lichkeit, dass B die verurteilte Person ist, steigt fiir A von a priori 3 Laufa voﬂozon 5- Fur
A selbst dndert sich allerdings nichts: Seine a-priori-Wahrscheinlichkeit 1 3 (der Verurteil-
te zu sein) ist auch seine a-posteriori-Wahrscheinlichkeit! Die urspriingliche a-priori-
Wahrscheinlichkeit von C wurde auf B iibertragen: C hat fiir A nach Nennung von C na-
tiirlich Wahrscheinlichkeit O (der Verurteilte zu sein), B hat den urspriinglichen Wert von

C ﬁv einfach dazu bekommen*, d. h. die Konsequenz der Nennung von C wird ganz
von B getragen.

=

W=
W=

Verurteilte
Person: A B Cc

ol
-

Warter nennt dem Gefangenen A
eine freigesprochene Person: C Cc

Abb. 9
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Wenn also die Gefangenen keinen Kontakt haben, so kann der Wiirter der Person A wirk-
lich beruhigt den Namen eines Freigesprochenen nennen unter der hier genannten Bedin-
gung des Zufallsexperiments, wenn A der Verurteilte ist, fiir A selbst dndert sich dadurch
nichts. Wenn aber A Kontakt zu B hitte, und A dies alles B erzihlen konnte, so wiire dies na-
tiirlich insgesamt _85@ ::Q:B_w Information* mehr: Fiir B wiren die ,,Chancen®, der Ver-
urteilte zu sein, von 3 Lauf 2 5 gestiegen!

Wenn allerdings auch B auf dieselbe Idee kommt, den Wirter zu fragen, und dieser nennt
(wieder) C, dann ist fiir B mit Wahrscheinlichkeit 2/3 A der Verurteilte! Nehmen dann A und
B Kontakt miteinander auf, dann muss aus Symmetriegriinden die Situation fiir die beiden
mit 50:50 bewertet werden. Sagt allerdings der Wirter ,,A“ auf die Frage von B und tau-
schen sich dann A und B aus, dann ist alles klar: B ist der Verurteilte!

Der dritte Fall, dass der Wirter auf jeden Fall B nennen wiirde, wenn A der Verurteilte
ist, fiihrt dazu, dass A sicher freigesprochen worden ist. Die Wabhrscheinlichkeit, dass B der
Verurteilte ist, steigt also auf Eins.

Resiimee

Es ist schon erstaunlich, dass es eine so gewichtige Rolle spielt, wie die Information ,,Ei-
nes der beiden Kinder ist ein Midchen* zustande kommit. ,,Sehen bzw. ,,Treffen* muss in
dieser Hinsicht als (Ergebnis eines) Zufallsexperiment(s) interpretiert werden. Die zwei-
fellos richtige Konsequenz daraus zu ziehen, dass die Konstellation Junge-Junge damit un-
méglich ist, ist in diesem Sinne zu wenig. Die meisten Formulierungen ?H dieses Problem
fiihren eigentlich genau genommen auf diese Sichtweise, die zum Wert < fiihrt. Das simple
AusschlieBen der Kombination Junge-Junge bei gleichzeitiger O_Qorsw:a::sm Qoa iibrigen
Konstellationen Midchen-Mi#dchen, Junge-Médchen und Médchen-Junge liefert 1 3, bedarf
jedoch der Konstruktion eher kiinstlicher Szenarien: Die Frage ,,Sind in dieser Familie beide
Kinder Jungen?* muss von einem/r Kenner/in der Familie mit ,,Nein* beantwortet werden.

Vergessen wir auch nicht den folgenden ganz einfachen Losungsansatz:
Ein Mcidchen wurde gesehen o. A. — das andere Kind ist mit Wahrscheinlichkeit £ 5 auch ein
Miidchen, die Geschlechter der Geschwister sind ja unabhdngig voneinander.

Last but not least ist das Problem des anderen Kindes als (ein) Prototyp fiir (das Berech-
nen von) subjektive(n) Wahrscheinlichkeiten zu sehen: Aus der A-priori-Wahrscheinlichkeit
P(MM) = w ,Sa nach Beobachten eines Midchens die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit
P(MM| ?c =1, Klar ist dabei jedenfalls, dass es sich hier um eine (subjektive) Bewertung
einer m::mnos unter dem Einfluss von Vorwissen (es gibt zwei Kinder) und erhobenen Da-
ten (ein Midchen davon wurde gesehen) handelt, die Familienzusammensetzung steht an
sich zum Zeitpunkt der Beobachtung schon fest und ist nicht dem Zufall unterworfen. Ein-
zig die (subjektive) Unsicherheit der Person, die ein Kind sieht bzw. danach fragt, wird mit
stochastischen Methoden beschrieben.

Damit unterscheidet sich dieses Problem (und viele andere auch) grundlegend von klas-
sischen stochastischen Situationen wie z. B. dem Miinzwurf, dessen Ergebnis prinzipiell
nicht vorhersehbar ist, sondern — wie wir sagen — zufdllig passiert.

In beiden Fillen (vgl. BERTRAND sches Paradoxon) kdnnen unterschiedliche Modelle
zu verschiedenen Ergebnissen fiihren. Erst eine Prizisierung sowohl der involvierten Wahr-
scheinlichkeitsbegriffe als auch des verwendeten Modells bzw. der darin steckenden Vor-
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aussetzungen klirt die vorerst paradoxe Losungslandschaft und begriindet ein tieferes Ver-
stindnis spezifischer stochastischer Situationen: Unsicherheit ist nicht gleich Zufall, auch
wenn beide Begriffe in analoger Weise (mathematisch) beschrieben werden.

Anmerkungen
1 Diese a-priori-Einschitzung ist natiirlich eine durchaus subjektive! Wird sie von vielen geteilt, so spricht
man eben von einem Paradoxon.

Dabei bezeichnet — wie iiblich — der erste Buchstabe das Geschlecht des erstgeborenen und der zweite das

Geschlecht des zweitgeborenen Kindes. Man konnte eine Unterscheidung aber auch nach einem beliebigen

anderen Merkmal :,mﬁr: nicht notwendig nach dem Alter. Aber die Unterscheidung nach dem Alter U_QQ

sich bei Kindern in natiirlicher Weise an.

In vielen anderen Literaturstellen ist von Jungen statt Mddchen die Rede; auBerdem wird beim gefragten

Geschlecht des .anderen™ Kindes oft gewechselt. Zwecks Einheitlichkeit werden wir hier auch bei diesen

Literaturstellen ,,Midchen* statt , Jungen* schreiben und das Geschlecht des anderen Kindes nicht wech-

seln.

Der Vater oder die Mutter des Miidchens konnten auch dabei sein, darauf kommt es nicht an.

Dazu betrachten wir einfach die Aste in der zweiten Stufe, denn in der ersten sind alle gleich und fiihren da-

her zu keiner Differ n:ErE:o.

Es wird dort _@im:m fiir P(MM) angegeben. HENZE 2000 ist sich dieser Mehrdeutigkeit aber wohl be-

wusst. Bei den TZ:::mE:ér_ma: (S wwv heilt es: ,mangels genauerer Vorstellungen, auf welche Weise

der Fall JJ m:waofo:_oﬁmz wurde*.
7 Also z. B. den Vater oder die Mutter: jedentfalls nicht jemanden, dem ein Zufallsexperiment das Geschlecht
eines Kindes vor Augen gefiihrt hat.
8 Oder Unterscheidung UNQ_ eines beliebigen anderen Merkmals an Stelle des Alters.
9 Wir beziehen uns auf S. 1 18, wo eine Mutter spricht. Auf S. 115 ist von einer ,,Begegnung die Rede.

10 In HUMENBERGER/REICHEL 1995, S. 160f. wurden bei der Darstellung der dortigen Beispiele 9.6 und 9.7
Fehler gemacht.

11 Wir wihlen eine Version mit vier Kiistchen, damit die Struktur genau die gleiche wie beim Problem des an-
deren Kindes ist; bei den bekannteren drei Kistchen mit den Laden AQ.OV, (G, S), (S, S) sind die Baum-
struktur und das numerische Ergebnis etwas anders als beim Kinderproblem, das Prinzip ist aber natiirlich
das gleiche!

12 In ann Literatur gibt es auch die Version mit drei Personen, die verdichtigt werden, an einer Krankheit zu

leiden, wobei sich der Verdacht aber nur bei einer Person bestiitigt. Dieses Problem ist nun nicht mehr ganz

analog zum Ausgangsproblem des anderen Kindes.

Fiir B statt C ist der folgende Gedankengang analog.

35}
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