HANS HUMENBERGER

Ein Grenzwert zum Anfassen

Mit Glasrohrchen und Tabellen zu Gleichgewichten

LERNGRUPPE:  10./17. Echuljahr
IDEE:  Grenzwerte im Experiment griahren
VORWISSEN:  Limgang mit gingr Tabellenkalkulation. |
rekursive Darstelleng von Folgen:
&, =fa})
ZEITREDARF:  Z-4 Stunden. je nach Behandlung

von Bearondungsn (Bewsisan)

Folgende Unterrichtseinheit beginnt
mit einem {moglichst realen) Expe-
rimment. dann folat die Simulation mit
einem Tubellenkalkulationsprogriunm
{TK1. In heiden Fillen geht es dabei
um einen stationiiren Zustand, mathe-
matisch gesehen um einen Grenewerl.
Zum Schluss wird auf verschiedene
Miglichkeiten eingegangen, Konver-
genzhegriindungen durchzofithren.

Das Experiment

Aus dem Chemisumterricht kennen die
Schiilerinnen und Schiiler diinne Glas-
rihrchen (auch Pipetten genanne), Mit
diesen stellen sie sich die Situation in
Kasten 1 vor.

Bei solchen Siwatcenen werden dic
Lernenden nicht sofort eine Vermutung
haben und sic werden auch nicht satort
aul die mathemutisch korrekte Lisung
mit Hilfe von Grenzwerten kommen,
Das ist hier auch gar nicht vorgeschen.

e Schiilerinnen und Schiiler soll-
len das Experiment unhedingt durch-
fiihren kiinnen und heohachten, was
passiert, Dies ist mit entsprechenden
CGlusrohrehen aus dem Chemelabor
uncl Gliisern auch niche schwierig. Das
Experiment und die zugehiirigen Mes-
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sungen werden niemanden iiberfor-
dern, sondern im Gegenteil motivieren,
sich auch mathematisch mit dem The-
mi auseinanderzusetzen,

[¥e Schiilerinnen und Schiiler stel-
len lest: Die Hohen scheinen sich bei
bestimmten Werten einzupendeln. Sie
kiinnen so Grenzwerte real enfaliren,
was bekanntlich gar nicht so leicht
miiglich ist

Es st aber nicht ohne Weiteres
klar. woven diese Endhdhen™ abhin-
gen, auch wenn man die Werte von €,
A, 8. 0.0, gemessen hat. Die Glas-
rishreben dilrfen niche allen dinn bew,
die Gefialle nicht allzu dick sein. denn
sonst davert dieser Austausch sehr lan-
gu, bis sich die Hihen cinpendeln. Bei
einer Getibgrundfiche von ca. 10em”,
Anfangshohen von [2em bzw. 4 cm
und Rihrehenquerschnitten von 1 em’
hew, 01.5cm? ist nach ca. 20 Schritten
ein stationdirer Zostund zu beobachten.

Aber immerhin ist es schon an die-
ser frithen Stelle miglich, dass die
Sehiilerinnen und Schiiler auf den ent-
scheidenden Zusammenhang kommen,
wenn sie einige Male den entsprechen
den Austausch dorchliihren, bis sich
die Wasserhithen nicht mehr dndern
(.stationirer Zustand”y Das passicrt
dann. wenn in beiden Glasréhrehen das
gleiche Wasservolumen transporliert
wird, Mathematisch ausgedriickt heillt
das, wenn man die  Endhiithen™ mit A*
und B bereichner: A® - QI =H% {0,
Dies hedeutet umgeformi:

AF _ g,

he QI

Simulation mit Excel

Wenn man das mit dem stationiren Zu-
stand nicht so schnell sieht, kann auf

eine andere unkomplizierte Art weiler-
gemacht werden {ohne sich um forma
le Grenzwerte zu kiimmern), némlich
mit Hilfe ciner Tabellenkalkulalion
wie EXCEL. Immer wenn lterationen
im Spicl sind, ist eine Tahellenkalkula-
tian ein gutes Werkzeug,

Gerade zum Explorieren von Situa-
tionen wie in Kasten 1 {noch ohne theo-
retische Uherlegungen) sind Tabellen-
kalkulationen wonderbare Werkzeuge.
Noch dazu braucht man hier wirklich
nur elementare Kenntnisse in TK, die
heatzotage fiir Schiilerinnen und Schii-
ler fast selbstverstindlich sind.

Formeln eingeben

Um dic entsprechenden Formeln in
eing Tabellenkulkulation eingeben ru
kiimnen. muss man dberlegen, wie sich
die Hahen _von Schritt zu Schritt” ver-
dndern, Das Wiederholen dieses Schrit-
es erledigt das Programm durch das
berithmie  Herunterziehen™ der ent-
sprechenden Formeln.

Zundchst nehmen die Schiilerin-
nen und Schiiler konkrete Werte fir G,
A e @ Q, und versuchen, die Zo-
sammenhiinge zu analysicren. Es sollte
nicht allzu schwerfallen, zu beschrei-
ben, wie sich die Hihe (2. B, im ersten
Gefib) entwickelt. Schiilerinnen und
Schiiler werden dies zuniichst fiir cini-
we konkrete (kleine) Werte von o auf-
schreiben. bevor sie es allzemein for-
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Fiir die allgemeine Formulierung
ist die Unterstiitzung durch die Lehr-
kraft néitig.

Die Volumeniinderung AV ist pege-
ben durch die Volumina in den Glas-
rohrchen; beim ersten Gefdll kommt
das Volumen in R, duzu und jenes von
R owegAV=0, B -0 -A, Insge-

mulieren: A
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samt ergibt sich daraus:
.B -0 -
= =2 e =l o
An+ 1= Au + G

und analog
! .AH_QT ) Bu
Bn+I:Bn+ G
bzw.
—=0,-8,-0 -4
B, =5ud G :

Diese Formeln werden jetzt nur noch
in geeignete Zellen geschrieben. ,,He-
runterziehen® zeigt, wo sich die Werte
(Wasserhéhen) | stabilisieren™.

Fir G, A, B, Q, @, kinnen die
Schiilerinnen und Schiiler die Werte
aus dem realen Experiment nehmen,
oder auch erfundene Werte. Im Compu-
terexperiment kommt es ja nicht mehr
so sehr auf die konkrete Wahl an. Auch
dickere GefidBe oder diinnere Glas-
rohrchen kénnen modelliert werden,
der Computer macht die vielen Wie-
derholungen auf Knopfdruck. So er-
hilt man fiir G = 1000, 0, =8, @, = 14,
A, =50, B, = 20 ein Einpendeln der
Hoéhen bei den Werten 44,54 und 25,45
(vgl. Tah. 1, S. 36). In der Tabellenkal-
kulation zeigt sich, dass die ersten bei-
den Nachkommastellen erst nach 320
Iterationen unverindert bleiben, d.h.
diese Glasréhrchen und Gliser wiren
fiir ein reales Experiment nicht sehr gut
geeignet.

Vermutlich wird man bei diesen
Zahlenwerten noch nicht sehr viel ent-
decken. Klar sollte allerdings a priori
sein, dass die Summe der beiden Ho-
hen immer konstant ist (das Gesamtvo-
lumen bleibt immer dasselbe und damit
auch die Gesamthihe).

‘Wenn man hier aber ,,rundere® Ver-
hiiltnisse bei den Querschnittfliichen
nimmt (etwa 1: 2), so ergibt sich z.B.
Tab. 2 (die ersten beiden Nachkommas-
tellen dndern sich nach ca. 230 Schrit-
ten nicht mehr). Hier springt schon das
Verhiltnis 2: 1 bei den resultierenden
Hoéhen ins Auge. Dies kann natlirlich
noch durch andere Werte auf Knopf-
druck bestitigt werden. Bei einem
Querschnittsverhiltnis von 3: 1 ergibt
sich ein resultierendes Hohenverhiltnis
von 1:3 (Tab. 3).

Dies ist der entscheidende Vorteil
von TK-Programmen beim Explorieren
iterativer Situationen: Man kann viele
Situationen in kurzer Zeit ausprobieren
und zu folgender Vermutung kommen:
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—&€ ZUM AUSPROBIEREN

Hin und Her - ein Experiment

Es stehen zwei GeféBe mit gleicher
Grundflache G auf dem Tisch, wobei in
einem Wasser bis zur Hohe Aj und im
anderen bis zur Héhe B steht.

Des Weiteren stehen zwei verschieden
dicke zylindrische Glasréhrchen R, und
R, zur Verflgung mit den Querschnitten
Q,und Q,.

)

G G
Wasserhohen ausgleichen?!

Nun kénnen Sie in einem Experiment wiederholt fir einen Austausch zwischen
diesen beiden GefaBen sargen:

R, wird bis zum Boden in das erste Gefa mit Wasserhéhe A, R, ins zweite Gefa
mit Wasserhéhe B, getaucht. Dann gibt man je einen Finger auf die Glasréhrchen,
sodass man sie gefilllt aus den GefaBen nehmen kann, und gibt die Inhalte in das
jeweils andere GefaB3. Dann wiederholt man diesen Schritt noch einige Male:
Immer mit R, vom ersten Gef&B ins zweite und mit R, umgekehrt (gleichzeitig).

Fragen:

Was passiert dabei langfristig mit den Wasserhohen in den GeféBen?
Kann man diese in einem mathematischen Modell voraussagen?
Wenn nein, warum nicht? Wenn ja, hdngt das Verhalten der Hohen langfristig ab?

Das resultierende Hohenverhdlt-

nis ist reziprok zum Verhdiltnis der

Glasrdhrchenquerschnittsfiichen.
Sowachl die dahinter liegende Mathema-
tik als auch die notigen TK-Kenntnisse
bleiben auf relativ elementarem Niveau,
so dass diese Aufgabe auch selbststin-
dig bearbeitet werden kann.

Die Frage nach dem Warum die-
ses Einpendelns der Werte (Héhen) ist
hier in ganz natiirlicher Weise gege-
ben (Begriindungsbediirfnis, Motiva-
tion): Falls sich die Werte A bzw. B,
der Hohen in den Gefaflen irgendwann
nicht mehr dndern, sich also bei Werten
A* bzw. B* eingependelt haben, dann

muss jaA =A*=A gelten und so-
mit: ;
Ak = A% 4 QZB*(,;QI CA¥

S=Q,-B*-Q -A*=0.

Natiirlich ist hier auch die Interpreta-
tion mit den Volumina besonders wich-
tig, nicht nur die algebraische Hand-
habung. Der sich beim stationiren
Zustand ergebende Zusammenhang
A*:B*=Q,: Q, ist nicht verwunderlich
und auch dann zu verstehen, wenn man

gar nicht mehr an die Terme, sondern
nur noch an die reale Situation denkt:
Bei einem weiteren ,,Austauschschritt
sind dann eben die ausgetauschten Vo-
lumina Q, - B* = @, - A*identisch (das
ist das Charakteristische am stationi-
ren Zustand). Trotz der scheinbar sehr
einfachen Verhiltnisse ist hier vielleicht
insgesamt etwas Unterstiitzung durch
die Lehrkraft n6tig und angebracht.

Begriindungen und Beweise fiir
die Konvergenz

In leistungsstirkeren und theoretisch
interessierten Klassen kann man noch
Konvergenzuntersuchungen anstellen,
d.h. die Konvergenz auch beweisen
und nicht nur erahnen. Genau genom-
men ist die obige Uberlegung natiirlich
kein Konvergenzbeweis, wir haben ja
nur gesagt: Wenn die Hohen konvergie-
ren, dann miissen sie das zu einer Situ-
ation tun, in der A* : B* = 0, Q gilt,
aber ob die Hohen immer konvergie-
ren miissen, ist dadurch natiirlich noch
nicht belegt.
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Grundfache

@Ll'éi’schniﬁfﬁéfjéﬁéQ

| 13 [Hohe 2 nach 1000 Schritten
Tab. 2: Simulation mitQ, : Q,=1:2

23,3333333

_ Hohel  Hohe2

0
20 7865487

5741744
6615426

3188 20 9896512

2088924465

210879082

Hohe2 |
20

e 200
20,197,

8 49p17e4
il 435291134
: | a3
493509428 72
492791445 707208555
| 492007702 207992098
| 49,1247471, 208752529

203823573
20,4708365
20 55676

91 2029108

205400672

Grundftache 1"[190, 50
B 87
|| Querschnittfidchel a0 L ATas2
| Querschnittftache2 e 4825382 2374808
Anfangshihel 50  45,1037632 248962368
| Anfangshthe2 0 438996127 260003873
| 429336262 27 0803718
1922043 28077957
A . B . AD9E1E13 290548387
_12|Hohe 1 nach 1000 Schritten | | 400073549 29 9926451
13 |Hohe 2 nach 1000 Schritten 39,1070607 30,892@393?

Tab. 3: Simulation mitQ, : Q, = 3: 1

Hier zeigt sich ein anderes Gesicht
der Mathematik: Waren die bisheri-
gen Aktivititen eher Teile der Grund-
erfahrungen G1 (Realititsbeziige) und
G3 (Heuristik), so ist die Absicherung
durch einen geschlossenen Beweis der
Grunderfahrung G2 (deduktiv geord-
netes Theoriegebiude) zuzuordnen
(G1 bis G3 nach Winter 2003).

Fiir einen Ausbau dieses Themas in
Richtung Konvergenzbeweise gibt es
mehrere Moglichkeiten. Schon durch
die numerischen Ergebnisse mit TK
wird man feststellen, dass die Werte
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der Héhen sich (streng) monoton ver-
dndern. Wenn man dies auch allge-
mein beweisen kénnte, so wiire durch
den bekannten Satz von der monotonen
Konvergenz eine Begriindung gegeben,
denn die Beschrinktheit der Werte ist
klar (nach unten durch 0 und nach oben
durch die ,,Gesamthshe* H). Wenn die
Konvergenz gesichert ist, dann muss
fiir die Grenzwerte A* und B* gelten:
A*¥:B¥*=0 : 0,

Kasten 2 beschreibt kurz mehre-
re Moglichkeiten, die Konvergenz der
Folgen (A ) bzw. (B, ) zu zeigen.

n

Fiir die Experimente (mit Glasrohrchen
und mit TK) und fiir die Konvergenz-
beweise konnte man auch verschiedene
Grundfliichen G, und G, zulassen, die
Betrachtungen wiirden dadurch kaum
komplizierter und bieten sich fiir je-
ne Schiilerinnen und Schiiler an, dic
bei der Bearbeitung der Aufgabe mit
gleichen Grundflichen schneller fertig
sind. Diese konnten dann an solchen
Verallgemeinerungen arbeiten, wiih-
rend die anderen noch die Zeit brau-
chen fiir den Fall mit gleichen Grund-
flichen.

Was dndert sich durch verschiedene
Grundfléichen G| und G,? Die Situation
bleibt prinzipiell dieselbe, die ,,Ge-
samthohe (= Summe der beiden Was-
serhéhen in den GefifBen) ist dann zwar
nicht mehr konstant, aber das Einpen-
deln bei A* : B* = Q, : O, bleibt er-
halten. Hier mag auf den ersten Blick
erstaunen, dass dieses Verhiltnis gar
nicht von den Grundflidchen G, und G,
abhingt, ein zweiter Blick liefert die
Erkldrung: die Volumeninderung (im

Qz B-Q -4,
A=

1 n

)
ist im stationiren Zustand durch den
Term Q, - B* — 0, - A* gegeben, die-
se muss klarerweise 0 sein und ist un-
abhingig von den Gefl#Bgrundflichen.

Zihler bei A,

Fachdidaklische Einordnung

Die hier vorgestellte Lernumgebung

erfiillt die Voraussetzungen einer ,,sub-

stanziellen Lernumgebung* {Wittmann

1995 und 2001), denn sie

» thematisiert zentrale Ziele, Inhalte,
Prinzipien des Unterrichts auf einer
bestimmten Stufe (hier: eigenstin-
diges, aktiv-entdeckendes Lernen;
ausgehend von einem bestimmten
Phdnomen prozessorientiert subs-
tanzielle Mathematik betreiben),

* ist bezogen auf mathematische
Inhalte und Verfahren, die unter
dieser Stufe liegen (hier: Iteration,
Grengwerte, Volumenformeln von
Zylindern) und bietet die Moglich-
keit zu selbststéindigen mathemati-
schen Aktivititen,

= ist flexibel und kann an spezielle

Unterrichtsbedingungen angepasst
werden.
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WISSENSWERTES

Drei Wege, um die Konvergenz zu zeigen

1. Weg
Wir verwenden die urspringlichen lterationsformeln far
die Héhen A bzw. B_ (,gekoppelies System von Diffe-
renzengleichungen®)

Q,-B-Q,-A
An+‘ = An + 2 n 1 n ,

QB -Q -A
’gﬂﬁ':Bf% 1)

und wenden ein induktives Argument an: Wir haben das

streng monotone Fallen von (A)) gezeigt, wenn A, <A,
gilt, und wir die ,Erblichkeit” dieser Kleinerbeziehung

zeigen konnen: A <A =A
[Analog kénnte es sich um ein streng monotones Wach-
sen handeln:

A >AundA

<A @)

n+1

>A =A ,>A

1 n+i']

. . Q, A
ZundchstgiltA <A < Q,-B <Q, -A < fo < ETH
Far (2) haben wir also zu zeigen:

QZ n Q2 An-l-l
<5 == <

0 °B,~0, "B

! Q
In die zu beweisende Ungleichung 62 <g
1 n+1

bzw. B, . | die lterationsformeln ein:

n+

n+1

setzen wir fir A

n+1

Qz i Bn - Qw i An
Q Aﬂ + -_-__G—

oS € S
Q,. —0,-B -Q,-A,
_g,n L G
Diese Ungleichung ist aquivalent (wenige Umformun-
gen) zu
BQG-(Q, +Q)) <AQ(G-(Q,+Q,).
Unter der realistischen Annahme G > Q, + Q, ist diese

Q
Ungleichung aquivalent zu == < &2

, was ja laut Voraus-
OW Bn

setzung gilt.

Fir den einzig realistischen Fall, dass die GefaBgrund-
flache groBer als die Summe der beiden Glasréhrchen-
querschnittsflichen ist (man wird kaum so kleine GefaBe
bzw. so groBe Rohrchen haben, dass diese Bedingung
nicht erflllt ist), haben wir somit die (streng monotone)
Konvergenz auch bewiesen.

Der andere Fall (G = Q, + Q,) ist in der Realitét nicht re-
levant und braucht in einem maglichen Unterricht nicht

beachtet zu werden (es ergabe sich hier nicht monoto-
ne, sondern oszillierende Konvergenz). Im Bedarfsfall
sind mit den Moglichkeiten 2. und 3. (siehe unten) auch
Wege zur Begriindung der Konvergenz gegeben, die
unabhéngig von dieser Einschrdnkung sind und auch
fir den Fall G = Q, + Q, gelten.

2. Weg

Die gekoppelten Iterationsformeln (1) lassen sich auch
leicht ,trennen” und man kann einen Bezug zu ,Linea-
ren Differenzengleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten® herstellen:

Aus der ersten kann manwegen 8, = H-A_ (mitH:=
,Gesamthdhe®) B, eliminieren (durch A ausdriicken)
und es ergibt sich:

A - AAER 0D @)

also eine Differenzengleichung der Form

A ., =c-A +d.Inbekannter Art und Weise ergeben
sich dafur Konvergenzkriterien und Grenzwerte, wenn

man ,Lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung mit

konstanten Koeffizienten" kennt.

3. Weg
Auch wenn man nicht (iber das Wissen bei ,Linearen
Differenzengleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten" A, = ¢ - A, + d verfugt, kann man in
der ,entkoppelten” Form (3) argumentieren, dass (A )
konvergiert. Dies kénnen Schiler/innen natiirlich nicht
alleine in selbstandiger Arbeit leisten, sondern das be-
darf der Unterstlitzung durch die Lehrkraft! Der einzig
mogliche Grenzwert ist aus (3) leicht abzulesen:
—iz'A* MitC :=A —-A*
pen T QA QT e T
ergibt sich nach wenigen Schritten, dass die

Folge (C ) eine geometrische Folge ist:
- (1 _ Q@ +Q,
m+ 1 G

-

-C.

n

=q
Wegen 0 < Q, + Q, < 2Gist |q| < 1 garantiert und (C)
damit eine Nullfolge. Daraus folgt unmittelbar
limA_ = A*.

n-soc

Das Thema kann differenzierend im
Unterricht eingesetzt werden. Manche
Schiilerinnen und Schiiler bleiben viel-
leicht ganz auf der Probierebene oder
arbeiten nur mit speziellen Zahlenwer-
ten, andere arbeiten auch allgemein,
nutzen die Tabellenkalkulation, einige

mathematik lehren 180 | 2013

spiiren vielleicht sogar das Beweisbe-
diirfnis und vollziehen die Beweiside-
en nach.
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