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Der F"alio di S‘iena

findet jahrlich ein sehr beriithmtes

Pferderennen mit einer schon
jahrhundertelangen Tradition, der so
genannte ,Palio di Siena“ (kurz:
Palio) statt: Ein waghalsiges Rennen
auf ungesattelten Pferden rund um
die Piazza del Campo; es dauert je-

In Siena (Toskana, Norditalien)

weils nur etwa 1% Minuten, wobei

allerdings dieses Rennen von zahlrei-
chen traditionellen Zeremonien tage-
lang umrahmt wird.

Vorformen des Palio reichen bis
ins 11. Jh. zurtick; etwa seit Mitte des
17. Jh. findet er in einer zur heutigen
dhnlichen Form statt (jeweils am
2. Juli), seit 1802 sogar zweimal pro
Jahr (2. Juli und 16. August). Dabei
stellen die Juli-Rennen und die Au-
gust-Rennen zwei eigenstindige
»ochienen“ dar. Das Juli- und das Au-
gust-Rennen des selben Jahres hin-
gen nicht zusammen, wohl aber die
einzelnen Juli-Rennen verschiedener
Jahre sowie die August-Rennen ver-
schiedener Jahre.

Seit 1729 gibt es in Siena 17 Stadt-
bezirke (Contraden), und jeder Stadt-
bezirk wird durch ein Gespann Rei-
ter-Pferd vertreten. Doch dabei ergibt
sich eine gewisse ,Misere“: Die Platz-
verhéltnisse auf der genau festgeleg-
ten ,Renn-Strecke“ im alten Siena
sind so eng, dass es zu gefihrlich wa-
re, das Rennen mit 17 Pferden zu be-
streiten. Man hat sich schon seit sehr
langer Zeit darauf geeinigt, bei jedem
Palio nur 10 Reitergespanne gegen-
einander antreten zu lassen (und da-
mit nur 10 Contraden).

Damit erhebt sich natiirlich die
Frage, welche 10 der 17 Contraden je
ein Reiter-Pferd-Gespann zum Palio
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entsenden diirfen. Es ist also ein ge-
rechtes Auswahlverfahren nétig, das
festlegt, welche Contraden die Chan-
ce bekommen, die beliebte Trophie zu
erobern. Diese Trophie ist ein Ban-
ner, das frither aus wertvollem roten
Samt gemacht wurde und ,Pallium“
hiel3, woraus der Name , Palio” fiir das
Rennen resultiert. Genaueres zur Ge-
schichte und zum ganzen Fest (Ren-
nen) findet man zum Beispiel im In-
ternet unter http:/www.comune.siena.it

Modelle fiir die Auswahl

Schiilerinnen und Schiiler werden
hier schnell an ihre Kinderzeit erin-
nert. Dort gab es sicher oft Situatio-
nen, in denen eine bestimmte Anzahl
von Kindern vorhanden war, aber ein
geplantes Spiel nur weniger Teilneh-
mer zulie3: Man brauchte ein geeig-
netes Auswahl- bzw. Auslosungsver-
fahren, wer denn nun zu den (gliickli-
chen) Teilnehmern und wer zunichst
zum Zuschauer verurteilt war.

Mache konkrete Vorschléige fiir ein
Auswahlverfahren und berechne
die Wahrscheinlichkeit, mit der ei-
ne bestimmte Contrade am Palio
teilnimmt.

Die Aufgabe fordert dazu auf, den
Wahlvorgang zu modellieren, und
eignet sich sehr gut fiir eine Grup-
penarbeit. Zwei Losungsvorschlige:

& Die 17 Contraden ,liegen® in einer
Urne - 10 einzelne Ziehungen ohne
Zuriicklegen oder eine Ziehung von
10 Contraden mit einem Griff:
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17 Kugeln liegen in einer Urne; sie
enthalten zusammengerollte Zet-
tel als ,Innenleben®, auf denen die
Namen der 17 Contraden stehen,
darunter unsere Heimat-Contrade
C. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
nehmen wir am Palio teil? Man er-
halt:
P(C wird gezogen)
= P(C nimmt teil) = 19.

F
b
“

4 Urne enthdlt ,Lose“:

Eine andere Moglichkeit der Aus-
losung wére: In einer Urne sind
wieder 17 Kugeln. 10 davon ent-
halten einen Zettel mit der Auf-
schrift ,Teilnahme*“ (T) und 7 ei-
nen Zettel mit ,Nicht-Teilnahme*
(=T), also 10 Gewinnlose und 7
Nieten. Jede Contrade zieht eine
Kugel (T oder -T) ohne Zuriickle-
gen aus der Urne. Eine kurze sto-
chastische Analyse zeigt, dass die
Reihenfolge der Ziehungen keine
Rolle spielt, dass bei jeder Ziehung
die Chance (die a-priori-Wahr-
scheinlichkeit), ein 7' zu erwischen,

jeweils % betragt:

P(C zieht T) = P(C nimmt teil) = i—g.

Die beiden bis jetzt beschriebenen
Modelle des Auswihlens haben ge-
meinsam:

1. Fiir jede Contrade betrigt die Teil-
nahmewahrscheinlichkeit % — das

Wabhlverfahren ist in diesem Sinn al-
so gerecht, keine Contrade wird be-
vorzugt.

2. Die Auslosung geschieht jedes Mal
yheu“ unter den selben Bedingungen:
Die Konstellationen des Vorjahres
— ob eine Contrade am Palio teilge-
nommen hat oder nicht; ob sie gewon-
nen oder verloren hat — beeinflussen
die Teilnahmewahrscheinlichkeit ei-
ner Contrade am diesjéhrigen Palio
nicht. Jede Contrade stellt sich jedes
Jahr der Wahl ,neu (Unabhingig-
keit der einzelnen Wahlvorgénge;
Bernoulli-Kette).

Markoff-Ketten

Die beschriebene Unabhingigkeit
der jihrlichen Auswahlvorgange ist
ein entscheidender Nachteil in den
obigen Modellen: Wenn jedes Jahr
nach dem Prinzip ,neues Jahr, neues
Rennen, neues Gliick“ verfahren
wirde, bestiinde durchaus die Mog-
lichkeit, dass eine bestimmte Contra-
de iiber mehrere Jahre am Palio
nicht teilnehmen konnte. Was natiir-
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lich zu einer sehr hohen Frustration
fithren wiirde.

Welche Moglichkeiten gibt es, diese
fiir alle beteiligten Contraden uner-
wiinschte Frustrationsmoglichkeit
zu beseitigen?

Hier werden die Schiilerinnen und
Schiiler schnell nahe liegende Model-
le vorschlagen: Man kénnte die 7
Nichtteilnehmer eines Rennens zu
Fixstartern fiir das néchste Rennen
erkldren. Wie konnten dann die rest-
lichen 3 Startplétze fiir den néchsten
Palio gerecht vergeben werden? Auf
diese Frage kiénnten verschiedene
Vorschldge kommen:

% Die Contraden auf den ersten 3

Plitzen eines Palio sollen auch im
nichsten starten diirfen: Beloh-
nung fir gute Leistung.
Oder: Die Contraden auf den letz-
ten 3 Pldatzen eines Palio sollen
auch im nichsten starten diirfen:
Trost fur verpatzte Rennen.

& Aus den 10 Teilnehmern eines Pa-
lio sollen 3 gewihlt werden, die
auch am néchsten teilnehmen diir-
fen. Dies kann nach einem der vor-
hin beschriebenen Verfahren ge-
schehen: jede an einem Palio teil-
nehmende Contrade hitte dann ei-
ne 3/10-Chance, auch beim nich-
sten Mal dabei zu sein.

Dieses letzte Modell wird in Siena
gewdhlt! In dieser Weise héngen die
Juli-Rennen untereinander und die
August-Rennen untereinander zu-
sammen. Die Juli- und die August-
Rennen sind aber zwei voneinander
unabhingige ,Stringe“ (fiir eine eher
hochschulmathematische Analyse
siehe Gotz/Grosser 1999).

Dadurch wird erreicht, dass keine
Contrade zweimal hintereinander
pausieren muss: nach einer Nicht-
Teilnahme folgt mit Sicherheit eine

Das Rennen auf
ungesattelten

Pferden ist nicht !
ungefdhrlich

Teilnahme; nach einer Teilnahme
folgt mit Wahrscheinlichkeit 3/10 ei-
ne erneute Teilnahme.

Dieses Auswahlverfahren ist keine
Bernoulli-Kette mehr, sondern eine
so genannte Markoff-Kette. Die Teil-
nahmewahrscheinlichkeit einer Con-
trade C am Rennen n + 1 héingt (nur)
davon ab, ob C beim Rennen n dabei
war oder nicht.

Ein Grofiteil des Folgenden dient
nun der Beantwortung der Frage:

Ist die Palio-Auswahl ,gerecht“?
Mit welcher Wahrscheinlichkeit
nehmen wir (die Contrade C) am
Palio nach 1 (3, 10, 100, ...) Jahren
teil?

Dabei liegt es nahe, unter »gerecht”
zu verstehen, dass sich auf lange
Sicht, das heifit fiir groBe n, fiir jede
Contrade die selbe Teilnahmewahr-
scheinlichkeit ergibt, und zwar unab-
héangig davon, ob die Contrade beim
ersten Rennen teilgenommen hat
oder nicht. Andernfalls bedeutete ei-
ne (Nicht-) Teilnahme von C beim er-
sten Rennen eine Verbesserung (bzw.
Verschlechterung) ihrer Teilnahme-
chancen ,auf ewig“, was nicht wiin-
schenswert wére. Von so einer ge-
rechten Teilnahmewahrscheinlich-
keit auf lange Sicht erwarten wir
natirlich, dass sie den Wert %% hat.

Dies folgt auch aus der Uberlegung
iiber die relative Teilnahmehaufig-
keit bei den ersten n Rennen: Bei n
Rennen (n grof}) gibt es insgesamt
10 - n Rennteilnahmen, so dass im
»gerechten® Fall bei 171 gionkurrenten

jedem ein Anteil von {7 - n zusteht.

Zunéchst betrachten wir Zufalls-
groflen

T,falls C amRennen n

X = teilnimmt

"7 1T, falls C amRennen n
nicht teilnimmt
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n+l

Abb. 1: 2-stufiges Baumdiagramm fiir die
ZufalisgroBen X, bzw. X,

und interessieren uns fiir die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen von X .
Mit der Abkiirzung

p,=PX =T),

q,=1-p,=PX =-T)
interessiert uns die Folge (p,),_x. Da-
mit ist auch die Folge (g,), .\ festge-
legt.

Fir groe n sollte p, = %2— sein, und
zwar unabhingig davon, ob C beim
Anfangsrennen dabei war oder nicht.

So ohne weiteres kénnen wir iiber
die Werte p, und g, keine direkten
Aussagen machen, hingen sie doch
davon ab, ob C beim Rennen davor
teilgenommen hat oder nicht. Der
»~Mechanismus® dieser Abhingigkeit
von einem Rennen n zum nichsten
Rennen n + 1 ist uns bekannt und fiir
alle n der selbe; er ist im Baumdia-
gramm in Abbildung 1 dargestellt.

Die Pfadregeln ergeben:

Pni1 =%'pn+l'qn (1)
Qn+1 =%'pn+0'qn (2)

Mithilfe dieser beiden Iterations-
formeln kénnen wir nun ausgehend
von einem bestimmten Anfangsren-
nen, an dem wir teilgenommen ha-
ben (oder auch nicht: je nachdem ist
dann p, = 1 oder p, = 0) schrittweise
die Teilnahmewahrscheinlichkeit p,
und g; konkret berechnen:

(Po, q0) > 1, q1) = g q9) — ...

Dies sollten die Schiilerinnen und
Schiiler (noch ohne Computer) bis
zum Index 3 oder 4 wirklich aus-
fithren. Sie merken schnell, dass
hierbei wiederholt das selbe zu tun
ist. Das ist immer ein Anzeichen
dafiir, dass Computer gut einsetzbar
sein miissten.

Das obige Gleichungssystem kann
man auch mittels einer Matrix
schreiben:

% 1 . pn) - P+l !
T% 0 qn Qn+1
R e s

e
=A =g, Tn1
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Nun werden die Verbindungen zur
Linearen Algebra schon deutlich. Die
Matrizenrechnung wird ab nun vor-
ausgesetzt, obwohl sie nicht an jeder
Oberstufe unterrichtet wird; es ware
auch moglich, sie an dieser Stelle ein-
zufithren.

P, |

)

beschreibt offenbar die Teilnahme-
wahrscheinlichkeit der Contrade
beim n-ten Rennen: Er beschreibt die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der
ZufallsgroBle X, (die ja nur zwei mog-
liche Ausprégungen hat). Der Vektor
7, heiBt deshalb auch Wahrschein-

lichkeitsvektor zum Zeitpunkt n oder
Verteilung zum Zeitpunkt n.
Multipliziert man ihn von links
mit der Matrix A, so erhilt man den
Vektor 7,.; der die Teilnahmewahr-

scheinlichkeit am (n + 1)-ten Rennen
beschreibt.

_ Die Matrix A sorgt fiir den Vektor-
Ubergang 7, — 7,,; und heiBt des-
halb ,,Ubergangsmatrix*.

Was hat man von dieser Erkennt-
nis, dass das Gleichungssystem in
Matrixform geschrieben werden
kann? Es eroffnet eine Moglichkeit,

Der (Spalten-)Vektor x,,:=

ausgehend von 7 =(§0 | direkt zu
0)

T, =(p"] zu kommen, ohne n-mal
qn

die miihselige Iteration durchfiihren
zu mussen:

7—[1=A'ﬁ'0
7?2:A'7%1=A'(A'7—i'0)=A2‘7—rO
53=A-ﬁ2=A-(A2.frO)=A3-ﬁO

Um 7, zu erhalten, muss man al-

so ,nur“ A" bilden und mit 7, multi-
plizieren.

Computereinsatz
Diese Arbeit wird vom Computer ver-
mutlich iterativ (schrittweise) erle-
digt. Durch die Matrixdarstellung
wird also nicht notwendig Rechenar-
beit erspart, sondern nur eine CAS-
taugliche Form gewihlt, so dass das
Miihselige an den Computer iibertra-
gen werden kann, ohne selbst ein
Programm dafiir schreiben zu miis-
sen.

Man erlebt die Sinnhaftigkeit und
Kompaktheit der Darstellungsform

~Matrix“, die Bedeutung der Matri-
zenmultiplikation, des Potenzierens
von Matrizen, der Multiplikation ei-
ner Matrix mit einem Vektor und der
Assoziativitét. Ohne Computer kann
man natiirlich keine hohen Matrixpo-
tenzen berechnen, sondern nur sol-
che von sehr niederer Ordnung; mit
einem CAS und der Moglichkeit, Ma-
trizen in Sekundenbruchteilen zu po-
tenzieren, steht hingegen einer weit-
gehend selbststandigen Entdeckung
einiger Phanomene nichts im Wege.

Zu unserer Contrade

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sie in 3 Jahren teilnehmen/nicht
teilnehmen wird? Wir brauchen

dafiir A3 :[

0.45 0.79
0.55 0.21)

Sie habe im Palio dieses Jahres teil-
genommen, das heif3t

- 1
Ty = il & J Dann ist
0 0

7_1:3= p3 =A3'ﬁ'0
g3

045 0.79) (1] (0.45

055 0.21/(0) (0.55)

Die gesuchte Teilnahmewahrschein-

lichkeit betrégt also p, =~ 0.45.
Welche Werte haben p; und g,

wenn die Contrade in diesem Jahr
nicht teilgenommen hat, also bei

0
7%0:(100]:[ ]? Es ist
g9 ) \1
_(ps) (045 079)(0) (0.79
"3 g5 )" 055 0211 021/

mathematik lehren / Heft 113
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Die Teilnahmewahrscheinlichkeit
betragt hier p, = 0.79 und unterschei-
det sich von obiger doch betrichtlich.
Die diesjdhrige Teilnahme oder
Nichtteilnahme wirkt sich also noch
stark auf die Teilnahmechancen in
drei Jahren aus.

Die selben Fragen fiir 10 Jahre
sind nur noch mit CAS sinnvoll zu be-
arbeiten:

0 _[0.60 057
1040 0.43)

Bei Teilnahme in diesem Jahr folgt

= _[Po]_[060 057)(1
" 1qy) 040 0.43])10

_(0.60
“l0.40 )

Festliche Umziige umrahmen daé Rennen

Keine Teilnahme in diesem Jahr lie-
fert

= _Po]_(060 0570
g/ (040 043)(1

Nach 10 Jahren unterscheiden sich
die beiden Teilnahmewahrscheinlich-
keiten p,, und die beiden Wahr-
scheinlichkeitsvektoren 7, in Be-
zug auf diesjdhrige Teilnahme/
Nicht-Teilnahme nur mehr wenig:
P10 =0.60 und p,, = 0.57.

Wird dieser Unterschied mit wach-
sendem n tatséchlich immer gerin-
ger? Um diese Vermutung experi-
mentell zu bestétigen, wihlen wir bei
groBBeren n vorsichtshalber eine
hohere Genauigkeit, zum Beispiel die
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CAS-Standardeinstellung mit 6 sig-
nifikanten Ziffern.
Fir n = 100 Jahre folgt:

100

0.411765 0.411765
} Poo) 100 (1) [0.588235
100 = =A™ = .
@100 0/ (0.411765
Nach 100 Jahren unterscheiden sich

die beiden Wahrscheinlichkeitsvekto-
ren Tyq, praktisch nicht mehr!

Auch bei jedem anderen ,Wahr-
scheinlichkeits-Startvektor*

[0.588235 0.588235J

. Po
° lao=1-p,

Teilnahmewahrscheinlichkeit be-
schreibt, hitte sich der selbe Vektor
Tt100 ergeben, weil jede Zeile in A1

], der die Anfangs-

aus fast identischen Werten besteht
und g, = 1 - p,, ist:

0.588235
“l0.411765 )

Berechnet man auch A'! und 7,

so sieht man, dass sich A von A"
und 799 von 7q; bei 6 signifikan-

ten Ziffern nicht mehr unterscheiden.

Der experimentelle Befund lésst
vermuten, dass die Folge der Matrix-
potenzen (A") gegen eine Grenzma-
trix G konvergiert, deren Eigenschaft
man in A’ =~ G schon ablesen kann:

Die Zeilen von G haben jeweils
gleiche Werte beziehungsweise G hat
identische Spalten.

Wenn dies richtig ist, dann kon-
vergieren auch die Wahrscheinlich-

keitsvektoren 7, gegen einen ein-
deutig bestimmten Grenzvektor
B} (0.588235

~0.411765
ist als eine Spalte von G. Diese Kon-

vergenz 7T, — 7 ist dann sogar un-

], der nichts anderes

abhingig vom Startvektor 7.

Diese spezielle Konvergenz kon-
nen Schiilerinnen und Schiiler ein-
fach durch Probieren am Computer
selbststindig entdecken. Es bleibt die
Frage, was es mit den Werten
0.588235 und 0.411765 auf sich hat.

Auf lange Sicht hatten wir doch,
bei Gerechtigkeit des Auswahlver-
fahrens, eine Teilnahmewahrschein-

10

lichkeit von 17 erwartet; tatsichlich

gilt:

10 7

—=0.5 — =0. 1
17 88235 und 17 0.411765
Dadurch dringt sich natiirlich sofort
die Vermutung auf, dass diese Werte

des Grenzvektors 7 = 1o, vielleicht

auch einfacher zu bekommen sein
miissten, ohne die Grenzmatrix
G ~ A zu berechnen.

Allein die gesicherte Existenz ei-

ner Grenzmatrix G=lim A" mit
n—oo
Zeilen aus jeweils gleichen Werten,
ohne sie konkret zu kennen, hat ent-
scheidende Konsequenzen. Deswe-
gen drangt sich die Frage nach Be-
dingungen dafiir ja geradezu auf:
Wenn es ndmlich eine solche
Grenzmatrix G gibt, so gibt es klarer-
weise auch den Grenzvektor 7 (ein-

deutig und unabhéngig von 7;). In

Analogie zu den Grenzwert-Sitzen
im Eindimensionalen erhalten wir
(7, ist ein konstanter Vektor!):
7i=1lim(A"- fro):(lim A"]- 7,

n—oo

n—oo

:G'ﬁ'o.

Dieser Grenzvektor 7 darf sich
durch Multiplikation mit A natiirlich
nicht mehr verdndern, es muss gel-
ten: A 7 =n; 7 muss also Fixvektor
von A sein.

Dies fithrt zur Fixvektorgleichung

0 9)la) q
wobei fiir die Wahrscheinlichkeiten

P, @ 2 0 noch p + ¢ = 1 gelten muss.
Die leicht verifizierbare Losung ist

~{HE)

~1 S e

In diesem Zusammenhang geben wir
die folgende
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Eine entscheidende Frage ist nun:
kann es andere stochastische Fixvek-
toren als den gesuchten Grenzvektor
7 geben? Wenn nicht, so konnten

wir 7 einfach als den stochastischen
Fixvektor berechnen.

Jeder stochastische Fixvektor s
ist klarerweise auch Grenzvektor
(nédmlich bei dem Startvektor 7,=5)

und der Grenzvektor 7 ist ja eindeu-
tig und unabhingig vom stochasti-
schen Startvektor 7.

Wir haben dadurch die Absiche-
rung: der unbekannte stochastische
Grenzvektor 7 ist einfach zu bestim-
men, ndmlich als der eindeutig exi-
stierende, stochastische Fixvektor
von A.

Fir den Palio bedeutet dies: Wie
auch immer der Startvektor und die
Startverteilung

- Po
7I'O= _
(1—}70 —‘Io]

saussieht”, beim Palio-Auswahl-
modus ist die Teilnahmewahrschein-
lichkeit nach ,,vielen“ Jahren davon
nahezu unabhingig und nihert sich
dem Wert %. Die Frage nach der Ge-

rechtigkeit des Palio-Auswahlverfah-
rens kann also positiv beantwortet
werden.

Dies alles erhielten wir unter der
Voraussetzung, dass eine wie oben
beschriebene Grenzmatrix G exi-
stiert, so dass die Frage auf der Hand
liegt: Wie kann man es einer stocha-
stischen Matrix A ansehen, ob die
Matrixpotenzen A" gegen eine solche
Grenzmatrix G konvergieren?

Bemerkung: Hier eroffnet sich mit
CAS ein weites Probierfeld mit sto-
chastischen Matrizen (2 x 2, 3 x 3,
4x4,..):

Finde stochastische Matrizen, so
dass A" gegen eine solche Grenz-
matrix G konvergiert (bzw. nicht
konvergiert).

Besonders fiir den Fall von 2 x 2-
Matrizen ist eine Vermutung leicht
zu erhalten: Bis auf die zwei leicht zu

1
findenden Ausnahmen A=(O 2]

und [ f (1)] konvergiert (A") fiir alle

stochastischen 2 x 2-Matrizen A gegen
eine Grenzmatrix G mit den beschrie-
benen Eigenschaften.

Nun folgt der ,entscheidende” Satz
von Markoff.
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In unserem Fall hatte A selbst (n = 1)
bereits eine Zeile mit nur positiven
Elementen: die erste Zeile.

Der allgemeine Beweis dieses Sat-
zes ist im Schulunterricht nicht sinn-
voll; die Formulierung, die Diskus-
sion seiner Bedeutung und seine Ver-
wendung jedoch sehr wohl.

Fir den Spezialfall von 2 x 2-Ma-
trizen ist der Beweis sehr einfach
(z. B. ,Intervallschachtelungen® — sie-
he Humenberger 2002; auch im allge-
meinen Fall kann mit der selben Be-
weisidee gearbeitet werden).

Bemerkung: In das Thema ,Markoff-
Ketten® flieflen die drei klassischen
Gebiete der Oberstufenmathematik:
Stochastik, Lineare Algebra, Analy-
sis ein — ,Vernetzung®. Fiir weitere
Beispiele zum Thema siehe z. B.
(Meyer 1998).

Unterrichtserfahrungen

Herr Florian Rosner hat in einem Leis-
tungskurs der Klasse 12 diesen Zu-
gang zu Markoff-Ketten bereits aus-
probiert und dem Autor sehr Positi-
ves dariiber berichtet (die Schiilerin-
nen und Schiiler waren im Rahmen
einer Kultur-Woche in der Toskana
sogar vor Ort in Siena und haben ei-
nen Palio gesehen). Ein anschlie-
Bender Unterrichtsschwerpunkt lag
vor allem bei selbststdndigem Experi-
mentieren mit CAS. Da die Lernen-
den mit CAS umgehen konnten, ha-
ben auch Leistungsschwichere her-
ausgefunden, dass die Matrixpoten-
zen A" gegen eine spezielle Grenzma-
trix zu konvergieren scheinen, wo-
durch ein Begriindungsbediirfnis ent-
standen ist. Dies ist zunéchst in Form
heuristischer Plausibilitdtsbetrach-
tungen und anschliefend in Form ei-
nes (anderen einfachen) Beweises fiir
den Fall von 2 x 2-Matrizen gesche-
hen. Weitere Anwendungsaufgaben
aus dem Bereich Wirtschaft-Marke-
ting (auch nicht-homogene Markoff-
Ketten) erginzten den Lehrgang.

Es ist nicht denknotwendig, hier
Matrizenrechnung ins Spiel zu brin-

gen. Bei Prozessen mit nur zwei mog-
lichen Zusténden geniigt die Losung
einer einfachen Rekursionsglei-

chung, um die Konvergenz p, — %

bzw. eine explizite Darstellung fiir p,
herauszufinden. Wenn man nur an
der Losung dieses oder anderer Pro-
zesse mit nur zwei moglichen Zustin-
den interessiert ist, und nicht dieses
Beispiel als Einstieg zum Thema
~Markoff-Ketten mit auch mehr als 2
Zustédnden® in Matrixdarstellung be-
nutzen will, so konnte man auch kiir-
zer folgendermaflen vorgehen:

Aus der Gleichung (1) folgt
mit g, = 1 —p, die Beziehung

Ppi1= _%pn+ 1 (x):

eine einfache Rekursionsgleichung.
Der einzig mogliche (dadurch noch
nicht nachgewiesene!) Grenzwert p
ergibt sich aus der Gleichung

= = 10
p=-{5p+1 alsop= 10 Daher

liegt es besonders nahe, die Abwei-

chungen — 10 7y untersuchen
Py 17

(und als Nullfolge zu entlarven): Aus
(*) erhilt man durch Subtraktion von
% auf beiden Seiten sofort

(Puss =17)=(~55) (Pn = 13) wodurch

klar ist, dass die Differenzen p, — 10

17
eine geometrische Folge mit dem

Faktor —% bilden. Dadurch ist nicht

nur die Konvergenz p, — %, sondern

auch die Konvergenzgeschwindigkeit
klar, und dass die Werte p, abwech-
selnd iiber bzw. unter dem Grenz-
wert p = % liegen. Eine explizite

Darstellung fir p, wire durch

bn = ("17_0)”("0 —19)+22 gegeben.

Analog konnte bei allen anderen Fil-
len der Art p, ., =a - p, + b vorge-
gangen werden.
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