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Erwartungswerte und Gewinnwahrscheinlichkeiten

bei einem Wirfelbudenspiel

— ein neuer Beitrag zu einem alten Thema

Hans Humenberger

Einleitung

Beispiel: Bei einer Wiirfelbude wird folgendes Spiel ange-
boten: Der Wiirfelbudenbesitzer wiirfelt mit sieben Wiirfel und
ziihlt sein zweitbestes Resultat (die zweithdchste der 7 geworfe-
nen Augenzahlen). Der Kunde erhilt drei Wiirfel und darf das bes-
te Resultat (héchste Augenzahl) werten. Die Differenz dieser
beiden Werte wird dem Sieger (jenem mit der hoheren Augenzahl)
in € bezahlt. Hat der Wiirfelbudenbesitzer z. B. die Augenzahlen
(bereits der Grofle nach geordnet) 4, 4, 4, 3, 3, 2, 1 gewiirfelt und
der Kunde die Augenzahlen S, 2, 2, so hitte der Spieler (= Kunde)
wegen 5 — 4 = 1 einen Gewinn von 1 € zu verzeichnen. Ist es
ratsam, sich auf dieses Spiel einzulassen?

Zur Beantwortung solcher (und dhnlicher) Fragen wird bekannt-
lich der Erwartungswert des Gewinnes berechnet. Da der Gewinn
gleich der Differenz der beiden Werte ist, miissen wir die einzel-
nen Erwartungswerte

E = Erwaftungswert der hochsten Augenzahl bei 3 Wiirfen

E, = Erwartungswert der zweithochsten Augenzahl bei 7
"Wiirfen

zunichst bestimmen; je nachdem, ob

(i) E, > E,, (ii) E, = E, oder (iii) E, < E, ist, wird man potentiellen
Spielern (i) zu diesem Spiel raten, (ii) es als fair bezeichnen, so
dass weder eine positive noch eine negative Empfehlung ausge-
sprochen werden kann bzw. (iii) von diesem Spiel abraten.

Die Beantwortung dieser Frage wollen wir etwas aufschieben und
uns zunichst Gedanken dariiber machen, wie man allgemein den
Erwartungswert der j-hochsten Augenzahl von n Wiirfen (1 <j <
n) und den Erwartungswert der j-niedrigsten Augenzahl von n
Wiirfen (1 £j < n) berechnen kann. Wir definieren

Xj(n) := ,,die Zufallsvariable (ZV) der j-htchsten Augenzahl
bei n Wiirfen* und

Y(n):= ,,die ZV der j-niedrigsten Augenzahl bei n Wiirfen®.

Wenn der Wiirfel bei n Wiirfen der Reihe nach die Augenzahlen
W, (n), Wy(n), ..., W (n) liefert (die Zufallsvariable W (n) bezeich-
ne die Augenzahl des k-ten von n Wiirfen), so konnen wir diese
Serie auch der GroBe nach ordnen (von links nach rechts abfal-
lend) und auf zwei Arten schreiben:

X,(n), X,(n), ..., X, ,(n), X,(n)
Y (n),Y, (n), ..., Yy(n), Y (n).

n—.

Im Folgenden sei unser Augenmerk auf die schrittweise Erarbei-
tung des Erwartungswertes E[X (n)] bzw. E[Y (n)] im allgemeinen
Fall gerichtet (ausgehend vom emfachsten Fdll ni=2,7=1)

Bemerkungen: ¢ Bei z. B. zehn Wiirfen entspricht dem zweit-
schlechtesten Resultat das ,,neuntbeste™. Es ist also nicht notwen-
dig, sondern nur bequemer fiir die Vorstellung, neben der ZV Xj(n)
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noch die ZV Yj(n) einzufiihren. Weiters werden damit auch viele
Formulierungen und Formeln einfacher bzw tibersichtlicher. Man
iberlegt sich leicht, dass allgemein Y(n) X, 1) (n) gilt.

* Im folgenden Abschnitt (,,zwei Wiirfe bzw. zwei Wiirfel*) lassen
wir der Ubersichtlichkeit halber bei X 1(2), Y(2), W,(2) die Anzahl
der Wiirfe ,,(2)" jeweils weg und schreiben dafiir X, ¥;, W,. Erst
bei n Wiirfen kehren wir zur vollstindigen Schreibweise zurtick.

Zwei Wiirfel werden geworfen

2.1. Das beste Resultat (die hochste Augenzahl)
zweier Wiirfe

Aufgabe: Es wird ein Wiirfel zweimal geworfen (oder gleichwer-
tig: zwei Wiirfel je einmal). Nur die groBte der beiden Augen-
zahlen wird gewertet (wenn beide gleich sind, so kann eine belie-
bige gewertet werden). Mit welchem Wert kann man ,,im Mittel“
fiir die groBte Augenzahl rechnen?

Wenn also X, das Maximum der beiden Augenzahlen beschreibt,
so haben wir den Erwartungswert E [X,] zu berechnen. Die mogli-
chen Werte, die X, annehmen kann, sind i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Aber
mit welcher Wahrscheinlichkeit hat der beste zweier Wiirfe diese
Werte i? Wenn wir dies beantwortet haben, so konnen wir den in-
teressierenden Erwartungswert nach

6
E[X|1= Y- P(Xl =i) berechnen
i=1

Beim Werfen zweier Wiirfel gibt es insgesamt 6> = 36 mogliche
,Fille* (geordnete Paare von Augenzahlen (W, W,)). In wie vie-
len Fillen davonist i (i = 1, ..., 6) die hochste der beiden Augen-
zahlen? Diese Haufigkeit H(X, = i) wollen wir bestimmen! Beide
Augenzahlen miissen dafiir wohl < i sein (da es bei einem Wurf i
Mboglichkeiten gibt, eine Augenzahl < i zu erhalten, gibt es fiir
wbeide < i i* Moglichkeiten); davon missen wir allerdings die
Anzahl jener Moglichkeiten subtrahieren, bei denen beide wirk-
lich < / sind, es also gar kein i gibt — (i — 1)* Moglichkeiten;
insgesamt also

H(X,=1i)=i"- (i - 1)* = 2i — 1 Moglichkeiten.

Jede Augenzahl i ist also in 2i — 1 von 36 Fillen die hochste der
beiden gewiirfelten (die dargestellte Denkweise ist auch leicht
verallgemeinerbar — siehe unten). Fiir den interessierenden Er-
wartungswert erhalten wir

| 161
E[Xl]= Zl' ;6 _3621 (21 %

i=]

=4,472 ,

ein Wert, der fast um 1 groBer ist als der Erwartungswert 3,5 eines
normalen Einzelwurfes.
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2.2. Das schlechteste Resultat (niedrigste Augenzahl) zweier
Wiirfe

Fiir die niedrigste Augenzahl zweier Wiirfe haben wir ¥ geschrie-
ben. Wir interessieren uns fiir E[Y,] und berechnen diesen Er-
wartungswert nach

E[Y,] Zl P(Y, =i) 21 H(§6").

Fiir P(Y, = i) = H(Y, = i)/36 berechnen wir wieder zunichst die
Anzahl, wie oft in den 36 moglichen Féllen i das schlechteste Re-
sultat ist: H(Y, = i). Diese Fille konnen wir analog zu oben zihlen:

i ist genau dann das schlechteste Resultat, wenn beide Augen-
zahlen > i sind ) abziiglich jener Fille, in denen beide wirklich >
i sind [in denen also gar kein i geworfen wurde, (6 — 0)? Maoglich-
keiten]; insgesamt also

H(Y,=i)=(T-i)* - (6—i)" = 13 — 2i Moglichkeiten.
Fiir den Erwartungswert E[Y/] ergibt sich somit

13-2i 1
E[Y,] = S 36‘=—6

i=1

=2,528.

(13— 21)_—

"M"‘

Betrachtet man die Zahlenwerte von E[X] = 4,472 und E[Y|] =
2,528, so fallt sofort auf, dass ihre Summe genau 7 ergibt. Dies
kann a posteriori durch

CE[X,]+ ELY,] :-l—ii-‘[(Zi—1)+(13—2i)]=£§i =7
36,’:1 34i=l

bestitigt werden oder a priori ganz elementar durch:
E[X|] +E[Y|] = E[X, + Y] = E[W + W,]
=35+35=7. D.h.

= E[W,] + E[W,)]

e Der Erwartungswert des besten Resultates zweier Wiirfe ist
genau soviel hoher als 3,5 (dies entspricht dem Erwartungswert
eines gewohnlichen Einzelwurfes) als der Erwartungswert des
schlechtesten niedriger als 3,5 ist.

Es werden n Wiurfel geworfen

3.1. Das beste Resultat (die hochste Augenzahl) von n
Wiirfen

Wie sieht die Lage aus, wenn wir nicht nur zwei Wiirfe machen
und uns fiir die hochste Augenzahl X, interessieren, sondern 3, 4,
., n Wiirfe? — Ab nun schreiben wir wieder X, (n) bzw. E[X(n)].

Es werden n Wiirfe ausgefiihrt, so dass es klarerweise 6" Moglich-
keiten fiir eine solche Serie W,(n), ..., W,(n) aus n Augenzahlen
gibt (mit Beachtung der Reihenfolge). Wir interessieren uns wie-
derum fiir den Erwartungswert des besten Wurfresultates

6 o
= i P(X,(n)=1i) mit P(X,(n) = i) = FHD=0D)

E[X
[X,(m)] - o

es gibt, wie man sich z. B. anhand konkreter Werte von i leicht iiber-
legt, 7 — i Augenzahlen, die = i sind; also (7 — i)? Moglichkeiten fiir ,,beide
>
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Die Anzahl von Moglichkeiten H(X,(n) = i) wollen wir kiirzer mit
B,(i, n) bezeichnen (dies soll an ,,1.-bestes Resultat* erinnern I) )
Fiir den interessierenden Erwartungswert E[X,(n)] gilt in dieser
Notation

6 .
EX )= 31 B,
=1 6
so dass sich die Berechnung von E[X|(n)] reduziert auf die Be-
rechnung der Werte B, (i, n): in wie vielen Fillen (von den 6" mog-
lichen) ist i die htchste Augenzahl?

Wie oben fiir n = 2 schon gesehen: alle Augenzahlen miissen < i
sein (i" Moglichkeiten); davon miissen wir allerdings jene Mog-
lichkeiten subtrahieren, bei denen alle wirklich < i sind, also gar
kein i geworfen wird — (i — 1)" Moglichkeiten; insgesamt also
B, (i, n) =i" - (i — 1)" Moglichkeiten.

Fiir den in Rede stehenden Erwartungswert erhalten wir (die For-
mel stimmt auch fiirn = 1):

6
X = 3B LS n gy
-1 6 6" i

Bemerkung: Die Darstellung fiir E[X,(n)] kénnte noch etwas vereinfacht
werden zu

. 1 S5 . 5 l n
(1) B 0] =6- o 3 =6—i=21(6) ,

Dies wire insbesondere dann von Vorteil, wenn einige solche Er-
wartungswerte (fiir verschiedene n) mit nur einem Taschenrech-
ner, also ohne ein CAS, berechnet werden sollten.

Es ist schon a priori klar, dass sich der Erwartungswert E[X,(n)]
mit wachsendem n immer mehr dem Wert 6 nihert (— Kontroll-
moglichkeit, selbststdndige Begriindung durch die Schiiler: je
mehr Wiirfe man titigt, desto wahrscheinlicher ist es — sogar Kon-
vergenz gegen 1 —, dass mindestens eine 6 dabei ist, so dass dem
Wert 6 fiir den Erwartungswert der hochsten Augenzahl immer
mehr ,,Gewicht* zukommt); diese Entwicklung ist auch Tab. 1 zu
entnehmen. Sollte diese Konvergenz gegen den Wert 6 nicht a
priori klar sein, so kann der Computer durchaus diese ,,vor Augen
fiihren® (relativ groe Werte fiir n einsetzen) und erst Anlass zu

Vermutungen bzw. Begriindungen geben (in (1) ist auch lim
n—oo
E[X,(m)]

Die Werte solcher (und noch folgender) Tabellen konnen und sol-
len von Schiilern selbststindig mit einem CAS berechnet werden,
wobei das geeignete Definieren von Funktionen %) und deren Aus-
wertung fiir verschiedene Werte von n im Vordergrund steht (mit
Hilfe von Befehlen wie ,,Tabelle, Liste, Vector, Matrix, ...“, die
genaue Syntax der einzelnen CAS sei hier nicht im Vordergrund).

=6 leicht zu sehen).

! Der Index (hier 1) gewinnt erst spiter an Bedeutung, wenn wir von der
Hiufigkeit B,(i, n) reden: in wie vielen von den 6" moglichen Fillen die
Augenzahl i das j-beste Resultat von n Wiirfen ist.

%) Hier z. B.B\(i,n) :=i" - (i~ 1) und E[X,(n)] := L 3% i-B,(i,n).
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n 1| 2 3 4 5 6 7 8
E[X,(n)] |35 4472 49585245 [5431 5,561 | 5,654 [5,724
n 9 10 50
E[X,(n)] | 5.778 | 5,820 | 5,9999

Tabelle 1: Die Erwartungswerte E[X(n)] der hdchsten Augenzahl bei n =
1, ..., 10, 50 Wiirfen

3.2. Das schlechteste Resultat (niedrigste Augenzahl) von

n Wiirfen

Da n Wiirfe ausgefiihrt werden, gibt es klarerweise wieder 6"
Moglichkeiten fiir eine solche Serie aus n Wiirfen. Wir interessie-
ren uns nun fiir den Erwartungswert E(Y,(n)] des schlechtesten
Waurfresultates.

H((m=0)

6
E[Y,(n)] = Di-P(Y(n)=1i) mit P(Y,(n)=i) = o

i=1
Die Anzahl von Mdoglichkeiten H(Y (n) = i) wollen wir §,(i, n)
nennen (diese Bezeichnungsweise soll an ,,1.-schlechtestes Resul-

tat* erinnern). Fiir den interessierenden Erwartungswert E[Y,(n)]
gilt in dieser Notation

6 .
ETy ) = 3 280,

i=1

n

so dass sich die Berechnung von E[Y,(n)] reduziert auf die Be-
rechnung der Werte S, (i, n): in wie vielen Féllen (von den 6" mog-
lichen) ist i die niedrigste Augenzahl?

Alle n Augenzahlen miissen > i sein ((7 - )" Moglichkeiten);
davon miissen wir allerdings jene Moglichkeiten subtrahieren, bei
denen alle wirklich > i sind, also gar kein i geworfen wird —
(6 — )" Moglichkeiten; insgesamt also S, (i, n) = (7 — i)" — (6 - )"
Moglichkeiten. Fiir den in Rede stehenden Erwartungswert erhal-
ten wir (die Formel stimmt auch fiir n = 1):

6 . 6 .
(2) E[Y\(m]= Zi'M= l 2,i-[(T=)" =(6-1)"]

n “n
-1 6 6" i

Analog zu oben soll a priori klar sein, dass der Erwartungswert
E[Y (n)] mit wachsendem n sich immer mehr dem Wert 1 nahert
(— Kontrollmdglichkeit, selbststindige Begriindung durch die
Schiiler: je mehr Wiirfe man titigt, desto wahrscheinlicher ist es —
sogar Konvergenz gegen 1 —, dass mindestens eine 1 dabei ist.)
Durch eine dhnliche Tabelle wie Tab. 2 (mit einem Computer be-
rechnete Werte) konnte dies eventuell auch erst ins Auge springen.
In Tab. 2 sind auch nochmals die Erwartungswerte E[X,(n)] auf-
gelistet, wobei natiirlich sofort auffllt, dass E[X,(n)] + E[Y,(n)] =
7 zu sein scheint (fiir n = 1 ist dies klar und fiir » = 2 haben wir dies
bereits bestitigt).

n 1| 2 3 4 5 6 7 8
E[Y,(m)] | 3.5 | 2,528 | 2,042 | 1,755 | 1,569 | 1,440 | 1,346 | 1,276
E[X,(0)] | 3.5 | 4472 | 4,958 | 5,245 | 5431 | 5,561 | 5,654 | 5,724

n 9 10 50
E[Y,(n)] | 1,222 1,180 | 1,0000
E[X,(m)] | 5.778 | 5,820 | 5,9999

Tabelle 2: Die Erwartungswerte E[Y\(n)] des schlechtesten Resultates
und E[X,(n)] des besten von n Wiirfen (n = 1, ..., 10, 50)

262

Bemerkung: Obige Darstellung (2) fiir E[Y,(n)] kann wieder vereinfacht
werden, z. B. zu

6 6
ElY(m]=1+ 6_1”2i” =1+ )",
i=l

i=1

wobei dann einerseits lim E[Y(n)] = I leicht zu sehen und ander-
n—oo

erseits mit Hilfe von (1) sofort klar ist, dass E[X(n)] + E[Y,(n)] =
7 ist. D. h.: Der Erwartungswert des besten Resultates und der
Erwartungswert des schlechtesten Resultates von n Wiirfen ergén-
zen einander immer auf 7. Oder: Der Erwartungswert des besten
Resultates von n Wiirfen ist genau so viel niedriger als 6, als der
Erwartungswert des schlechtesten hoher als 1 ist.

Vergleicht man B, (i, n) (jene Anzahl der 6" Fille, in denen die
Augenzahl i das beste Resultat ist) mit §,(i, n) (Anzahl der 6" Fil-
le, in denen i das schlechteste Resultat ist)

BGi,n)= i"= (- 1)" bzw. S,(i,n)=(T-i"=(6-0)",

so sieht man fiir i € {1, 2, 3, 4, 5, 6} unmittelbar folgende
Symmetriebeziehung:

B,(i,n)=S,(7-i,n) bzw. S,(i,n)=B,(7~i,n).

D. h. es gibt genau so viele Fille (von 6" mdglichen), bei denen
die Augenzahl i (6, 5, 4, 3, 2, 1) das beste Resultat ist, wie Fille,
bei denen die jeweilige ,,Gegenzahl™ 7 — i (1, 2, 3, 4, 5, 6) das
schlechteste Resultat ist [die vOllig analoge Aussage gilt selbstver-
stdndlich auch fiir Wahrscheinlichkeiten statt Haufigkeiten].

Man sieht in den obigen Ausfiihrungen auch sprachlich sehr deut- '
lich, dass die Fille ,,bestes Resultat* und ,,schlechtestes Resultat™
vollig symmetrisch liegen.

In den Formulierungen entsprechen einander

kleiner als i (i — 1 Moglichkeiten)
& ,.groBer als i (6 — i Moglichkeiten),

»kleiner oder gleich i"‘ (i Moglichkeiten)
> ,.groBer oder gleich i* (7 — i Moglichkeiten).

3.3. Eine wichtige Verallgemeinerung dieser Symmetrie-
beziehung

Auch ohne die obigen konkreten Darstellungen von B, (i, n) bzw.
S,(i, n) kann die genannte Symmetriebeziehung a priori plausi-
bel begriindet werden:

Schreibt man auf die Fliche jeder Augenzahl i der n Wiirfel auch
ihre jeweilige Gegenzahl 7 — i (am besten mit einer anderen Farbe:
urspriingliche Augenzahlen schwarz und Gegenzahlen rot, so dass
auf jeder Wiirfelfldche zwei Werte stehen), so ergibt sich dadurch
wie von selbst B (i, n) = §;(7 — i, n), indem man einmal die ur-
spriinglichen schwarzen Augenzahlen (1, 2, 3, 4, 5, 6) und ein an-
deres Mal die zugehorigen roten (6, 5, 4, 3, 2, 1) als Wiirfel-
resultate betrachtet: immer wenn eine schwarze Augenzahl i (z. B.
5) die hochste unter den n schwarzen ist, ist die zugehorige rote
Augenzahl 7 — i (z. B. 2, auf derselben Wiirfelfldche!) die nied-
rigste unter den » roten!

Mehr noch, es wird dadurch auch sofort die Verallgemeinerung
dieser Symmetrie bzgl. j-bestes — j-schlechtestes Resultat klar:
Mit B,(i, n) bzw. S (i, n) sei die Anzahl jener (von den 6" mogli-
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chen) Wurfserien bezeichnet, in denen die Augenzahl i das j-
hochste (bzw. j-niedrigste) Wurfresultat darstellt.

Ohne zuniichst genaue Darstellungen fiir die in Rede stehenden
Werte Bj(i, n) bzw. Sj(i, n) zu Kennen, ist analog zu oben sofort
klar:

(3) B(i,n)=S8(7~1i,n) bzw. Si,n)=B(T~i, n):

d. h. es gibt genau so viele Fille, bei denen i (6, 5, 4, 3, 2, 1) das
J-beste Resultat ist, wie Fille, bei denen die jeweilige ,,Gegen-
zahl“7-i(1, 2, 3,4, 5, 6) das j-schlechteste ist.

Die Begriindung verlauft ganz analog zu oben: n Wiirfel werden
geworfen, so dass n Augenzahlen (schwarze bzw. rote) vor einem
liegen; immer wenn eine schwarze Augenzahl i (z.B. 5) die
J-hochste unter den n schwarzen ist, ist die zugehorige rote Augen-
zahl 7 — i (z. B. 2, auf derselben Wiirfelfldche!) klarerweise die
J-niedrigste unter den n roten!

Ohne Kenntnis der-konkreten Werte von Bj(i, n) bzw. Sj(i, n)
erhalten wir: '
Satz: Fiir alle 1 <j <n gilt: E[X(n)] + E[Y(n)] =

D. h. der Erwartungswert des j-besten Resultates und der Erwar-
tungswert des j-schlechtesten Resultates von n Wiirfen ergéiinzen
einander immer auf 7.

Beweis: Mit
def B (l n) o .
P() = ’T . Wahrschemhchkelt, dass i das j-hochste
Resultat von n Wiirfen ist
_ def S;(@, n) )
P(i) = .. Wahrscheinlichkeit, dass i das j-niedrigste

n
Resultat von n Wiirfen ist

lautet unsere Symmetriebeziehung P(i) = P(7 i). Damit ergibt

sich:

E[X;(n)]+ ETY; (l’l)]—Zl P(:)+21 P(i)

i=1

I
Mo

P(l)+Zl P(7-i)= Zl P(z)+2(7—z) P@i)

i=1 i=1 i=1

6
(I+7-—l) Pi)=7-%i-P@i)=7
i=1

=1

ﬁMa«

Fir konkrete Werte von B(i, n) hilft._uns allerdings diese Symme-
trie nicht, so dass wir dafiir weitere Uberlegungen anzustellen ha-
ben. Sobald wir allerdings iiber eine konkrete Darstellung fiir
B(i, n) verfiigen, haben wir mittels dieser verallgemeinerten Sym-
metriebeziehung auch eine fiir Sj(i, n), namlich Sj(i, n) = Bj(7 -,
n).

3.4. Das zweitbeste Resultat (die zweithdchste Augenzahl)
von n Wiirfen — das zweitschlechteste Resultat

Wir werfen einen Wiirfel n-mal und interessieren uns fiir die
zweithdchste Augenzahl X,(n) in dieser Serie bzw. fiir ihren Er-
wartungswert E[X,(n)]:

6 . 6
B = i 2 = 3 i By )
i=1
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Fiir die Berechnung der Werte B, (i, n) miissen wir zéhlen, wie oft
i das zweitbeste Resultat von n Wiirfen ist.
Wenn zwei oder mehr Augenzahlen > i sind, so kann klarerweise i

auf keinen Fall die zweithSchste sein. Die Anzahl der Augen-
zahlen > i kann also nur (a) 1 oder (b) 0 betragen:

(a) Genau eine Augenzahl ist groBer als i und alle anderen
n -1 Augenzahlen sind </, aber nicht alle wirklich kleiner als i
(es muss mindestens ein Resultat i existieren).

Es gibt n Moglichkeiten, welche der n Augen-

n—1viele
s lile.. o zahlen W (n), ..., W (n) jene > i ist; diese kann
S; —— auf 6 — i Arten groBer als i sein; schlieBlich be-

= trigt die Anzahl der Moglichkeiten, dass alle an-

deren n — 1 Augenzahlen < i, aber nicht alle wirklich kleiner als i
sind, analog zu Abschnitt 3.1. (nur n — 1 statt n): ;"' — (i — 1)*"".
Im Fall (a) ergeben sich alson - (6 i) - [i"™ - (i = 1)1 Méglich-
keiten.

(b) Kein Resultat ist groBer als i (anders formuliert: alle sind
<i) und es gibt mindestens zwei Wurfergebnisse i.

aviee UM diese Anzahl von Fillen moglichst einfach zu zéh-
il len, ziehen wir von der Anzahl jener Moglichkeiten, bei
—— denen alle n Resultate < i sind (" Moglichkeiten) die
- Anzahl jener Fille ab, in denen es gar kein oder nur ein
i gibt; dies sind (i — 1)" bzw. n - (i — 1)"‘l Moglichkeiten. Fiir den
Fall (b) ergeben sich also i" — (i— 1)"—n - (i — 1) Moglichkeiten.
Fiir die Gesamtanzahl B, (i, n) haben wir diese Anzahlen der Fille
(a) und (b) zu add1eren so dass wir schlieBlich B,(i,n) =n - (6 - i)
P -G - 1P = T (i — 1! bzw. nach kurzer
Vereinfachung folgendes erhalten:
@) Byli,m)= i"~ (= 1)"+n-(6-i)-i" =n- (T-i)-(i- 1)
Mit Hilfe dieser Werte B,(i, n) kann der interessierende Erwar-
tungswert berechnet werden:

6
(5) EX. (n)]— bIn S

i=1

BZ (l’ n)

In Tab. 3 sind wieder einige solche Erwartungswerte aufgelistet,
wobei zu sehen und auch von vornherein klar ist, dass sich der
zugehorige Erwartungswert mit wachsendem n dem Wert 6 nihert
(Kontrollmbglichkeit bzw. Anlass fiir Vermutung und Begriin-
dung).

n 2 3 4 5 6 7 8
E[X,(n)] | 2,528 | 3,5 | 4,100 | 4,499 | 4,784 | 4,997 | 5,162
n 9 10 50
E[X,(n)] | 5,294 | 5,400 | 5,9988

Tabelle 3: Die Erwartungswerte E[X,(n)] der zweithdchsten Augenzahl
bein=2,...,10, 50 Wiirfen

Damit haben wir aber auch den dazu symmetrischen Fall (das
zweitschlechteste Resultat von n Wiirfen) gelost, denn Sy(i, n) =
By(7 -1, n):

6) Sli,m)y=(T=i)'=6=D)'+n-(i-=1)-(T-" " =n-i-(6-)"".

Mit Hilfe dieser Werte S,(i, n) kann auch der Erwartungswert
E[Y,(n)] der zweitniedrigsten Augenzahl bei n Wiirfen fiir ver-
schiedene n berechnet werden:
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(7) ELY,(n)] = z S””)

In Tab. 4 sind w1eder einige solche Erwartungswerte aufgelistet,
wobei zu sehen ist (klar!), dass sich der zugehorige Erwartungs-
wert mit wachsendem n dem Wert | ndhert.

n 2 3 4 3 6 7 3
E[Yn)] | 4472 | 35 | 2,900 | 2,501 | 2,216 | 2,003 | 1,838
EDG()] | 2528 | 35 | 4,100 | 4,499 | 4,784 | 4,997 | 5,162

n 9 10 50
E[Yy(n)] | 1,706 | 1,600 | 1,0012
E[X,(n)] | 5,294 | 5,400 | 5,9988

Tabelle 4: Die Erwartungswerte E[Y,(n)] der zweitniedrigsten Augen-
zahl und E[X,(n)] der zweithochsten Augenzahl bein =2, ..., 10, 50 Wiir-
fen

In Tab. 4 ist des Weiteren erneut zu erkennen, dass wieder
E[X,(n)] + E[Y,(n)].= 7 ist (dies haben wir ja schon allgemein,
nicht nur fiir j = 2 begriindet).

Mit welchem durchschnittlichen Wert kann
man bei nWiirfen fur das j-beste Resultat
rechnen?
Der obige Abschnitt fiir das zweitbeste bzw, -schlechteste Resultat
deutet den Weg fiir den allgemeinen Fall schon an. Zur Berech-
nung von E[Xj(n)] nach
8 B, n_ 1 g

E[X(")] =i & Zz B;(i,n)
i=1

(t n)

(P(Xj(n =)= brauchen wir analog die Anzahl B (z n) der
moglichen Senen W (), ...,

J-hochste Augenzahl bei n Wiirfen ist. 3

W, (n), so dass die Augenzahl i die

Wir nehmen eine Fallunterscheidung nach der Anzahl a der
Augenzahlen > i vor und wissen bereits: 0 <a <j— 1.

Fiir alle Werte a mit 0< a <j — 1 gilt:

Die Augenzahl i ist genau dann das j-beste Resultat, wenn die
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

1. es gibt genau a viele Augenzahlen > i [es gibt (;’) Moglichkei-

ten, welche der n Resultate W, (n), ..., W, (n) dies sind; jedes Re-
sultat kann auf 6 — i Arten groBer als i sein, so dass es bei a vielen
solchen Resultaten (6 — i)* viele Moglichkeiten gibt; diese erste
Teilbedingung ist also auf

j—a viele i
——t—
8) ( )(6 DY X(n)......... X,,(n} I, e s
a Augenza}ﬁen. alle > i Xan X;  si

viele Arten erfiillbar; eine der GroBe nach geordnete mogliche
Serie ist dargestellt]

2. und alle anderen n — a Augenzahlen sind <i und unter die-
sen gibt es mindestens j — a viele Augenzahlen =i (die restli-

* Die Berechnung dieser Werte Bj(i, n) stellt nun den mathematisch
schwierigsten Teil; sie ist zwar nicht ganz leicht, sollte aber insbesondere
nach der Behandlung des Falles j = 2 nicht allzu groe Schwierigkeiten
machen (natiirlich nicht mehr fiir einen Grundkurs geeignet).
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chen sind dann klarerweise < ). Wir berechnen diese Anzahl von
Méglichkeiten (analog zum Fall j = 2) folgendermaBen: Von der
Anzahl ("™ der Moglichkeiten, dass alle anderen n — a Augen-
zahlen < [ sind, subtrahieren wir die Anzahl der Méglichkeiten,
dass hochstens j — a — | viele Augenzahlen = i sind:

t vonden n—a Au-

. . die an -a-
genzahlen sind = i die anderen n-a—t
—

Augenzahlen sind < i

Jj—a—1
n—a n—a . n—a-t
9) i = ¥ (:) . (i-1)
alle n—a Augen- t=0
zahlen <i

hochstens j—a—1 viele Augen-
zahlen = i, die anderen < i

Da jede Moglichkeit in 1. mit jeder in 2. kombiniert werden kann,
haben wir noch das Produkt aus (8) und (9) zu bilden: fiir jedes «
mit0 < a <j-1 gibt es insgesamt

(Z)(G _ l.)n(:i"-a _jgl(n ; a)(i - 1)n_a_t:|

Moglichkeiten, so dass die Augenzahl i das j-beste Resultat ist.
Fiir die gesuchte Gesamtzahl Bj(i, n) dieser Moglichkeiten haben

) ¢ o P ’ .
wir noch die zugehorige Summe 22 _o Zu bilden und es ergibt

sich

(10) Byi, m) = ~j2_l(2j(6 —l’)“[’w “j_i_l(n?a)a—l)"‘“—[}

a=0 t=0

Mit Hilfe dieser Werte kann nun der interessierende Erwartungs-
wert nach

6 (i
an Exm) = 3i 2
=i

=-—n—Zz B;(i,n)

6 i=l
fiir verschiedene konkrete Werte von n bzw. j berechnet werden.
In Tab. 5 sind stellvertretend die (gerundeten) Erwartungswerte
E[Xj(9)] angegcben.

j 1 2 3 4 5 6 7
EX9) | 5778 | 5294 [ 4703 | 4,100 | 3,5 | 2,900 | 2,297
j 8 9
EX9) | 1,706 | 1,222

Tabelle 5: Die Erwartungswerte E[X j(9)] des j-besten Resultates von 9
Wiirfen (j=1, ..., 9)

Wir sehen in Tab. 5 und wissen dies bereits: summiert man die
duBeren Werte (j = 1,7 =9), so ergibt sich 7; dies gilt auch bei allen
weiter ,,innen‘ liegenden Paarungen. Es fillt auch sofort auf, dass
der Erwartungswert des 5-besten Resultats von 9 Wiirfen (des
,mittleren) genau 3,5 ist.

Es gilt ja allgemein fiirn=1und 1 <j<n:
EXm)] + ELY,(m)] =

Daraus ergibt sich fiir ungerade n — dann gibt es in der Liste 1, #
ein mittleres Element m = (n + 1)/2 — die Tatsache, dass E[X, (n)]
=3,5ist (denn X, (n) = Y, (n)): das ,,mittelbeste* Resultat hat den-
selben Erwartungswert 3,5 wie ein einziger neutraler Wurf; so ha-
ben z. B. der zweitbeste von drei Wiirfen oder der drittbeste von

fiinf Wiirfen etc. den Erwartungswert 3,5.

PM 6/46. Jg. 2004




BEITRAG PM

Betrachtet man Formel (10) fiir Bj(i, n), so stellt man fest:

1) Konkrete Werte sind ohne Computer nur sehr miihsam bere-
chenbar. Mit Computer ist allerdings durch die Eingabe obiger
Formel die ganze Arbeit erledigt.

2) Wenn n und j relativ groB sind (z. B. Byg(i, 100), ... Anzahl der
Moglichkeiten, dass die Augenzahl i die 98-hochste von 100 Wiir-
fen ist), so sieht man in (10), dass dafiir erstens sehr viele und
zweitens sehr komplizierte Binomialkoeffizienten zu berechnen
sind und der Computer dafiir auch schon einige Zeit zur Berech-
nung braucht:

a=0 a =0

97 97-a

Bog (i, 100)= 3 (100)(6_i)a [iIOO—a -y (IOOt—a)(l._l)loo-a—z:l.
Doch Xy4(100) = ¥5(100) und Byg(i, 100) = S5(i, 100), so dass wir
giinstigerweise auch im allgemeinen Fall Uberlegungen fiir Y (n)
bzw. §(i, n) anstellen, wofiir wir nur die schon mehrfach ange-
sprochene Symmetrie S j(i, n) = Bj(7 — 1, n) zu verwenden haben
(man erhalt Sj(i, n) aus Bj(i, n),indem7—i<ibzw. 6 -i<i-1
,vertauscht* werden):

: Sint. o
(12) i, m= 3 (2i-ve| 7=y

a=0

j—a—1
_ b3 (” o “)(6—1‘)""‘"] bzw.

t=1

6 (i 6
a3 Ermi= 3280 L i

n n
i=1 6 6 i=0

Damit ist auch E[Yj(n)], der Erwartungswert des j-schlechtesten
Resultates von n Wiirfen, (fiir relativ kleine Werte von j) mit rela-
tiv kurzen Summen und relativ einfachen Binomialkoeffizienten
in Sj(i, n) berechenbar. Zum Vergleich beim obigen Beispiel:

Bog(i, 100) = S,(i, 100) =

= é(lgo)(i_Da[(7_l.)loo_q]_zi“(log—a)(&i)loo_a_t

a=0 t=0

Die Symmetrie wird in Tab. 6 stellvertretend fiir n = 8 mit den
konkreten Werten Bj(i, 8) veranschaulicht. Die Spaltensummen
bei jedem j ergeben jeweils 6%=1679 616 und die Zeilensummen
bei jedem i jeweils 8 - 6" = 2 239 488. Allgemein gilt:

6 n
(14) Y. B;(i,m)=6" und Y B;(i,n)=n-6"".

i=l j=1

denn die ,,Spaltensummen* ZL Bj(i,n) geben an, in wie vielen

Fillen das j-beste Resultat 1 oder 2 ... oder 6 betrigt und dies sind
klarerweise 6" (Anzahl aller moglichen Fille); die ,,Zeilen-

summen* 27:1 B;(i,n) ergeben offenbar jeweils die Anzahl, wie
oft i insgesamt als ,,Stelle® in allen 6" moglichen und jeweils n
Stellen langen Wurfserien W,(n), ..., W, (n) vorkommt (insgesamt
daher n - 6" Stellen); da je zwei Augenzahlen insgesamt in all die-
sen moglichen Wurfserien natiirlich gleich oft vorkommen miis-

sen (aus Symmetriegriinden kann keine bevorzugt sein), kommt

jede der sechs moglichen Augenzahlen i insgesamt "'66" =n-6"!

mal vor.
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Bi(i,8)| j=1 j=2 Jj=3 j=4 j=5 j=6
i=6 | 1288991 663991 226491 51491 774l 741
i=5 | 325089 687945 666693 382941 139971 32283
i=4 | 58975 268631 543675 635011 462461 209 733
i=3 6305 54697 209733 462461 635011 543 675
i=2 255 4311 32283 139971 382941 666 693
i= 1 41 741 7741 51491 226491
B(i.8)| j=7 j=8
i=6 41 1
=5 4311 255
i=4 | 54697 6 305
i=3 | 268631 58975
i=2 | 687945 325089
i=1 | 663991 1288991

Tabelle 6: Die Anzahl der Moglichkeiten Bj( i, 8), dass i das j-beste Resul-
tat bei 8 Wiirfen ist, fiir i =6, 5,4,3,2, lundj=1,2,3,4,5,6,7,8

Eine Uberraschung in Bezug auf Erwartungs-
werte und Wahrscheinlichkeiten

Bevor wir uns der in diesem Abschnitt angekiindigten Uberra-
schung widmen, geben wir zundchst die Antwort auf die ur-
spriinglich gestellte Frage (Spielbude):

Wegen E[X(3)] = 4,958 und E[X,(7)] = 4,997 gewinnt der Spiel-
budenbesitzer auf lange Sicht (,,durchschnittlich®) ca. 0,039 € pro
Spiel (man konnte die ,,Einheit* auch bei 10 € oder gar 100 €
ansetzen, so dass der Spielbudenbesitzer einen durchschnittlichen
Gewinn von ca. 0,39 € bzw. 3,90 € pro Spiel machte). Es ist also
fiir Kunden nicht ratsam, sich an diesem Spiel zu beteiligen: Ein
Spiel allerdings, bei dem der Spielbudenbesitzer auf lange Sicht
verliert (also der Kunde auf lange Sicht gewinnt), wiirde jedoch
ohnehin von keinem Spielbudenbesitzer angeboten!

Der Kunde konnte nun iiber eine leichte Modifizierung des Spiels
nachdenken und folgenden Vorschlag machen:

Der Wiirfelbudenbesitzer wirft weiterhin sieben Wiirfel und zihlt
sein zweitbestes Resultat. Auch der Kunde wirft weiterhin drei
Wiirfel und darf das beste Resultat werten. Nur: jetzt soll nicht
die Differenz dieser beiden Werte dem Sieger (jenem mit der ho-
heren Augenzahl) in € bezahlt werden, sondern ein fixer Betrag
(Einsatz) — unabhiéngig davon, um wie viel seine Augenzahl ho-
her ist (bei gleicher Augenzahl: Wiederholung)!

Fiir diese Spielregel sind nun nicht mehr die Erwartungswerte
E[X,(7)] und E[X,(3)] entscheidend, sondern der Vergleich der
beiden Wahrscheinlichkeiten P[X,(7) > X;(3)] und P[X,(3) >
X,(7)] (der Wert von P[X,(7) =X,(3)] ist fiir unsere Betrachtungen
eigentlich uninteressant, da das Spiel bei Gleichstand wiederholt
werden soll).

Man konnte nun vorschnell (intuitiv) folgender Meinung sein:
diese Modifizierung kann nicht all zu viel dndern, denn wenn
X,(7) im Durchschnitt (etwas) hoher ist als X,(3), so wird wohl
auch die Siegeswahrscheinlichkeit fiir den Spielbudenbesitzer
P[X,(7) > X,(3)] (etwas) groBer sein als die Siegeswahrschein-
lichkeit fiir den Spieler P[X,(3) > X,(7)]. Dies entspriiche der Hal-
tung: da es in der zweithochsten von sieben Augenzahlen offenbar
,leichter” ist, ein gutes Resultat zu haben, als in der héchsten von
drei Augenzahlen (siehe Erwartungswert), so wird wohl X,(7)
héufiger groBer als X, (3) sein als umgekehrt und der Spielbuden-
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besitzer wird auch bei dieser neuen Spielregel einen (leichten)
Vorteil haben!

Aber: wenn X und Y zwei Zufallsvariable sind, so gilt nicht not-
wendig:

a) E[X]>E[Y] = P[X>Y]>P[X<Y]
b) E[X] > E[Y] & P[X>Y]>P[X<Y].

Anders formuliert: Bei zwei Zufallsvariablen X und Y kann
durchaus E[X] > E[Y] sein, obwohl hdufiger X < ¥ als X > Y ist,
z. B. bei folgender Situation: Y ist zwar in den meisten Fillen (nur
wenig) groBer als X, aber wenn in einigen Fillen X > Yist, dann ist
der Unterschied so groB, dass trotzdem der ,Durchschnittswert
von X* groBer als der ,,Durchschnittswert von Y** ist (d. h. Er-
wartungswerte, man bedenke die ,,Empfindlichkeit des arithmeti-
schen Mittels gegeniiber Ausreilern®).

Mit Hilfe der in (10) definierten Werte fiir Bj(i, n) (Haufigkeit, in
wie vielen der 6" moglichen Fille i die j-hochste Augenzahl von n
Wiirfen ist) kénnen wir nun leicht die zugehorigen Wahrschein-
lichkeiten anschreiben und (mit einem Computer) berechnen:

P[X(n)=i]= il

n

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeiten P[X,(7) > X,(3)] und
P[X,(3) > X,(7)] berechnen, indem wir gleich allgemeine Uberle-
gungen zu Wahrscheinlichkeiten der Art P[Xj(n) > X,(m)] anstel-
len.

Das EreignAis Xj(n) > X,(m) tritt genau dann ein, wenn X,(m) = i
und X;(n) > iist (i = 1, 2, 3, 4, 5). Wegen der Unabhingig-
keit dieser beiden Ereignisse erhalten wir P[Xj(n) > X, (m)] =
2?21 P[X(m)=1i]- P[Xj(n) > i] oder in anderer Schreibweise

5 ) 6
(15) P[X{(n) > X, (m)] = > PIX (m)=i] - 3 P[Xj(n)=1]
i=1 t=i+l
=PX;(n) > i]

Fiir den Vergleich unserer beiden in Rede stehenden Zufalls-
variablen X,(7) und X,(3) erhalten wir mit (15) und einem Com-
puter

PIX,(T)>X,(3)] = 0339 < 0368 = P[X,(3)>X,(7)],
obwohl E[X,(7)] ~ 4997 > 4,958 = E[X,(3)].

D. h. die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler gewinnt, ist hier bei
den neuen Spielregeln tatsichlich (etwas) groBer als die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Spielbudenbesitzer gewinnt (die Wahr-
scheinlichkeit fiir X,(7) = X,(3), so dass das Spiel wiederholt wer-
den muss, liegt hier ungefihr bei 1 — 0,339 - 0,368 = 0,293).

Durch den kleinen Modifikationsvorschlag des Spielers wiirde der
leichte Vorteil fiir den Spielbudenbesitzer in einen leichten Vorteil
fiir den Spieler umgewandelt werden!

Dieses fiir viele doch iiberraschende Ergebnis, dass die Spielre-
geln nach Erwartungswert (urspriingliche Regel: Differenz der
Augenzahlen muss bezahlt werden) und Wahrscheinlichkeit (neue
Regel: fixer Betrag als Einsatz) den jeweils anderen Spiel-
beteiligten ,,bevorzugen™ konnen, tritt nicht nur bei X,(7) und
X,(3) auf; im Bereich von héchstens zehn Wiirfeln fiir jeden Spiel-
beteiligten gibt es diese Situation noch weitere dreimal:

PIX,(9) > X,(4)] = 0307 < 0324 = P[X,(4) > X,(9)],
obwohl E[X,(9)] ~ 5294 > 5245 = E[X,(4)];
PIX,9)>X,(4)] = 0368 < 0385 = PX,(4) > X,9)],
obwohl E[X,(9)] = 4,1002 > 4,0995 = E[X,(4)];
PIX,8)>X,(5)] = 0358 < 0,373 = P[X,(5) > X;(8)],
obwohl E[Xy(8)] = 4502 > 4,499 = E[X,(5)].

Klarerweise stehen die dazu symmetrischen vier Fille (Y statt X)
in einer analogen Beziehung:

1') Y,(7) und ¥,(3)
3') Y,(9) und Y,(4)

2) Y,(9) und ¥,(4)
4) Y4(8) und Y,(5).
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Hans Humenberger, IEEM, FB Mathematik, Universitcit
Dortmund, D-44221 Dortmund
E-Mail: hans.humenberger@math.uni-dortmund.de

Ubung zum Erwartungswert

Carsten Rathgeber

Prolog

Im Zuge der zunehmenden Verkomplizierung der modernen
Technik werden verfeinerte mathematische Modelle und Metho-
den zur Beschreibung der technischen Gegebenheiten bendtigt;
eine auch in den Bereichen der Wirtschafts- und Naturwissen-
schaften erkennbare Entwicklung. Eine besondere Bedeutung ge-
winnen hierbei Uberlegungen aus den Bereichen der Statistik und
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Stochastische Uberlegungen kén-
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nen beim Lernenden und Anwender zu lebhaften Nachfragen und
vielfiltigen Irritationen fiihren. Dies begriindet sich u. a. dadurch,
dass stochastische Beschreibungen nur zu einem geringen Teil
schematisch vorgenommen werden konnen: die ,,materialen” Ge-
gebenheiten miissen besonders beachtet werden.

Dies kann dem Schiiler an einem einfachen Beispiel zur Ermitt-
lung ,,des” Erwartungswertes gezeigt werden.
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