HANS HUMENBERGER

Das Quadrat
als optimales Rechteck

Optimieren als fundamentale Idee erfahren

LERNGRUPPE: 7.—10. Schuljahr

WEITERES MATERIAL: Weitere Beispiele und Beweise finden

IDEE: Optimierungsaufgaben mit elementaren
geometrischen Methoden in der
Mittelstufe behandeln

Sie unter www.mathematik-lehren.de,
Heft 159 auswéhlen

Das Thema Optimieren ist in der Schu-
le leider meist beschrinkt auf die klas-
sischen Extremwertaufgaben in Klas-
se 11 mit der ,,Methode _f’(xu) = 0.
Durch das sehr spite erstmalige Su-
chen nach Extremstellen bzw. -werten
konnen Schiilerinnen und Schiiler das
Optimieren nicht als eine fundamentale
Idee und Leitlinie im Unterricht erfah-
ren. Dabei liegt hier eine didaktische
(Motivations-)Chance: Immer wenn
die Rede von Superlativen ist, wenn
optimale Losungen oder Situationen
gesucht sind, scheint das Interesse der
Lernenden verstéirkt.

Optimierungsaufgaben kénnen
schon mit elementaren Methoden vor
der Differenzialrechnung bearbeitet
werden. Die im Folgenden vorgestellte
elementargeometrische Optimierungs-
methode konnte sich wegen ihrer Ein-
fachheit und Universalitit wie ein roter
Faden durch das SI-Curriculum ziehen.
An mehreren Curriculumstellen kann
unabhiéingig voneinander auf diese Me-
thode eingegangen (und diese begriin-
det) werden: Optimieren als eine Leit-
linie im Mathematikunterricht (Schupp
1992, Danckwerts/Vogel 2001).

Es soll nicht darum gehen, der Dif-
ferenzialrechnung bei Extremwertauf-
gaben ,,das Wasser abzugraben®, sie ist
und bleibt eine wichtige Methode, aber
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eben nicht die einzige und vor allem
nicht die erste.

Zwei wichtige elementar-
geometrische Erkenntnisse

Unter allen umfanggleichen Recht-
ecken hat das Quadrat maximalen Fli-
cheninhalt. Unter allen flichengleichen
Rechtecken hat das Quadrat minimalen
Umfang. Diese beiden Sitze kénnen
ohne Riickgriff auf Algebra, sogar ohne
die Flichen- bzw. Umfangformeln fiir
Rechteck bzw. Quadrat, thematisiert
und begriindet werden (s. Kasten1). Sie
stellen eine mogliche (geometrische)
Grundlage fiir viele Optimierungspro-
bleme dar und sind auch fiir sich ge-
nommen sehr bedeutend.

Diese Sitze und Erkenntnisse wi-
ren in der rein geometrischen Version
schon sehr frith (ab Klasse 5) vermit-
telbar; aber die algebraische Formu-
lierung und vor allem die weiteren An-
wendungen natiirlich erst deutlich spi-
ter (evtl. ab Klasse 8), wenn das funk-
tionale Denken thematisiert wird. Die
Schiilerinnen und Schiiler miissen ja in
der Lage sein, eine GroBe als abhin-
gig von anderen sehen zu konnen. Eine
GrobBe verandert sich mit anderen, und
es geht um den groBten/kleinsten Wert.

Einfache Beispiele fiir entsprechen-
de Optimierungsaufgaben in Klasse 8
wiiren die folgenden beiden.

Beispiel1

An eine 20 m lange Hausmauer soll mit
200 m Zaun ein maglichst grofer recht-
eckiger Platz eingezdunt werden.

Wie sind Linge und Breite dafir zu
wihlen?

Losungsskizze:
X
y y
20 x-20
LT

Es gilt: x + 2y + (x — 20) = 200;
y=110-x

Die Fliiche x-y = x(110 — x) soll maxi-
mal werden unter der Bedingung

x + y = 110 [konstante Summe].

Dafiir muss x, = y,= % =55 gelten.
Der gesuchte Platz ist ein Quadrat mit

55m Seitenlidnge.

Beispiel 2

Mitmdglichst wenig Zaun soll ein recht-
eckiger Platz der Fliche A = 200m? an
eine ,hinreichend lange® Gartenmau-
er (d.h. die Mauerldnge reicht fiir eine
Seite) eingezdunt werden. Wie sind
Lange und Breite dafiir zu wihlen?

Losungsskizze:

Aus x-y = 200 folgt y = 220,

Der Umfang x + 2y=x+4700
minimal werden, wobei die Summan-
den das konstante Produkt x - igﬂ =400
haben.

Daher muss x, = % (=2y,) und somit
Xy = v400 = 20 sein.

Fiir das Rechteck gilt:

X,=20m, y,=10m (x,:y,=2:1).

soll nun
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Manipulationen
an Funktionstermen

Nun kommt ein sehr wichtiger Schritt,
die Loslésung von der reinen Rechteck-
Quadrat- bzw. Flicheninhalt-Umfang-
Vorstellung, denn es ergibt sich nicht
immer so schon eine der beiden Stan-
dardsituationen. Viele andere Optimie-
rungsprobleme konnen gelost werden,
indem sie auf eine der beiden Standard-
formen ,,gebracht* werden:
1. Maximales Produkt bei konstanter
Summe.
2. Minimale Summe bei konstantem
Produkt.
In diesem Zusammenhang spricht man
von erlaubten Umformungen der zu
maximierenden bzw. minimierenden
Zielfunktion.

Beispiel 3

An eine ,hinreichend lange™ Garten-
mauer soll mit 8 m Zaun ein mdglichst
grofies rechteckiges Kaninchengehe-
ge eingezdunt werden. Wie sind Léinge
und Breite dafiir zu wihlen?

Losungsskizze:

Ausx+2y=8folgtx=8-2y.

x-y — Max

Fiir x einsetzen liefert

F(y)=y-(8 - 2y) — Max

Hier ist leider die Summe der beteilig-

ten zwei Faktoren nicht konstant.
Aber: Statt die Maximalstelle der

Funktion F(y) zu suchen, kann man

auch die Maximalstelle der Funkti-

on 2 F(y) suchen: Eine vertikale Stre-

ckung des Graphen mit einem positi-

ven Faktor veriindert die Stelle des Ma-

ximums nicht. Wir diirfen also zum

Zweck des Suchens der Maximumstel-

le mit 2 multiplizieren:

F(y)=(2y)-(8-2y) —» Max

Dies ist Standard: y =2 und x, = 4.

Erlaubte Umformungen bzw.

Vereinfachungen von Zielfunktionen
Die Extremstelle einer Funktion #n-
dert sich nicht, wenn man die folgen-
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——— WISSENSWERT

Zweli wichtige elementargeometrische Erkenntnisse

Satz1: Unter allen umfanggleichen Rechtecken hat das Quadrat
maximalen Flacheninhalt.

Begriindung: Ausgehend vom Quadrat zeigen -
wir: Jedes andere zu dem Quadrat umfanggleiche e B
Rechteck hat einen kleineren Fldcheninhait.

Das Quadrat Q (a) wird zu einem umfanggleichen .
Rechteck verformt, indem eine Seite um x verkiirzt a Bla-—x
und die andere um x verlangert wird. '
Wir erhalten das Rechteck RE (a — x, a + x).

Zu zeigen ist: Die Flache des Rechtecks ist kleiner
als die des Quadrats.

1. Weg: Rein geometrisch (Diese Idee hatte bereits Euklid um ca. 300 v. Chr.)
Beim Ubergang von Quadrat zum umfanggleichen
Rechteck wird die Flache A weggenommen und LR
die Flache B kommt hinzu. A und B sind gleich-

breite Streifen mit der Breite x. Aber A hat die volle
Lange a, wahrend B die verkurzte LAnge a — x hat.

Ohne Formeln (z.B. durch gedachtes Ubereinan- ax i
derlegen der beiden Streifen) ist klar: A > B. Somit

ist flachenmaBig mehr weg- als dazugekommen; |
der Flacheninhalt wurde insgesamt verkleinert. a X

2. Weg: Rechnerisch-algebraisch
Die Flacheninhalte von Quadrat und Rechteck werden berechnet und verglichen:
Firx #0ist@@-x):-(@a +x) =a>-x* < a?

] )

RE-Inh. QU-Inh.

Satz2: Unter allen flichengleichen Rechtecken hat das Quadrat
minimalen Umfang.

Begriindung: Wir zeigen analog zu Satz 1:
Jedes andere flachengleiche Konkurrenzrechteck
hat einen groBeren Umfang als das Quadrat.

Ein Quadrat mit Seitenldnge a werde zu einem
flachengleichen Rechteck mit den Seitenlangen ax
a-xunda + y verformt. Die Anderungen des
Umfangs betragen —2x und + 2y.

Wir haben also zu zeigen: —2x + 2y > 0 bzw. y > x.
Der Streifen B ist wegen a — x < a sicher kirzer als A, daher muss B zum Ausgleich
(Flachengleichheit) breiter sein: y > x.

B 1Y

Xy

a y

Zwei neue Satze

Damit haben wir also in rein geometrischem Kontext (iber variable, nichtnegative
Faktoren (Summanden) x = 0 bzw. y = 0 bewiesen (x bzw. y entsprechen der
Lange bzw. Breite des Rechtecks):

| Satz1: Es seix +y=c (dem entspricht ein konstanter, halber Rechteckumfang)
Dann gilt: x-y — Max < x, =y, = % [Max. Flacheninhalt < QUADRAT]

0

Satz2: Es sei x'y = ¢ (dem entspricht ein konstanter Rechteckflacheninhalt)
Dann gilt: x + y - Min < x, =y, =v¢ [Min. (Halb-)Umfang < QUADRAT]
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—@ ZUM AUSPROBIEREN

Aufgaben fiir die Klasse 9

Buchdruck

Beim Druck eines kleinformatigen Buches soll auf jeder Seite 180cm? flr den Text zur
Verfligung stehen. Aus optischen Grinden soll der Abstand des Gedruckten von den
Réndern links bzw. rechts jeweils 2cm und oben bzw. unten jeweils 2,5¢cm betragen.
Wie ist das Papierformat (Lange, Breite) der Buchseiten zu wéhlen, damit der Papier-
verbrauch minimal ist?

Lésungsskizze: e
(X + 4)-(y + 5) = Min ’
x-y=180,alsoy = %Q.
(x + 4) (180/x + 5) = 180 + 20 + 5x + 72° 5 Min 2 | 2]
und nach Subtraktion von 200 y
5x + 29 5 Min [konstantes Produkt 5-720 = 3600] X -
5
5x,= 2L ox =122y,=15

Optimales Textformat: x,:y, = 12:15 = 4:5,
wie bei den Randern: 2:2,5 = 4:5.
Optimales Buch- bzw. Papierformat (+ 4cm, + 5cm): 16cm x 20cm, Verhaltnis 4:5.

Laufbahn-Lange

Die Laufbahn in einem (Leichtathletik-)Stadion soll bekanntlich auf der Innenbahn eine
Lange von U = 400m haben. Die Laufbahn-Innenflache habe die Form eines Recht-
ecks (Lange L, Breite 2R: meist als Rasenflache flr andere Disziplinen gestaltet) mit
- etwas vereinfacht angenommen - zwei aufgesetzten Halbkreisen (Radius R).

Wie sollen L und R gewdhit werden, sodass der rechteckige Teil der Innenflache még-
lichst groB wird (wichtig zum Ausnutzen des Platzes flir andere Leichtathletikdiszipli-
nen oder als FuBballfeld)?

Lésungsskizze: L
Zielfunktion: L-2R — Max |:2

L-R — Max R A
Skizze: 2mR + 2L = 400 - L = 200 -mA

Dies fiir L in die Zielfunktion einsetzen: R R
(200 -tR) R — Max

[keine konstante Summe]

Es gibt zwei Wege, die Zielfunktion zu ver-
andern:

(1) Multiplikation mit 7 oder (2) Division durch 1

(1) (200 - R) - (MR) — Max [konst. Summe] = 200 -nR = TR,
@) (2% - R)-R — Max [konst. Summe] = 22 R =R

Wir erhalten R, = ' = 31,8m, L, = 100m.

o

In beiden Fallen ergibt sich:

Die Gerade der 400-m - Rundlaufbahn soll also genau 100m lang sein - ideal flr
Sprintwetibewerbe! Das rechteckige Innenfeld hatte die MaBe 100m x 63,66 m — und
wére sehr gut auch als FuBballfeld zu gebrauchen.

Ubrigens ist bei dieser Konstellation die 400m Rundstrecke durch die zwei LAngen
und die beiden Halbkreisbdgen genau geviertelt — je 100 m.

den Manipulationen an der Funktion

durchfiihrt:

¢ Addition einer Konstanten,

* Multiplikation mit positiven Kon-
stanten,

» Potenzieren (Wurzelziehen) bei
nichtnegativen Funktionen,

» Logarithmieren,

« Exponieren etc.

All diese Manipulationen sind erlaubt,

denn sie ,,stéren die GroBenverhiltnis-

se bei den Funktionswerten nicht™.
Solche Vereinfachungen der Ziel-

funktion nimmt man auch bei den Ex-

tremwertaufgaben mit Differenzial-

rechnung vor. Zu ihrer Begriindung be-

darf es ihrer aber nicht; eine geeigne-

te Sichtweise von Funktionen und ihre

Graphen geniigt.

Geometrisch-arithmetische
Mittelungleichung

Satz | und Satz2 sind dquivalent zur
geometrisch-arithmetischen Mittelun-
gleichung fiir X,y = 0:

2
x~ys*2y
P, o VLD £ i
W7 B g ALl A
ory=2.5

(Gleichheit nur fiir x = y).

Deshalb steht oft auch diese Mitte-
lungleichung im Vordergrund. Aber
die Version mit der konstanten Sum-
me bzw. mit dem konstanten Produkt
scheint mir anschaulicher und fiir den
Unterricht besser geeignet zu sein, vgl.
auch die Beispiele in Kasten2.

Verallgemeinerung
auf mehrere Variablen

Zu Satzl (x + y = ¢, xy — Max) ist
auch folgende Sichtweise moglich: Bei
der Suche nach dem Maximum von
¢x — x* sucht man eigentlich einen Pa-
rabelscheitel. Daher wire auch durch
die Scheitelformel (Klasse 9, Ergin-
zung auf ein vollstindiges Quadrat) die
Differenzialrechnung vermeidbar. Da-
mit wird ebenfalls ein friiher Einsatz
von diesbeziiglichen Optimierungsauf-
gaben moglich. So manches Schulbuch
(Klasse9) nimmt diese Moglichkeit
auch wahr und man sollte sie nutzen
(entgegen dem Hintergedanken: ,,Das
komumt ja ohnehin spiter bei der Diffe-
renzialrechnung™).

bl kil fabaua aFn | Andn



Die Sichtweise von Satz1 und
Satz?2 hat einen entscheidenden Vor-
teil gegeniiber der Parabel- und Schei-
telformel-Sichtweise: Bei Funktionen
hoheren Grades gibt es keine so einfa-
chen Scheitelformeln fiir Maxima bzw.
Minima, aber die Sichtweise von Satz |
und Satz2 ist verallgemeinerbar und
funktioniert auch bei vielen Funktio-
nen hoheren Grades (auch nicht bei al-
len; aber fiir den allgemeinen Fall gibt
es dann ja Differenzialrechnung).

Satz1 (allgemein)

X, + ... +x =c [konstant]
=)

(x, ¢ = 0): |
X -.ox > Max & x =x =%

) | no N

\ZLP} Beweis brauchen wir:

> X, flir x, # x,.
Dies ist klar nach Satz1: Links und
rechts stehen Produkte mit derselben
Summe x, + x,; links sind die Faktoren
aber einander gleich und rechts nicht,
also ist nach Satz 1 das linke Produkt
grofer als das rechte.

Der folgende Beweis ist deswegen
so kurz, weil er die Existenz des Ma-
ximums voraussetzt. Es gibt zwar auch
gar nicht allzu lange Beweise, die dies
nicht tun, aber in der Schule kann man
sich mit diesem kurzen durchaus be-
gniigen, wenn man diese Liicke auch
thematisiert. Wir zeigen: Wenn in einer
gewissen Konstellation der x, noch ir-
gendwo eine Ungleichheit auftritt, so
ldsst sich der Produktwert (bei glei-
cher Summe) noch vergréern. So-
mit kommt nur noch die Konstellation
x, = ... =x =% fiir das Produktmaxi-
mum in Frage. Wenn die Existenz des
Maximums vorausgesetzt wird, ist da-
mit alles gezeigt.

2."1

Beweis von Satz 1 (allgemein)
Annahme: Es gibt zwei verschiedene
Werte, 0.B.d.A. x, # x,. W|£ nehmen
dann statt x, bzw. x, chuls ~2———‘
Dann blmbt der Summenwert ¢ unver-

indert

X kX, X+,

,,— + 5 + ’C + ...+ l =
aber der Produktwert w1rd "rofier

(XI‘FX: ,\‘+.\l
72 e
> (X X)Xy,
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XX, X+

weil laut oben"z—'< 5> X, filir
X, 7 X, ist.

Ganz analog gilt auch:

Satz2 (allgemein)
X -...-x = c [konstant] (x, ¢ 2 0):
+x, — Min

X
Py
(ZDXIZ .:X”: C

Weiterfiihrung
der Losungsmethode

Mittels der oben erwihnten erlaubten

Umformungen von Zielfunktionen ge-

lingt es in vielen Fillen, eine Zielfunk-

tion zu gewinnen, die

¢ ein Produkt aus Faktoren mit kon-
stanter Summe

* eine Summe von Summanden mit
konstantem Produkt

ist: und genau dafiir gelten ja die allge-

meinen Siitze. Dieses Vorgehen ermog-

licht nicht nur das friihere Behandeln
von Extremwertaufgaben, sie fordert
und fordert auch wichtige algebraische

Fihigkeiten:

* Erkennen von Termstrukturen (Pro-
dukt, Summe)

« Verstindiges Umgehen mit Ter-
men (algebraisches Hantieren): Ein
Produkt wird multipliziert mit ei-
ner Zahl, indem ein Faktor multip-
liziert wird; eine Summe wird mul-
tipliziert mit einer Zahl, indem jeder
Summand multipliziert wird; etc.

* Verbindungen erkennen zwischen
Term und Funktionsgraph: Verschie-
ben, Strecken etc.

Zuniichst die ehrliche Botschaft: Die

Losung mithilfe Satz 1/Satz 2 funk-

tioniert nicht immer, aber das muss sie

auch gar nicht. Es ist nicht das Ansin-
nen dieses Beitrages, das gesamte Ka-
pitel Extremwertaufgaben von Klas-

e 11 vorzuziehen, er sollte nur als An-

regung verstanden werden, schon frii-

her mit Optimierungsaufgaben im

Curriculum zu beginnen, es bleiben

der Methode mit Differenzialrechnung

noch geniigend Aufgaben iibrig.

Beispiel 4

2x2+%+x—>Min (x>0

Das konstante Produkt der Summan-
den ist 2.

Aus 2)c = x, folgt x, = %

aus i, =X, folgt x,=1,
.\';]

d.h. 2x0 = % = x, ist NICHT mésglich.
0
Unsere Methode ist hier also nicht an-
wendbar, in solchen Fillen verwendet
man besser die Differenzialrechnung.
Eine geschlossene Losung ist oft auch
damit nicht méglich, wie bei Beispiel 4:
Die Nullstellen der 1. Ableitung
Fo = 4x—%+ 1=0
o4 +x-3=0
kann man nur ndherungsweise finden.
Aber: Durch geeignete (erlaubte)
Manipulationen am Funktionsterm
kénnten — einer vorsichtigen Schiitzung
nach — mindestens drei Viertel der Ex-
tremwertaufgaben behandelt werden,
die sonst im Rahmen der Differenzial-
rechnung behandelt werden. Dies zei-
gen auch die folgenden Beispiele.

BeispielS

x? + —>M1n(B x>0)

Hler ist das eine x im Nenner ,.zu
schwach®, um es multiplikativ mit x?
aufzunehmen, deshalb schreiben wir
ﬁ mit seiner eigenen Hilfte zweimal
dl] X +2£+%~>Mm

Nun fallt x beim Produkt der drei Ter—
me heraus, das konstante Produkt ist & Z'

Das Minimum liegt bei
x =B b7w X —\F

Beispiel6 (Anwendung)

Wie sind R und A bei einem Drehzy-
linder zu wihlen, sodass bei vorgege-
benem Volumen V die Oberfliche mi-
nimal ist?

Liosungsskizze:

O=2Rn(R+ k) — Min

Dividieren durch 2n dndert die Mini-
malstelle nicht:

R+ Rh — Min

V=R Tth =h==

Rr(

R? + ﬁ Min

R+ Y

TR jRn—>Mm

Das Produkt der Summanden ist kon-
stdnt( ‘i ) Das Minimum liegt bei

2__V v
R = bzw. R, = \'[2:”

7R )Tt
Einsetzen liefert
h, = 2R, [gleichseitiger Zylinder].
Diese Aufgabe wird oft auch in einem

auffermathematischen Kontext gestellt:
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—€ ZUM AUSPROBIEREN

Weitere Aufgaben

Pyramidenschachtel

Aus einem quadratischen Stick Karton
von Seitenlange 2a sollen vier kongruen-
te gleichschenklige Dreiecke (mit Hohe x
und Basis 2a) weggeschnitten werden, so
dass das Netz einer quadratischen Pyrami-

de (Grundkantenlénge b, Héhe h) mit maxi-
malem Volumen entsteht.

Losungsskizze
V=1-b%h— Max
b? = 2(a-x)?

$2=a+x°

h=vs*— (a—x? = v2ax
v=1-2@-x2v2ax - Max | |?

(@ —x)* (2ax) — Max |:2a

X @-x@a-x-@-x-@-x —Max|-4
“4x)-fa-x)-@-x)-(@-x-fa-x) - Max
[nun konstante Summe]
4x0=a—x0:>xo=%

Tragkraft eines Baumstammes

Aus einem runden Baumstamm mit Durchmesser d soll ein
Balken mit rechteckigem Querschnitt (b; A} und maximaler
Tragkraft T geschnitten werden. Wie sind b und h dafir zu
wahlen?

Losungsskizze:

T ist direkt proportional zur Breite b und zu h?: 7 = k-b-h?
T=kb-hP>Max |:k h=d-b?

b-(d? - b?) — Max |2

b?-(d? - b?) - (a2 — b?) — Max |-2

(2b%) - (d? - b?) - (d* — b?) — Max

[nun konstante Summe]

2= -b2 b, =1 -dn=1y2d

Das optimale Seitenverhéltnis ist 1:v2 — wie beim DIN-A-Format.

Ubrigens:

Gesucht ist eine materialminimale
Konservendose. Bei wirklichem Rea-
litdtsbezug miissten allerdings auch die
Falze berticksichtigt werden.

Beispiel 7

Auch wenn x* im Nenner ist, funktio-
niert die Methode:

x +§—> Min (B, x > 0)

x,x B
atate 5
Das konstante Produkt ist T
Das Minimum liegt bei

./lu _ B _ i Pt
5—;bzw, X, = V2B.

0

— Min

Verallgemeinerung

Wie man sich leicht tiberzeugt, funk-
tioniert die hier angewandte Metho-
de auch viel allgemeiner bei Aufgaben
wie

Ax" + g — Min,

X"(A — x) = Max, x(A — x)) = Max,

x (A —x") = Max, x*(A — x)) = Max,
XA — x") — Max, etc.

Wie mégliche Aufgaben dazu aussehen
konnen, zeigen die Beispiele in Kasten3
sowie der folgende Aufgabenklassiker,
der oft als Einstieg fiir Extremwertauf-
gaben mit Differenzialrechnung ge-
nommen wird.

Beispiel 8

Wie viel muss man von einem quadra-
tischen Stiick Karton der Seitenlidnge
a an den Ecken wegschneiden (x), da-
mit man das Netz einer volumenmaxi-
malen oben offenen Schachtel erhilt

fre [os2]y

Losungsskizze:

X X

Eine alte Zimmermannregel fir dieses Problem sagt: AC sei ein beliebiger Durch-
messer; teile diesen in 3 gleichlange Teile und errichte in den beiden Teilungs-

punkten eine Senkrechte (nicht beide auf dieselbe Seite); die Schnittpunkte dieser x a-2x X
Senkrechten mit dem Querschnittkreis ergeben die Punkte B und D des optimalen
Rechtecks ABCD (rechts in der Losungsskizze). Diese Zimmermannregel ist sogar
exakt! } f

V=(@-2x)-(a—2x)-x > Max |4
V=(a-2x)(a—2x)(4x) = Max

[konstante Summe 2a]

= —a
a72x0—4xU:x0—6.
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Beispiel 9

Aus einem Rechteck mit den Seiten-
langen a # b soll durch Ausschneiden
von Quadraten (x) an den Ecken das
Netz einer volumengrofiten oben offe-
nen Schachtel entstehen.

Lasungsskizze:
x x T
X X
b—2x b
X a-2x x
X x |

V=(@-2x)-(b-2x)-x > Max |4
V=(a—-2x)-(b-2x)(4x) > Max
[konstante Summe a + b]

a —2x,=b—2x, unmoglich fiir @ # b.
Hier wendet man also besser die Diffe-
renzialrechnung an!

Mehrere Variablen
in der Zielfunktion

Bei der ,,Methode f’(xn) = 0“ fiir Ex-
tremwertaufgaben ist man auf hinrei-
chend viele Nebenbedingungen ange-
wiesen, damit die Zielfunktion schluss-
endlich nur mehr eine Variable enthilt
(weil Differenzialrechnung in mehre-
ren Variablen nicht Schulstoff ist).
Wendet man die Sitze iiber die
Konstanz der Summe bzw. des Pro-
duktes an, ist die Angabe hinreichend
vieler Nebenbedingungen und dadurch
die Riickfithrung der Zielfunktion auf
eine Variable nicht immer nétig. Dass
es sich hier um Funktionen in mehre-
ren Variablen handelt, fallt dabei so-
zusagen gar nicht auf. Wenn hinrei-
chend viele Nebenbedingungen ange-
geben sind, kann man die Zielfunktion
auf eine Variable reduzieren, muss es
aber nicht. Dazu zunichst zwei kurze
Beispiele in Stichworten zur Verdeutli-
chung; bei diesen sind keine einschriin-
kenden Nebenbedingungen angegeben,
sodass hier eine Reduktion auf eine
Variable gar nicht moglich wire. Mit
Differenzialrechnung in einer Variab-
le wire hier also nichts zu machen, mit
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dieser Methode jedoch sehr wohl (und
sogar sehr einfach):

Beispiel 10

Gesucht ist das flachengrofite Dreieck
bei festem Umfang 2 s.
Losungsskizze:

a+b+c=2s
A=As-(s—a)-(s—b)-(s—c) = Max
Quadrieren und durch s teilen liefert:
(s—a)-(s—b)-(s—¢c) > Max.

Die Summe ist konstant
[Bs—(a+b+c)=5s].

Aus s —a,=5-b =s5—c, folgt

a,= bn =¢, (: %S)

Das gleichseitige Dreieck hat somit bei
festem Umfang die grofite Fliche.

Beispiel 11

Gesucht ist der volumengrofite Quader
bei fester Kantenldngensumme 4s.
Losungsskizze:

[+b+h=s

V=I[b-h—Max

Die Summe ist konstant s.

ly=by=h, (: %)

Der volumengréfite Quader ist der
Wiirfel.

Analog dazu konnen weitere Fragen

behandelt werden:

* Gesucht ist der Quader mit minima-
ler Kantenlingensumme bei festem
Volumen V. [Losung: Wiirfel]

« Gesucht ist der Quader mit minima-
ler Oberfldche bei festem Volumen V.
[Losung: Wiirfel]

* Dazu dual: Gesucht ist der volumen-
grofite Quader bei fester Oberfliche
2F. [Losung: Wiirfel]

* (esucht ist ein materialminimaler
Kanister (oben offener Quader) bei
festem Volumen V.

[Losung: halber Wiirfel]

¢ Dazu dual: Gesucht ist ein volu-
menmaximaler Kanister (oben offe-
ner Quader) bei fester Oberfliiche F.
[Losung: halber Wiirfel ]

Realitdtshezogene Aufgaben

Die folgenden Beispiele stammen aus
(Boer 1998) und zeigen, wie die Me-
thode auch bei realititsbezogenen Pro-
blemen angewandt werden kann.

SEK 1 | UNTERRICHT

Beispiel12

Streichholzschachteln sind industriell
hergestellte Massenware. Streichhol-
zer sollen 4,5cm lang sein (Handlich-
keit) und die Schachtel 0,5cm linger.
Damit 40 Holzer Platz haben, muss das
Schachtelvolumen rund 17,5 cm? betra-
gen. Welche Male hat die materialmi-
nimale Streichholzschachtel?

Losungsskizze:
Folgende Vereinfachungen werden vor-
genommen: Innenteil und Hiille sol-
len dieselben Mafe haben, Seiten- und
Kantenverstirkungen sollen nicht be-
achtet werden.

I=5em,V=I[b-h
5-b-h=175=h="02
O=2-bh+3-1b+4-Th — Min
Oby=22+15b+7 - Min

1[79 + 155 — Min [konst. Produk(]

}7‘3 =150,

b,=22cm, iy~ 1,6cm, O ~T72cm’
Vergleich mit der Realitit: Die Mes-
sungen von Heinz Boer ergaben fiir die
InnenmabBe der Schachtel

lR = 5cm, bR =3 ,5cm und hR = lem.
Damit ist O, = 80cm?,

Welche Griinde sind fiir die Abwei-
chungen der realen Mafle von jenen der
obigen oberflichenminimalen Schach-
tel denkbar?

Durch die Vorgabe [ = 5ecm wird
das Problem auf eine Variable redu-
ziert, was bei Behandlung mit Diffe-
renzialrechnung auch sein muss. Sie ist
aus praktischen Griinden auch sinnvoll,
aber der Verzicht auf diese Vorgabe
stellt ein interessantes mathematisches
Problem dar. Bei unserer Methode ist
diese Vorgabe aber nicht zwingend n6-
tig, wir kénnen auch ohne sie die ober-
flichenminimale Streichholzschachtel-
form mit V = 17; 5cm? finden:

O =2bh + 3lb + 4lh — Min
konstantes Produkt:
(2bh)-(31b)-(41h)=24(Ibh)?
=24-17,5=7350
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Daraus folgt:

2b,h,=31,b, =41 h, (= V7350
[,=1.8cm, b = 3.6cm, h ~2,7cm.
Obwohl die Materialersparnis (O, =
38cm?) doch betrichtlich wire, hit-
te diese Schachtel doch entscheidende

Nachteile. Welche?

Beispiel 13

Bei der Deutschen Post AG gab es
Pickchen und sogenannte sperrige
Postpakete. Die HochstmaBe fiir sper-
rige Postpakete waren: Linge 200cm;
Linge plus groBter nicht in Lingsrich-
tung gemessenem Umfang zusammen
maximal 450 cm.

Losungsskizze:

Wenn man auf eine Variable reduzieren
muss, so kann man sich schrittweise
an die Losung herantasten: Wihle die
Linge maximal (/ = 200) und bestim-
me die Abmessungen des volumenma-
ximalen sperrigen Postpaketes in Qua-
derform (Ergebnis: 4 = ). Dann wihlt
man (angeleitet durch den vorherigen
Schritt) i = b und optimiert erneut. Als
Ergebnis erhiilt man /, = 150cm, b = h,
=75cmund V, = 844 dm?.

Die erhaltene Losung ist zwar das
Maximum aller quaderférmigen sper-
rigen Postpakete, aber die zugehorige
Begriindung fehlt, es konnen Zweifel
bleiben: Konnte man ohne solche zu-
sitzliche Annahmen wie die hier ge-
troffenen vielleicht ein noch groBeres
Volumen erreichen?

Mit unserer Methode braucht man
gar keine Zusatzbedingungen und man
bekommt leicht das Maximum aller
quaderformigen sperrigen Postpakete
(dies entspricht der obigen Losung):
[+2b+2h=450
V=1{bh-h— Max [-4
[-(2h)-(2h) — Max [konst. Summe]
ly=2b,=2h=2"=150.

)

Daraus folgt:

bU =75¢cm = I"L“, l,=150cm,
V,=844dm’
Zusammenfassung

Die Differenzialrechnung sollte nicht
das Ldsungsmonopol fir Optimie-
rungsaufgaben von uns Lehrkriften
verliehen bekommen, wie die hier vor-
gestellten Beispiele anschaulich und
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iiberzeugend zeigen sollten. Im Fol-
genden noch einmal kurz zusammen-
gefasst die Griinde fiir diesen Stand-
punkt:

1. Optimieren kann bei Beschrin-
kung auf die ,.Methode f'(x,) = 0* nicht
die ihm zustehende Stellung einer Leit-
linie im Mathematikunterricht bzw.
einer fundamentalen Idee der Mathe-
matik einnehmen, weil Differenzial-
rechnung erst ab Klasse 11 zur Verfii-
gung steht. Die ,Methode f'(x)=0"
kann dann auch nicht als Krénung fiir
prinzipiell bereits bekannte Aufgaben-
typen geschen werden (Spiralprinzip),
sondern ist eine isolierte Einzelmetho-
de. Viele Aufgaben passen (subjekti-
ves Argument) einfach besser zu an-
deren Bereichen als zur Differenzial-
rechnung, ihre ,,mathematische Hei-
mat” liegt woanders. (Zum Beispiel
gehort das isoperimetrische Problem

Jiir Rechtecke eher in die Elementarge-

ometrie als in die Differenzialrechnung
— vgl. die Begriindungen von Satz 1
und 2 in Kasten1 ohne Formeln).

2. Meistens stecken die Schiiler-
schwierigkeiten bei Extremwertaufga-
ben richt beim Ableiten der Zielfunk-
tion, sondern beim Finden eines Mo-
dells bzw. einer geeigneten Zielfunk-
tion (Nebenbedingungen, Reduzieren
auf eine Variable): Die dazu meist be-
nétigten Themen (Strahlensatz, Ahn-
lichkeit, Satzgruppe von Pythagoras,
Winkelfunktionen etc.) liegen gegen
Ende der Differenzialrechnung zeitlich
doch schon relativ weit zuriick. Diese
Schwierigkeiten kénnten durch friihe-
res und immer wieder kehrendes Opti-
mieren sicher reduziert werden.

3. Durch die sehr spiite Einsatz-
moglichkeit der Differenzialrechnung
wird jahrelang vorhandenes Motivati-
onspotenzial, das dem Optimieren bzw.
Superlativen auf natiirliche Weise inne-
wohnt, nicht genutzt.

4. Der eigentlich hinter der ,,Me-
thode f'(x,) = 0 steckende mathemati-
sche Kern ist (zugegebenermafien) fiir
die Schiiler kein wirklich einfacher. So
kommt es nicht selten vor, dass die Lo-
sung ausschlieBlich algorithmisch (re-
zeptartig) ablduft und die dahinter ste-
ckenden Begriindungsaspekte von vie-
len Schiilern wenig oder gar nicht ver-
innerlicht werden. Wie viele Schiiler

haben ein echtes Verstiindnis (ange-
messene Vorstellungen) der zugrunde
liegenden Prinzipien? Wie viele kénn-
ten diese auch angemessen beschreiben
oder gar begriinden? Sollte diese (viel-
fach gar nicht so bis ins Letzte durch-
schaute) Methode alles sein, was wir
den Schiilern in Sachen Extremwerte,
Optimieren mitgeben?

5. Die hier beschriebene Methode
ist oft sogar michtiger als Differenzi-
alrechnung (in einer Variable}, weil sie
nicht notwendig die Reduktion auf ei-
ne Variable in der Zielfunktion voraus-
setzt. Sie bereitet dadurch (ganz ne-
benbei) den Boden fiir Funktionen in
mehreren Variablen, was besonders im
Hinblick auf funktionales Denken an
Bedeutung gewinnt.
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