HANS HUMENBERGER

Bereicherung von Problemléseprozessen durch
GeoGebra bei einem Beweis ohne Worte ajs
Ausgangspunkt ”

1 Ein schoner Beweis ohne Worte

Durch eine E-Mail von GREGOIRE NICOLLIER wurde ich erstens auf ein schones elementgy.
geometrisches Problem aufmerksam, gleichzeitig kam auch eine wirklich schepe Losung mj¢
ein Beweis ohne Worte [NICOLLIER 2015]. Dabei ist ein Kontext einer fairen Pizzateilup :
angesprochen: Man stelle sich eine Pizza in Form eines gleichseitigen Drejecks vor; bei ejp ef
fairen Pizzateilung sollte jede Person gleich viel Fliche und gleich viel »Pizza-Rand« bekom.
men, und das ist hier der Fall. Es gibt natiirlich kaum solche Pizzen, und es ist auch nicht klar
wie man in Wirklichkeit die geforderten Teilungslinien realisieren sollte, Der Kontex( de;
gerechten Pizzateilens ist in der Mathematik nichts Ungewdhnlicheg [vel.  auch
HUMENBERGER 2015], gleichwohl sind die dahintersteckenden theoretischep Uberlegungen
und Begriindungen wichtiger als der durch den Kontext suggerierte Realitéitsbezug,
Die Problemstellung aus NICOLLIER [2015] lautet:

If an equilateral triangular pizza is divided by six straight cuts 80ing from an arbitrg
Ppizza point to the vertices and to the sides at right angles, two persons Share the pizzq arg
the crust fairly by taking alternate slices.

Und die zugehorige Abbildung (Abb. 1) macht ,,ohne Worte* alles klar.

Abb. 1: Beweis ohne Worte [NICOLLIER 2015; Screenshot: geogebra.org]

Man kann solche Beweise ohne Worte auch im Unterricht nutzen, namlich dazy, die zugehg.
rigen Worte der Erklirung zu finden. Das ist eine Form des Umgehens mit Beweisen, die
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vielleicht allgemein mehr Beachtung finden sollte. Ahnlich einfache und trotzdem substanzi-
elle Beweise zu finden ist eine ganz andere Sache, aber sie zu interpretieren sollte auch fiir
Lernende gut machbar sein: Was sieht man in der Skizze? Was sagt das aus? Warum ist
dadurch die Behauptung bewiesen? Hier wire die Sachlage auch noch hinreichend einfach,
dass man daraus auch eine Problemldseaufgabe fiir Schiiler/-innen bzw. Studierende machen
kann (d.h. ohne vorgelegte ,,Beweisfigur®), aber einen vorhandenen Beweis ohne Worte mit
Worten zu versehen ist sicher auch eine lohnende Aufgabe.

2 Wie ist das bei nicht gleichseitigen Dreiecken?

Vermutlich wird das in nicht gleichseitigen Dreiecken wohl nicht mehr gelten, dass sich alles

s0 schon zusammenfiigt, aber trotzdem liegt folgende Frage nahe.
Zunichst eine bequeme Sprachregelung:

e ,Flichenhalbierungseigenschaft“: Die GesamtgroBe der Pizzastiicke ist bei Grau und
Weil gleich.

® ,Randhalbierungseigenschaft“: Die Gesamtlinge der Pizzarinder ist bei Grau und Weif3
gleich.

Frage
Gibt es bei nicht gleichseitigen dreieckigen Pizzen — mit oben angegebener Teilungsme-
thode — auch solche inneren Punkte mit der Flichen- und Randhalbierungseigenschaft?

Wenn ja, wo liegen solche, wenn nein, warum nicht?

Diese Form der Frage- bzw. Problemstellung ist sicher interessanter, als die Ergebnisse schon
vorwegzunehmen und nur mehr nach Begriindungen zu fragen. Wir verlassen jetzt den Pizza-
Kontext und widmen uns dem dahintersteckenden geometrischen Problem.

Auf obige Frage findet man wohl schnell eine Antwort, denn es ist ja nicht nach der
Menge aller solcher Punkte gefragt: Bei gleichschenkligen Dreiecken funktioniert es fiir
Punkte auf der Symmetrieachse. Im allgemeinen Dreieck ist der Inkreismittelpunkt / ein
Punkt mit dieser Eigenschaft (auch der Umkreismittelpunkt U bei spitzwinkligen Dreiecken,
der in diesem Fall ja im Dreiecksinneren liegt). Die (nicht leicht zu beantwortende) Frage, ob
es noch andere solche Punkte gibt, war hier absichtlich nicht gestellt!

Eine andere interessante Form der Fragestellung ergibt sich, wenn man sich auf eine der
beiden Halbierungseigenschaften beschrinkt (dann werden wir wieder nach allen Punkten
mit einer gewissen Eigenschaft fragen). .

Im Falle der Flichenhalbierungseigenschaft ist die Sachlage deutlich komplizierter (zu
kompliziert fiir Schiiler/-innen, auch fiir Studierende), aber die Untersuchung der Randhal-
bierungseigenschaft ist ein auch fiir Lernende interessanter Fall.

Problem 1
Gegeben ist ein allgemeines Dreieck ABC. Gibt es Punkte P im Inneren des Dreiecks, die die
,,Randhalbierungseigenschaft* haben: |Rand graul = [Rand weiB| (Abb. 2)?

Wenn nein, warum nicht? Wenn ja, finde alle diese Punkte.
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Abb. 2: Welche Punkte P haben die ,,Randhalbierungseigenschaft“? (Screenshot: geogebra.org)

Hier haben Lernende mehrere Moglichkeiten des Herangehens:

1. Experimentelles Explorieren der Lage mit DGS (Dynamische Geometrie Software wie
z.B. GeoGebra): Man konstruiert die gegebene Konstellation und benutzt das DGS als
Messinstrument. Man verschiebt den Punkt P und interessiert sich fiir die Differenz
| Rand graul — IRand weiB| : Fiir welche Lagen von P wird dieser Wert 0? Man wird fest-
stellen, dass es viele solche Punkte gibt und dass sie auf einer Geraden zu liegen schei-
nen. Aber was ist das fiir eine Gerade?

2. Andererseits gibt es auch zwei bekannte ,,besondere Punkte®, deren ,,Randhalbierungs-
eigenschaft® sehr rasch gesehen und auch begriindet werden kann (auch ohne DGS),
ndmlich der Umkreismittelpunkt U (kann auBerhalb liegen, bei stumpfwinkligen Drei-
ecken) und der Inkreismittelpunkt /. Aber auch wenn man auf diese Weise vorgegangen
ist, kann GeoGebra gute Dienste leisten: Man kann experimentell bestitigen, dass alle
Punkte auf der Verbindungsgeraden /U diese Eigenschaft zu haben scheinen.

Egal, wie man auf ,,die Gerade* gekommen ist (trial and error, gezieltes Verbinden von U

und /), man wird rein experimentell feststellen, dass Punkte auf der Verbindungsgeraden'

von U und I diese Eigenschaft haben und andere Punkte nicht. Solche experimentellen Phasen
waren friiher (ohne DGS) nicht moglich. Daher waren solche Formulierungen wie oben bei

Problem 1 kaum moglich im Unterricht. Aber diese sind ohne Zweifel interessanter und span-

nender als eine Formulierung wie: ,,Man zeige, dass alle Punkte auf der Verbindungsgeraden

IU die Randhalbierungseigenschaft haben und andere Punkte nicht®.“ Das soll nicht bedeuten,

dass der zugehorige Beweis unwichtig wire oder dergleichen, im Gegenteil! Aber die Phase

des Experimentierens, Probierens und Vermutens wiirde bei dieser Formulierung wegfallen,
und das sind auch wichtige Phasen beim Betreiben von Mathematik (Prozess!). Ohne diese

Phase wire das Phianomen sicher irgendwie ,,trockener* und weniger spannend.

! Dabei interessieren wir uns bei diesem Problem nur fiir jene Punkte auf dieser Geraden, die im Dreiecks-

inneren liegen (Abb. 3).
2 Solche Formulierungen sind bei Lernenden, die sowieso von sich aus besonders motiviert sind (Mathematik-

Olympiade, Studierende etc.), durchaus iiblich, aber fiir den Regelunterricht er6ffnet die experimentelle
Seite doch eine wertvolle weitere ,,Dimension®.
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Abb. 3: Verbindungsgerade zwischen U und / (Screenshot: geogebra.org)

Nach der Entdeckung und experimentellen Bestitigung dieses Phiinomens wird man vermut-
lich (auch ohne weiteren Beweis) nicht mehr zweifeln, dass dies so ist, aber die Frage nach
einer Erkldrung (warum ist das so?) kann natiirlich nicht iiber DGS-Experimente laufen. Und
die Frage nach dem Warum ist ja bei Beweisen im Lernprozess mindestens so wichtig wie
die Frage nach der Sicherheit, dass es so ist.

Schon an dieser Stelle ist es angebracht, kurz Riickschau zu halten: Im Fall des gleichsei-
tigen Dreiecks fallen U und / zusammen, sodass es diese Gerade gar nicht eindeutig gibt. So
gesehen passt dieses Resultat auch zum Fall eines gleichseitigen Dreiecks (P darf im gesam-
ten Dreiecksinneren liegen). Und fiir den Fall eines gleichschenkligen Dreiecks ist die Ver-
bindungsgerade zwischen U und 7 die Symmetrieachse, auch ein plausibles Ergebnis!

Im Folgenden sei g die Verbindungsgerade zwischen U und I bei einem nicht gleichseiti-
gen Dreieck ABC.

Die nun anstehende Begriindung (Beweis) muss aus zwei Teilen (Richtungen) bestehen:
1. Alle Punkte auf g haben die Randhalbierungseigenschaft.

2. Die anderen Punkte haben diese Eigenschaft nicht.

Dann konnen wir mit Fug und Recht behaupten: Die Menge aller Punkte des Dreiecksinneren
mit der Randhalbierungseigenschaft ist das zugehorige auf g liegende Geradenstiick (,,geo-
metrischer Ort“). Hier wird wieder einmal das spezifisch Mathematische wahrnehmbar. Im
Alltag kiimmert man sich oft nicht um beide Richtungen bei Behauptungen bzw. Aussagen,
oft wird auch gar nicht so genau unterschieden. Z.B. wenn Jemand sagt: ,,Wenn es heute
Nachmittag nicht regnet, dann werde ich spazieren gehen®, dann meint er wohl auch damit:
»wenn es regnet, werde ich nicht spazieren gehen®, aber streng logisch genommen ist das in
der ersten Aussage nicht enthalten. In der Mathematik muss man hier eben priziser sein!
Fiir die folgenden Begriindungen bietet es sich an, mit gerichteten Grofien zu arbeiten. Da
l'und U die Randhalbierungseigenschaft haben, ist klar, dass beim Ubergang von 7 zu U ent-
lang der Geraden g die Gesamt-Rand-Veridnderung Ar+As+Ar den Wert O hat (Abb. 4). Da-
bei sind Ar,As,Ar mit Vorzeichen behaftete GroBen (bei Verlingerung positiv, bei Verkiir-

zung negativ).
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Abb. 4: Ar+As+Ar=0 beim Ubergang P=1 zu P =U ;hierwéren Ar>0 und As,Ar<0 (Screenshot: geo-
gebra.org)

Nun gilt aufgrund des Strahlensatzes: Wenn P (ausgehend von P =1) zu einem anderen

Punkt P # 1€ g wandert mit IP = k-IU, dann werden die Verinderungen Ar,As,Ar alle mit k

multipliziert, d. h., die nun zugehéorigen Verdnderungen sind dann k-Ar,k-As,k-At, und fiir

deren Summe ergibt sich k-Ar+k-As+k-At=k-(Ar+As+Ar)=0. Damit ist 1. bewiesen.
—

Bei der nun folgenden Riickrichtung ist ziemlich sicher Hilfe durch die Lehrkraft notig.
Aber das macht auch nichts. Wichtiger ist, dass Lernende verstehen, dass es da iiberhaupt
noch etwas zu beweisen gibt, und dass sie durch eigene DGS-Experimente so weit in den
Prozess des Betreibens von Mathematik involviert sind, dass sie experimentell gesehen ha-
ben: Punkte, die nicht auf g liegen, scheinen die Randhalbierungseigenschaft nicht zu haben
(womit die Frage nach dem Dass aus Schiilersicht ziemlich geklart sein diirfte; aber die Frage

nach dem Warum bleibt natiirlich).
Zuerst setzen wir fiir die noch fehlende Riickrichtung 2. eine funktionale Brille auf: Sei

f(P):=r+s+t die Lingensumme der grauen Randstiicke.
Dann gilt: Angenommen, wir kennen von zwei verschiedenen Punkten P, # P, die zuge-

horigen Funktionswerte f(P,)=c, und f(P,)=c,. Wenn man nun beide Punkte um denselben
Vektor V verschiebt, d. h.,, P +vV=Q, und P, +V =0, (Abb.5), so verdndern sich die Funk-
tionswerte von f dadurch genau gleich: f(Q,)=c,+Af und f(Q,)=c,+Af (denn v hat ja

eindeutige ,, Komponenten“ in den Richtungen der Dreieckseiten, und diese bestimmen ja
Ar,As,At und damit Af — egal von welchem Punkt aus).

Q,
4 Q,
(¥
—
P,] v

F5

Abb. 5: Verschiebung um denselben Vektor v (Screenshot: geogebra.org)
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Dieses einfache Phinomen hat zwei wichtige Konsequenzen.

1. Konsequenz
Punkte auf Parallelen h zu g haben alle gleiche /~Werte (Abb. 6), denn zu jeder Parallelen kann

man von J und U aus zwei gleiche Vektoren V zeichnen.

C

A B
Abb. 6: Gleiche f-Werte auf Parallelen h zu g (Screenshot: geogebra.org)

Das ldsst sich wieder leicht experimentell bestitigen: Wenn man mit DGS einen Punkt auf
einer Parallelen zu g verschiebt, indern sich die Funktionswerte von f nicht. Auerdem wird
man feststellen, dass die Funktionswerte auf einer Seite von g kleiner als der halbe Dreiecks-
umfang sind, auf der anderen Seite grdfer. Jetzt muss nur noch begriindet werden, dass ver-
schiedene Parallelen auch verschiedene f-Werte haben, dann kann man behaupten: Durch die
Parallelen zu g wird die Dreiecksflidche in ,,Gebiete mit jeweils konstanten, aber verschiede-

nen /~Werten“ eingeteilt (Abb. 7).

C

A

Abb. 7: Punkte auf verschiedenen Parallelen zu g haben verschiedene f-Werte (Screenshot: geogebra.org)
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2. Konsequenz
Bei einem Verschiebungsvektor 2v fillt die Verdnderung Af der Funktionswerte doppelt

so grof} aus wie bei V. D.h., wenn sich eine Parallele p, doppelt so weit von g entfernt be-
findet wie p,, dann ist fiir Punkte auf p, die Anderung Af doppelt so groB wie fiir Punkte
auf p,. . \

Wenn wir also zeigen konnen, dass es irgendeine Parallele zu g gibt mit f~Werten, die sich
von jenen auf g unterscheiden, dann ist alles gezeigt. Und dieser Nachweis féllt fiir nicht
gleichseitige Dreiecke nicht schwer:

In nicht gleichseitigen Dreiecken gibt es mindestens zwei Winkelhalbierende, die nicht
auf Hohengeraden liegen (o0.B. d. A.: die Winkelhalbierende von « ). Wenn man P von der
Ausgangslage I entlang dieser Winkelhalbierenden verschiebt, dann éndert sich f (Abb. 8).

A r B

: Ar

Abb. 8: Verschieben von P entlang der Winkelhalbierenden von « (Ausgangslage: P =1; Screenshot: geo-
gebra.org)

Wir haben f(I)=r+s+t und f(P)=(r+Ar)+(s+As)+(t+Ar); weil Pauf der Winkel-
halbierenden von o liegt, gilt Ar=-Ar (in Abb.8 ist Ar <0 ); die zugehorige Hohe (der
Seite BC) liegt sicher nicht auf dieser Winkelhalbierenden, daher gilt As#0 und damit
f(P)# f(I). Damit sind beide Richtungen nun vollstindig gezeigt.

3 Eine andere Verallgemeinerung mit Ecktransversalen

Wir haben oben schon erwéhnt, dass die Verallgemeinerung des Beweises ohne Worte aus
Abschnitt 1 auf allgemeine Dreiecke bezogen auf den Flachenhalbierungsaspekt statt des
Randhalbierungsaspektes deutlich schwieriger ist. Das Einzige, was daran auch wieder leicht
zu sehen ist, ist, dass sowohl der Umkreismittelpunkt U als auch der Inkreismittelpunkt 7 wie-
der diese Halbierungseigenschaft (nur diesmal bezogen auf Fldachen) haben. Aber der Rest ist
kompliziert [als der gesuchte geometrische Ort ergibt sich ein spezieller Kegelschnitt durch U
und 7, die sogenannte Stammler-Hyperbel; siche EMBACHER/HUMENBERGER 2019].
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Wenn man aber beim Flichenaspekt eine andere Einteilung der Dreiecke vornimmt, und zwar
durch Ecktransversalen, dann ergibt sich daraus wieder ein spannendes Problem, bei dem
man mit elementaren Betrachtungen auskommt. Bei der Riickrichtung braucht man den Satz
von CEVA, daher ist diese Richtung nicht von Schiilern/-innen in selbststidndiger Arbeit zu
erwarten (ausgenommen Mathematik-Olympiade oder Ahnliches) und wird Studierenden des
Lehramts im Fach Mathematik vorbehalten werden miissen. Aber auch da ist es keine Selbst-
verstidndlichkeit, dass der Satz von CEVA zu ihrem Repertoire gehort. Es macht aber auch
nicht viel aus, wenn bei diesem Problem nur eine Richtung der Aussage thematisiert wird bei
einer Begriindung (Beweis). Auch wenn die andere Richtung bei der Begriindung fehlt, gibt
es dabei wieder einiges zu entdecken und zu begriinden.

Problem 2
Gegeben ist ein allgemeines Dreieck ABC. Gibt es Punkte P im Inneren des Dreiecks, die die

,,Flachenhalbierungseigenschaft haben: [Fliche graul = IFldche weiB| ?
Wenn nein, warum nicht? Wenn ja, welche?

Als Teilungslinien werden diesmal aber einfach die drei Ecktransversalen durch P genom-
men, diese teilen das Dreieck wieder in 6 Teildreiecke, von denen wieder jedes zweite grau

geférbt ist (Abb. 9).

C

A B

Abb. 9: Welche Punkte P im Dreiecksinneren haben die »Flachenhalbierungseigenschaft“? (Screenshot: geo-
gebra.org)

Auch bei diesem Problem gibt es die beiden Zugangsweisen:

1. Probieren und Explorieren der Lage mit DGS (es als Messinstrument benutzen), ohne
vorherige Uberlegung zu speziellen Punkten. Die rein experimentelle Suche nach Lagen
von P mit der Flidchenhalbierungseigenschaft wird die drei Seitenhalbierenden als ver-
mutete Losung bringen. Am Anfang wird man zunéchst relativ unsystematisch viele La-
gen finden, aber wenn man dann einige solche Punkte »markiert®, wird das zugrunde
liegende Muster (Seitenhalbierende) schnell klar werden.
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2. Durch Uberlegen spezielle Punkte finden: Wenn P einem Seitenmittelpunkt zustrebt,
dann werden vier der sechs Dreiecke beliebig klein, und es bleiben zwei gleich groBe
Dreiecke (grau, weifl) iibrig. AuBlerdem wird man vermutlich auch schnell an den
Schwerpunkt des Dreiecks denken, bei dem alle 6 entstehenden Dreiecke (weie und
graue) paarweise gleich grof sind. Somit hat man schon den Schwerpunkt und die drei
Seitenmittelpunkte als mogliche Lagen von P (Flichenhalbierungseigenschaft). Es liegt
dann schon ziemlich nahe, dass alle Punkte auf Seitenhalbierenden mogliche Lagen
von P sind (Abb. 10). Aber bevor man sich da auf die Suche nach einem Beweis macht,
wird man dies wohl zuerst iiberpriifen wollen mit DGS (z.B. GeoGebra), so nach dem
Motto: Lohnt sich der Aufwand des Suchens nach einem Beweis, oder hat die Sache eh
noch einen Haken? Und wirklich, DGS-Experimente bestiitigen das auch eindrucksvoll.

C

L 4 0

A B

Abb. 10: Die Seitenhalbierenden als Lésung? (Screenshot: geogebra.org)

Nun muss es wieder um die Kldrung des Warum gehen (Beweis). Und wir haben wieder zwei

Richtungen:

1. Alle Punkte auf den Seitenhalbierenden haben die Flichenhalbierungseigenschaft’.

2. Die anderen Punkte haben diese Eigenschaft nicht.

Als Vorbereitung dazu ist es von Vorteil, zwei bekannte Tatsachen wieder in Erinnerung zu

rufen (mit dem Fokus: Wie kann das jeweils genau begriindet werden?).

Lemma
e Jede Parallele zu einer Seite in einem Dreieck wird durch die zugehorige Seitenhalbierende

halbiert (Abb.11). Mit anderen Worten (Abb.12): Es liege P auf der Seitenhalbierenden
zu C, und es seien D, E die Schnittpunkte der Ecktransversalen durch A bzw. B mit den
Gegenseiten BC bzw. AC. Dann ist ED parallel zu AB.

e Zeichnet man auch noch die Diagonalen im entstehenden Trapez ein, so schneiden diese
einander genau auf der Seitenhalbierenden (Abb. 11).

> Wir wollen uns auf das Dreiecksinnere beschrinken, sodass es immer wirklich 6 Dreiecke gibt; daher
schlieBen wir die Endpunkte der Seitenhalbierenden (Seitenmitten, Eckpunkte) aus.
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Abb. 11: Zwei bekannte Tatsachen - wie genau funktionieren mogliche Beweise? (Screenshot: geogebra.org)

3.1 Alle Punkte auf den Seitenhalbierenden haben die
Flachenhalbierungseigenschaft
Wenn P auf einer Seitenhalbierenden liegt (0.B. d.A. Pe s., Abb. 12), dann sind natiirlich die

Dreiecke AM,,P (grau) und M,,BP (weiB) gleich groB. Weil ED parallel zu AB ist und die

Dreiecke EPF und FPD gleich groB sind (folgt aus obigem Lemma), sind auch die Drei-
ecke APE (weif}) und PBD (grau) bzw. die Dreiecke EPC (grau) und PDC (weif) gleich groB3.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Abb. 12: Paarweise gleich groBe Dreiecke bei WeiB und Grau, wenn Pe s. (Screenshot: geogebra.org)
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3.2 Punkte, die nicht auf den Seitenhalbierenden liegen, haben die
Flachenhalbierungseigenschaft nicht
Die nun folgende Riickrichtung ist leider nicht mehr so leicht und benétigt u. a. den Satz von
CEVA. Sie kann also nicht als selbststindige Leistung von Lernenden erwartet werden. Wich-
tiger als ein korrekter selbststédndiger Beweis dieser Riickrichtung ist — wie schon oben in
Abschnitt 2 — das Bewusstsein, dass es notig ist, diese Riickrichtung zu beweisen, um sagen
zu konnen: Der geometrische Ort aller Punkte mit der Flichenhalbierungseigenschaft sind die
drei Seitenhalbierenden. Zugehorige DGS-Experimente sind natiirlich wieder leicht machbar,
sodass die Uberzeugung wichst: Aufier Punkten auf den Seitenhalbierenden scheint es keine
weiteren zu geben mit der Flichenhalbierungseigenschaft. Es ist auch gut moglich, auf diesen
Beweis im Schulunterricht vollstindig (bewusst) zu verzichten, d.h. auch die Lehrkraft fiihrt
diesen Beweis gar nicht vor. Bei einer Geometrie-Lehrveranstaltung fiir Lehramtsstudierende
kann so ein Beweis durchaus thematisiert werden, aber eher nicht als Ubungsaufgabe, son-
dern durch Lehrende.

7um Beweis nehmen wir an, dass P nicht auf einer Seitenhalbierenden liegt (0.B. d. A.
im Dreieck , links oben®, bei den anderen Dreiecken ginge die Begriindung analog), und zei-
gen, dass P dann nicht die Flichenhalbierungseigenschaft haben kann. Die Vorgehensweise
wird folgende sein: Wir verbinden P mit B, den entstehenden Schnittpunkt mit s, bezeichnen

wir mit P, (Abb. 13).

Abb. 13: Der Ubergang P — P, (Screenshot: geogebra.org)

Was passiert nun mit den weillen bzw. grauen Flichen beim Ubergang P — P,?

Wenn wir zeigen konnen, dass die Flicheninderungen (von Weil bzw. Grau) dabei
nicht 0 sind, dann ist auch gezeigt, dass P die Flichenhalbierungseigenschaft nicht haben
kann, weil sie ja P, sicher hat (siche Abschnitt 3.1).

7u diesem Zweck sind in Abb. 14 jene Flichen, die beim Ubergang P — P, die Farbe in
Richtung Wei — Grau bzw. Grau — Weil wechseln, hervorgehoben durch Schachbrett-
muster bzw. Schraffur. Erginzt man in beiden Fillen das Viereck DPREP, s0 erhélt man
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Dreiecke, von denen wir zeigen miissen, dass sie nicht gleich grof} sind (in unserem Fall:
Das schraffierte Dreieck ist groler als jenes mit Schachbrettmuster).

A F MAB !

Abb. 14: Die Flachenanderungen Weil — Grau (Schachbrettmuster) bzw. Grau - WeiB (schraffiert); (Screenshot:
geogebra.org)

Die eben erwihnten Dreiecke (AHG und FM ,,C ) machen jeweils einen bestimmten

Bruchteil des Dreiecks ABC aus, und dieser Bruchteil ist abzulesen auf den urspriinglichen
|GH| |

Dreieckseiten: ITZB"‘BI bzw. B Es gilt also die Frage zu kldren: Warum gilt
FM GH
I AB' > | If) (I)
|AB| ~ |BC|

Um das zu beantworten, erweitern wir Abb. 14 zu Abb. 15: Die halben Seitenldngen des Drei-
ecks ABC ( |BC|/ 2, |AC|/ 2, |AB|/ 2 ) bezeichnen wir mit a,b,c, und [ sei der Schnittpunkt

der Transversale CP mit der Seitenhalbierenden s,. Wir verwenden zunéchst obiges Lemma

und erhalten die Parallelititen FJIIM,,M,. und KHIIM,.M,.. Daraus ergeben sich mit
dem Strahlensatz die Beziehungen:

Z== | (I
c a

vV X+Z

Z= il
b 4 (111
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Dabei konnte es auch passieren (anders als in Abb. 15), dass die Strecke GH in die Strecke
JM . ,hineinragt® (d.h., H wire dann zwischen den Punkten Jund M. ), dann wire z <0,

es gilt aber mit Sicherheit x+z >0, weil H ,iber M. liegt (d.h. irgendwo auf der Strecke
M,.C, denn P liegt ja im ,Dreieck links oben®). Die anderen hier involvierten Grofen
(a, b, ¢, x, y, u, v) sind aber immer positiv! Die zu zeigende Ungleichung (I) ist wegen (IL)
dquivalent mit §>—2 bzw. mit

x>. av)

F U Mg

Abb. 15: Ruckfiihrung auf: Warum gilt x > y ? (Screenshot: geogebra.org)

Nun kommt der Satz von CEVA ins Spiel (angewandt auf den Transversalenschnittpunkt P):
(c—u)-(b-v)-(a+x+z+y)=(c+u)-(b+v)-(a—x—z-Y).
Dies ist eine Gleichung, in derx undy vorkommen. Aufgelost nachy ergibt sich:

bu+cv
be+uv’

y=—x-—z+a:
abu+acv (D

bc+uv

D.h., die zu zeigende Ungleichung (IV) ist &quivalent mit 2x+z>

(2x + z) . (bc + uv) > cbx +acv.
Nun dividieren wir beide Seiten der Ungleichung durch bc und erhalten

(2x+z)-(l+%§)>x+a-%, woraus wir mit (III) auf (2x+z)-(l+%)>2x+z kommen, was

wegen 2x+z>0 und Z—Z Bl =% 1+% >1 sicher erfiillt ist. Damit ist die Behauptung in der

Uberschrift von Abschnitt 3.2 gezeigt.
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4 Conclusio und eine weitere Anregung

Ein wichtiger Aspekt beim Probleml6sen sind natiirlich die Beweise (Begriindungen). Aber
eine experimentelle Phase, in der Vermutungen generiert werden, ist auch besonders typisch
und wichtig im Prozess des Betreibens von Mathematik. AuBerdem wird dadurch die Span-
nung erhoht und die Materie weniger trocken. Und solche Phasen sind in der Geometrie erst
durch DGS moglich geworden. Man kann also mit Fug und Recht behaupten: Durch DGS ist
das Problemlésen in der Geometrie spannender, interessanter und lebendiger geworden. Das
gilt fiir alle Bereiche: Sek 1, Sek 2, Universitat. Klar, das Finden von Beweisen ist trotzdem
keine leichte Angelegenheit, da kann Technologie nicht so gut helfen. Auch hier gibt es Be-
miithungen in Richtung ,,automatisiertes Beweisen® (d.h. Programme, die von sich aus Be-
weise ,,finden* und ,,formulieren‘), aber das ist eine ganz andere Welt.

Eine weitere mogliche Problemloseaufgabe zu diesem Themenkreis wire [vgl.
EMBACHER 2019 und den zugehodrigen Vortrag]: Gegeben ist ein gleichseitiges Drei-
eck AABC und ein Punkt P in diesem Dreieck. Durch diesen Punkt werden die Parallelen zu
den Seiten gezeichnet, wodurch das Dreieck 1. A. in drei kleinere gleichseitige Dreiecke
(weil3, Abb. 16) und drei Parallelogramme (grau, Abb. 16) zerlegt wird.

Gibt es Lagen von P, bei denen die Summe der Parallelogrammflidcheninhalte genau der
Summe der Dreiecksflacheninhalte entspricht (jeweils halber Flicheninhalt des AABC )?

Wenn nein, warum nicht, wenn ja, beschreiben Sie den zugehorigen ,,geometrischen Ort*
und geben Sie eine Begriindung!

Auch hier kann man einerseits zunédchst mit GeoGebra experimentieren, um zu einer Ver-
mutung zu kommen, oder andererseits Ausschau nach offensichtlichen solchen Punkten hal-
ten. Sehr leicht kann man das sehen, wenn P eine Seitenmitte ist oder ein zu einer Seitenmitte
am Inkreis diametral gegeniiberliegender Punkt. Das legt den Verdacht schon nahe, dass es
sich vielleicht um den Inkreis als gefragten geometrischen Ort handeln kénnte, was man ana-
lytisch auch relativ leicht bestétigen kann.

A B
Abb. 16: Teilung durch die Seitenparallelen (Screenshot: geogebra.org)
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