HANS HUMENBERGER

Verstandnisorientierte Funktionsuntersuchungen -
dynamische Betrachtungen zum
Kegelstumpfvolumen

1. Einleitung und Problemstellung

Die Funktionsuntersuchungen (frither: Kurvendiskussionen) sind ein sehr weit verbreiteter
Inhalt des Mathematikunterrichts in der Sekundarstufe 2. In der Vergangenheit sollten dabei
Erkenntnisse der Differentialrechnung angewandt werden, um herauszufinden, wie Graphen
von Funktionen verlaufen (Nullstellen, Extrempunkte, Wendepunkte, Asymptoten, etc.).
Dafiir gab es ein genau abzuarbeitendes Schema, um schlussendlich beim Graphen zu lan-
den, das erklirte Ziel war also der Funktionsgraph (mit Papier und Bleistift gezeichnet).
Heutzutage sind Funktionsgraphen (mittels Computern generiert) nicht Ziel, sondern eher
Ausgangspunkt mathematischer Uberlegungen und Begriindungen, anhand des Graphen
werden sozusagen Fragen gestellt, es fand also eine gewisse SpieBumkehr statt.

Bei Schiilern/innen und Lehrern/innen sind die Funktionsuntersuchungen im alther-
gebrachten schematischen Stil (Kurvendiskussionen) bisweilen sogar ,.beliebt* (Schiiler/in-
nen: man hat ein klares Schema, an das man sich halten kann; Lehrer/innen: Es gibt eine
Unmenge von Aufgaben, auch fiir Klausuren). DANCKWERTS/VOGEL [2006, S. 131ff.]
bringen aber bekannte Argumente aus Sicht verschiedener Personengruppen (Mathematiker,
Mathematikdidaktiker, Mathematiklehrer, Schiiler), die die klassischen Kurvendiskussionen
im Schulunterricht in einem kritischen Licht erscheinen lassen. Danach [S. 134f.] schreiben
sie fiir den Fall, dass man bei diesem erstarrten Unterrichtsgegenstand nach Wegen der
Offnung sucht:

.Als Perspektiven fiir eine solche Offnung sind zu nennen:

1. eine stérkere Betonung nicht-algorithmischer Elemente der Kurvendiskussion (qualita-
tive Analysis)

2. die Einbeziehung von Sachkontexten (Anwendungsorientierung)

3. die konsequente Nutzung elektronischer Helfer (Integration neuer Technologien)

4. die Einbeziehung divergenter Elemente bei der Aufgabenstellung (verinderte Aufga-
benkultur).*

Hier in diesem Aufsatz soll eine beziehungshaltige Aufgabe zum Thema Funktionsunter-

suchungen prisentiert werden, die diesen ,,Kriterien* (Wegen der Offnung) entspricht:

Aufgabe

Zwel Stibe der Linge 2s liegen ,aiif gleicher Hohe“ und parallel nebeneinander (Ab-
stand 2R). Diese zwei Stibe kann man sich als Achsenquerschnitt eines Drehzylinders
vorstellen, dessen Volumen man leicht bestimmen kann (Abb. 1a).

Die Mittelpunkte dieser Stiibe sollen unverindert bleiben, aber die Stiibe sollen um ihren
Jeweiligen Mittelpunkt ein wenig , gekippt“ werden (um den Winkel o, hochstens um
90°). Dann entsteht ein Achsenquerschnitt eines Kegelstumpfes (Abb. 1b; die lotrechten
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diinnen Strecken durch die Mittelpunkte sollen die , nicht gedrehte Lage* wie in Abb. 1a
andeuten).

a) Wird beim Kippen aus der senkrechten Lage der Stibe das zugehorige Volumen V(o)
groper oder kleiner?

b) Wie sieht diese ,,Volumenentwicklung*“, d.h. V(&) fiir wachsende Werte von o, ge-
nauer aus?

Verwende zur Beantwortung der Fragen einerseits Computergraphen von Funktionen
und andererseits mathematische Argumente aus der Differentialrechnung!

Hier geht es um eine Fragestellung im Dunst-
kreis der Funktionsuntersuchungen anhand
eines konkreten Phidnomens. Es ist ein Sach-

kontext (Kriterium 2), auch wenn kein Reali- s &
titsbezug im Vordergrund steht. Die Frage-
rithmische Elemente stehen im Vordergrund
(Kriterien 1 und 4), und man kann neue Tech- g 5

nologien nutzen (schon zum Explorieren der
Situation zu Beginn, und in weiterer Folge bei
den formalen Rechnungen, Kriterium 3). :

Insgesamt geht dieses Anliegen in eine
Richtung, die auch fiir ARNOLD KIRSCH
besonders wichtig war: Verstdndnis (ohne
genaue Definition, was darunter verstanden
werden soll), mehr Inhalte (Semantik), weni-
ger Formalismen (Syntax). Fir ARNOLD
KIRSCH war es in sehr vielen seiner Beitrige
das zentrale Anliegen, Anschaulichkeit und
Strenge in gelungener Weise zu verbinden,
das Verstidndnis fiir Phinomene und Konzep-
te zu erhohen [vgl. z.B. KIRSCH 1991, 1995],
auch sein Buch ,Mathematik wirklich ver-
stehen® [KIRSCH 1997] ist von diesen Ge- ,
danken (sogar im Titel) gepridgt. Doch nun |
zur oben erwihnten Aufgabe.
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2. Der Funktionsterm, erste Graphen s
und eine Plausibilitatsbetrachtung R

2.1 Der Funktionsterm s
Oberflédchlich betrachtet (noch ohne genaue-
re Uberlegungen) konnte man auf die Ein- | V“o--o-- /.
schitzung bzw. erste Vermutung kommen, i

dass sich dabei das Volumen gar nicht 4n- !

dern werde, so nach dem Motto: ,,Das, was Abb. 2:Kegelstumpf-Beziehungen
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Abb. 3b:s=1,R=1/2

Abb.3c:s=1,R=1/3

Abb. 4: Stabe kommen
einander ,,in die Quere®

an

\
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oben dazukommt, kommt unten weg.“ Das ist falsch, wie sich
herausstellen wird. Erstens @ndert sich durch das Kippen auch die
Korperhohe und zweitens ist der Volumenbeitrag des ,Dreiecks
oben auflen* ein groferer als jener des ,Dreiecks unten innen®
(Abb. 1b), da es weiter weg von der Achse liegt. Leider sind diese
beiden Effekte aber gegenldufig, und es ist a priori nicht klar, wel-
cher stérker ist. Dass sie aber einander genau aufheben sollten, ist
wohl eher unwahrscheinlich ...

Um einen Uberblick zu bekommen, braucht man einen Funk-
tionsterm fiir das Volumen V (in Abhingigkeit des Winkels o).
Hier hilft die Formel V nn%A S +\_Nv fiir das Kegelstumpf-
volumen. Dabei bezeichnet # die Hohe des Kegelstumpfes,
1, bezeichnen dabei die Radien der zugehorigen Kreise (Grund-
und Deckfliche). Mit h=2s-cos(@), r,=R-s-sin(@) und
n=R+s-sin() erhdlt man mit obiger Formel fiir das Kegel-
stumpfvolumen nach Vereinfachung:

2
V, (@)= MN -s-cos(a)- wau +5 .mENASv (1)

Diese Funktion wollen wir niher untersuchen: Werden die Volu-
mina (mit wachsendem ¢) groBer oder kleiner? Bevor man erste

Funktionsgraphen zeichnet, kann man auch die zugehérigen Ach-
senschnittpunkte bestimmen: V(0)=27zsR*> >0 (Zylindervolumen)
und V(7 /2)=0. ,Insgesamt* (auf [0;77/2]) ergibt sich also ein

>cmm: der Volumenwerte. Ist dieser Abfall immer monoton? Ist
7 /2 immer die richtige rechte Intervallgrenze?

2.2 Erste Funktionsgraphen

Im Folgenden betrachten wir erste zugehorige Funktionsgraphen
(noch ohne konkrete Begriindungen mit Analysis). Solche Funk-
tionsgraphen kénnen mit CAS (Funktionenplottern) erzeugt werden.
Das heifit, so eine Aufgabe mit diesem experimentellen Einstieg ist
erst durch die Moglichkeit der neuen Technologien denkbar gewor-
den. Ohne diese Moglichkeit miisste man sofort zu den Hilfsmitteln
der Analysis (Differentialrechnung) greifen. Das wire in einem
lehrerzentrierten Unterricht auch mdglich, aber weniger schiilernah
und mit weniger Eigenaktivitit der Schiiler/innen (Klassenstufe 11,
Differentialrechnung) verbunden.

. Behindert wird das Zeichnen vieler Funktionsgraphen aller-
dings dadurch, dass im Funktionsterm fiir V die beiden Parameter R
und s vorkommen. Man konnte fiir viele konkrete Werte von R
und s Graphen der Funktion V (in Abhingigkeit von ¢ ) mit CAS
zeichnen, um einen ersten Uberblick zu gewinnen. Fiir das Zeich-
nen der Graphen werden Schiiler/innen vermutlich in jedem Fall

das Intervall ae ?.\1 B nehmen (die Tatsache, dass dies eigent-

lich nicht in jedem Fall richtig ist — siehe unten —, spielt zunichst
keine Rolle). Sie konnten (z. B. auch arbeitsteilig) dann zu Graphen
wie in Abb. 3 kommen.

Hier sieht man schon, dass verschiedene Szenarien moglich
sein werden. Und um diese Unterschiede zu erhellen, bedarf es
letztlich dann auch mathematischer Argumente: Verstehen des
Phinomens mittels formaler Argumente, nachdem man sich auf
nichtformaler Ebene mit ihm auseinandergesetzt hat.

Wenn Schiiler/innen mit solchen Graphen auf dem Intervall

[0;7/2] herumprobieren, konnte von der Lehrkraft die Frage

gestellt werden, ob alle solchen Graphen die Volumenentwicklung
_wirklich beschreiben. Wie ist z. B. die Lage der Stébe fiir groBere
Werte von & beim obigen Beispiel (s = 1, R = 1/3)? Diese kommen
einander ja schon nach wenigen Graden (d.h. bei kleinen Werten
von « ) ,,in die Quere* (Abb. 4).

Wenn man das Problem einmal erkannt hat, sicht man sofort,
dass die Stibe beim Kippen einander bei R>s nicht in die Quere
kommen konnen, bei R <s allerdings schon. Vielleicht bemerken
das auch die Lernenden selbst, aber darauf kommt es an dieser
Stelle gar nicht an, man ist auf diese Erkenntnis bei Aufgabenteil a)
nicht angewiesen, denn dieser bezieht sich ja auf das Kippen aus
der lotrechten Lage, also auf kleine Werte von « .

Die Uberlegungen, wie weit der zugehorige o -Bereich gehen
kann, konnen auf spiter verschoben werden. Dies ist insbesondere
didaktisch von Bedeutung, wenn Lernende selbstindig arbeiten.
Auch wir verschieben die zugehorigen Betrachtungen auf spiter
bzw. in eine Online-Ergénzung.

Sehr naheliegend ist auch die Uberlegung, dass fiir das qualitative
Verhalten der Volumenfunktion (in Abhéngigkeit von & ) nicht die
absoluten Werte von R bzw. s ausschlaggebend sein werden, son-
dern nur deren Verhiltnis R:s. Die entsprechenden Skizzen unter-
scheiden sich ja fiir R=2cm, s =1cmund R= 2 m, s =1 mnicht, in
den zugehorigen Skizzen wiren nur ,,verschiedene MaBstibe™ ver-
wendet worden. Dies ist schon ein starker Hinweis darauf, dass man
beim Probieren mit verschiedenen Graphen z.B. s =1 festsetzen
kann und dann nur mehr verschiedene Werte von R zu probieren
braucht. Das schriinkt die Moglichkeiten beim Probieren schon we-
sentlich ein und erdffnet eine effiziente Strategie, sich an die ent-
scheidenden Werte von R (eigentlich von R:s) heranzutasten. Wenn
Lernende das nicht von alleine sehen, kann eine entsprechende Dis-
kussion (warum man hier s =1 setzen kann) auch durch die Lehr-
kraft angeregt werden.

\
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Abb. 5a: R =1

Abb. 5b: R =10
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Abb. 6b: R =0,2

Fiir Werte R>1 (s=1) scheint sich qualitativ das Bild von Abb. 3a (R =2) zu ergeben,
vgl. Abb. 5. Die Graphen dndern sich nicht, nur die Werte auf der 2. Achse. Das Volumen
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nimmt monoton mit & ab (vom Startwert
V(0) zu0); die Tangente an der Stelle 0
scheint waagrecht zu verlaufen. Dies ist auch
ohne Differentialrechnung plausibel, denn
‘] aus geometrischen Symmetriegriinden ist
klar, dass V(a)=V(-«) ist, damit bleibt,
. wenn es liberhaupt eine Tangente gibt, nur
die waagrechte iiber.
N Fiir Werte R<1 (s=1) scheint es zwischen
R=1 und R=0,65 einen Wert zu geben, ab
. dem der Graphverlauf sich qualitativ indert,
vgl. Abb. 5a und Abb. 6a.

An diese Grenze zwischen R=1 und
R =0,65 konnte man sich natiirlich noch viel
genauer herantasten, man wiirde feststellen,
dass sie nahe bei 0,8 liegt, Genaueres findet
man durch reines Experimentieren jedoch

- i . nicht heraus (in Abb. 6¢ sind viele Funk-
tionsgraphen fiir verschiedene R-Werte als Schar zu sehen). Aber immerhin findet FMMW:

9:@ dieses Experimentieren (Explorieren) heraus, dass es da so eine Grenze z b
mo.:m_:r und durch die Idee, dass dafiir vermutlich nur das Verhiltnis R : s Q:Hmormmawsmomoom”
M_M AEUm:amoﬁH %.S: z. w...ﬂ = C,.wmsz man &o.: an diese Grenze auch sehr effizient heran-
sten. Dadurch &:&.a_o Sichtweise Mathematik als Prozess gestirkt, das ist positiv her

zuheben, denn .a_o Sichtweise Mathematik als Fertigprodukt ao_d::,wz den durchsch .<o_w-
chen Mathematikunterricht in Schulen immer noch zu sehr. et

Fazit: Es sind bei der Volumenentwick-
lung qualitativ verschiedene Verlaufsformen
des Graphen moglich: Durchgehend streng
monotones Fallen der Volumenwerte, oder
am Anfang zunichst streng monotones
Wachsen der Volumenwerte, danach streng
monotones Fallen. Damit hat man an dieser
Stelle vermutlich nicht gerechnet, und das
verlangt nach weiteren Untersuchungen und
Erkldrungen.
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Abb. 6¢: Schar von Funktionsgraphen

2.3 Graphen von Funktionen in zwei
Variablen (3D-Plots)

01 7x 3n Sm
]

T6 & 16

n 3z X T - i

T3¢ % 16 <.<o== Graphen von Funktionen in zwei Va-
riablen' bekannt sind (3D-Plots in CAS),

dann kann man auch einen umfassenden gra-

phischen Uberblick gewinnen. Wieder setzen

o

Abb. 7: 3D-Plot, & von ,rechts nach links* zu lesen

H R
Zum Beispiel in der Lehrerausbildung oder in einzelnen Leistungskursen.

)

wir s:=1, dies bedeutet, dass Lingen in Einheiten von s gemessen werden. Dadurch ver-
schwindet in (1) die Variable s, man hat dann nur mehr zwei Variablen: Rund « .

V(@)= mwm.ooév (3R? +sin’(@)) (1"

2.4 Eine Plausibilitatserklarung
Bevor man mit Mitteln der Analysis (Differentialrechnung) an das Problem herangeht,
kénnte man auch versuchen, eine Plausibilitiitserkldrung dafiir zu finden, dass fiir grof3e

Werte von R das Volumen am Anfang fallen, fiir kleinere Werte jedoch steigen wird.

Zu Beginn von 2.1 wurde festgestellt, dass a priori ziemlich unklar ist, welcher der beiden

dort beschriebenen Effekte stirker ist. Deswegen ist man i. A. ja unsicher, ob das Volumen

beim Drehen der Stibe zuniichst groBer oder kleiner wird. Bei genauerer Betrachtung ist es aber

schon plausibel, dass es dafiir einen ,,Schwellenwert™ von R/s gibt: Bei groen Werten von R/s

(d.h. die Stibe sind weit auseinander) dominiert der Effekt der Hohenverkiirzung, d.h. das
Volumen wird insgesamt kleiner: Die entsprechenden ,,Grundflichen* sind sehr grof, und
daher zieht eine kleine Hoheninderung eine groe Volumeninderung nach sich. Bei sehr klei-
nen Werten von R/ s (d. h. die Stiibe liegen nahe beisammen) ist es hingegen umgekehrt, zumin-
dest zu Beginn der Drehung: Hier dominiert der andere Effekt, dass der Volumenbeitrag weiter
von der Achse entfernt liegender Flichenstiicke grofer ist, die kleine Hohenverkiirzung wirkt
sich hingegen dann weniger aus (die entsprechenden ,,Grundflichen® sind ja klein). Dass aber
diese Schwelle genau bei R /s =273 =0,8165 ist, kann man nicht ohne genauere Analysen
(siehe unten) erkliren. Auch solche und dhnliche Plausibilititserklidrungen sollen im Unter-
richt ihren Platz haben, denn dadurch versteht man (auch im Sinne von A. KIRSCH) die gra-
phisch und rechnerisch sich ergebenden Phéinomene besser. Dies kann auch unter dem Aspekt
einer gelungenen Symbiose von Anschaulichkeit und Strenge gesehen werden, ein Thema, das
ARNOLD KIRSCH auch sein Leben lang beschiftigt und zu dem er viele Beitrige geleistet hat.

3. Bearbeitung mittels Differentialrechnung

Wir setzen im Folgenden — wie oben schon angedeutet — s:=1, dadurch werden die

Formeln und Uberlegungen etwas iibersichtlicher, weil wir eine Variable weniger haben.
Die Funktion mit der Gleichung (1") soll nun mit Differentialrechnung genauer untersucht
werden, insbesondere bzgl. Monotonieeigenschaften. Die Ableitung von (1") nach & ergibt

V()= w% -sin(ar) - Amoo% (o) —sin* () — wwwv ()

Daraus erkennt man unmittelbar V'(0)=0 und hat damit auch eine formale Erkldrung

(Begriindung) fiir die waagrechte Tangente an der Stelle O (Abb. 3, Abb. 5 und Abb. 6). Fiir
0<a<m/?2 ist sin(er) =0, daher wird das Vorzeichen von V'(a) durch den Term in der

Klammer von (2) entschieden. Fiir oz #0 gilt:
V'(@)=0 < 2cos’ (&) —sin’ (&) —3R*=0
Verwendet man cos’(¢) = 1—sin’ (&) , so ergibt sich nach kurzer Rechnung:

Via)=0 < mswﬁvuw:ww 3)

"1
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Hier bemiihen wir uns, die Arkus-Funktionen zu vermeiden, weil diese im Schulunterricht
nicht vorausgesetzt werden kénnen. Auch ohne diese ist aber klar:

Fiir R>+/273~0,8165 ist 2/3-R*<0 und sin*(@)>2/3 - R*, somit ist aber nach (3)
V(@) <0 garantiert fiir alle >0 und damit das streng monotone Fallen der Funktion V

(Volumenentwicklung) fiir R >+/273 . Hier haben wir also jene Grenze nun genau, die
oben durch Experimentieren ungefihr zu erhalten war.

Fazit fiir den Fall R>+/273 ~0,8165: Das betrachtete Volumen des Kegelstumpfes
wird beim Drehen um den Mittelpunkt der Stibe immer kleiner, es fillt mit anfangs waag-
rechter Tangente streng monoton ab zum Wert 0.

Fiir den Fall R<+2/3 < 2/3-R*>0 ist aus (3) auch schon abzulesen: Es wird
a -Werte in einem Intervall von 0 bis zu einer bestimmten Grenze geben, fiir die V'(a) >0
ist; in diesem Intervall herrscht dann streng monotones Wachstum. Diese Grenze kann man
angeben: Es ist jener Winkel o, fiir den a:@&n,\w\ulxw gilt. Hintergrund all dieser
Uberlegungen ist der bekannte und im Schulunterricht sehr wichtige Sarz von der Intervall-
monotonie® [vgl. auch HUMENBERGER 2015].

Fiir den Fall R>+/2/3 ist damit der Verlauf des Graphen von V auf dem ganzen Inter-

vall ?S\N_ ,»gekldrt™ (streng monotones Fallen), fiir den Fall R <273 zumindest die
Monotonie (wachsen) am Anfang.

Bis hierher sollte dieses Thema auch im Schulunterricht der Sekundarstufe 2 behandel-
bar sein und keine generelle Uberforderung darstellen: Schiiler/innen experimentieren zu-
erst mit Funktionsgraphen und bestitigen dann mittels Differentialrechnung das beobachtete
Phinomen: Ab einer gewissen Grenze von R (bzw. R /s, wenn sie nicht s:=1 setzen),
dndert sich das Monotonieverhalten ,,zu Beginn“ (fiir kleine « ).

Ein konkretes Phinomen (Problem) steht zu Beginn. Dieses bzw. die zugehorige Funk-
tion konnen nach Erstellung des Funktionsterms zuniichst rein experimentell untersucht
werden. Die sich dabei ergebende ,,Grenze wird dann mit analytischen Mitteln berechnet,
wobei die Existenz so einer Grenze auch ohne Analysis plausibel gemacht wird, so dass
diese auch ,.einleuchtet. So kann die Mathematik ihre erhellende Funktion bei konkreten
Phénomenen unter Beweis stellen. Mit bloBem Experimentieren kann man diese Grenze bei
V2/3 nur ungefihr ermitteln (siehe oben: ,ca. 0,8%), mit Hilfsmitteln aus der Differential-
rechnung kann man einerseits besser verstehen, wie es zu dieser Grenze kommt, anderer-
seits ihren genauen Wert ermitteln. Es lohnt sich also durchaus, diesen eher theoretischen
Standpunkt (typisch fiir die Mathematik) einzunehmen. Monotoniefragen und allgemein
Verlaufsformen von Funktionsgraphen sind genuiner Bestandteil der ,.Funktionsunter-
suchungen®, aber hier sind diese Fragen in einen interessanteren Kontext eingebettet als bei
der sturen Abarbeitung eines vorgegebenen Schemas.

Schon bis hierher kann Differenzierung im Unterricht bei dieser Aufgabe stattfinden:
Manche Lernende arbeiten ausschlieBlich mit Funktionsgraphen (CAS, Funktionenplotter),
sind also primér an graphischen und praktischen Aspekten interessiert, leistungsstirkere
Lernende bearbeiten auch die theoretische Seite und suchen nach Erkldrungen mittels
Differentialrechnung.

2 Wenn die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f auf einem Intervall positiv ist, dann ist f dort

streng monoton wachsend.

R2

4. Fachdidaktisches Kurzresumé

Immer wieder wird (m.E. zu Recht) moniert, dass sich die klassischen W:?w:&m_m:.mmwoso:
im althergebrachten Stil iiberholt haben. Ich bin davon iiberzeugt, am.mm das Ncm.oro:mm ver-
stindnisbasierte Wissen im Bereich der Differentialrechnung aber keineswegs tiberholt und
immer noch sehr wichtig ist [,,Kurvendiskussionen? Ja, aber anders®, <m._. m:o.: DANCK-
WERTS/VOGEL 2006, S. 147ff.]. Die vorgestellte Aufgabe stellt eine Moglichkeit am...ﬁ .ammm
Lernende sich in selbststindiger Arbeit mit einem interessanten v:mso.aw: _quo:m?mwF
zunichst rein experimentell mittels eines Funktionenplotters; dies stellt in gewisser Weise
die erste Bearbeitungsstufe dar. Eine weitere Bearbeitungsstufe stellen die moﬁ.:m_o: Argu-
mente aus der Differentialrechnung dar (Nullstellen der 1. Ableitung, Zo:oHoEnccwzomcs-
gen etc.), die zugehdrigen Einsichten durch Uiﬂm::m_aogczm oEm.SBEo: EQ. aber
keinem starr abzuarbeitenden Schema. Im Vordergrund stehen inhaltliche, .manzz,moro“
verstindnisorientierte, weniger syntaktische und kalkiilorientierte Aspekte. In einer weiteren
Stufe kann dann auch der Blick auf die rechte Intervallgrenze gelenkt S@&.o:, o:Z.,.\aaQ an
einem konkreten Beispiel oder sogar allgemein (vgl. unten bzw. die O:,_Ew-mnmmi::mv,
wenn die Arkussinusfunktion den Lernenden zur Verfiigung steht (dies ist in aoq.mosc_w
kaum realistisch, nicht einmal an Gymnasien). Diese Aufgabe bietet also Moglichkeiten auf
unterschiedlichen Niveaus, auch fiir differenzierenden Unterricht.

Der Computereinsatz (CAS, Funktionenplotter) ist beim hier <o~m.amoEmm.o=w: <.o~m%a:
zum Zeichnen von Graphen unbedingt nétig. Schon oben haben wir mm.co_ von einer Art
SpieBumkehr gesprochen (im Vergleich zu klassischen Wc?o:a_mw:wm_o:n_.g von friiher,
ohne Computer): Graphen sind nicht mehr das Ziel, sondern ooawﬁoamm:o:aﬂa Graphen
sind der Ausloser weiterer theoretischer Uberlegungen (wie kann U&Qmsc,m:wo::::m
helfen, die beobachteten Phiinomene mathematisch zu erkldren?) Auch zum w.om:BE@: von
Ableitungen, zum Losen von Gleichungen bzw. Ungleichungen kann CAS eingesetzt wer-
den, aber diese Aktivititen sind hier so einfach, dass sie auch noch per Hand N:E.:&wn w.:a.
Gut (aber nicht unbedingt notig) wire es auch, wenn ein .&ww_oﬁ <ozmmm AE:.R;..nEo.m
3D-Konstruktionsprogramms), das es erlaubt, mit einem Schieberegler fiir o die raumli-
chen Darstellungen der zugehorigen Kegelstiimpfe
zu variieren und vor Augen zu fiihren.

5. Die rechte Grenze
des ¢ -Intervalls
firden FallR <s

Bis jetzt haben wir die Graphen immer im Bereich
ae|0;7/2] gezeichnet. Dieses ganze Intervall ist
aber — wie wir oben schon festgestellt haben — nicht
in allen Fillen moglich, im Fall R<s (bei uns also
R <1) geht die rechte Grenze des Winkelintervalls
nur bis zu jenem Winkel, bei dem die beiden Stébe
einander in die Quere kommen. Das ist bei jenem
Winkel o der Fall, bei dem sin(e) = R/ s gilt (bzw. Apb. 8: Grenzfall beim Kippen der Stabe
sin() = R wegen s:=1; vgl. Abb. 8). ,nach links* zu lesen
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Abb.9as=1,R=0,65

Abb.9¢cs=1,R=0,58

Um diesen « -Wert besser ,.fassen* zu konnen, braucht man die
Umkehrfunktion der Sinusfunktion, die Arkussinusfunktion:
anamixv. Die folgenden Betrachtungen sind also nur dann
sinnvoll, wenn diese Funktion bekannt ist. In den meisten Fillen
wird das im Schulunterricht nicht der Fall sein, in der Lehreraus-
bildung und vielleicht in manchen Leistungskursen allerdings
schon.
Wir haben also prinzipiell die beiden Fille zu unterscheiden:
I. R21und 0<a<7/2 (volle 90°-Drehung moglich)
2. R<lund 0sa< 38:;5 (Drehung nur bis zur Drehkegellage
moglich)
So gesehen gehen die Graphen in den Abb. 6a und 6b also zu weit,
sie sollten nicht bis a@=7/2 gehen, sondern nur bis arcsin(R),

vgl. Abb. 9a und 9h. !

Zu beachten ist allerdings, dass die 2. Achse hier abgeschnitten®
wurde und die Unterschiede daher drastischer wirken, als sie
tatséchlich sind. Hervorgehoben sollen allerdings die qualitativen
Unterschiede werden, nicht die quantitativen.

In Abb. 8a und 9b treten zwei verschiedene Verlaufsformen zu
Tage: In Abb. 92 haben wir zunichst streng monotones Wachstum,
und dann noch ein Stiick streng monotones Fallen (lokale
Maximumstelle bei «=0,52), in Abb. 9b hingegen durgehend
streng monotones Wachstum. Auch an die Grenze zwischen diesen
Fillen kann man sich wieder durch Probieren herantasten, sie wird
ungefihr bei R =0,58 liegen (Abb. 9c).

Die sich dabei aufdringenden Fragen sind:

a) Sind das alle prinzipiell méglichen Verlaufsformen?

b) Kann man das auch formal begriinden mit Differential-
rechnung?

Fiir die Antworten zu diesen Fragen miissen wir aus Platzgriinden auf eine Online-
Erginzung zu diesem Aufsatz (Verlagshomepage) verweisen.
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