1 Datum und Uhrzeit der Aufnahme

Gewisse Standardprobleme zum Thema Schatten sind im
Mathematikunterricht ja weit verbreitet, z. B. in der ana-
lytischen Geometrie, bei Sachaufgaben (Wie hoch ist ein
Mast, wenn man seine Schattenlidnge und den Einfallswin-
kel der Sonne kennt?), die erste Bestimmung des Erdum-
fangs nach Eratosthenes (um ca. 240 v. Chr.) etc. Mit neuer
Technologie (Computertechnik) werden nun auch weitere
interessante Aufgaben zu diesem Thema moglich. Bei Goo-
gle-Maps und anderen dhnlichen Diensten findet man viele
Bilder mit schattenwerfenden Objekten. Kann man bei sol-
chen Bildern das Datum und die Uhrzeit der Aufnahme be-
griindet abschitzen? Wenn ja, wie?

In Abb. 1 siecht man ein Haus (London), das einen Schat-
ten wirft. Da ein Schornstein genau an der Hausmauer ist,
kann man den zugehorigen ,,Bodenpunkt gut ausma-
chen (lotrecht hinunter von der Schornsteinspitze zum Bo-
den). Der Schattenpunkt der Schornsteinspitze ist gut zu se-
hen, und solche Karten haben immer eine Nord-Siid-Aus-
richtung. Daher kann man relativ gut die Schattenrichtung
am Boden sehen: ca. 10° von der Nordrichtung abweichend
nach Westen, d. h. die Sonne steht momentan ca. 10° von
der Siidrichtung entfernt in Richtung Osten (knapp vor Mit-
tag). Diesen Wert bezeichnet man als das Azimut a der
Sonne: a &~ —10°. Das Azimut ist in Ostlichen Richtungen
negativ, in westlichen Richtungen positiv, bei a = 0° steht
die Sonne genau im Siiden, es ist also einfach die gewohnte
Himmelsrichtung, mit dem Nullpunkt genau im Siiden.

Das Azimut der Sonne ist eine Koordinate der Sonne
im so genannten Horizontsystem, die andere ist die Son-
nenhohe /2 (Hohenwinkel der Sonne, auch Elevation ge-
nannt). Das Horizontsystem beschreibt den Sonnen-
stand vom Beobachter aus durch zwei Winkelkoordina-
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ten: —180° < a < +180° —90° <h < +90°. Fir h < 0°
ist die Sonne fiir den Beobachter nicht sichtbar (z. B. in der
Nacht). Zu Mittag (genau im Siiden) nimmt ~ das Maxi-
mum an (,,Sonnenhdchststand*), vgl. Abb. 2.

Wie kann man nun diese Sonnenhthe ungefihr abschét-
zen? Dazu briauchte man gute Schitzwerte von Schatten-
linge und Objekthohe. Die Schattenlinge (weill hervor-
gehoben in Abb. 1b) ist hier leicht zu bekommen, weil der
,Bodenpunkt*“ des Schornsteins' und der Schattenpunkt der
Schornsteinspitze gut auszumachen sind, man kann diese
Entfernung direkt in Google-Maps messen, dazu gibt es ein
eigenes Tool zum Entfernungsmessen (rechte Maustaste),
alternativ dazu kann man auch mit dem Lineal abmessen
und die rechts unten eingeblendete Strecke von einer Linge
von z.B. 20 m in Wirklichkeit verwenden (,,Maf3stab‘).
Man erhilt hier ungefihr 11 m als Schattenlinge. Man darf
hier natiirlich nicht den Abstand auf der Karte zwischen der
wirklichen Schornsteinspitze und dem zugehorigen Schat-
tenpunkt am Boden messen (auch wenn das in diesem Fall
zufillig nur einen kleinen Unterschied machte), das wire
nur dann ,.erlaubt”, wenn die Satellitenaufnahme? von einer
Position ,,lotrecht iiber dem Boden stattfinde. Das ist hier
aber nicht der Fall, was man z. B. daran sieht, dass die Ostli-
chen Hausmauern gut zu sehen sind.

Nun muss man noch die GebiudehShe (vom Boden bis
zur Schornsteinoberkante) schitzen. Dazu bietet sich Goo-
gle-Street-View an. Das in Rede stehende Haus von Abb. 1
ist in Abb. 3 mittels Google-Street-View zu sehen.

Hier kann man die Hohe relativ gut abschitzen, man
kann z. B. die Ziegelreihen bis zur Rauchfangspitze zih-
len: ca. 110. Wenn man eine Ziegelhdhe von 6,5 cm (Eng-

!Gemeint ist damit die lotrechte Projektion der Schornsteinspitze auf
die Erdoberfliche, sozusagen ihr ,,Grundriss®.

27. B. mittels des Satelliten Landsat 8 (NASA | USGS): seit Februar
2013; Umlaufzeit: ca. 98 min (,,sonnensynchron®, d. h. die ,,Orbitale-
bene* hat einen festen Winkel zur Linie Planet-Sonne, in einem Jahr
dreht sich die Orbitalebene genau einmal um die Erde oder anders for-
muliert: ,,Die Erde nimmt diese Ebene bei der Rotation um die Sonne
sozusagen mit“); Hohe: ca. 700 km; Bahnneigung (Winkel zwischen
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Abb. 1 Ein Haus mit Schatten in London. (Quelle: Google-Maps)

Abb.2 Das Horizontsystem der Himmelskugel?, die Erde ist als
Punkt in deren Zentrum markiert, G bezeichnet ein Gestirn (z. B. die
Sonne), Z den Zenit — das ist der Punkt auf der Himmelskugel ge-
nau senkrecht iiber einem Beobachter auf der Erde. (Quelle: Schuppar
2017, S. 121, mit freundlicher Genehmigung)

land!) mit einem Zwischenraum von 1 cm rechnet, dann
kommt man auf ca. 8,20 m, andere Schitzungen kommen
vielleicht auf 8 m (z. B. Hauseingangsstufe von einer ande-

Orbitalebene und Aquatorebene, von der ,,Ostrichtung® aus gemes-
sen): ca. 98°, d. h. fast polare Umlaufbahn (das entspriche einer Bahn-
neigung von 90°); ,.Streifenbreite” der Aufnahmen auf der Erde: ca.
185 km.

3Dieses Bild entspricht der Wahrnehmung von der Erde aus. Das geo-
zentrische Weltbild ist als physikalisch-astronomisches Modell natiir-
lich lidngst tiberholt, gleichwohl eignet sich die Vorstellung einer ,,Him-
melskugel* (mit der Erde im Zentrum) zur Beschreibung vieler Phéno-
mene sehr gut, weil wir den Weltraum um uns eben so wahrnehmen.

ren Ansicht: ca. 40 cm, zwei Geschosse zu je 2,80 m, dann
noch ca. 2 m bis zur Schornsteinoberkante). Wir wollen die
runden 8 m verwenden. Jetzt kann man die interessierende
Sonnenhohe (d. h. ihren Hohenwinkel) bestimmen, denn
es gilt ja bekanntlich*: tanh = Scol?%:ﬁg:;e' Wir erhalten
h ~ 36°. Um dieses Resultat zu bestitigen, kann man auch
noch andere Objekte mit ihren Hohen und Schattenldngen
hernehmen. Nun reduziert sich also die Frage auf: Wann
steht in London (geografische Breite ¢ ~ 51, 5°) die Sonne
auf einer Hohe von 36° und gleichzeitig 10° im Osten? Die
,tagliche Bahn* der Sonne am Himmel ist ja abhingig von
der so genannten Deklination § der Sonne, die bekannt-
lich zwischen —23,5° und +23,5° im Laufe eines Jahres
schwankt (fiir Details sieche Schuppar 2017). Die moglichen
Deklinationswerte kommen i. A. pro Jahr zweimal vor (aus-
genommen die beiden ,,Randwerte* zu Sommerbeginn am
21. 6. bzw. zu Winterbeginn am 21. 12.), sodass klar ist,
dass Sonnenbahnen i. A. an zwei Tagen des Jahres praktisch
gleich sind. Das bedeutet anschaulich: Wenn man in dem
Bereich, in dem die Sonne prinzipiell stehen kann, einen
Punkt am Himmel fixiert, dann kommt die Sonne an diesem
Punkt i. A. zweimal pro Jahr vorbei. Fiir die Sonnendeklina-
tion § gibt es Tabellen (vgl. Tab. 1), zwischen den angegebe-
nen Werten kann man linear interpolieren — hohe Prizision
brauchen wir bei unserem Thema nicht!

Diese Sonnendeklination ist eine der beiden Koordi-
naten der Sonne im anderen System, im Aquatorsys-
tem. Die andere Koordinate ist der Stundenwinkel 7 mit

“Etwas ungewohnlich ist hier vielleicht, dass  hier nicht eine Hohe
im herkommlichen Sinn bezeichnet, sondern die Sonnenhohe, die ei-
gentlich ein Winkel ist. Aber der Buchstabe £ ist fiir diese Sonnenhohe
sehr verbreitet (Schuppar 2017).



Erkundungen und Abschatzungen bei Google-Maps-Bildern

71

Abb. 3 Haus in London, Seitenwand. (Quelle: Google-Street-View)

sehr lesenswerte Buch von B. Schuppar (2017, S. 134 ff.)
zu diesem Thema.
Nautische Formeln:

(I sin (8) = sin () - sin (h) — cos (@) - cos (h) - cos (a)
(II) sin (h) = sin () - sin (§) + cos (¢) - cos (8) - cos (1)
(III) sin (¢) - cos (8) = cos (h) - sin (a)

Unsere Daten sind a &~ —10°, ¢ =~ 51,5° und h ~ 36°. Da-
raus kann man mit (I) berechnen: § ~ —2° und mit (III)
schlieBlich®: r ~ —8°, das entspricht ca. eine halbe Stunde
vor Mittag, d. h. ca. 11:30 Uhr (gemeint ist hier die wahre
Ortszeit, bei der der Sonnenhochststand auf 12:00 Uhr fallt
— Mittag), das miisste man noch in MEZ bzw. MESZ um-
rechnen, aber darauf soll es hier nicht ankommen (fiir De-
tails siehe Schuppar 2017, S. 130 ff.). Die beiden mogli-
chen Daten sind mit § ~ —2° in Tab. 1 abzulesen: 16. Mirz
oder 29. September, also kurz vor Friihjahrsbeginn bzw.
kurz nach Herbstbeginn. Wenn man die Vegetation niher
betrachtet (insbesondere die manchmal fehlende Belau-
bung der Bdume), wiirde man vielleicht eher auf Friihlings-
beginn als auf Herbstbeginn setzen. Leider hat man in Goo-
gle-Maps keine (uns bekannten) Moglichkeiten herauszu-
finden, von wann diese Aufnahme stammt, sodass wir also
dieses mathematisch begriindete Schitzergebnis leider nicht
verifizieren konnen.

Tab.1 Deklination der Sonne

(Quelle: Schuppar 2017, S. 127) Tag |Jan Feb Mirz | April | Mai Juni Juli Aug Sept | Okt Nov | Dez

-23,1 | =173 | =79 | +43 | +149 | +220 +232 +182 +8,6 —-29 |—-142| =217
5 =227 | -16,1 | =63 | +58 | +16,0 | +22,5 +229 | +172 +7,1 —44 |—-154 =223
10 | —-22,1 |—146 | —44 +77 | +174 | +230 | +223 | +158 | +52 | —64 |—169 —228
15 | -213 |-129 | —24 495 | +18,7 | +233 | +21,6 | +143 | +33 | —82 |—-183 -232
20 |-203 —11,2 =05 | +113 | +19,8 | +234 | +20,8 | +12,7 | +14 | —-10,1 | —19,5 —23.4
25 |—-19,1 | =94 | +15 | +129 | +208  +234 | +19,8 | +11,0 | —0,6 | —11,8 | —20,6/ —23.,4
30 | —-17,6 +39 | +145 | +21,8 | +232 | +184 | +89 |-2,5 | —13,9 | -21,5/ =232

—180° < ¢t < +180°, wobei Azimut a und Stundenwinkel ¢
immer das gleiche Vorzeichen haben. Zu Mittag? ist ¢ = 0°,
am Vormittag ist # < 0°, am Nachmittag ist > 0°. Dieser
Stundenwinkel entwickelt sich im Laufe des Tages gleich-
mifig, weil sich die Erde mit konstanter Geschwindigkeit
dreht, m. a. W. in einer (Zeit-)Stunde #ndert sich der Stun-
denwinkel um 360° : 24 = 15°, vgl. Abb. 4.

Nun gibt es die so genannten Nautischen Formeln,
mit deren Hilfe man die Horizontkoordinaten (a,h) in
Agquatorkoordinaten (§,7) umrechnen kann (und umge-
kehrt). Diese hier zu begriinden bzw. herzuleiten, wiirde un-
seren Rahmen sprengen, wir verweisen auf das schéne und

SGemeint ist 12:00 ,,wahre Ortszeit“, d. h. der Zeitpunkt des Sonnen-
hochststandes (Sonne im Siiden).

Bemerkung zu diesem Themenkreis:

Die Aufnahmen von Google-Maps sind ,,gestiickelt und
stammen i. A. von verschiedenen Daten bzw. Zeitpunk-
ten. Das merkt man z. B. daran, dass ab einer gewissen
»Irennlinie ganz andere Lichtverhiltnisse bzw. Schatten
etc. herrschen. Wenn man in vielen stidtischen Bereichen
bei Google-Maps immer weiter ins Bild hineinzoomt, d. h.
»hdaherkommt* und das Bild groB3er wird, dann wird oft au-
tomatisch auf Google-Street-View umgeschaltet, wobei bei
diesen Aufnahmen oft der Aufnahmemonat dabeisteht. Bei
der Street-View-Aufnahme von Abb. 3 steht ,,Sept. 2015%.
Das passt zwar gut zu unserem obigen Ergebnis, hat aber

%Auch mit II kann man ¢ berechnen, dann muss man allerdings aufpas-
sen, denn es muss ja wegen a < 0 auch# < 0 sein!
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Abb.4 Das Aquatorsystem der Himmelskugel, die Erde ist als
Punkt markiert im Zentrum der Himmelskugel, G bezeichnet ein Ge-
stirn (z. B. die Sonne), P den ,,Himmels(nord)pol* (dort ist ca. der Po-
larstern), K den hochsten Punkt des Himmelsidquators (das ist die
gedachte Projektion des Erddquators auf die Himmelskugel) auch
Kulminationspunkt genannt (Quelle: Schuppar 2017, S. 126, mit
freundlicher Genehmigung)

leider keine Aussagekraft, weil es bei unserem Problem ja
nicht um das Datum der Street-View-Aufnahme geht, son-
dern um jenes der Google-Maps-Aufnahme, und diese bei-
den haben ja tiberhaupt nichts miteinander zu tun.

Der Vorteil dieses Themenkreises gegeniiber dem folgen-
den ist, dass man praktisch alle Gegenden als Bilder ver-
wenden kann, der Nachteil, dass das Wissen tiber Kugel-
geometrie (Nautische Formeln) meist unbekannt sein wird,
sodass das die Lernenden nicht in reiner Eigenregie erarbei-
ten konnen, hier muss die Lehrkraft die zugehorigen Hin-
weise und Erkldrungen geben. Dieser Nachteil kann aber
anders gesehen auch ein Vorteil sein, denn das Bewusstwer-
den iiber die beiden mdglichen Koordinatensysteme bzgl.
des Sonnenstandes (Horizont- bzw. Aquatorkoordinaten)
und Begriffe wie Azimut, Sonnenhohe, Deklination, Stun-
denwinkel etc. sind ja wichtig, kommen aber im Schulun-
terricht praktisch nicht vor. Hier sind nicht unbedingt die je-
weiligen Formeln (z. B. die Nautischen Formeln) gemeint,
sondern nur die zugehorigen Phianomene, die auch ficher-
iibergreifend zu Physik (Astronomie) bzw. Geografie be-
handelt werden konnten.

Insgesamt ist es sicher fiir viele verbliiffend und motivie-
rend, dass man aus Google-Maps-Aufnahmen doch relativ
genau Aufnahmezeit und -datum’ abschiitzen kann. Der ge-
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naue Hintergrund der Nautischen Formeln braucht dabei im
Unterricht gar nicht unbedingt erldutert zu werden, sie hier
einfach zu verwenden kann dazu beitragen, ein wenig zu
staunen, was Mathematik leisten kann.

Beim folgenden Problem ist zwar die dahintersteckende
Mathematik (Geometrie) einfacher®, aber dafiir braucht man
nur selten zu erhaltende Google-Maps-Bilder. Fiir Aufnah-
men wie hier in Abschn. 1 besprochen wiren auch viele an-
dere Orte in Deutschland oder Osterreich moglich gewe-
sen, aber wir haben London (Heathrow) hier schon in Ab-
schn. I genommen, weil dieselbe Gegend auch noch einmal
im kommenden Abschn. 2 eine Rolle spielt, und zwar mit
einem weiteren Phinomen, das man leider nicht so hdufig
findet.

2 Nicht alltagliche Aufnahmen in der
Nahe groB3er Flughafen

Wenn man mit Google-Maps in der Nihe groBer Flughédfen
ist (z. B. Heathrow, Frankfurt, Los Angeles, New York etc.),
so kann man per Zufall Flugzeuge in der Luft finden. Wenn
der Google-Satellit seine Aufnahmen gerade dann macht,
wenn sich ein Flugzeug dem Flughafen néhert (und das ge-
schieht bei stark frequentierten Flughidfen sehr hiufig), so
ist das Flugzeug eben ,,im Bild*“ und man kann sich in so
einer Situation die naheliegende Frage stellen, ob man ir-
gendwie herausbekommen kann (mit mathematischen Mit-
teln, also begriindet, nicht einfach als ,,Bauchschitzung®),
wie hoch das Flugzeug ca. fliegt in diesem Moment. In
Abb. 5 sieht man ein Flugzeug in der Ndhe von London-He-
athrow im Anflug.

Diese Frage ergab sich aus einer weiteren zufilligen
Entdeckung: Wenn man einen etwas groferen Ausschnitt
nimmt, dann sieht man sogar den Schatten des Flugzeuges
(Abb. 6), damit miisste sich doch was machen lassen! Aber
wie genau sollte man das anpacken? Gerade solche Mo-
mente sind ja die spannenden im Prozess des Betreibens
von Mathematik. Natiirlich hat die Frage nach der Flug-
zeughohe aus solchen Bildern zwar Realititsbezug, aber
Lernende wiirden diese Frage vermutlich nicht von selbst
stellen, sie muss von Lehrkriaften kommen. Das gilt ge-
nauso fiir die Fragestellung von Abschn. 1, auch die muss
von der Lehrkraft kommen.

Methode 1: Eine erste Idee ist hier, so dhnlich vorzu-
gehen wie in Abschn. 1, wir kennen schon den ungefihren

7Beim Datum sind es — mit Ausnahme des Sommer- bzw. Winteran-
fangs (Sonnenwenden: 21. Juni, 21. Dezember) — zwei verschiedene
mogliche Werte.

8Enthilt aber trotzdem ein vielleicht iiberraschendes Moment, siche
unten.
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Abb.5 Flugzeug im Anflug auf Heathrow. (Quelle: Google-Maps)

Hohenwinkel /4 ~ 36° der Sonne zum Zeitpunkt der Auf-
nahme (mit Hilfe des Hauses). Nun konnte man in erster
Niherung auf die Idee kommen, insbesondere wenn man
nicht vorher Fragen wie in Abschn. 1 behandelt hat und um
die zugehorige Problematik’ daher noch nicht gut Bescheid
weil}, diesen Winkel zu verwenden und mit Hilfe der Ho-
rizontaldistanz Flugzeug-Flugzeugschatten auf die entspre-
chende Flugzeughthe zu kommen (Abb. 7), entweder mit
dhnlichen Dreiecken (Objﬂ;m(jhe = Fl“gzi:ghdhe) oder mit Tri-
gonometrie (Flugzeughohe = s, - tan /). Nun liegt es zu-
nichst ziemlich nahe, s, aus der Google-Maps-Aufnahme
herauszumessen als Abstand zwischen Flugzeug und Flug-
zeugschatten.

Wenn man das macht, ergibt sich fiir s, & 530 m, damit
kidme man auf eine Flughthe von ca. 385 m.

Nun gibt es gliicklicherweise eine Uberpriifungsmog-
lichkeit, ob dieses Ergebnis plausibel ist: Nadmlich man
kann die Entfernung zur Landepiste auf Google-Maps mes-
sen und daraus dann den durchschnittlichen Sinkflugwinkel
bestimmen. Der liegt bei Standardanfliigen bei ca. 3° (zwi-
schen 2,5° und 3,5°), wie man sich durch eine Internetre-
cherche informieren kann. Die Entfernung zur Landepiste
von Heathrow betrédgt bei unserem Flugzeug ca. 6 km (Goo-
gle-Maps-Messung), das gibe einen Winkel fiir den zuge-
horigen Sinkflugpfad von ca. 3,5°, passt also relativ gut.

Methode 2: Obwohl das Ergebnis gut zu passen scheint
(die Hohe ist vielleicht in Wirklichkeit etwas weniger, so-
dass der Sinkwinkel néher bei 3° liegt?), kann man durch

genaueres Hinsehen relativ leicht einen systematischen
Fehler erkennen: Wenn man niamlich die ,,Bodenstrecke® s,
einfach aus dem Google-Maps-Bild abmisst als Entfernung
von Flugzeug und Schatten, dann stimmt das ja nicht, denn
das Flugzeug ist nicht wirklich am Boden und der Satellit
ist nicht lotrecht iiber dem Flugzeug (siehe oben)! D. h. das
Flugzeug, das wir im Bild sehen, ist ja nur das schrdg (!)
auf die Erdoberfliche projizierte Bild des Flugzeuges (vom
Satelliten aus), und da diese Projektionsrichtung eben nicht
lotrecht ist, ist das nicht genau die gesuchte Bodenstrecke
s2. Bezogen auf Abb. 7 heifit das, dass Flugzeug im Bild
und Bodenpunkt des Flugzeuges (Grundriss) nicht das-
selbe sind. Bei einer Hohe von fast 400 m und einer sicht-
lich schrigen Richtung des Satelliten, kann das eventuell
schon einiges ausmachen.

Um s, zu messen, briuchten wir den Bodenpunkt des
Flugzeuges, seine lotrechte Projektion auf die Erdoberflache
(,,Grundriss®). Den kann man nidherungsweise auch leicht be-
stimmen durch Schnitt zweier bestimmter Geraden. Da wir
das Azimut der Sonne nidherungsweise kennen (siehe oben,
a ~ —10°) ist klar, dass der Bodenpunkt des Flugzeuges ir-
gendwo auf der Geraden g liegen muss (Abb. 6). Anderer-
seits sehen wir in Abb. 1, dass bei der Satellitenaufnahme des

°Gemeint ist hier der Unterschied zwischen ,,Bodenpunkt** (Grundris-
spunkt) eines Objektes und dem zugehorigen Punkt der Schrigprojek-
tion auf die Erdoberfliche (d. h. Punkt im Bild).
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Abb. 6 Flugzeug im Anflug auf Heathrow, mit Schatten. (Quelle: Google-Maps; ¢ = 51,4790992°, 2 = —0, 5753195°, Sommer 2018); die Be-
deutung der weiflen Geraden g und & wird erst spéter klar; die Abb. 5 und 1 sind vergrofierte (,,zoomen*) Ausschnitte von Abb. 6. Leider findet
man dieses Flugzeug nicht mehr, weil die Aufnahmen um London offenbar durch neuere ersetzt wurden.

Abb.7 Die Flugzeughohe in
dhnlichen Dreiecken
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Flugzeuges (Grundriss)

Hauses die fast perfekt in Ost-West-Richtung verlaufende
Nord- bzw. Stidmauer so gut wie nicht zu sehen ist, d. h. der
Satellit steht praktisch genau irgendwo im Osten von diesem
Haus aus gesehen'®, und das heift wiederum, dass der Bo-

1%Man konnte auch seinen Hohenwinkel ungefihr abschiitzen, denn
wir wissen ja, dass das Haus mit Schornstein ca. 8 m hoch ist, und
diese Hohe erscheint in Abb. 1 als ,,messbare* Strecke von ca. 3,40 m,
das ergibt einen Hohenwinkel von ca. 67°, aber diesen Wert brauchen
wir gar nicht.

Sz

denpunkt des Flugzeuges irgendwo auf der Geraden # lie-
gen muss'!, mithin im Schnittpunkt von g und & (Abb. 6, Ge-

Dieser Schluss ist in Heathrow moglich, weil sich hier die Perspek-
tive auf ein Haus nicht @ndert, wenn man es am Bildschirm bewegt, es
handelt sich mathematisch betrachtet um reine Translationen. In anderen
Gebieten (z. B. London-Zentrum, Wien, Berlin, Frankfurt a. M., etc.) ist
das nicht so: Dort siecht man von einem Haus, das man auf den linken
Bildrand zieht, dessen Ostmauer, wenn man es auf den rechten Bildrand
zieht, dessen Westmauer (auch im 2D-Modus). In diesem Fall kann man
iiber das Azimut des Satelliten praktisch keine Aussage treffen.
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Abb. 8 Situationsskizze

raden in weifl angedeutet, Schnittpunkt auf den Schienen).
Nun kann man auf der Karte s, bequem als Abstand dieses
Schnittpunktes zum Flugzeugschatten messen, es ergibt sich:
s> ~ 380 m und daraus eine Flughohe von =~ 380 -8m ~ 280 m

, das sind immerhin ca. 100 m weniger als oben bei Methode
1. Der durchschnittliche Anflugwinkel auf Heathrow auf den
verbleibenden 6 km wiire hier ca. 2, 7°, auch das ist plausibel.

Methode 3:

In Methode 2 haben wir gesehen, dass bei allen Objekten
die Verbindungen von Schattenspitze zu Bodenpunkt zuei-
nander parallel sind (Richtung bestimmt durch das Azimut
der Sonne), ebenso die Verbindungen von Objektspitze im
Bild zu Bodenpunkt (Richtung bestimmt durch das Azimut
des Satelliten). Dadurch auf den Plan gerufen, kann man
auch vermuten, dass auch die Verbindungen Objektspitze
im Bild und Schattenspitze im Bild bei verschiedenen Ob-
jekten immer parallel zueinander sein miissen. Zur Kldarung
(Bestitigung) hilft es, eine Situationsskizze (Abb. 8) zu ma-
chen, was hier eigentlich passiert.

Wie in Abb. 8 zu sehen ist, entstehen durch die auf die
Erdoberflache projizierten ,,Spitzen® (Objektspitze, Flug-
zeug in Wirklichkeit) und durch die Schatten eigentlich
dreiseitige Pyramiden, die jeweils eine lotrechte Kante (=
Hohe; Objekthohe bzw. Flugzeughohe) haben. Diese bei-
den Pyramiden sind dhnlich zueinander, weil die Sonnen-

strahlen zueinander parallel und die Sehstrahlen vom Sa-
telliten auch praktisch parallel sind. Daher miissen auch
die mit d;, bezeichneten Bodendistanzen zueinander par-
allel sein, und das sind die in Rede stehenden Verbindun-
gen zwischen Schattenspitze am Boden und Objektspitze
im Bild (bzw. Flugzeug im Bild). Daher braucht man, auch
wenn man den oben angesprochenen systematischen Feh-
ler vermeiden will, die Bodendistanzen s;, eigentlich gar
nicht, es geniigen die Bodendistanzen d; », das sind die viel
leichter messbaren Entfernungen im Bild, einerseits zwi-
schen Schornsteinspitze im Bild und zugehoriger Schat-
tenspitze im Bild und andererseits zwischen Flugzeug bzw.
Flugzeugschatten im Bild. Aufgrund dieser Ahnlichkeit gilt
auch: Objekthohe — Flugzeughﬁhe
d &

Das, was in Abschn. 1 eigentlich verboten war (die
Schattenldnge des Hauses/Schornsteines zwischen Schat-
tenspitze und Objektspitze zu messen (wir mussten dafiir
extra den ,,.Bodenpunkt” bzw. den ,,Grundriss* des Schorn-
steines suchen), ist jetzt also die Methode der Wahl! Aus
dem Google-Maps-Bild (Abb. 1) misst man d; ~ 10 m, da-
mit ergibt sich mit d, &~ 530 m und einer Objekthdhe von
8 m eine Flughohe von ca. 420 m.

Eine Literaturrecherche zu diesem Thema hat ergeben,
dass Uberlegungen mit Bildern von Flugzeugen und ih-
ren Schatten in der Nihe von Flughifen auch schon He-
len Chick (Tasmanien) hatte (Chick 2016), bei ihr ist es der
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Flughafen von Melbourne. Auch sie ist der Frage nachge-
gangen, ob man aus einem Google-Maps-Bild mit Flug-
zeug und Flugzeugschatten die Flughohe abschitzen kann,
im Wesentlichen handelt es sich bei ihr um die Methoden 1
und 3.

3 Entdeckung eines ,Fehlers” im Bild

Erstaunlich ist hierbei, dass durch die vom Prinzip her ge-
naueren Uberlegungen (kein systematischer Fehler mehr)
von Methode 3 sich der Wert der Flugzeughohe sogar ver-
grofert hat gegeniiber dem Wert von Methode 1 (385 m)
und nicht ndher an das Ergebnis von Methode 2 (280 m) he-
ranfiihrt. Man wiirde doch eher erwarten, dass das Ergeb-
nis von Methode 3 Richtung Methode 2 tendiert, vermeiden
sie doch beide auf ihre Art den systematischen Fehler von
Methode 1. Das kann einen durchaus stutzig machen und
noch einmal zur Losung zuriickkehren lassen: Man sieht
in Abb. 1, dass die Richtung der Verbindung von Schorn-
steinspitze zu Schattenspitze knapp 10° von der Nord-Siid-
Richtung abweicht (diesmal in die andere Richtung, also ca.
+10°), in Abb. 6 sieht man mit freiem Auge, dass die Rich-
tung von Flugzeugbild zu Flugzeugschatten fast 45° von der
Nord-Siid-Richtung abweicht. Das kann unter keinen Um-
stinden zusammenpassen, diese beiden Richtungen miiss-
ten doch eigentlich parallel sein! Dieser Umstand kann viel-
leicht Lernenden auch schon friiher auffallen, jedenfalls
kann man daraus den Schluss ziehen: In Abb. 6 ist nicht
das ganze dort sichtbare Gebiet zu ein und demselben Zeit-
punkt aufgenommen worden, da miissen bei verschiede-
nen Teilen verschiedene Zeitpunkte beteiligt sein, es muss
dort irgendwo ,,gestiickelt” worden sein. An den Héuser-
und Baumschatten etc. sieht man diesen Effekt nicht, weil
vermutlich nur wenige Sekunden zwischen den Aufnah-
men liegen. Das Flugzeug ist zu weit links bzw. der Schat-
ten ist zu weit rechts. Vielleicht ist der Aufnahmezeitpunkt
des Schattenbereiches wenige Sekunden spiter als der des
Flugzeugbereiches (bei der schnellen Bewegung eines Flug-
zeuges bzw. des zugehorigen Schattens machen auch we-
nige Sekunden etwas aus)? Jedenfalls bedeutet das fiir un-
sere Berechnungen in Methode 1 und Methode 3, dass wir
von ,falschen Daten® ausgegangen sind. Wenn die ange-
sprochene Vermutung (wenige Sekunden Differenz) stimmt,
haben wir aber mit Methode 2 doch eine davon unabhén-
gige Losung: gleichgiiltig wie weit das Flugzeug rechts
oder links ist, der Schnittpunkt der weillen Geraden g und
h in Abb. 6 bleibt davon unberiihrt. In diesem Sinn ist ver-
mutlich bei unserem Bild der Wert von Methode 2 jener, der
der Wirklichkeit am ndchsten kommt. Methode 2 hat aber
nur aus zwei Griinden so einfach funktioniert: (1) in Lon-
don dndert sich die Perspektive auf ein Haus nicht, wenn
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man das Haus am Bildschirm bewegt, auch im ,,2D-Modus*
(vgl. FuBnote 11), (2) weil der Satellit praktisch genau in
ostlicher Richtung steht, andernfalls wire es nicht so leicht,
die Gerade g einzuzeichnen und den Bodenpunkt des Flug-
zeuges zu finden.

Wenn man der Meinung ist, dass wegen dieser ,,Mi-
sere* vieles vergebens war (vergeudete Zeit), sollte man
ein anderes solches Bild suchen, das diesen ,,Fehler nicht
aufweist. Z. B. findet man auf dem Flughafen von Mos-
kau (29. 12. 2019) gleich zwei Flugzeuge in der Luft, ei-
nes unmittelbar nach dem Start in weststidwestlicher Rich-
tung (¢ = 55,9671242°, /. = 37,3815286°), dort passen die
notwendigen Parallelititen, d. h. diese Aufnahmen sind ver-
mutlich zum selben Zeitpunkt geschehen und man hat dort
auch unmittelbar ein Flugzeug am Rollfeld, dessen Fliigel-
hohe (man wird vermutlich die hinteren Tragflichen neh-
men) gut zu schitzen ist, siche Abb. 9.

Ein zweites ist im Landeanflug ostnordostlich des Flug-
hafens, aber dieses Gebiet wurde nicht zum selben Zeit-
punkt aufgenommen wie jenes unmittelbar am Flughafen,
das erkennt man an der deutlich anderen Schattenrichtung
(Abb. 10a, leicht nach links geneigt im Gegensatz zur leicht
nach rechts geneigten Schattenrichtung in Abb. 9a,b) und an
der anderen Farbtonung der Umgebung, in Abb. 10b ist die
Grenze der beiden Bereiche deutlich zu erkennen. D. h. fiir
die Abschitzung der Hohe dieses Flugzeuges kann man das
Flugzeug am Rollfeld oder ein Gebdude am Flughafen nicht
verwenden, man muss ein Objekt (Baum, Haus) im Umfeld
des Flugzeuges im Landeanflug nehmen (man darf nicht zu
weit siidlich in den anders getonten Bereich gehen), aber
dort passen dann die Parallelitidten.

Auch bei Chick 2016 taucht das Problem der nicht par-
allelen Schattenrichtungen nicht auf. In solchen Situationen
liefert vermutlich Methode 3 die genauesten Ergebnisse.

Man kann aber auch der Meinung sein, dass dieser ,,Feh-
ler* die Fragestellung sogar noch reizvoller macht. Leider
ist aber, wie schon erwihnt, ,,unser* Flugzeug auf Google
Maps ohnehin nicht mehr zu finden, sodass man gezwungen
ist, andere zu suchen. Jene Flugzeuge in Moskau sind aber
eine gute Alternative, auch hier muss man beim landenden
Flugzeug aufpassen!

4 Resume und Ausblicke

Die erwihnte notwendige Parallelitit (der Verbindungsli-
nien zwischen Objektspitze und zugehdriger Schattenspitze
im Bild) ist eine wesentliche Erkenntnis aus der Auseinan-
dersetzung mit diesem Thema. Wenn man iiber diese schon
a priori Bescheid weil3, dann kann man in so einer Situation
schon bedeutend frither die Diagnose stellen: Hier miissen
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Abb.9 Ein Flugzeug nach dem Start, eines am Rollfeld, Flughafen Moskau. (Quelle: Google-Maps)

Abb. 10 Ein Flugzeug im Landeanflug, Flughafen Moskau. (Quelle: Google-Maps), im rechten Bild ist die Grenze zwischen den verschieden
getonten Bereichen weill hervorgehoben (insbesondere fiir den schwarz-weifl-Druck im Buch)

verschiedene Aufnahmezeitpunkte bei einzelnen Teilen am
Werk gewesen sein!

Aber um diese Parallelitit einzusehen, bedarf es eben ei-
ner ausfiihrlicheren Situationsskizze, sodass man die zu-
gehorigen zueinander #hnlichen Tetraeder erkennt, auch
dem Autor ist das erst auf den zweiten Blick klargeworden.
Diese Ahnlichkeit der Tetraeder ist insgesamt ein interes-
santes Phdnomen, und zwar aus mehreren Griinden:

1. Man vermutet es i. A. nicht a priori, es liegt nicht ganz
klar auf der Hand, man braucht dafiir eine entsprechend
analysierende Situationsskizze.

2. Man hat dadurch eine Rechtfertigung, mit in der Karte
leichter zugidnglichen Distanzen zu arbeiten (man

braucht weder ,,Bodenpunkte noch die genaue Position
des Satelliten), aber eben nur, wenn die Aufnahme zeit-
lich homogen ist.

3. Durch die Parallelitit von d; und d, ergibt sich eine
schnelle Uberpriifungsmoglichkeit, ob eine Aufnahme
,»zeitlich homogen® sein kann. Dabei miissen nicht unbe-
dingt Flugzeuge beteiligt sein, es konnen auch beliebige
andere schattenwerfende Objekte sein.

Eine anfingliche Vermutung ist vielleicht auch, dass man
fiir eine Abschitzung der Flugzeughthe notwendig die Sa-
tellitenposition (Azimut und Hohenwinkel) kennen muss,
was aber gar nicht der Fall ist. Bei Methode 2 braucht man
nur das Azimut des Satelliten. Das alles sind sicher lehrrei-



78

H. Humenberger

Abb. 11 Flughafen Dubai. (Quelle: Google Maps), ein Flugzeug unmittelbar nach dem Abheben (mit Schatten), einige Flugzeuge am Boden
stehend; Sommer 2018, Grenze zwischen den verschieden getonten Bereichen weif3 hervorgehoben (insbesondere fiir den schwarz-weif3-Druck

im Buch), leider gibt es dieses Bild auch mittlerweile nicht mehr.

che Aspekte dieses Themas und sprechen fiir eine Behand-
lung in einem realitdtsbezogenen Mathematikunterricht.

Des Weiteren spricht fiir dieses Thema, dass es ver-
schiedene Behandlungsmoglichkeiten gibt (Methoden 1-3)
und dass man hier mit sehr bekannter und weit verbreite-
ter Technologie (Google-Maps) arbeiten und experimentie-
ren kann. Wenn man nicht vorher das Thema von Abschn. 1
behandelt, sondern gleich das Problem mit der Flugzeug-
hohe, dann ist man vielleicht auch nicht so sehr auf ,,Bo-
denpunkte* fixiert, sodass Methode 1 dann doch relativ na-
heliegt. Vielleicht betrachtet man (d. h. misst aus der Karte)
dann intuitiv auch die ,;richtigen und leicht zuginglichen
Abstinde d;, und setzt sie ins Verhiltnis zu den jeweiligen
Hohen (Methode 3). Wenn man aber dann sein Vorgehen er-
kldren bzw. rechtfertigen soll, wird man es nicht leicht ha-
ben, man muss eine Skizze wie in Abb. 8 machen, um die
Hintergriinde zu erkennen.

Es ist insgesamt leider relativ mithsam solche Bilder zu
finden, auf denen ein Flugzeug in der Néhe eines Flugha-
fens zu sehen ist. Eine mogliche Strategie beim Suchen sol-
cher Bilder ist: In Google-Maps ausgehend von den Lande-
bahnen der Flughifen diese Landbahnen auf der Karte ,,im
Geiste zu verldngern™ und in diesen beiden Richtungen zu
suchen, ob man ein Flugzeug erkennt. Dabei sollte man die
Auflosung nicht zu hoch haben (sonst muss man u. U. sehr
lange die Karte verschieben in Landebahnrichtung, und
das sollte sehr stabil in eine feste Richtung erfolgen!), aber
auch nicht zu niedrig, sonst erkennt man das Flugzeug nicht

mehr; hier das richtige MafB zu finden ist anfangs ein wenig
mithsam. Auflerdem ist der Schatten des Flugzeuges selbst
bei ungetriibtem Sonnenschein nicht immer leicht zu fin-
den, geschweige denn bei Bewolkung. Aber die Bemiihun-
gen lohnen sich wirklich...

Ein interessantes Bild fand man im Sommer 2018 auch
auf dem Flughafen von Dubai, ein Flugzeug knapp nach
dem Abheben (Abb. 11), leider gibt es auch dieses Bild
nicht mehr auf Google Maps, diese Aufnahmen scheinen re-
lativ rasch zu wechseln!2. ,,Interessant” ist hier in zweifa-
cher Hinsicht gemeint: Erstens sieht bzw. sah man bei ge-
nauerem Hineinzoomen auch die Schatten der stehenden
Flugzeuge, mit deren Hilfe man auch die Hohe des fliegen-
den Flugzeugs gut abschitzen kann (Methode 3; man kann
ja leicht abschitzen bzw. recherchieren, wie hoch bei ei-
nem Flugzeug die Tragflichen sind), ohne weitere Gebdude
(Bdume, Masten) und deren Hohe zu bendtigen. Zweitens
sieht bzw. sah man im Bild deutlich einen Unterschied zwi-
schen der linken und der rechten Seite, es gibt dort jeweils
eine ganz andere Farbgebung (Lichtverhéltnisse, Wetter, Ta-
geszeit etc.). Diese beiden Teile wurden also sicher nicht
zur selben Zeit aufgenommen, das ldsst sich sogar an den
Schatten leicht feststellen: Die stehenden Flugzeuge in der

2D, h. es hat auch nur wenig Sinn, genaue Koordinaten solcher Bil-
der anzugeben. Aber immerhin scheint es immer wieder solche Auf-
nahmen irgendwo zu geben.
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linken Bildhilfte haben einen ganz anderen Schatten als in
der rechten. Man sieht hier sogar kleinere Verwerfungen an
der Trennlinie. Hier geht also so eine ,,Stiickelungslinie®,
wie sie auch in den obigen Bildern nahe Heathrow vorkom-
men muss, mitten durch den Flughafen.

Ein dhnliches Bild findet man (Mirz 2019) auf dem
Flughafen von Mumbai, nur dass das Flugzeug dort un-
mittelbar vor der Landung ist (¢ = 19,0896671°,
A =172,880152°).

Wir haben mit elementaren mathematischen Mitteln in-
teressante Fragen zum Thema Schatten beantworten kon-
nen, wobei wir in Abschn. 2 mehrere Methoden vorgestellt
haben. Wenn Lernende teilweise selbststindig arbeiten sol-
len, ist es immer gut, wenn es mehr als einen einzigen An-
satz zur Losung des Problems gibt. Die in Abschn. 1 vor-
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kommenden aber wenig bekannten Nautischen Formeln
brauchen im Unterricht nicht begriindet zu werden, man
kann sie auch einfach benutzen, wichtiger ist hier vielmehr
das Bewusstsein, dass es das Horizont- und das Aquatorsys-
tem gibt. Die Entdeckung von ,,Fehlern im Bild“ wie in Ab-
schn. 3 beschrieben kann das Thema sogar noch reizvoller
machen.
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