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Dieser Artikel ist die ausgearbeitete Fassung des Vortrags mit dem Titel ,,.Summen
und Differenzen von (Quadrat-)Wurzeln. An der Grenze zwischen elementarer und
hoherer Mathematik bei der OMG-DMV-Tagung in Salzburg (11.—15.9.2017).

Einleitende Vorbemerkungen

In praktisch allen universitidren Lehrveranstaltungen iiber Zahlentheorie bzw. Al-
gebra (im weitesten Sinne) im Rahmen der Ausbildung von Lehramtsstudieren-
den kommt das Thema Wurzeln in Zusammenhang mit Irrationalitiit vor. Es gibt
zahlreiche Beweise fiir v/2 ¢ Q. Der klassische Widerspruchsbeweis nach Euklid
birgt (schon oft erprobt) die Gefahr, dass sein Prinzip auch auf andere Fille ge-
dankenlos iibertragen wird. Bei diesem Beweis von v/2 ¢ Q wird argumentiert
2| p> = 2| p. Das Pendant, wenn man mit dieser Methode z.B. v/8 ¢ Q be-
weisen mochte, wire 8 | p> = 8 | p, was ja nicht stimmt (das sieht man schon
an p = 4). Wenn man also den klassischen Euklidischen Beweis fiir v/2 ¢ Q fa-
vorisiert, dann sollte man auch unbedingt dazuiiberlegen, wie dieser Beweis fiir
z.B. v/8 ¢ Q korrekt aussehen wiirde, und wo genau das Beweisprinzip bei v/4
versagt. Man kann als Fazit jedenfalls festhalten, dass der Euklidische Beweis sei-
ne Tiicken hat bei der Verallgemeinerung, dass ndmlich Wurzeln aus natiirlichen
Zahlen entweder ganzzahlig oder irrational sind. (Es gibt keine Briiche, die Wur-
zeln aus natiirlichen Zahlen sind.) Dies gilt nicht nur fiir Quadratwurzeln, sondern
auch allgemein fiir k-te Wurzeln.

Mit einer anderen, aber immer noch elementaren Brille sind die zugehorigen Be-
griindungen aber auch nicht komplizierter als jene fiir die Irrationalitit von v/2.
Eine mogliche Grundlage ist das

Lemma. (Lemma von Euklid, angewandt auf Primzahlen). Wenn eine Primzahl
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ein Produkt von Zahlen teilt, so muss diese Primzahl mindestens einen Faktor
teilen:
pla-b = plaoderp|b.

Analoges gilt fiir beliebig viele Faktoren:
plai-...-ay = 3i:p]a.

Bei der Behandlung bzw. Verwendung dieses Lemmas in einem moglichen Schul-
unterricht wird man es nicht formal beweisen, denn aus Schiilersicht ist dies kaum
beweisbediirftig (,,Das ist ja eh klar, denn die unteilbare Primzahl kann ja nicht
teilweise in einem und teilweise im anderen Faktor stecken!*). Jedenfalls ldsst
sich damit leicht allgemein zeigen':

VaeQ = VaeN (aeNkeN>,). (1)

Beweis. ¥a= g (pEN, g€ N* mit ggT(p,q) =1) = a-¢* = p*. Jeder Primtei-
ler von ¢ miisste daher auch Primteiler von p* und damit (Lemma von Euklid) von

p sein. Wegen der Voraussetzung ggT(p,q) = 1 kann g also gar keine Primteiler
haben, d.h. ¢ = 1, und das bedeutet schlieBlich Ya = p € N. ]

Wie sieht die weit verbreitete Begriindung des Lemmas von Euklid in Zahlentheo-
rieblichern und -lehrveranstaltungen aus? Meist wird kursorisch so vorgegangen:
Zuerst kommt die Division mit Rest, dann der Euklidische Algorithmus und die
sogenannte Darstellbarkeit des groBten gemeinsamen Teilers (gemeint: ggT(a,b)
als Linearkombination von a und b). Daraus kann dann das Lemma von Euklid
gewonnen werden. Dies ist strukturell also ziemlich aufwendig. In meiner Zeit in
Dortmund (2000 bis 2005) ist mir erstmals bewusst geworden, dass das Lemma
von Euklid auch anders (einfacher?) zu erhalten ist. Damit kann dann auch auf
eine intuitive, sehr nahe liegende Art und Weise die Eindeutigkeit der Primfak-
torzerlegung begriindet werden. Der sonst oft iibliche Induktionsbeweis klért ja
nur, dass es so ist, er verschweigt aber in gewisser Weise das warum (I believe
it would be useful to introduce to the discussion an explicit distinction between
proofs that prove and proofs that explain.”, [3, S. 9]). Auch der bekannte Beweis
mittels des Wohlordnungsprinzips (jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen be-
sitzt ein kleinstes Element) fiir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist nicht
genetisch, auch er klirt nur das dass:

Beweis. (Indirekt) Angenommen, es gibt natiirliche Zahlen > 1 mit zumindest
zwei verschiedenen Primfaktorzerlegungen. Dann hat die Menge dieser Zahlen
ein kleinstes Element a:
a=p1-p2--..-Pr=q1-qQ2- .. qs.
"Hier wollen wir N := {0,1,2,...} und N* := {1,2,...} setzen
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Keine der Primzahlen p; kann mit einer der Primzahlen g; iibereinstimmen, denn
sonst konnte man durch diese Primzahl dividieren und man hétte zwei verschie-
dene Primfaktorzerlegungen einer noch kleineren Zahl.

O.B.d.A. ist p; < g1. Wir bilden eine Zahl n < a:

n=(q1—p1) g2 Gs=q1-q2--..-Gs—P1-G2" ... qs
—
=a=pi-...:Pr
=p1-(p2--- - Pr—q2 -+ qs)-

p1 tritt zwar als Faktor in der letzten Produktdarstellung auf, aber sicher nicht in
der ersten: p; # ¢; und p; teilt nicht ¢; — py (denn sonst miisste p; | ¢ gelten).
Damit haben wir mit n eine kleinere Zahl als a gefunden mit zwei verschiedenen
Primfaktorzerlegungen. Das ist ein Widerspruch. U

Wie konnte ein genetischerer Zugang zum Lemma von Euklid aussehen? Man
braucht zwei Voraussetzungen: den Satz vom kgV und den Satz vom kgV und ggT,
zwei strukturell sehr einfache Zusammenhénge.

Satz vom kleinsten gemeinsamen Vielfachen. Jedes gemeinsame Vielfache von
a und b ist ein Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfachen, kgV (a, D).

Beweis. Das kgV kann auf der Zahlengeraden folgendermaflen bestimmt werden:
Man tragt Vielfachenbogen der Linge a und Vielfachenbogen der Linge b ab. (Im
Produkt a - b treffen diese Bogengirlanden einander ganz sicher, denn b-a=a-b.)
Die Zahl, bei der die Girlanden einander erstmals treffen, ist definitionsgemaf3 das
kgV(a,b).

a a a a
{ ! a-b
\ M kgv \\ / ‘T
b b b

Von dieser Zahl an beginnt das Muster der beiden Bogengirlanden von Neuem.
Ein zweites Mal treffen sie also bei 2 -kgV(a,b), ein drittes Mal bei 3 - kgV(a,b)
zusammen, usw. Die Bogengirlanden treffen einander also genau bei den Vielfa-
chen von kgV(a,b). Das Produkt a - b, bei dem die Girlanden einander ja auch
treffen, muss also auch ein Vielfaches des kgV(a,b) sein. O

Satz. (Satz vom kleinsten gemeinsamen Vielfachen und vom grofiten gemeinsa-
men Teiler). kgV(a,b) - ggT(a,b) = a-b.

Wenn man die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung voraussetzt, ist dieser Satz
unmittelbar klar. Aber das wollen wir hier nicht tun, da wir umgekehrt das Lemma
von Euklid dazu benutzen wollen, diese Eindeutigkeit zu zeigen.
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Beweis. (a) Wir schreiben kgV(a,b) -t = a - b fiir eine Zahl t. Dies ist sicher
moglich, da a- b ein gemeinsames Vielfaches von a und b und somit ein Viel-
faches von kgV(a,b) ist. Wir behaupten, 7 ist ein gemeinsamer Teiler von a und
b. Dies ist unmittelbar klar durch Umformung:

kgV(a7b) . t — b und kgV(a7b) . t =a

a b

Weil also ¢ ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, folgt: ggT(a,b) > ¢ und somit
kgV(a,b)-ggT(a,b) = a-b. 2)

(b) Wir schreiben s - ggT(a,b) = a- b fiir eine Zahl s. Dies ist sicher moglich,
da schon a (auch b) ein Vielfaches von ggT(a,b) ist. Wir behaupten, dass s ein
gemeinsames Vielfaches von a, b ist. Dies ist wieder klar durch Umformung:

o % _b
ggT(a,b) ggT(a,b)

Weil also s ein gemeinsames Vielfaches von a und b ist, folgt kgV(a,b) < s und
somit

b und s=a

kgV(a,b) ggT(a,b) <a-b. 3)
Aus (2) und (3) folgt nun die Behauptung. []
Die zugehorigen algebraischen Umformungen konnten auch unterstiitzt oder gar
ersetzt werden durch Veranschaulichungen mittels Bogengirlanden. (Das ist even-

tuell didaktisch von Belang; analog mit 5-Bdgen und entsprechend auch fiir die
Umformung im 2. Absatz des Beweises.)

a a a a a a a a a b - viele

"’('g’vf‘ - ;&‘ - h ’Tg‘v" t - viele

Hier ist 7 ein gemeinsamer Teiler von a und b. Die Anzahl der a-Bogen ist gleich b,
die Anzahl der kgV-Bogen ist gleich 7. Nun folgt daraus in wirklich sehr einfacher
Weise das

Lemma. (Lemma von Euklid, angewandt auf Primzahlen): Wenn p | a-b, dann
muss p | a oder p | b gelten.
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Beweis. Fiir p | a ist die Behauptung erfiillt. Wenn a nicht durch p teilbar ist, dann
ist ggT(p,a) = 1, und wegen des Satzes vom kgV und ggT gilt: kgV(p,a) = p-a.
a- b ist laut Voraussetzung ein gemeinsames Vielfaches von p und a und nach dem
Satz vom kgV ein Vielfaches von kgV(p,a) = p-a,dh.a-b=t¢-(p-a). Daraus
folgt unmittelbar b =1t - p. [

Wendet man nun das Lemma von Euklid auf ein Produkt mehrerer Zahlen an, so
ergibt sich sofort die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung durch ,,schrittweises
Durchkiirzen®: Man zeigt, dass aus der Gleichheit zweier Primzahlprodukte die
Gleichheit der Primzahlen selbst folgt:

P1-P2"Pr=4q1°92"""(s-

Aus p1 | q1-q2- ... g, folgt, dass p; einen Faktor g; teilt (Lemma von Euklid).

Da es sich um Primzahlen handelt, besteht Gleichheit: p; = g ;. Durch Umnumme-
rierung kann man p| = ¢ erreichen. Beide Seiten der Gleichung (1) werden dann
durch p; = g dividiert. Man erhilt die neue Gleichung p2-p3-...-pr=¢q2-...-qs,
mit der man analog verfahren kann. Es folgt p» = ¢». In dieser Weise fahrt man
fort, bis die Gleichheit aller Faktoren und damit auch r = s gezeigt ist.

Dies ist ein besonders elementarer, leicht nachvollziehbarer und gut erklidrender
Zugang zum Lemma von Euklid und zur Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.
Nun zum eigentlichen Thema dieses Aufsatzes: Summen und Differenzen von
Quadratwurzeln.

Summen und Differenzen von Quadratwurzeln

Im Gegensatz zur Irrationalitidt von V/2, sind Wurzel-Summen ein nicht beson-
ders hiufig diskutiertes Thema: Kann es z.B. sein, dass die Summe der Wurzeln
natiirlicher Zahlen wieder eine natiirliche Zahl ist (auer im trivialen Fall, dass
schon jede einzelne Wurzel eine natiirliche Zahl ist)? Kann es sein, dass die Sum-
me der Wurzeln rationaler Zahlen wieder eine rationale Zahl ist (aufler im trivialen
Fall, dass schon jede einzelne Wurzel eine rationale Zahl ist)? Intuitiv wird man
diese Fragen wohl verneinen, aber wie kann man das begriinden?

Ein Grund fiir das seltene Aufgreifen dieses Themas in Lehrveranstaltungen ist
vielleicht, dass hier eine leichte Verallgemeinerbarkeit auf elementarem Niveau
nicht mehr moéglich zu sein scheint.

Wir werden sehen, dass die Begriindung von

a,beQ, Va+vVbeQ = VacQ,VbeQ

und analog fiir N statt Q algebraisch noch einfach zu bewerkstelligen ist, das Pen-
dant fiir m-te Wurzeln allerdings nicht mehr, erst recht nicht mehr im ,,gemisch-
ten* Fall einer m-ten und einer n-ten Wurzel. Auch wenn man bei Quadratwurzeln
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bleibt, aber die Anzahl der Summanden erhoht, steht man ab vier Summanden vor
groBen Problemen, wenn man nicht Methoden der algebraischen Zahlentheorie
verwendet. Wir werden im Folgenden bei Quadratwurzeln mogliche elementare
Begriindungen fiir den Fall bis zu drei Summanden angeben.

Dieser Problemkreis ist also gewissermallen an der Grenze zwischen Elementar-
mathematik und Hoherer Mathematik anzusiedeln, was man ihm a priori nicht un-
bedingt ansieht. Durch die Erfolge fiir den Fall mit wenigen Summanden konnte
man durchaus vermuten, dass dies strukturell so weitergeht auch bei vielen Sum-
manden, dass man also mit elementarer Algebra auskommt, nur der Aufwand sich
ein wenig erhohen wird. Das wird sich jedoch als falsch herausstellen — es gibt hier
eine eindeutige strukturelle Grenze.

Zunichst widmen wir uns der Summe der Quadratwurzeln zweier rationaler Zah-
len. Diese Summe ist nur dann rational, wenn schon jede einzelne Quadratwurzel
rational ist. Dies wird man auch intuitiv wohl vermuten, es lidsst sich auch leicht
algebraisch nachvollziehen bzw. bestitigen:

Satz 1a. Fiir rationale Zahlen a,b,c gilt
Va+vb=c = acQ, VbeQ. (4)

Beweis 1. Klarerweise miissen a,b,c > 0und /a, Vb>0 gelten. Fiir ¢ = 0 muss
auch \/a = 0 = /b sein, und die Behauptung ist damit erfiillt.
Fiir ¢ > 0 folgt aus /a+vb € Q und (y/a+b) - (va—+vb) =a—b c Q un-

mittelbar

a—>b
Va-vb=—r e

(Va+Vb)+(vVa—Vb)=2va

eine Summe von zwei rationalen Zahlen und damit rational. Es folgt, dass auch
\/a rational ist.

Analog erhilt man als Differenz von zwei rationalen Zahlen (y/a + v/b) — (v/a —

Vb) =2v/b,dh. Vb € Q. N

Der Nachteil dieses Beweises ist, dass er nicht verallgemeinerbar ist auf mehr als
zwei Wurzeln. Die Methode von Beweis 2 ist vielleicht weniger elegant, funktio-
niert aber dafiir auch bei einigen weiteren Fillen (siehe unten) und ist vielleicht
auch einfacher zu finden (,,durch Quadrieren versuchen, die Wurzeln wegzubrin-

gen’).

Damit ist aber

Beweis 2. Der Fall ¢ = 0 bleibt gleich. Im Fall ¢ > 0 erhilt man aus \/a = ¢ — /b
durch Quadrieren zunichst a = ¢ + b — 2¢v/b und daraus Vb = ‘32“;% c Q. Mit
der Voraussetzung von (4) ist dann auch /a € Q. []
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In welchen Fillen ist die Differenz der Quadratwurzeln zweier rationaler Zahlen
selbst rational? Man wird wieder nur die trivialen Losungen erwarten, aber die-
se spalten sich hier prinzipiell in zwei Moglichkeiten auf: Die Wurzeln stimmen
iberein (Differenz = 0), oder jede einzelne Wurzel ist rational. Auch das ldsst sich
algebraisch wieder ganz elementar nachvollziehen:

Satz 1b. Fiir rationale Zahlen a, b, c gilt
Va—vVb=c¢ = Ja=Vboder JacQ,VbeQ. 5

Der Beweis ist im Fall ¢ # 0 analog zu Satz 1a. Im Fall ¢ = 0 haben wir y/a = Vb.
Die entsprechenden Sitze fiir natiirliche statt rationale Zahlen folgen hieraus mit
(1) unmittelbar.

Beim Thema dieses Abschnittes kann man in relativ nahe liegender Weise auch
danach fragen, wann eine Summe bzw. Differenz zweier Quadratwurzeln ratio-
naler Zahlen selbst eine Quadratwurzel einer rationalen Zahl ist: Was kann man
aus y/a+ Vb= Ve (a,b,c € Q) folgern? Anders gefragt: Unter welchen genauen
Bedingungen an a, b, c ist diese Beziehung erfiillt?
Wir beginnen mit der Summe: Wann gilt \/a + v/b = \/c fiir rationale Zahlen
a,b,c?
Klarerweise haben wir wieder a,b,c > 0 und /a, Vb, Ve > 0. Fiir ¢ = 0 muss
auch a = 0 = b sein. Im Fall ¢ > 0 muss mindestens einer der beiden Summan-
den auf der linken Seite positiv sein (0.B.d.A. y/a > 0). Dann erhalten wir durch
Quadrieren zunichst

c—a—>b

Vab= 4" c o

und damit wegen /a > 0,

c—a—b c¢c—a—->b
Vb= 2ya 2a va

Der Bruch wird mit A bezeichnet. D.h. entweder gilt » = 0 und a = ¢ oder v/b
muss ein rationales Vielfaches von /a sein (und umgekehrt): Vb = A - \/a bzw.
b = A? - a. Insgesamt erhalten wir also:

Hilfssatz. Gilt fiir rationale Zahlen a,b,c > 0, dass

Va+vb =,

dann tritt einer der beiden Fiille auf:
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1. a =0 und b = c (rational, nichtnegativ) oder b = 0 und a = c (rational,
nichtnegativ).
2. Vb=A-\/a, \Jc= (1+A)-\/amita,A € Q" beliebig.

Bemerkung: Es ist auch jede in 1. bzw. 2. angegebene Moglichkeit auch wirk-
lich eine Losung, so dass man in der obigen Aussage die Implikation durch eine
Aquivalen ersetzen konnte.

Die entsprechende Aussage fiir natiirliche Zahlen lautet:

Va+vVb=+/c (a,b,ceN) 6)

= a=0,b=coderb=0,a=c, oder
Va=gq-/nb=p-/n/c=(q+p) v/nmitn,p,qeN".

Die Begriindung der letzten Aussage ergibt sich dabei durch: v/6 muss laut obi-
gem Hilfssatz ein positives rationales Vielfaches von +/a sein: vb = (p/q) - a

(p.q € N*, ggT(p,q) = 1), dh. Vb = \/(p*/¢?) - a; wegen ggT(p,q) = 1 muss
q* | a gelten.

Nun betrachten wir dasselbe Problem fiir eine Differenz: Wann gilt /a — /b = /c
fiir rationale Zahlen a,b,c? Zur Bedingung a,b,c > 0 kommt hier a priori a > b
dazu. Wenn ¢ = 0 ist, muss a = b sein. Fiir ¢ > 0 muss auch a > 0 sein. Wieder
ergibt sich, dass entweder b = 0 Aa = ¢ oder \/b ein positiv rationales Vielfaches
von +/a sein muss (v/b = A - \/a), diesmal aber mit der Einschrinkung 0 < A < 1
(wegen b < a). Insgesamt erhalten wir hier:

va—vVb=+/c (a,b,ccQ)
—>c=0,a=be Q] oderb=0,a=ceQf, oder
b=A%-a,c=(1—-A)P-amitacQ*, 1 >A Q.
Die entsprechende Aussage fiir natiirliche Zahlen:
va—vVb=+/c (a,b,ceN) =
c=0,a=beNoderb=0,a=cec N oder

Va=gq-/nmitn e N* Vb =p-\/n,\/Jc=(g—p)-v/nmit p,g € N*,p < q.

Summen und Differenzen dreier Quadratwurzeln

Wir wollen in diesem Abschnitt Gleichungen der Art ++/a+ vb =+ /c = d
(a,b,c,d € Q) untersuchen. Dabei sind natiirlich die beiden Fille (+,+,+) und
(—,—,—) als gleich zu betrachten, ebenso alle weiteren Fille untereinander (ein
Vorzeichen einfach, das andere doppelt). Man kann sich also beschrinken auf

Va++vb+/c=d (a,b,c,d € Q) und \/a+ b —+/c=d (a,b,c,d € Q). Die

oben verwendete Methode wird auch hier zum Ziel fiihren.
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Satz 2a.
Va+Vb+y/c=d (a,b,c,d € Q) = \a,Vb,\/c€Q

Beweis. Klarerweise muss a,b,c,d > 0 gelten. Wir kdnnen sogar a,b,c > 0 an-
nehmen, denn sonst wiren wir bei Satz 1a. Fiir d = 0 muss auch /a = v/b = \/c =
0 sein, und die Behauptung ist damit erfiillt.

Im Fall d > 0 erhilt man aus \/a 4 v/b = d — \/c durch Quadrieren

d*+c—a—»b
\ﬁ:b-z—d-vﬁ
> %f_/

=:AcQt
Diese Gleichung wird wieder quadriert, und man erhilta-b = AZ4+d*-c—2A-d-
\/¢, woraus schlieBlich y/c = W € Q folgt. Wegen Satz la miissen dann

auch v/a,v/b € Q sein. O
Satz 2b. Falls fiir rationale Zahlen a,b,c,d die Beziehung

Va+vVb—c=d
gilt, tritt einer der folgenden vier Fiille auf:

l.a=d=0,b=c€Qf oderb=d=0,a=ceQ;

2.d=0,vV/b=A-\/a, \Jc=(1+A)-\/amita,Ac Q" beliebig;
3. Va,Vb,\/ceQ
4. b

a=c,b=d?oderb=c,a=d>

Beweis. Es gilt hier a,b,c > 0, das Vorzeichen von d ist unbestimmt. Fiir d = 0
ergeben sich die beiden Fille 1. und 2. direkt aus dem Hilfssatz. Im Fall d > 0
erhilt man aus \/a + v/b = d + /c durch Quadrieren

d*+c—a—b
R
N——

=:AcQ

(Das Vorzeichen von A € Q ist hier leider nicht klar.) Diese Gleichung wird wieder
quadriert, und man erhilt

a-b=A’+d* c+2A-d-+/c,

woraus schlieBlich fiir A # 0 die Beziehung /c = %ng% € Q folgt. Wegen
Satz 1a miissen dann auch /a,/b € Q sein (Fall 3.). Im Fall A = 0 gilt (a-b =
d*-c)A(a+b=d*+c) mit den ,Losungen” (a priori klar oder durch Losen einer
zugehorigen quadratischen Gleichung): a = ¢,b = d? bzw. b = ¢,a = d* (Fall
4.). O]
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Bemerkung: Die entsprechenden Sitze fiir natiirliche statt rationale Zahlen folgen
hieraus mit (1) und (6) unmittelbar.

Auch hier kann man in relativ nahe liegender Weise wieder danach fragen, wann
eine Summe bzw. Differenz dreier Quadratwurzeln rationaler Zahlen selbst eine
Quadratwurzel einer rationalen Zahl ist: Was kann man aus \/a4+v/b =+ \/c = v/d
(a,b,c,d € Q) folgern?

Anders gefragt: Unter welcher Bedingung gilt \/a £ /b4 +/c = V/d (a,b,c,d €
Q)? Wir beschrinken uns auf die Summe: \/a 4 /b + \/c = V/d. (Die anderen
Fille /a+ /b — \/c = \/d bzw. \/a— /b — \/c = /d gingen analog.)

Satz 3. Gilt fiir rationale Zahlen a,b,c,d die Beziehung

Va+Vb++/c=d,

so tritt einer der drei folgenden Fiille ein:

1. Mindestens zwei der Zahlen a, b, c sind null, die dritte ist gleich d;

2. Genau eine der Zahlen \/a,v/b,+/c ist null, die anderen beiden sind posi-
tiv rationale Vielfache voneinander, v/d ist die Summe dieser beiden Wur-
zeln (also auch ein positives rationales Vielfaches jeder der beiden positiven
Wurzeln);

3. Alle Wurzeln sind positiv und rationale Vielfache voneinander.

Beweis. Klarerweise haben wir a,b,c,d > 0 und \/a, Vb, Ve, Vd>0und d >
a,b,c. Fir d =0 muss auch a = b = ¢ = 0 sein (Fall 1.). Im Fall d > 0 muss
mindestens einer der drei Summanden auf der linken Seite positiv sein (0.B.d.A.
y/c > 0). Dann erhalten wir durch Subtrahieren von /c auf beiden Seiten und
anschlieBendes Quadrieren zuniichst vab + Ved = W € Q*. Mit Satz la
muss dann vcd = B € Q7 sein, und wegen vd = B/\/c= % -/cist klar, dass v/d
ein positiv rationales Vielfaches von /c sein muss: vd = C-/c mit 1 < C € Q*.
Des Weiteren ist (wegen Satz 1a) Vab=D e @ar . Fiir a = 0 oder b = 0 kann man
den Hilfssatz benutzen (Fall 1. und 2.). Fiir a,b > 0 (insgesamt also a,b,c,d > 0)
istd > ¢ (d.h. C > 1) und analog v/b ein positiv rationales Vielfaches von \/a, d.h.
Vb =E-\/amit E € Q. Damit haben wir

1+FE

Va+E-Ja=CJe—Jc bzw. o= — 5 /a,
—_— CcC—-1
Vb vd =FeQt

d.h. auch /c und damit v/d sind positiv rationale Vielfache von Va (Fall 3.). O
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Bemerkung zum Schulunterricht: Die bis hierher gegebenen Beweise sind von ih-
rem Niveau her so, dass sie sogar in der Schule in einem Wahlpflichtfach (das sich
z.B. schwerpunktméBig Fragen der Irrationalitit widmet) moglich wiren. Man
kann dabei einerseits viel algebraisches Riistzeug (,,das Rechnen mit Buchsta-
ben®) liben, man hat viele Moglichkeiten, Lernende nicht nur vorgegebene Be-
weise nachvollziehen zu lassen, sondern sie auch selbststindig arbeiten zu lassen
(z.B. Satz 1a und 2a durch die Lehrkraft, andere Sitze durch Schiilergruppen).
Andererseits ist das mathematische Prinzip der Fallunterscheidung hier zentral
verankert und tritt in elementarer Form auf. Man erhélt des Weiteren ein vertieftes
Verstindnis von Rationalitit-Irrationalitit (vgl. auch [4]: log;(2 ist irrational; was
ist die genaue Bedingung an die natiirlichen Zahlen a,b > 2, sodass log,a rational
ist?, etc.), sieht selber am Horizont weiterfiihrende Fragen (Wie ist das mit mehr
als drei Quadratwurzeln? Wie ist das mit anderen Wurzeln?, etc.), bei denen aber
das vorhandene Riistzeug nicht ausreicht. Dies ist nicht selbstverstindlich, denn
bei vielen Fragen der Mathematik, bei denen das schulische Riistzeug nicht aus-
reicht, kann man als Schiiler/in die zugehorige Fragestellung bzw. die Problemla-
ge gar nicht verstehen. Im Bereich der Zahlentheorie (z.B. Goldbachvermutung,
etc.) ist ein Verstehen des geschilderten Problems aber oft relativ leicht moglich.
Unter Umstidnden haben solche ,,Grenzerlebnisse™ sogar etwas Faszinierendes, so
dass dadurch die Motivation steigt, in diesem Bereich mehr wissen zu wollen, und
die Mathematik als Wissenschaft hat da auch mehr zu bieten (Universitit). Insge-
samt ist dies sicher ein ,,skalierbares Thema* [5], das einen mdglichen Einsatz auf
verschiedenen Niveaustufen (Schule, Universitit) hat.

Summen und Differenzen von Wurzeln — allgemeiner

Man konnte nun vermuten, dass zwar der algebraische Aufwand immer ein wenig
groBer wird, dass es aber prinzipiell méglich ist, mit der geschilderten Methode
die Anzahl der Quadratwurzeln zu steigern, z.B. bei \/a + Vb + Ve + Vd=e
(a,b,c,d,e € Q) oder \/a+ b+ /c++d=/emit a,b,c,d,e € Q. Aber das
funktioniert nicht mehr, da dann durch Quadrieren die Anzahl der auftretenden
Quadratwurzeln nicht mehr gesenkt werden kann.

Schon im Fall zweier (beliebiger) Wurzeln kommt man mit Elementarmathema-
tik nicht mehr aus, da braucht man u.a. den Begriff des Minimalpolynoms, spezi-
ell dessen Eigenschaft: Wenn o Nullstelle eines beliebigen Polynoms f ist, dann
muss das zugehorige Minimalpolynom p das Polynom f teilen (vgl. [1], dort aber
sehr kurz und eigentlich etwas unsauber).

Satz 4a. Wenn a,b,m,n positive ganze Zahlen mit {/a,\/b ¢ Q sind, dann ist
auch {/a+ /b ¢ Q.

Beweis. Wir nehmen an, dass a,b,m,n minimal in folgendem Sinn sind: Es gibt
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keine kleineren positiven ganzen Zahlen o',b’,c¢’,d’ mit /' = /a bzw. ¥/ =
Vb (also so etwas wie z.B. v/8 sei verboten, dafiir wiirden wir v/2 schreiben).
Dann ist das sogenannte Minimalpolynom von {/a iiber Q gegeben durch f,(X) =
X™ — a, analog jenes von /b durch f,(X) = X" —b. Annahme: {/a+ /b =g €
Q = /b= q— {/a; dann wire {/a Nullstelle von f,(g — X) und somit miisste
(Minimalpolynom!) f,(X) | f»(¢ — X); analog wire f5(X) | f4(¢ — X) und mit der
Substitution X — ¢ — X daher f,(q —X) | f4(X). Also kénnen sich f,(¢ —X) und
f2(X) nur durch einen rationalen Faktor unterscheiden (,,assoziierte Polynome™),
dh. fo(g—X)=c- fa(X) mit c € Q: (§—X)" —b =c- (X" —a). Dies ist nur
fiir ¢ = 0 moglich (denn sonst hitte man ja wegen des Binomischen Lehrsatzes
auch viele weitere Potenzen von X auf der linken Seite): (—X)" —b=c- (X" —a).
Fiir gerades n ergibt sich daraus n = m,c = 1 und a = b, und damit = 2 {/a also
{/a € QQ, Widerspruch. Fiir ungerades n ergibt sich ¢ = —1,n = m und a = —b,
Widerspruch. ]

Solche Beweise wiren in der Schule nicht méglich, auch in der Ausbildung fiir
Lehramtskandidaten an Universititen ist das nicht iiberall moglich, weil die Alge-
bra oft nicht in einem hinreichend tiefen AusmalBl vorkommt (und daher z.B. die
Begrifte des Minimalpolynoms oder der Korpererweiterung gar nicht thematisiert
werden).

Noch ein Stiick abstrakter (tiefer in der algebraischen Zahlentheorie) ist der Be-
weis der entsprechenden allgemeinen Aussage:

Satz 4b: Aus ry,...,r, € QF, s1,...,5, € Noo mit 3/r1,..., 3/, ¢ Q folgt
i yri¢ Q.

Beweis. (von G. Kuba). Wir betrachten den Korper K = Q[ 3/71, ..., {/7n), des-
sen Grad d iiber Q jedenfalls mindestens 2 betrigt. Sei 7' (o) die Spur von o € K
bezogen auf K (es ist also 7'(a) = 61 (o) + ...+ 64(at), wobei G1,...,64 die Mo-
nomorphismen von K nach C sind). Da fiir m,a € N im Fall {/a ¢ 7Z das Mini-
malpolynom von {/a von der Form X*— b mit2 <k<mund b €N ist, muss
T(y/r;) =0firalleic {1,...,n} und somit auch T (Y}, /7;) = O gelten. Dage-
gen gilt T'(r) = d - r fiir alle r € Q. Da die Zahl Y\, {/r; trivialerweise positiv ist,
kann dieselbe somit nicht rational sein. [l

Andere Beweise dafiir finden sich in [2, 6].
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