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= Drachenvierecke mit einer
5 .
s besonderen Eigenschaft
»Der Inkreismittelpunkt eines Drachenvierecks wird Nun tibertrug sie diese Konstruktion auch auf Dra-
konstruiert als Schnittpunkt der Verbindungsstrecken chenvierecke. Zwar hat jeder Drachen auch einen In-
gegeniiberliegender Seitenmitten.« - Diese Schii- kreis, aber sein Zentrum kann im Allgemeinen nicht
lerlésung ist zwar im Allgemeinen falsch, fiihrt aber so konstruiert werden. Die richtige Losung wire, die
manchmal tatséchlich zum Ziel, nicht nur bei Rauten. Winkelhalbierenden zum Schnitt zu bringen; wegen
Es werden diejenigen Drachen charakterisiert, bei de- der Symmetrie des Drachens funktioniert das immer
nen die obige Konstruktion zutrifft, und zwar auf zwei (Abbildung 3).
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Eine Episode aus einer Ubung zur Elementargeome- \ ~ \
trie: Die Aufgabe war, alle Viereckstypen zu bestim-
men, die einen Inkreis besitzen. Eine Studierende ging N Y
: - 7
folgendermafien vor: \ 7
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1.1 Systematisches zum Einstieg Abb 3. Schnitt der Winkelhalbierenden am Drachenviereck
— Jedes Quadrat hat einen Inkreis, und man kann sei- Anschlieflend hat der Autor die Situation noch einmal
nen Mittelpunkt konstruieren, indem man gegen- mit Sketchpad durchgespielt und dabei mit Erstaunen
Uberliegende Seitenmitten miteinander verbindet; festgestellt: Es gibt tatsdchlich Drachen, die keine Rau-
deren Schnittpunkt ist das Zentrum, und die Sei- ten sind, bei denen die falsche Konstruktion funk-
tenmitten sind die Beriihrpunkte (Abbildung 1). tioniert (Abbildung 4)!
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Abb. 1. Quadrat mit Inkreis
— Bei Rauten kann man ebenso vorgehen, nur sind
die Seitenmitten nicht mehr die Beriihrpunkte; man
muss erst das Lot auf eine Seite fallen, um den Ra-
dius zu bestimmen (Abbildung 2).
Abb. 4. Drache, der keine Raute ist
bs % Dieses Beispiel hat im Grunde die Form eines all-
X gemeinen Drachens. Das soll heiffen: Wenn
man ein beliebiges Drachenviereck zeichnen will, so
hat es hdufig diese Gestalt; fithrt man jetzt die obige
Konstruktion aus, so kann man durchaus an diesem
Beispiel die geforderte Eigenschaft bestétigt finden
= (bei kleinen Abweichungen schiebt man die Schuld
auf die unvermeidliche Ungenauigkeit beim Zeich-
Abb. 2. Raute mit Inkreis nen), so dass eine unreflektierte Verallgemeinerung
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zum falschen Resultat fiihrt. (Die DGS hat nattirlich
den unschitzbaren Vorteil, dass solche Figuren nie-
mals singulér bleiben: Sie sind »allgemein« im Sinne
von »beliebig verdnderbar«.)

1.2 Formulierung des Problems

Jedenfalls ergab sich daraus das Problem dieses Auf-
satzes, welches in Kasten 1 formuliert wird.

i Was sind das fiir Drachen, bei denen diese I
Inkreis-Konstruktion funktioniert? Kann man sie
irgendwie charakterisieren, z. B. durch

| Eigenschaften von Seiten oder Winkeln?

Kasten 1. Problemformulierung

2 Die Konstruktion

Gesucht sind also die Drachenvierecke, in denen der
Schnittpunkt S der Verbindungsstrecken gegeniiber-
liegender Seitenmitten gleichzeitig der Mittelpunkt
des Inkreises ist.
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Abb. 5. Beispiel fiir einen Vertreter der gesuchten Drachen-
vierecke

Die folgende Konstruktion geht aus von der Diago-
nalen AC und einem Punkt S auf AC, der die obigen
Bedingungen erfiillen soll.

2.1 Formulierung der Bedingungen

1. Bedingung: S ist der Inkreismittelpunkt.

Dann miissen die Winkelhalbierenden der Winkel bei
B und D durch S verlaufen, also miissen die Punkte B
und D auf dem Apolloniuskreis der Strecke AC zum
Teilverhaltnis |AS| : |SC| liegen.

Ausgehend von § als innerem Teilpunkt der Strecke

AC konstruiert man daher den zugehorigen dufleren
Teilpunkt T; der Thaleskreis iiber ST ist der genannte
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Apolloniuskreis, somit die erste Ortslinie fiur Bund D
(Abbildung 6).

Abb. 6. Zur Konstruktion des Apolloniuskreises

2. Bedingung;: S ist der Schnittpunkt der Verbindungs-
strecken gegeniiberliegender Seitenmitten.

Die zugehorige Ortslinie ist nicht so leicht zu finden,
deswegen soll erst einmal der Drachen genauer analy-
siert werden.

Die Verbindungsstrecken der Seitenmitten sind die
Diagonalen im Mittenviereck des Drachens. Das Mit-
tenviereck ist in diesem Fall ein Rechteck, d. h. die Di-
agonalen sind gleich lang. S liegt also auf der Mittel-
senkrechten von EF (Abbildung 7).
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Abb. 7. S liegt auf der Mittelsenkrechten von EF

M sei nun der Mittelpunkt von AC. Das Viereck EBFM
ist ein Parallelogramm; dessen Diagonalen schneiden
sich im Mittelpunkt N von EF, und das Parallelogramm
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ist punktsymmetrisch zu N. Die Punktspiegelung an N
bildet die Mittelsenkrechte m von AC auf das Lot gvon
B auf AC ab. EF ist parallel zu AC, daher sind m und g
auch senkrecht zu EF.

Weil S auf der Mittelsenkrechten von EF liegt, ist die
Gerade SN die Mittellinie von m und g, und man kann
& ebenso gut erzeugen durch Punktspiegelung an S
(Abbildung 8).
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Abb. 8. Erzeugen von g durch Punktspiegelung an S

2.2 Zur Konstruktion

Sind die Diagonale AC und der Punkt S auf AC gege-
ben, so spiegelt man die Mittelsenkrechte m von AC
am Punkt S und erhilt somit die zweite Ortslinie fiir
Bund D.

Die gesuchten Eckpunkte des Drachens sind die
Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Apollonius-
kreis aus der ersten Bedingung (Abbildung 9).

A

Abb. 9. Konstruktion der Eckpunkte des Drachenvierecks
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23 Einschrankungen

Nicht fiir alle Lagen von S ist die Konstruktion durch-
fihrbar: Falls S zu nah an C (bzw. A) heranriickt,
schneidet ¢ den Kreis nicht mehr (Abbildung 10 zei gt
eine Situation kurz vor der Extremlage, dass der Dra-
chen zu einer Strecke entartet). Wenn S noch weiter zu
C hin bewegt wird, so wird der Kreis noch kleiner, und
g riickt noch weiter nach aufien.

Anmerkung: Bei nichtkonvexen Drachen, wie z. B. mit
einem tiberstumpfen Winkel BCD, beriihrt der Inkreis
nicht mehr die Strecken BC und CD, sondern die
Geraden BCund CD (die Beriihrpunkte liegen au-
Berhalb der Strecken).

\

A
Abb. 10. Kurz vor der Extremlage

In der Extremlage beriihrt ¢ den Apolloniuskreis im
&uBeren Teilpunkt T, und es ist [SM| = |ST| (Abbildung
11).

Allgemein betrdgt der Durchmesser |ST| des

Apolloniuskreises kzzf 1 [ACl, wenn k = |AS| : |SC]|

= |AT] : |TC| das zugehérige Teilverhaltnis ist, denn es
gilt:

|AC| _|AS| +|sC] 1
m=w—k+1=|SC|—k+l-|AC|
|AC| |AT|-|TC] ) 1
T T =k—1=>|TC|——k_1~|ACI

_ i1 1 ). 1ac)=-2k_.
ST1=I5C1+ |TCl = (725 + 725 |ACl =25 - |AC]

Damit ergibt sich aus der obigen Bedingung fiir die
Extremlage folgendes:

Drachenvierecke mit einer besonderen Eigenschaft
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Abb. 11. Extremlage: der Drachen entartet zu einer Strecke

|SM| =|ST| <> |MC| - |SC| = |ST| <

2k
K-1

(3-7g)-l4cl=

-1AC]

Nach kurzer Rechnung erhélt man die quadratische
Gleichung k? — 6k + 1 = 0 mit den (reziproken) Losun-
gen k, =3 + 22 und k, = 3 - 2 V2. Somit betragt die
maximale Entfernung des Punktes S von M:

2k
SMl,,. = g - 1acl =2 - ac]

max k 2
1

2.4 Die Ortslinie aller L6sungspunkte

Die Ortslinie der Ecken B und D fiir alle méglichen La-
gen von S (in Abbildung 11 mit DGS konstruiert) stellt
offenbar eine Ellipse dar, wobei A und C vermutlich
die Brennpunkte sind und die kleine Halbachse gleich
der Exzentrizitat ist. .
Bezeichnen wir die groffe und die kleine Halbachse
mit 7 und s sowie die Exzentrizitat mit e, so ergibt sich
daraus wegen r*=e’+s>und e = s:

r=v2e

Das stimmt mit der obigen Berechnung der extremen
Lage von S {iberein, denn in dieser Lage ist T der zuge-
horige Ellipsenpunkt, somit ist MT die groffe Halbach-
se (vgl. Abbildung 11), und aus dem oben berechneten
Maximalwert fiir [SM| folgt:

max

. ]SM| + |ST|!“J\ =

| Inm\ max

5 AC
2-|sM| =3-22~|AC|=\E-I—2I

max
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2.5 Warum ist die Ortslinie eine Ellipse?

Wir gehen zuriick zu den anfanglichen Bedingungen
fur den Punkt S, die lauteten:

1. S ist der Inkreismittelpunkt des Drachens, also ist
BS die Winkelhalbierende von g = £ ABC;

2. S ist der Mittelpunkt des Mittenrechtecks des Dra-
chens; wegen |ES| = [FS| und EF || AC konnten wir
daraus schlieflen, dass die Senkrechte zu AC in S
gleich der Mittelsenkrechten von EF ist.

Wir betrachten nun das Dreieck EBF. Es gilt der fol-
gende Satz:

Die Mittelsenkrechte einer Seite (hier: Seite EF) und
die Winkelhalbierende des gegeniiberliegenden Win-
kels (hier: f) schneiden sich auf dem Umkreis des
Dreiecks. S ist der Schnittpunkt der beiden Geraden,
also liegt S auf dem Umbkreis, d. h. das Viereck EBFS
ist ein Sehnenviereck (Abbildung 13).

Daher ist £ESF = 180° - , und wegen £ CSF = L ASE
folgt daraus: 5

£LCSF=/ASE= 5
Die Dreiecke ASE und ASB haben den Winkel SAB

gemeinsam; wie soeben gezeigt, ist ZASE = g , aufser-
dem ist auch £ABS = g, damit sind die beiden Drei-

ecke dhnlich zueinander (Abbildung 14). Somit gilt
mit der Festlegung a = |AB]:
a__lAS| _|AS|

= =i, 2=, P = .
TER TR 2 |ASP=a=2 - |AS|
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Abb. 12. Ortslinie der Ecken B und D fiir alle mogliclen Lagen
von S
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A
Abb. 13. Sehnenviereck Viereck EBFS

Ebenso erhilt man mit b = |BC| den Zusammenhang
b=+2 -|CS|
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Abb. 14. Zur Ahnlichkeit der Dreiecke ASE und ASB

Beides zusammen ergibt:
a+b=v2-(|AS|+|CS|) =2 - |AC|

Damit ist bewiesen: Die Summe der Entfernungen von

B zu den Punkten A und C ist konstant, also liegt B auf

der Ellipse mit den Brennpunkten A und C, und die
[AC _\2

numerische Exzentrizitit betragt rreiat o

3 Die Berechnung

Da S der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden bei B
mit AC ist, muss S die Strecke AC im Verhaltnis der
bei B anliegenden Seiten teilen, also |AS| : [SC|=a: b
bzw.:

|AS|:|AC|=a: (a +b)
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Wir setzen 0.B.d.A. [AC| = 1 und kénnen schreiben:
|AS|=a: (a+D).
Mit |AG]| = % - cos o und |GS| = % erhalten wir daraus

a 1 a
5 CosS+5=
2 “T4 T a+b

Abb. 15.

Aus dem Kosinussatz im Dreieck ABC ergibt sich

a?-b*+1

cos a = or ; dies eingesetzt in die obige

Gleichung ergibt

Nach kurzer Rechnung (Multiplikation mit 4(a + b),
anschliefendes Ausklammern) erhilt man daraus

(a=b)-L(a +by~2]=0

woraus man sofort

Fall 1: a =) oder
Fall 2: a +b =2 (die negative Lésung hat keine Bedeu-
tung) erhalt.

Im Fall 1 muss es sich beim Drachen um eine Rau-
te handeln und im Fall 2 ist klar, dass |AB| + |BC| =
V2 - |AC| gelten muss: B muss also auf einer Ellipse mit
den Brennpunkten A und C liegen (man denke an die
Girtnerkonstruktion mit Seillange V2 - |AC)).

Mit diesen Kenntnissen lassen sich jetzt die gesuchten
Drachen viel einfacher konstruieren: Zu gegebener
Diagonale AC konstruiert man eine Strecke der Lange
V2 - |AC| (hier CF), teilt diese durch einen Punkt P an
fast beliebiger Stelle (der Unterschied zwischen |CP|
und |FP| darf nicht groBer als [AC| sein!) und schlagt
Kreise um A mit Radius |FP| sowie um C mit Radius

Drachenvierecke mit einer besonderen Eigenschaft
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Abb. 16. zur einfachen Konstruktion der gesuchten Drachen-
vierecke
RoLF RosE

|CP|; diese Kreise schneiden sich in den fehlenden
Ecken B und D des Drachens (Abbildung 16). Zum
Abschluss noch eine anschauliche Deutung: Man kann
sich auch die Strecke CF als »Stange« vorstellen: Sie
wird bei P geknickt, anschliefend wird der Punkt F zu
A gefiihrt (P geht dabei in B tiber).
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Zusammenfugen von Funktionen

Dieser Beitrag befasst sich mit einfachen Uberlegun-
gen zum Zusammenfiigen von einzelnen abschnitts-
weise definierten Funktionen zu einer einheitlichen
Funktion auf der Menge der reellen Zahlen.

1 Die Funktion

fx)=lxl +x+8+ (lxl —x-24)sign(x +12),x e R (1)
setzt sich aus folgenden Funktionen

Fx) =2x +32 tar x£=12,
fx)=—-2x-16flir-12<x<0und

fi(x) =2x - 16 fiir x 2 0.

Wie ist aber vorzugehen, um aus den einzelnen Funk-
tionen eine Gesamtfunktion aufzustellen?

2 Zundachst werden zwei Funktionen zu einer einzi-
gen zusammengefiigt: Wenn

f(x) =f,(x) fiir x < x, und f(x) = f,(x) fiir x > x,, so gilt

)+ fl)=fi(x) lx-x,]
f(x)zﬂ(\’) ;fz(\)gz(\)z,fx(x)_ I;—Q . )

Sind beide Funktionen f, und f, algebraisch und soll

fx)=fi(x) =fx) )
gelten, so kann in der Gleichung (2) die Unbestimmt-

heit bei x = x, durch Kiirzen behoben werden. Der
Term
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kann durch sign(x - x,) ersetzt werden. Ist zumindest
eine der beiden Funktionen nicht algebraisch und soll
Gleichung (3) oder

oy i) A
fx) = e 7 1
gelten, so muss der Term (4) durch sign(x - x,) ersetzt
werden.

3 Wir fligen nun mehr als zwei Funktionen zu einer
einzigen zusammen. Wenn

flx)=f,(x) fiir x <x,,
flx) =f,(x) fiir x, <x <x,,
flx) =f,(x) fiir x, <x <x, usw.,
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Abb. 1. Graph zur Funktion mit der Gleichung (1)
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