Das Google-PageRank-System

Mit Markoff-Ketten und linearen Gleichungssystemen Ranglisten erstellen

Google ist mittlerweile die Such-
maschine im WWW schlechthin
geworden. Jede(r) hat viel Erfah-
rung damit, und es erhebt sich
die Frage: Wie schafft es Goog-
le, dass wichtige Seiten zum ge-
suchten Thema (bzw. Begriff)
am Anfang der Liste stehen? Ma-
thematisch betrachtet, stecken
,,Mehrstufige Prozesse* (bzw.
,Markoff-Ketten) hinter dem
so genannten PageRank-Sys-
tem, mit dem die einzelnen Sei-
ten, die Google zu einem Stich-
wort findet, in eine Reihenfolge
gebracht werden.

Das Thema ,Mehrstufige
Prozesse® (in einer elementaren
Form!) ist in manchen deutschen
Bundeslindern moglicher Lehr-
stoff in der Oberstufe. Es gehort
einerseits zur Linearen Algebra
(,,Ubergangsmatrizen“), ande-
rerseits zur Stochastik (Wahr-
scheinlichkeiten, relative Hau-
figkeiten) bzw. zur Analysis
(Grenzwerte). In der Tat ist es
ein Gebiet, in dem der Vernet-
zungsgedanke sehr gut verwirk-
licht werden kann, und Vernet-
zung gehort sicher zu jenen Be-
griffen, die in den Praambeln

von so gut wie allen Lehrplidnen
als positiv und wiinschenswert
hervorgehoben werden.

Kamen ,,Mehrstufige Pro-
zesse* (bzw. ,,Markoff-Ketten®)
schon im Unterricht vor, dann
bietet das PageRank-System ei-
ne weitere Anwendung. Anderer-
seits kann man es als Einstieg in
das Thema nutzen. In der didak-
tischen Literatur werden mehr-
stufige Prozesse relativ hdufig
aufgegriffen (vgl. die unten an-
gefiihrte Literatur), auch in deut-
schen Schulbiichern (z.B. Lam-
bacher-Schweizer 2001).

Einstieg
in Markoff-Ketten

Als Einstiegsaufgabe ist die
Formulierung in Kasten 1 denk-
bar. Auch wenn die Schiilerin-
nen und Schiiler noch nichts von
Markoff-Ketten und Ubergangs-
matrizen gehort haben, konnen
sie das Problem leicht 16sen, am
besten vielleicht mit einer Tabel-
lenkalkulation (z.B. EXCEL).
Die zugehorigen Rekursionen
konnen aus dem Ubergangsgra-

phen direkt ablesen und dort als
Formel eingegeben werden:

0,84 +03B +02C =A
0,1A,+06B +0,1C, =B,
0,1A,+0,1B +0,7C =C

n+l

n+l

Durch das ,,Herunterziehen* der
Formel in der Tabellenkalkula-
tion konnen die entsprechenden
Werte fiir groBe n schnell abgele-
sen werden (allein mit einem Ta-
schenrechner wire das ungleich
miihsamer). Die Werte pendeln
sich schnell bei (A, B, C) =
(55 %, 20 %, 25 %) ein, und zwar
unabhingig von der Anfangsver-
teilung (stabile ,,Grenzvertei-
lung*).

Genau solche Grenzvertei-
lungen werden im Folgenden im
(mathematischen) Zentrum ste-
hen. Fiir das experimentelle Er-
mitteln solcher Grenzverteilun-
gen zwischen einigen wenigen
moglichen ,,Stationen* (im Ein-
stiegsbeispiel nur drei: A-tel,
B-tel, C-tel) ist Tabellenkalku-
lation sehr gut geeignet. Man
braucht dabei weder Matrizen
noch weitere Theorie dazu. Die
Grenzverteilung wird iterativ

bestimmt. Dieses iterative Vor-
gehen mit der Tabellenkalkula-
tion ist einerseits ein einfacher
Einstieg, andererseits aber gar
nicht so weit weg von der prin-
zipiellen Vorgehensweise, wie
solche ,,Grenzverteilungen* bei
riesigen Dimensionen bestimmt
werden: Beim PageRank-Al-
gorithmus geschieht das Losen
des zugehorigen linearen Glei-
chungssystems auch iterativ (né-
herungsweise) und nicht durch
eine geschlossene Formel oder
Ahnliches.

Fiir eine etwas weiter und tie-
fer gehende Auseinandersetzung

t ,,Grenzverteilungen (ins-
besondere theoretische Aspek-
te) kommt man mit der Tabellen-
kalkulation nicht mehr aus, da
braucht man dann Ubergangs-
matrizen.

Google und die Anfange

Es gibt sehr viele ,,Suchmaschi-
nen®, die das WWW in Bruch-
teilen von Sekunden durchfors-
ten konnen, wobei ,,wichtige”
Seiten jeweils zuerst aufgelistet
werden sollen.

Eine besonders hdufig ver-
wendete Suchmaschine ist Goog-
le, wobei der Name Google ,.et-
was RiesengroBes® bezeichnen
sollte — nach der unglaublichen
Fiille des WWW. Er kommt von

——@ ZUM AUSPROBIEREN

Einstiegsaufgabe

Jahresbeginn.

pretieren.

Die Kunden bleiben am Ende des Jahres zu einem bestimmten Prozentsatz bzw.
wechseln zu anderen Betreibern. Dies kann man am einfachsten mit einem so
genannten gerichteten Graphen (s. rechts, auch Ubergangsgraph genannt) be-
schreiben: Dies bedeutet fir die Firma C-tel zum Beispiel: 70% der C-tel-Kunden
bleiben nach Ablauf des Jahresvertrages bei C-tel, 20% wechseln zu A-tel und
10% zu B-tel. Analog sind die anderen relativen Ubergangshaufigkeiten zu inter-

Der Telefonmarkt in einem Land sei durch drei Firmen bestimmt (A-tel, B-tel und
C-tel). Diese Telefongesellschaften schlieBen mit inren Kunden jeweils Jahresver-
trage ab. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass diese Vertrage jeweils ge-
nau ein Kalenderjahr gelten mit Wechselmadglichkeiten jeweils zu Jahresende/

80%

- Angenommen, diese Ubergangsraten bleiben tber 5 (10; 20) Jahre konstant. Wie sieht die Verteilung der Kunden
auf die einzelnen Firmen aus, wenn zu Beginn Jede F|rma 1/3 der Kunden hat? Wie wéren die entsprechenden Werte,
wenn die ,Anfangsverteilung” nicht (A, B,, C) = 3, 3 3) sondern (A, B,, C,)) =

10% 10%
20% 10%
/\

(30%, 50%, 20%) wére?

70%

10%

60%
30%
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einer Abwandlung des Begriffes
,Googol“, ein Wort, das in der
ersten Hilfte des 20. Jahrhun-
derts in Amerika fiir die riesen-
groBe Zahl 10'® etabliert wurde.
Ein Googol ist zwar deutlich gro-
Ber als die Anzahl der Atome im
sichtbaren Universum (ca. 10%),
andererseits ist ein Googol aber
,nur etwa 70-69-68-...-2-1 =
70! und entspricht somit der An-
zahl der Moglichkeiten, 70 ver-
schiedene Gegenstinde in einer
Reihe anzuordnen.

Da merkt man, wie mich-
tig so manche Schreibweisen in
der Mathematik sind und wie
schnell Fakultiten wachsen: 70!
ist ca. 10°-mal so groB wie die
Anzahl der Atome im sichtbaren
Universum! Wer wiirde so aus
dem Bauch heraus nicht glau-
ben, dass es doch viel, viel mehr
Atome im Universum gibt als
Moglichkeiten, 70 Gegenstinde
in einer Reihe anzuordnen?

Google ging am 7. Septem-
ber 1998 als Testversion online
und ist unter den Suchmaschi-
nen die Nummer 1. Der Grund
dafiir liegt im ,,PageRank-Al-
gorithmus®, der Google damals
schneller machte als die Konkur-
renz. Gerade beim Aufteilen des
potentiellen Marktes ist es wich-
tig, besser zu sein als die Kon-
kurrenz. Auch wenn die Qualitét
der anderen Suchmaschinen seit-
dem gestiegen ist, gibt es selbst
bei gleich guter Qualitit fiir die
vielen Anwender von Goog-
le (ich selbst gehore auch da-
zu) keinen Grund zum Umstei-
gen. Dies hat einfach auch mit
Gewohnheit zu tun: Warum soll
man wechseln, wenn anderswo
die Qualitit nicht besser ist?

Wie arbeitet
die Suchmaschine?

Wird ein Stichwort (oder meh-
rere) eingegeben, beginnen die
Suchmaschinen, mit einem so
genannten spider oder webcraw-
ler (spezielles Computerpro-
gramm) das WWW zu ,,durch-
forsten*: Auf welchen Seiten
kommt der gesuchte Begriff vor,
wo ist etwas zu ihm zu erfahren?
Ziel dieser umfangreichen Such-
titigkeit ist es, eine moglichst
gute ,,Momentaufnahme** der In-
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Das WWW als gerichteter Graph

te C kommt man nur zur Seite A.

-> AUFGABEN

Lésung
1. Der Ubergangsgraph:

e

N

Die zugehorigen Rekursionen lauten:

Cn . An+1
0,5A, +05D, =8,,,
054, + 0,58, +05D, =C,,,

0’5Bn = Dn+1

A, B, C, D seien vier verschiedene Internetseiten, die
auf eine einfache Weise miteinander verlinkt sind. So
gibt es von Seite A einen Link zu den Seiten B und C;
von der Seite B gibt es Links zu den Seiten C und D,
von der Seite D gibt es Links zu B und C und von Sei-

MAGAZIN

Surfen ist, von Seite zu Seite ,klicken"“. Wie verteilen
sich langfristig die User bei nur vier Seiten (A, B, C, D)?

1. Zeichnen Sie einen entsprechenden gerichteten Graphen (Ubergangsgraph®).

2. Angenommen, alle Links auf einer Seite werden mit derselben Wahrscheinlichkeit benutzt und
zu Beginn verteilen sich die ,User* mit den relativen Anteilen (,, By, C,, D) = (%, 5. 5.3
auf die Seiten A, B, C, D. Die User wechseln in gewissen Zeiteinheiten die Internetseite (indem sie
einem Link folgen oder auch nicht).
Nach n Zeitschritten ergibt sich eine Verteilungvon (A, B, C,, D).
Stellen Sie ein entsprechendes Gleichungssystem mit Hilfe von Matrizen und Vektoren auf, mit dem
Sie die Verteilung nach 1, 2, 20, ..., n-Schritten iterativ berechnen kénnen.

3. Stellen wir uns vor, sehr viele User nutzen dieses Netz: Welcher Anteil davon wird sich — langfristig —
im Zuge der Recherchen bei A, B, C, D aufhalten?

2. Beschreibung des Linearen Gleichungssys-

tems durch Matrizen und Vektoren:

U V &= Vn+1
o 0o 1 0 A, A,
05 0 0 05 B,| _ |B,.,
05 05 0 05 c,| |C..,
0 05 0 O D, D,.,
0,25
. ; - 0,25
Die Startverteilung lautet: v, = | g5
0,25
In den nachsten Schritten betragt die Verteilung:
0,25
- - 0,25
v,=Uvy, = 0,375 und
0,125
0,375
= _ = _ g2 _|01875
v,=Uv,=U"v, = 03125/
0,125

Die weiteren Verteilungen v, = U" -V ;
streben zu einer ,Grenzverteilung®

i
i
©|= ©lw ©[N ©|w

Langfristig werden sich also auf den Seiten A und
C jeweils g der User befinden, bei B nur% und bei
D nur —15. In diesem Sinne waren A und C gleichbe-
rechtigt die ,wichtigsten Seiten®.
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Mit dem PageRank-Algorithmus kommt die wichtigste Seite

bei Google an erster Stelle

halte und der Vernetzungsstruk-
tur (welche Seite ist mit welcher
verlinkt?) des WWW in Bezug
auf den Suchbegriff zu erhalten.

Jede Anfrage 10st eine Su-
che nach Textstellen in den er-
fassten Internetdokumenten aus
und wird in Form einer Liste
von Treffern beantwortet. Um
fiir wichtige Informationen nicht
seitenweise blittern zu miissen,
sollen zum jeweiligen Thema
wichtige Seiten auch zuerst auf-
gelistet werden. Es stellt sich al-
so bei jeder Suchmaschine die
Frage: In welcher Reihenfolge
werden die Treffer dem Anfra-
gesteller prasentiert? Wie kann
bewerkstelligt werden, dass die
Liste der Treffer mit den ,rele-
vanten“ und ,,wichtigen* Web-
seiten beginnt?

Bei Wikipedia heif3t es dazu:
,,Der PageRank-Algorithmus ist
ein Verfahren, eine Menge ver-
linkter Dokumente, wie bei-
spielsweise das WWW, anhand
ihrer Struktur zu bewerten bzw.
zu gewichten. Dabei wird jedem
Element ein Gewicht, der Page-
Rank, aufgrund seiner Verlin-
kungsstruktur zugeordnet. Der
Algorithmus wurde von Larry
Page (daher stammt der Name
PageRank) und Sergej Brin an
der Stanford University entwi-
ckelt und von dieser zum Patent
angemeldet. Er diente dem von
Brin und Page gegriindeten Un-
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ternehmen Google als Grundlage
fiir die Bewertung von Seiten.*

Das WWW als
gerichteter Graph

Wenn jemand einen Suchbegriff
in Google eingegeben hat, wer-
den spider ausgeschickt, die die
in Frage kommenden Dokumen-
te samt ihrer Vernetzung (hier:
Verlinkung) als gerichteten Gra-
phen darstellen. Wir wihlen zu-
néchst ein ganz einfaches Bei-
spiel. A, B, C, D seien vier ver-
schiedene Internetseiten, die auf
eine einfache Weise miteinander
verlinkt sind, so gibt es z.B. von
Seite A einen Link zu den Sei-
ten B und C, von der Seite B gibt
es Links zu den Seiten C und D
usw. (vgl. Kasten 2, S. 59).

1. Modellannahme

Alle Links auf einer Seite mit je-
weils derselben relativen Haufig-
keit bzw. Wahrscheinlichkeit be-
nutzt werden.

Damit wiirde im Ubergangs-
graphen im Falle zweier ausge-
hender Pfeile bei beiden % ste-
hen, bei drei ausgehendenquei-
len jeweils % etc. Wegen dieser
bewusst vereinfachenden An-
nahme sind die Wahrscheinlich-
keiten bei den einzelnen Pfeilen
gar nicht dazugeschrieben. (Na-

tiirlich entspricht diese Verein-
fachung nicht ganz der Realitit;
ein Link am Ende einer langen
html-Seite wird wohl nicht mit
derselben Wahrscheinlichkeit
benutzt wie einer, der prominent
ganz oben in der Seite ,thront®.
Aber dieses Vereinfachen und
Idealisieren, so dass der ,,Sache*
mit mathematischen Mitteln bei-
zukommen ist, ist ein typischer
Schritt bei so gut wie allen Mo-
dellierungen.)

Nun kann man sich wie bei
den Telefongesellschaften vor-
stellen, dass eine Menge ,,User*
sich auf die Seiten A, B, C, D
verteilen, zu Beginn mit den re-
lativen Anteilen (A, B, C,, D).
Der Wechsel der Telefongesell-
schaft entspricht hier einem

Wechsel der Internetseite. Wir
stellen uns dieses System wieder
in diskreten Schritten vor: Die
User wechseln in gewissen Zeit-
einheiten die Internetseite (in-
dem sie einem Link folgen oder
auch nicht), so dass sich nach n
Zeitschritten eine Verteilung von
(A, B, C,D,) ergibt (relative
Anteile). Wir konnen die zugeho-
rigen Rekursionen wieder leicht
aus dem Ubergangsgraphen ab-
lesen und aufschreiben.

Um zu iiberpriifen, bei wel-
cher Verteilung (4, B, C, D) sich
die User dieser vier Seiten lang-
fristig einpendeln werden, konn-
ten wir wieder mit EXCEL ar-
beiten. Aber man kann lineare
Gleichungssysteme auch gut mit
Matrizen und Vektoren beschrei-
ben.

Alle Uberginge U-7v, =7,
werden durch dieselbe Matrix
U (,,Ubergangsmatrix*) vermit-
telt. Dabei stehen in der Spalte
i die Wahrscheinlichkeiten, dass
ein User, der sich gerade auf Sei-
te i befindet, sich im ndchsten
Schritt auf Seite j befinden wird
d.h. einen Link zur Seite j be-
nutzt (durch den Eintrag in Zei-
le j gegeben; i, j =1, 2, 3, 4).
So muss z.B. jemand, der sich
auf Seite C befindet, im néchs-
ten Schritt zwangsweise (Wahr-
scheinlichkeit 1) zu Seite A kom-
men, was im Ubergangsgraph
und in der Ubergangsmatrix an-
hand der 1 in Spalte 3 und Zeile
1 abzulesen ist.

Fiir die Ubergiinge erhilt man
der Reihe nach:

Wir haben mit Hilfe von Matri-
zen somit eine Moglichkeit, ei-
ne geschlossene Formel fiir die
Verteilung v, zu erhalten (nicht
nur iterativ wie mit EXCEL).
Vektoren, die relative Anteile
oder Wahrscheinlichkeiten ent-
halten, heilen in der Mathema-
tik auch ,,stochastische Vekto-
ren“. (Ein Vektor v heiBt sto-
chastisch, wenn seine Kompo-
nenten Zahlen aus dem Intervall
[0; 1] sind mit Summe 1.) Eine
quadratische Matrix heif}t ,,sto-
chastisch, wenn ihre Spalten-
vektoren stochastisch sind. In
manchen Biichern werden bei
einer stochastischen Matrix sto-
chastische Zeilenvektoren statt
Spaltenvektoren gefordert. Dann
muss die zugehorige Multiplika-
tion umgekehrt erfolgen: (Zei-
len-)Vektor mal Matrix statt Ma-
trix mal (Spalten-)Vektor. Die
zweite Form der Multiplikation
ist in der Schule aber iiblicher.
Beide Begriffe (stochastischer
Vektor bzw. stochastische Ma-
trix) sind zwar fiir einen mog-
lichen Unterricht in der Schu-
le nicht unbedingt nétig, bieten
sich aber hier an.

Ubergangsmatrizen sind na-
tiirlich stochastische Matrizen,
sie sind quadratisch, und in der
ersten Spalte z.B. stehen die re-
lativen Haufigkeiten, mit der
User von A im nédchsten Schritt
zu den Seiten A, B, C, D wech-
seln. Diese Zahlen sind naturge-
miB aus dem Intervall [0; 1] und
ergeben in Summe 1 (analog bei
den anderen Spalten).

An dieser Stelle hat man auch
die Moglichkeit, leichte allge-
meine Begriindungen zu thema-
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tisieren, zum Beispiel fiir die

Aussagen:

(1) das Produkt einer stochasti-
schen Matrix mit einem sto-
chastischen Vektor ist wieder
ein stochastischer Vektor.

(2) das Produkt zweier stochas-
tischer Matrizen ist wieder
eine stochastische Matrix.

Eine wichtige Anwendung er-

fahren hier auch das Potenzie-

ren von Matrizen und das Asso-
ziativgesetz der Matrizenmulti-
plikation, wie bei

v, =U-(U-(U-¥y)
=(U-U-U)-V,=U"

-

=

0°

Wie misst man die
Wichtigkeit einer Seite?

Natiirlich ist eine Seite umso
wichtiger, je mehr Seiten auf
diese Seite verweisen, insbeson-
dere dann, wenn es sich bei den
verweisenden Seiten selbst um
,wichtige* handelt; denn dann
nimmt man ja berechtigt an, dass
auf dieser Seite gewisse tragen-
de ,,Standards*“ beziiglich des
Suchbegriffes gesetzt werden
und dort also viel Wissenswertes
zu finden ist. Welche ist nun die
wichtigste Seite im obigen Gra-
phen? Welche die zweitwichtigs-
te, usw.? Wie soll man allgemein
die Wichtigkeit einer Seite in ei-
nem gerichteten Graphen fest-
stellen?

Stellen wir uns vor, sehr viele
User nutzen dieses Netz (gerich-
teter Graph): Welcher Anteil da-
von wird sich — langfristig— im
Zuge der Recherchen bei A, B,
C, D aufhalten? Wenn sich he-
rausstellen sollte, dass eine be-
stimmte Seite 90 % der Suchen-
den auf sich zieht, so ist wohl
klar, dass diese Seite am wich-
tigsten ist und in der Liste zuerst
genannte werden sollte.

Diese ,,langfristigen relativen
Anteile” sind also eine Moglich-
keit, die Wichtigkeit einer Seite
zu beschreiben, und dafiir brau-
chen wir ,,Grenzverteilungen®.

Angenommen die User be-
ginnen zufillig auf den vier Sei-
ten zu surfen und die ,,Startver-
teilung® der User betragt fiir alle
vier Seiten jeweils % Wenn diese
User dann zufillig weitersurfen,
betrigt die Verteilung im nichs-
ten Schritt (0,25;0,25; 0,375;
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0.125) und im darauf folgenden

(0,375; 0,1875: 0,3125; 0,125),

wie in Kasten 2 berechnet wird.

Die Seiten A und C scheinen

hier also den Lowenanteil abzu-

bekommen. Dies ist auch plau-
sibel: Alle Seiten haben einen

Link zur Seite C und von dort

aus muss man zur Seite A . . . .

Indem man immer wieder von

links mit der Ubergangsmat-

rix U multipliziert, erhilt man
die weiteren Verteilungen 7” =

u"- _\70; diese streben zu einer

,Grenzverteilung“ vV, — 7V (siche

Kasten 2). Demnach miissten die

Seiten A und C mit einem Anteil

von jeweils % gleichberechtigt

auf Platz 1 gereiht werden, vor

Seite B(3) und D(3)-

Solche Grenzverteilungen
kann man im Unterricht auf
mehrere Arten bestimmen:
1.Mit EXCEL die Iteration so

lange durchfiihren, bis sich die

Werte nicht mehr dndern.
2.Mit einem ComputerAlge-

braSystem (CAS) eine hohe

Matrixpotenz von U bestim-

men, um mit v, = U"-V, fiir

groBe n wohl nahe der ,,Grenz-
verteilung® zu sein.

3. Gesucht ist dabei ein Vektor v
mit Komponentensumme 1,
der sich bei Multiplikation mit
U nicht mehr dndert: U-v = .
Man muss also ein lineares
Gleichungssystem ldsen, na-
tiirlich auch mit CAS.

Probleme bei der Berech-
nung der Grenzverteilung
Kann es mehrere solche Vekto-
ren v (Grenzverteilungen, Lo-
sungen) geben? Wenn es meh-
rere solche Vektoren gibt, stre-
ben dann die Verteilungsvek-
toren v, manchmal (je nach
Startverteilung _150) gegen den
einen und manchmal gegen den
anderen? Dies alles wire natir-
lich sehr unangenehm, denn im-
merhin soll diese Grenzvertei-
lung die Basis und Argumenta-
tionsgrundlage fiir das Ranking
nach der Wichtigkeit sein.

Eine nicht eindeutige und von
der Startverteilung abhingige
Grundlage wire allerdings sehr
zweifelhaft. Am besten wiire es,
wenn dieser Vektor der Grenz-
verteilung eindeutig wire und
auch unabhingig von der Start-
verteilung V.

Alle drei oben angegebenen
Moglichkeiten zur Berechnung
der Grenzverteilung v funktio-
nieren in einfacher Weise natiir-
lich nur fiir relativ kleine Dimen-
sionen, wie oben bei einer 4 X 4-
Matrix, evtl. auch noch bei einer
20 x 20-Matrix, aber klarer Wei-
se nur mehr schwerlich bei einer
100000 x 100000-Matrix. Bei
groferen Matrizen werden hier
andere iterative Algorithmen zur
niiherungsweisen Losung ver-
wendet. Bei Google-Anwendun-
gen konnen dies einige hundert-
tausend oder gar Millionen Sei-
ten sein; auBerdem kommen auf
Google pro Sekunde sehr viele
Anfragen zu, die alle prompt er-
ledigt werden sollten.

Der Satz von Markoft

Unabhingig davon, ob ,Mar-
koff-Ketten“ als Begriff thema-
tisiert werden, besonders wich-
tig in diesem Zusammenhang
ist der Satz von Markoff, der ei-
ne einfache hinreichende Bedin-
gung an die Ubergangsmatrix U
angibt, die garantiert, dass die
Grenzverteilung V existiert, ein-
deutig und unabhingig von der
Startverteilung v, ist (ohne Be-
weis).

Satz von Markoff

Wenn U stochastisch ist und U"
fiir irgendein n =1 (mindes-
tens) eine Zeile mit nur posi-
tiven Elementen hat, dann stre-
ben die Matrixpotenzen U" fiir
n — oo zu einer stochastischen
Grenzmatrix G mit identischen
Spalten (d.h. die Zeileneintrige
sind in jeder Zeile konstant).

Es ist klar, dass die Spalten
der Grenzmatrix G dann den
eindeutigen und vom Startvek-
tor v, unabhiingigen Grenzvek-
tor v angeben. Denn wegen A,
+B,+C,+D,=1 erhilt man
z.B. im Fall einer 4 X 4-Matrix
fiir den Grenzvektor v mit die-
ser Grenzmatrix G (unabhingig
von den konkreten Werten von

é(}’ B()’ _(;0’ DO)

v=G-v,
uougugu Ay u,

= Uy Uy U, U, B, |
TRNTRETANTN ) Col ™ |4 |
o, U, U D, u

4

Da G stochastisch ist, gilt Zu, = 1.
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Bei unserem Beispiel hat
zwar nicht U selbst, aber schon
U? eine solche Zeile mit nur po-
sitiven Elementen, so dass die
Konvergenz und die Unabhin-
gigkeit von der Startverteilung
nach dem Satz von Markoff ga-
rantiert ist. Wir berechnen in un-
serem Fall z. B. U und erhalten
mit CAS (vier Nachkommastel-
len):

0,3333 0,3333 0,3333 0.3333
U =| 02222 02222 02222 02222
0,3333 0,3333 0,3333 0,3333
0,1111 0,1111 0,1111 0,1111

Die Grenzverteilung
3/9

> 200 . ..

V =3, | ist hier als Spalte gut
119

abzulesen.

Der Satz von Markoff braucht
im Unterricht nicht unbedingt
bewiesen zu werden, man kann
ihn einfach benutzen, um den
PageRank-Algorithmus in sei-
nen Grundziigen nachvollzie-
hen zu konnen. (Bei Bedarf fin-
det sich ein elementarer Beweis
fiir den Spezialfall von 2 X 2-
Matrizen z.B. in Humenberger
2002a.) Auch sonst braucht die
zugehorige Theorie nicht breit-
getreten zu werden.

Komplexeres Beispiel:
Suche mit Sackgasse

Ein immer noch sehr kleines
Netzwerk aus sechs Internetsei-
ten findet sich in Kasten 3. Hier
gibt es eine Situation, die oben
noch nicht gegeben war: Von der
Seite 2 gibt es offenbar keine
weiterfiihrenden Links, im Surf-
vorgang konnte man so eine Sei-
te als ,,Senke* bzw. ,,Sackgasse*
bezeichnen. Dies spiegelt sich
in der zweiten Spalte der Ma-
trix U wider, die nur Nullen ent-
hilt. Dies ist natiirlich schlecht
fiir unsere Zwecke (stochasti-
sche Matrix, deren Spaltensum-
me sollte 1 sein).

Was wird man in so einer Si-
tuation beim Recherchieren mit
Google praktisch machen? Es
gibt mehrere Moglichkeiten:
1.Den Suchvorgang beenden

und bei der Seite @ bleiben;

dies wiirde in der Matrix be-
deuten die zweite Null in der
zweiten Spalte durch eine 1 zu
ersetzen, im gerichteten Gra-
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Die Ubergangsmatrix lautet:

R
oo
@\
O
\g
®/

Annahme

ein und erhalt:

[
ofgooo
;
2835000
110000
U‘=Qllool
R
1
olojoj;
olog 1o

O O O N=NI-= O
o O O o O o
O O W= O Wl=wl=
ni=p- O O O O
- O O O o o
o ni=Nv= O O O

Die Seite 2 ist eine ,Sackgasse*, kein Link fuhrt von ihr weg.

Trifft man auf die Seite 2, so geht man zurtick zur Liste aller Sei-
ten und klickt irgendeine (mit der Wahrscheinlichkeit 1) an. In
der Ubergangsmatrix fligt man also statt einer reinen ,,Nullen-
spalte” den 6-dimensionalen Spaltenvektor (alle Eintrage = ~)

Komplexeres Netzwerk aus sechs Internetseiten

Neueinstiege

Wenn stets Uber die Liste gewechselt wiirde (Neueinsteig),
wiirde in der ganzen Ubergangsmatrix die Wahrscheinlichkeit 15

stehen.

Allgemein: Beim Neueinsteigen gilt fir die Ubergangsmatrix

EE

L al? 1
e T o

u,= , denn:
il 1 il 1
m = m m ™~ m
Annahme

Mit der Wahrscheinlichkeit o folgen die User den Links, mit
der Wahrscheinlichkeit 1 — o, steigen sie Uber die Liste neu ein.
Dann ergibt sich die Ubergangsmatrix

T=oU +(1-0U,

Fur unser lineares Gleichungssystem T-V =V ergibt sich mit

V1
=085 V=|:[v+..

v,=z0

bei Berechnungen mit einem CAS; 4 Nachkommastellen:

0,0517
0,0737
=|00574 |.
0,1999
0,2686
0,3487

SSS S <
|

m<

e 3=

3|=-

phen kime dann bei @ ein
Pfeil zu sich selbst dazu. Die-
se Moglichkeit wollen wir
nicht wihlen.

2.Man konnte mit dem Brow-
ser eine Seite zuriick gehen
und von dort andere Links be-
niitzen als den zu @ (die dann
hoffentlich keine Sackgassen
sind). Hier miisste man unter-
scheiden, von welcher Seite
aus man zu @ gekommen ist,
was die Sache relativ kompli-
ziert machte.

3. Man verlisst diese Seite, kehrt
zur Liste zuriick (gleichgiil-
tig, ob diese Liste von Goog-
le schon nach der Wichtigkeit
gereiht wurde oder nicht) und
klickt zufillig eine der vielen
(anderen) Seiten an.

Wir entscheiden uns fiir die dritte
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Variante und formulieren dies
noch mal explizit:

2. Modellannahme

Wenn man beim Surfvorgang in
einer Sackgasse (ohne weiter-
filhrenden Link) landet, so kehrt
man zur Liste zuriick und klickt
nun eine der moglichen m Inter-
netseiten an, und zwar alle mit
derselben Wahrscheinlichkeit .

Man sieht dabei auch davon ab,
dass die in Rede stehende Seite
selbst normalerweise nun wohl
nicht mehr angeklickt wird; aber
wenn dies sehr viele Seiten sind,
ergibt sich dadurch kein gro-
Ber Unterschied: Man ersetzt
die Eintriige der zweiten Spalte
(Nullen) nun jeweils durch 1/6
(allgemein durch %, wenn es sich

um m Webseiten, also um einen
gerichteten Graphen mit m Kno-
ten, d.h. um eine m X m-Matrix
handelt). So kann man also auch
dann eine stochastische Uber-
gangsmatrix U, erreichen, wenn
es in der Netzstruktur Sackgas-
sen gibt.

Was wire, wenn es eine Seite
gibe, auf die kein Link verweist
(nur Links von ihr weg)? Wiire
dies dhnlich schlimm wie eine
Sackgasse? Und auch ohne eine
»Sackgasse”, kommt es vor, dass
man nicht den Links auf dieser
Seite folgt, sondern eben zur
Liste zurtickkehrt und eine ande-
re Seite einfach anklickt.

3. Modellannahme
Mit Wahrscheinlichkeit o mogen
die User irgendwelchen Links

auf der jeweiligen Seite folgen,
mit Wahrscheinlichkeit 1 — o zur
Liste zuriickkehren und neu ein-
steigen, d. h. eine beliebige Seite
(mit Wahrscheinlichkeit %) an-
klicken.

Wie kann man nun dieses Szena-
rio mathematisch beschreiben?
Wie sieht die dann zugehorige,
neue Ubergangsmatrix T aus?
Wenn man den Links auf der
Seite folgt, ist die Ubergangsma-
trix durch U, gegeben. Wie muss
die Ubergangsmatrix U, im Falle
des Neueinstiegs lauten (Schii-
leraufgabe)? Herauskommen
muss ein Spaltenvektor mit Ein-
tragen (,—},)

Insgesamt ergibt sich also
fiir die neue Ubergangsmatrix T
durch Gewichten der beiden Fil-
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le bzw. Ubergangsmatrizen mit
den Faktoren o bzw. 1 — o

T=o0-U +(1-00)-U,
o-U, A mit Wahrscheinlichkeit
o den Links folgen
(1 - o)-U, & mit Wahrschein-
lichkeit (1 — o) neu einsteigen

Es ist sehr leicht einzusehen
(Schiileraufgabe): Weil U, und
U, stochastische Matrizen sind,
ist auch T stochastisch.

Die Matrix T hat nur positi-
ve Eintriige, keine Nullen mehr.
Nach dem Satz von Markoff
liegt mit der Ubergangsmatrix T
also sicher jene gewiinschte und
besonders einfache Situation vor,
in der es eine eindeutige und von
der Startverteilung unabhingige
Grenzverteilung gibt. Und diese
Grenzverteilung kann dann die
gewiinschte Reihung der Seiten
angeben, ihre Wichtigkeit mes-
sen (,,PageRank®).

Wie groB soll der Wert von o
gewiihlt werden? Es ist bekannt,
dass Google lange Zeit o= 0,85
- gewihlt hat. Moglicherweise ist
Google aber in der Zwischenzeit
von diesem Wert abgewichen.

Fiir das Beispiel in Kasten 3
ergibt sich fiir die Grenzvertei-
lung das lineare Gleichungssys-
tem 7-v =7 und mit o.=0,85
berechnet das CAS auf 4 Nach-
kommastellen:

0,0517
0,0737
0,0574
0,1999

0,2686
0,3487

& ST S

< =

6

Dieses ergibt sich auch, wenn
man eine hohe Matrixpotenz von
T berechnet und eine Spalte da-
von nimmt. Auch mit EXCEL
konnte man zu diesem Ergebnis
kommen. Nach diesem Ergebnis
wiren also die Seiten in abstei-
gender Reihenfolge ihrer Wich-
tigkeit:

Seite 6 — Seite 5 — Seite 4 —
Seite 2 — Seite 3 — Seite 1.

Explizite Losung (Formel)

Durch Einsetzen von T=o.U, +
(1-a)U, in T-V =7 und Ver-
wenden der Matrixschreibweise
kann diese Gleichung noch ein
wenig umgeschrieben werden,
so dass sich sogar eine explizite
Formel fiir v ergibt (I bezeichnet
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dabei die m-dimensionale Ein-

heitsmatrix):

o UV +(1-0)Uyv=17
1/m

und mit U,V = =

l}m
1/m
(@-U-DV=@-1:|:
1/m

-

=V

1/m
=(a-1)-(aU,-D"

I/m
Man kann zeigen, dass die Ma-
trix U, — I ,,nichtsinguldr” ist,
so dass sich fiir v dabei immer
eine eindeutige Losung ergibt.
Dies folgt auch aus dem Satz von
Markoff.

Die explizite Losung ist aber
fiir die Google-Praxis ungeeig-
net. Dort sind es ja sehr groBe
lineare Gleichungssysteme (z.B.
m= 100000 oder mehr) und da-
bei kann leider nicht mit der ex-
pliziten Losung (,,Formel®) ge-
rechnet werden, denn das Inver-
tieren einer Matrix kann man
nur bei relativ kleinem m in ver-
niinftiger Zeit bewerkstelligen.
(Noch dazu gibt es ja sehr viele
Anfragen an Google pro Sekun-
de). Man kommt in der Praxis
vielmehr iterativ zu einer (Nd-
herungs-)Ldsung, wobei die ge-
suchten Werte 7‘. in diesem Zu-
sammenhang die Parameter fiir
die Wichtigkeit einer Seite, die
PageRank-Werte sind.

Diese Probleme sollen hier
aber gar nicht im Vordergrund
stehen. Es geht hier primér um
die elementaren Uberlegungen,
die zur (stochastischen) Uber-
gangsmatrix 7 mit nur positiven
Eintriigen fiihren, so dass es nach
dem Satz von Markoff sicher ei-
ne von der Startverteilung unab-
hingige Grenzverteilung gibt.
Diese Ideen sind gleichermafen
einfach und genial! Sie garantie-
ren, dass das Verfahren ,,immer
funktioniert*.

Die drei einfache Modellan-
nahmen (siehe oben) haben hier
eine enorme Wirkung. Natiirlich
kann dieses Modellieren kein
selbstiindiges Modellieren durch
die Schiilerinnen und Schiiler
sein, sie lernen dadurch aber ein
ganz aktuelles Stiick ,,angewand-
ter Mathematik* kennen.

Der Algorithmus
in der Praxis

Insgesamt muss man sagen, dass
der Algorithmus von Google in
der Praxis natiirlich komplizier-
ter abliuft als hier dargestellt (es
flieBen da noch viele andere Ne-
benbedingungen ein), aber die
prinzipielle hinter dem Suchal-
gorithmus von Google steckende
mathematische Idee ist eigent-
lich eine sehr elementare.

Es ist einerseits verbliiffend,
mit welch einfacher zugrunde
liegender Idee so viel Geld zu
machen ist, wie es den Griindern
von Google gelang. Andererseits
liegt darin wieder einmal mehr
eine wohltuende Bestitigung,
dass grundlegende mathemati-
sche Ideen sehr wichtig werden
— hier fiir die Millionen User und
wirtschaftlich gesehen fiir die
Begriinder dieser Firma und fiir
die zugehorigen Aktionére.

Dies soll die Leistung der bei-
den Google-Griinder in keiner
Weise schmilern. Die konkre-
te Umsetzung dieser Idee in ein
Programm, das diese Internet-
seiten-Reihung auch bei 100000
oder noch mehr Seiten in akzep-
tabel kurzer Zeit erledigt, ist eine
hochst schwierige Aufgabe und
eine tolle Leistung!

Bei Google wurden schon
2005 etwas iiber 8 Milliar-
den URLs durchsucht und etwas
iiber 1 Milliarde Bilder, heute
mit Sicherheit schon viel mehr.
Google bedient in jeder Sekun-
de sehr viele Anfragen in iiber
100 ,,Domains* und Sprachen,
und alle wollen ihr Ergebnis so-
fort, d.h. auf Knopfdruck ohne
zu warten.

Es wurde und wird eine Ant-
wortzeit von hdchstens einer hal-
ben Sekunde als Richtwert ange-
strebt. Diese schnelle Lieferung
von Ergebnissen hat auch friih-
zeitig zur Popularitiit von Google
beigetragen, die Konkurrenz hat
sich mit der Anfragebeantwor-
tung oft mehr Zeit gelassen und
ist dadurch eindeutig ins Hin-
tertreffen geraten. Mittlerweile
beschiiftigt Google eine ganze
Schar hervorragender Program-
mierer, aber die ersten Schritte
diirften die beiden Griindungs-
herren schon weitgehend alleine
bewerkstelligt haben — Hut ab!
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Es hat sich bei Internetrecher-

- chen sogar schon das zugehorige
“Verbum ,,googeln® eingebiirgert,

auch im Englischen spricht man
von ,,to google®. Wenn jemand
zu einem bestimmten Begriff
jemand anderen fragt, so hort
man oft: ,,Hast du diesen Begriff
schon gegoogelt, um mehr darii-
ber zu erfahren?*
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