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Optimieren im Mathematikunterricht
Beispiele aus der elementaren Spieltheorie

Spieltheorie — ein neues Element im Unterricht? Ein neues Thema im ohnehin
tiberfiillten Mathematik-Curriculum? Neuer Ballast fiir den Unterricht? Nein, die-
ser Aufsatz versteht sich nicht als Pladoyer fiir die Aufnahme spieltheoretischer
Aspekte in den Pflichtunterricht fiir alle Lernenden bzw. fiir die explizite Auf-
nahme in gewisse Lehrpline. Es sollen lediglich einige (ausgewahlte) elementare
Aspekte herausgestrichen und so aufbereitet werden, daB eine Umsetzung im Unter-
richt fiir interessierte Lehrer (insbesondere in Leistungskursen, freiwilligen Kursen
oder ,Wahlpflichtgegenstinden“ !) etc. mdglich erscheint (ohne nétige Vorkennt-
nisse des Lehrers in der Spieltheorie).

Optimieren in allen seinen Erscheinungsformen ist ein besonders wichtiges Element
der Mathematik, insbesondere der Angewandten Mathematik. Die Idee des Opti-
mierens verdient u.E. zurecht die Bezeichnung Fundamentale Idee der Angewandten
Mathematik (vgl. [4]), sie wird im Unterricht jedoch oft ziemlich reduziert; bis-
weilen sogar bis auf eine einzige Methode — das ,Nullsetzen der ersten Ableitung®.
Wir meinen, daB gerade im Optimieren eine grofie mathematische Vielfalt liegen
soll, daB Schiiler verschiedenste Arten, an ein Optimierungsproblem heranzugehen,
kennenlernen sollten — nicht nur der Anwendungsorientierung wegen, auch das Mo-
tivationspotential von Optimierungsaufgaben scheint uns im Vergleich zu anderen
Themen oft etwas héher zu liegen. Doch nun zuriick zur Spieltheorie, anhand de-
rer wir einen moglichen Weg darstellen wollen, die Idee des Optimierens auf eine
einfache Art zu realisieren.

Beispiel 1 Die Spieler A und B haben je eine Miinze in der Hand; sie werfen die
Miinze nicht, sondern sie wdhlen bei ihrer eigenen Miinze Kopf oder Zahl, und zwar
ohne daB ein Spieler die Wahl des jeweils anderen kennt (geheime Wahl). Nun
prasentieren sie einander ihr Ergebnis und die Gewinnverteilung sei dieselbe wie
oben (bei gleichen Miinzenseiten gewinnt A, bei ungleichen B).

Die Spielergebnisse kénnen in diesem Fall leicht und iibersichtlich in einer Art Ma-
trix 2 bzw. Tabelle zusammengefafit werden, wobei wir vereinbaren wollen, solche
Tabellen jeweils vom Spieler A aus zu betrachten (d.h. positive Zahlen bedeuten
Gewinne fiir A und negative Zahlen bedeuten Verluste fiir A). In Tabelle 1 ist die
Auszahlungsmatrix fiir unser Spiel angegeben. Wir wollen uns hier auf die einfachste
Art solcher Spiele beschranken; wir werden (im wesentlichen) nur solche betrachten,
bei denen

1. nur zwei Spieler (A und B) gegeneinander spielen (,Zweipersonenspiele®),

2. einer der beiden Spieler nur zwei Wahlméglichkeiten (,,Strategien®) besitzt,

'Wie es sie z.B. in osterreichischen Gymnasien seit einigen Jahren gibt.
2Solche Spiele werden daher oft auch als Matrizspiele bezeichnet.
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[ B wihlt K | B wahlt Z
A wahlt K 1 -1

A wahlt Z =1 1

Tabelle 1: Auszahlungsmatrix fiir Spieler A bei Beispiel 1

3. der Gewinn des einen gleichzeitig den Verlust des anderen darstellt. In Summe
flieBt also kein Kapital aus diesem Zwei-Spieler-System heraus (z.B. an eine
Spiel-Bank o.4.); solche Spiele heifien demnach auch »Nullsummenspiele“. Da-
her geniigt es, zur vollstindigen Beschreibung des Spiels nur eine Tabelle (z.B.
aus der Sicht des Spielers A) anzulegen.

Im obigen Spiel ist offenbar keine Wahl eines Spielers in irgendeinem Sinn , besser®
als eine andere, da sich jeder Spieler bei jeder seiner Entscheidungen den gleichen

Mbglichkeiten gegeniiber sieht (1 gewinnen oder 1 verlieren).

Beispiel 2 Der Spieler A thabe die Méglichkeit, eine der beiden rémischen Zahlen I

- oder II zu wihlen, wihrend Spieler B die Moglichkeit haben soll, zwischen den drei

Zahlen I, II oder III zu wihlen. Wihlen z.B. beide die Zahl I, so gewinnt A den
mmn.gm 2; die anderen Auszahlungswerte aller méglichen Spielausginge sind wieder
in einer Tabelle zusammengefaBt (siehe Tabelle 2).

B wahlt
I II 111
I 2 -1 -2
A wihlt
II 1 0 1

Tabelle 2: Auszahlungsmatrix fiir Spieler A bei Beispiel 2

Da es sich bei den Eintragungen in der Auszahlungsmatrix um Gewinne fiir A han-
delt, ist es klar, daB A die hochstméglichen Eintragungen erzielen will, wihrend B
naturgeméf die niedrigsten anstrebt. Wir nennen deshalb A meist den Mazimum-
spieler und B den Minimumspieler.

Uberlegen wir nun zunichst gemeinsam mit Spieler A, welche Wahl fiir ihn die
beste ist. Er wird sich folgendes denken: Wenn ich I wihle, so kénnte es sein,
daB B sich fiir III entscheidet, was fiir mich einen Verlust von 2 bedeutete (in der
Tabelle —2). Wahle ich hingegen II, so ist das Schlechteste, was passieren kann,
da sich B fiir II entscheidet, und ich weder etwas gewinne noch etwas verliere.
Bei der Wahl von II habe ich also eine héhere Sicherheit in dem Sinne, daB ich
bei I mehr verlieren konnte. Spieler A wird sich daher fiir II entscheiden, weil
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dann der grofite denkbare Verlust am kleinsten ist. Der groBte denkbare Verlust
ist fiir A jeweils das Minimum einer Zeile. Er wird also jene Zeile wahlen, bei
der dieses Minimum am groBten ist. Wir kénnten auch statt grofiter denkbarer
Verlust den dquivalenten Ausdruck kleinster denkbarer Gewinn verwenden (negativer
Gewinn bedeutet ja Verlust). Dann entspricht dem Zeilenminimum wirklich ein
Gewinnminimum und nicht ein Verlustmazimum, was rein von den verwendeten
Begriffen her kein ,Umdenken“ notwendig macht.

Nun versetzen wir uns in die Lage von B und iiberlegen abermals gemeinsam mit
ihm in einer véllig analogen Weise, namlich danach trachtend den gréBtmdglichen
Verlust zu minimieren, also die hochste Sicherheit zu haben: Der groftmagliche
Verlust bedeutet diesmal (aus der Sicht von B) das Mazimum einer Spalte. B wird
also jene Wahl treffen (Spalte wihlen), bei der das Spaltenmazimum am kleinsten
ist. Die Spaltenmaxima von I, I bzw. III sind 2, 0 bzw. 1, d.h. der Spieler B wird
ebenfalls II wihlen; diese Wahl garantiert ihm analog eine héhere Sicherheit in dem
Sinn, daB jede andere Wahl einen groSeren Verlust mit sich bringen kénnte.

Bemerkung: Die Uberlegungen, die hier zu einem optimalen Ergebnis fiihren,
heifien in naheliegender Weise Mini-Max-Strategien.

Wir kénnen hier also leicht zu optimalen Verhaltensweisen der einzelnen Spieler ge-
langen; keiner von ihnen hitte ja Grund seine Entscheidung fiir IT zu bereuen: Selbst
wenn sie namlich die Entscheidung des Gegners vor ihrer eigenen Entscheidung ge-
wuBt hitten, so hitte sich jeder von ihnen trotzdem fiir II entschieden. Es ist nicht
schwer zu durchschauen, warum die Uberlegungen hier so leicht zu einem optimalen
Ergebnis gefithrt haben: Dies liegt an der Konstellation der Auszahlungstabelle,
namlich an der Tatsache, daB hier eine Zahl existiert, welche die kleinste ihrer Zeile
und gleichzeitig die groBte ihrer Spalte ist (die Eintragung 0 in der zweiten Zeile und

zweiten Spalte). In einem Matrixschema ist es allgemein leicht zu tberpriifen, ob

eine solche Eintragung existiert — und zwar nicht nur bei einer 2 x m-Matrix, sondern
allgemein bei einer n x m-Matrix: Wir markieren einfach alle Zeilenminima und alle

Spaltenmazima (indem wir sie z.B. neben die jeweiligen Zeilen bzw. unter die jewei-
ligen Spalten schreiben) und fiberpriifen, ob das gréfite Zeilenminimum gleich dem

kleinsten Spaltenmazimum ist. Ist dies der Fall, so haben wir damit gleichzeitig die
optimalen Wahlen (,Strategien“) fiir beide Spieler gefunden.

Bemerkung: Diese beiden optimalen Strategien zusammen bilden die Lésung des

Spiels. Der Ort einer solchen speziellen Eintragung heiBt Sattelpunkt und die Zah
selbst an dieser Stelle heift Wert des Spiels. 1

Wir kénnen also in diesem Fall auch Spiele untersuchen, bei denen jeder Spieler
mehr als zwei Wahlméglichkeiten zur Verfiigung hat, wie etwa bei einem Spiel mif

der Auszahlungsmatrix von Tabelle 3. Es ist hier leicht zu erkennen, daf sich i
der ersten Zeile und vierten Spalte ein Sattelpunkt mit dem Wert 0 befindet. Wahlf
Spieler A die Strategie I, so wird ihm garantiert, daB er mindestens 0 gewinnt (als
sicher nichts verliert); wahlt Spieler B Strategie IV, so wird ihm garantiert, daf e

hochstens 0 verliert. Jede andere Wahl eines beteiligten Spielers konnte fiir diesen

einen hoheren méglichen Verlust bedeuten, weshalb jedem zu raten wire, sich de
jeweils optimalen Strategie zu bedienen (I fir A bzw. IV fiir B).

~ timale Losung gefunden werden, und zwar auch nach einem Minimax-Prinzip —
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Zeilen-
I II III IV V| minimum

I 01 1 0 0 0
A -2 2 4 -1 -5 -5 L
111 2 -3 2 -2 2 =3 it
Spalten- i
maximum 2 9 4 0 2 i
5

Tabelle 3: Auszahlungsmatrix eines Spiels mit ,Sattelpunkt“

In anderen Fillen eines Matrixspieles (ohne Sattelpunkt) kann ebenfalls eine op-

dies besagt ein Hauptsatz der Spieltheorie (fiir einen elementaren Beweis siehe [6
m”mm:. Wenn dabei ein Spieler nur zwei Wahlméglichkeiten hat, so ist das m,mnamb.
%ommn. optimalen Lésung besonders einfach - und zwar auf mawv,rmmorm Weise. Wir
verweisen dafiir auf eine ausfiihrlichere Darstellung des Vortragsmanuskriptes W: der
Zeitschrift PRAXIS DER MATHEMATIK 1995 oder 1996.
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