Approximation

als Beispiel einer Fundamentalen Idee eines anwendungsorientierten Mathematikunterrichts

Verfasser: Dr. Hans Humenberger, Inst. fiir Mathematik und
Angewandte Statistik, Universitit fiir Bodenkultur, Gregor
Mendelstrafie 33, A-1180 Wien

Anwendungsorientierung im Unterricht ist ein Thema der
gegenwartigen didaktischen Diskussion, dem viele Beitrige ge-
widmet sind — sowohl in theoretischer als auch in (unterrichis-)
praktischer Hinsicht. Diese Arbeit soll einen unterrichtsprakti-
schen Beitrag darstellen und will vor allem konkrete Beispiele
zur Diskussion stellen, wie das Prinzip der Approximation sich
als roter Faden durch den Unterricht ziehen konnte, wie es darin
immer wieder auftauchen und thematisiert werden kann. Wir
verstehen diesen Aufsatz nicht als Lehrgang fiir »Numerische
Mathematik in der Schule«, der in irgendeiner Weise vollstindig
oder ganz neuartig wire, es handelt sich vielmehr um konkrete
Anregungen bzw. anwendungsorientierte Beispiele zu Themen
wie Fehlerfortpflanzung, Fixpunktverfahren, Newtonsches Na-
herungsverfahren etc.

1 Einleitung

Das konkrete Rechnen hat bei vielen Mathemati-
kern einen viel niedrigeren Stellenwert als das Arbeiten
mit strengen Definitionen, Satzen und Beweisen - dies
gilt nicht nur fir Hochschulmathematiker (obwohl
dort haufiger), sondern auch fiir manche Lehrer an
Gymnasien oder anderen Schulen. Das Rechnen wird
oft als »Knechtsarbeit« abgelehnt und folgender Stand-
punkt vertreten: Die Hauptsache ist, dafl man die In-
halte versteht, dafl man weifl, »wie es theoretisch
ginge«, »es« aber konkret und womaglich selber auszu-
rechnen, ist irgendwie minderwertig.

Bei fast jeder Anwendung von Mathematik spielen
jedoch Quantifizierungen, konkrete Zahlen, Mafle,
Rechnungen, Ergebnisse und Genauigkeit eine ent-
scheidende Rolle. Auch im sogenannten »taglichen
Leben« kommen quantitative Fragen, Antworten oder
einfach Aussagen sehr haufig vor, z. B. »Wie spat ist
es?«, »Der Zug fahrt 4 Stunden und 35 Minuten!c,
»Morgen habe ich acht Leute eingeladen.«, »Die Chan-
cen fiir einen Gewinn stehen 1:100.«, »Ich verdiene
9000 6S im Monat.« usw. Der Genauigkeitsanspruch
solcher oder dhnlicher Aussagen variiert zwar, meist
sind es jedoch »Ungefahr-Aussagen«, deren Zahlen
nur Naherungswerte sind.

Das Bemitithen um grofitmogliche Exaktheit in der
Mathematik ist weitgehend legitim und notwendig -
viele Exaktifizierungen im Laufe der Geschichte der
Mathematik beweisen dies —, beim Arbeiten mit kon-
kreten Zahlenwerten ist es andererseits aber auch wich-
tig, die »sinnvolle« Genauigkeit nicht aus den Augen zu
verlieren und keine sinnlose bzw. gar nicht vorhandene
Genauigkeit vorzutduschen. Viele Probleme, die uns
unsere »Umwelt« stellt, sind auf sogenannten exakten
Wegen gar nicht I6sbar, d.h., man ist in solchen Fallen
auf Naherungsverfahren angewiesen, deren systemim-

manente Fehler jedoch i. a. prinzipiell beliebig klein
gemacht werden konnen, sie liefern also das Ergebnis
zwar auf analytisch nicht ganz exakten Wegen, aber
doch mit beliebiger (vorgebbarer) Genauigkeit. Dies
ist in Anbetracht der Tatsache, daft Computer fiir die
meisten Verfahren sehr gut eingesetzt werden kdnnen
und daf ja auch bei den »exakten« Verfahren Run-
dungsfehler unvermeidlich sind und manchmal be-
trachtliche Auswirkungen haben koénnen, u. E. ein
guter Grund, sie als gleichwertig zu aktzeptieren und
ihre Bedeutung anzuerkennen. In diesem Sinne glau-
ben wir, dafl es notwendig ist, die Idee der Approxima-
tion als roten Faden (als Leitidee) im Unterricht auf allen
Stufen bzw. Niveaus deutlich werden zu lassen. Solche
immer wiederkehrenden Leitideen, an denen der Un-
terricht spiralférmig orientiert werden kann, heiflen
seit BRUNER [5] auch Fundamentale Ideen.

Schon die meisten alltaglichen Angaben tiber Gro-
Ren, Gewichte, Langen usw. konnen per se nur Néhe-
rungscharakter haben, da es schlichtweg unmaglich
ist, sie einerseits wirklich exakt zu messen und anderer-
seits sie vollig exakt anzugeben! Daher sind schon viele
(die meisten) »Eingangswerte« von Rechnungen mit
gewissen Fehlern behaftet und die »Ausgangswerte«
(Ergebnisse) - selbst bei analytisch voéllig exakten
Rechenvorgangen - erst recht »nur« als Naherungs-
werte zu betrachten! Die meisten Rechenvorginge
sind jedoch ihrerseits gar nicht exakt durchfithrbar, so
daf fast alle Ergebnisse den Status der »totalen Exakt-
heit« verlieren. Es beginnt schon bei Divisionen (2: 3,
10:7 etc. sind nicht mehr exakt ausfiihrbar), dal man
sich mit endlichen Dezimalzahlen begniigen muf,
»erst recht« bei 'f/:—c, 7, logx, ¢ u.v.a. m. Da uns weder
Zeit noch Platz noch Mittel fur vollige Exaktheit zur
Verfiigung stehen (weder bei Messungen noch bei
Rechnungen), sind wir gezwungen, uns i.a. auf Nahe-
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rungswerte Zu beschranken - warum sollten wir dann
nicht auch Néherungsverfahren akzeptieren, die das Er-
gebnis ohnehin mit beliebiger Genauigkeit liefern!
Diese Aussage soll nicht als Freibrief fiir beliebige
»Schlamperei« bei Messungen und beim »Zahlenrech-
nen« aufgefait werden - im Gegenteil! - sie soll vor-
sichtig stimmen beim Arbeiten mit jeglichen Zahlen-
werten (auch bei »exaktenc Verfahren) und auf den
Widerspruch jener Meinungen hinweisen, die Nahe-
rungsverfahren gar nicht oder nur sehr bedingt schat-
zen bzw. anerkennen. Der Umgang mit Naherungs-
werten fordert auch verstarkt ein »konstruktives Mit-
denken wihrend der Rechnung« (vgl. [95 S. 23),
erstens was die aus der Fragestellung ablesbare sinn-
volle Genauigkeit und zweitens was die Kontrolle von
Fehlern und ihre Fortpflanzung betrifft.

92 Bewufiter Umgang mit Zahlen - sinnvolle Ge-
nauigkeit

Ein angemessener Umgang mit Zahlen, ein »Ge-
fiihl« fiir sie, die Fahigkeit, verschiedene Werte in sinn-
voller Genauigkeit angeben zu kénnen (»Naherungs-
werte«) und Kritikfahigkeit gegeniiber unmoglichen
bzw. sinnlosen Rechenergebnissen sind u. a. sehr
wesentliche Ziele des Mathematikunterrichts, sie ver-
dienen u. E. schon in der Sek.-St. I mehr Beachtung als
allgemein tblich. Numerische Mathematik im Rah-
men des Schulunterrichts sollte nicht eine verkleinerte
oder transponierte Version von der Universitatsvor-
lesung »Numerische Mathematik« sein, sondern viel-
mehr eine Erziehung zu sinnvoller Genauigkeit, zu
einem adaquaten Umgang mit Niherungswerten und
elementaren Naherungsverfahren, zum Bewufitmachen
von Fehlern und deren weiteren Auswirkungen, zur
aufmerksamen Kontrolle der Rechnungen bzw. der
Rechenschritte oder zu Verantwortungsbewufitsein
gegeniiber ihren Rechenergebnissen. Vielleicht wiir-
den dann vollig unreflektiert und unkritisch hinge-
schriebene (u. U. sogar »doppelt unterstrichene«) Er-
gebnisse bzw. Losungen zumindest etwas seltener.

Wir glauben, ein anwendungsorientierter Mathe-
matikunterricht hat die Verpflichtung, numerische
Fragestellungen moglichst oft zu beriicksichtigen, und
man kann vielen - auch sogenannten »alten« - Auf-
gaben einen numerischen »touch« verleihen. Ganz all-
gemein lafit sich feststellen, dafl es nicht die Inhalte an
sich sind, die fur eine Anwendungsorientierung primar
geandert werden sollen, sondern eher die Art der Be-
handlung des Stoffes und der Beispiele, die Gewich-
tung, die Tatigkeiten, die von den Schiilern verlangt
werden, die Sichtweise von Mathematik und ihren
Strukturen, die Schwerpunktsetzung u. dgl.

Bemerkung: Approximation und Numerische
Mathematik sind keine revolutionierend neuen In-

alte, vielmehr sind sie ohnehin im Unterricht vieler

Kolleginnen und Kollegen auch jetzt schon vorhan-
den, es bediirfe oft »nur« eines Explizit-Machens (Her-
ausstreichens) dieser Prinzipien, einer anderen Schwer-
punktsetzung bei durchaus traditionellen Inhalten. Es
liegt vielleicht eine erhohte Chance dieses Prinzips
darin, daf nicht alles Bisherige als obsolet anzusehen
ist, sondern »nur« versucht wird, neue Zusammen-
hiange bzw. Schwerpunkte bei meist traditionellen In-

halten zu forcieren. Im selben »Atemzug« sollen u. E.

dann aber auch die Schwerpunkte in der Leistungs-

beurteilung geandert werden, denn ein didaktisches

Prinzip bleibt so lange unfruchtbar - und dies zeigt die

Erfahrung deutlich -, als es nicht gelingt, es in die Lei-

stungsbeurteilung miteinzubeziehen! Unterricht und

Priffungssituation missen unbedingt kompatibel sein

bzw. einander widerspiegeln (vgl. auch [8])! V¥

Schon in der 5. oder 6. Schulstufe kénnte z. B. aus
der »alten« Aufgabe »Berechne den Flacheninhalt eines
Rechteckes mit gegebener Lange [ = 18,65 m und
Breite b = 9,54 m!« eine »neue« gemacht werden, die
dem Geist der (Fundamentalen) Idee Approximation
durchaus entspricht:

Beispiel 1: Der Flicheninhalt eines kleinen Gar-
tens soll bestimmt werden. Der Garten habe eine an-
nihernd rechteckige Form', und mit einem Maf-
band stellt man Lange und Breite fest: [ = 18,652 m;
b = 9,546 m.

a) Berechne den Flacheninhalt mit diesen Mafen!

b) Ist es sinnvoll, Grundstiicke auf mm genau zu ver-
messen! Welche Ungenauigkeitsfaktoren mufl man
beachten?

c) Wahle eine sinnvolle »Fehlerschranke«, die an-
gibt, um wieviel man sich vermessen haben kann
(z.B. +1cm), und berechne den zu dieser Messung
passenden kleinst- bzw. grofitmoglichen Wert fir
den Flicheninhalt. Bestimme den Unterschied die-
ser beiden Werte und ihren jeweiligen Unterschied
zum »Angabewert« 18,652 - 9,546 m?2 Kannst du
erkliren, warum diese Unterschiede nicht gleich
grof sind, d.h., warum 18,652 - 9,546 nicht genau
in der Mitte zwischen kleinst- und groftmoglichem
Wert liegt?

d) Wie wiirdest du nun die Frage nach dem Flachen-
inhalt beantworten (Meffehler, sinnvolle Genauig-
keit)? Begriinde deine Antwort!

3 Uberschlags- und Kopfrechnen - Schitzen

Die wirkliche Rechenarbeit (i. e. konkretes Rech-
nen mit gegebenen Werten) ist den Schiilern ja durch
Taschenrechner und zunehmend auch durch den PC
und geeignete Software abgenommen, es Ist also wirk-

| »Annihernd rechteckige soll hier zum Ausdruck bringen, daR bei einem
Grundstiick naturgemaf die Winkel nicht genau 90° betragen und gegentiber-
liegende Seiten weder exakt parallel noch exakt gleich lang sein werden.

Ralc, vielmehe sind sie bnchin im Unterrieht vicer PR T
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lich nicht mehr notig, eine Unzahl von Beispielen der
Art 18,4215:0,004892 = ... vollig durchzurechnen.

Viele glauben jedoch - im Gegensatz zu uns - dadurch
wiirde auch um so mehr das Uberschlagsrechnen, das
Kopfrechnen, das Abschédtzen von Ergebnissen ob-
solet.

Wir meinen, dafl dadurch - ganz im Gegenteil -
das Kopf- und Uberschlagsrechnen (z.B. im Sinne von
Abschitzen der Grofenordnung gewisser Ergebnisse) an
Bedeutung zunimmt. Wir sehen darin nicht nur eine
Lisungskontrolle, wenn der Uberschlag vor der eigent-
lichen Rechnung ausgefiihrt wird; die Aufmerksam-
keit wird dabei auf die Gro']jenordnung der Zahlen und
auf den Rechenweg gelenkt, und zwar losgel6st vom rein
mechanischen, ziffernmafligen Rechnen. Die »Struk-
tur« einer Aufgabe kann unbehindert von eher kompli-
zierten Dezimal- bzw. Bruchzahlen leichter entdeckt
werden.

Daf es sich dabeii.a. um einen sehr defizitaren Be-
reich handelt, zeigt z. B. eine Untersuchung von [10]
im Raume Dortmund: Von 4309 Schiilern, die sich am
Ende des 10. Schuljahres befanden, wurde verlangt, in
folgenden drei Rechnungen auf der rechten Seite das
Komma richtig zu setzen:

12,32 + 5,6 - 7,3=5320,
123,6 - 9876,50 =1220735 400,
224:0,16 =1400.

Alle drei Aufgaben? richtig gelost haben nur 1,6 %
aller Hauptschiiler, 3,7% aller Realschiiler und 6%
aller Gymnasiasten. Die Prozentzahlen jener Schiiler,
die keine einzige Aufgabe richtig geldst hatten, betrug
(in gleicher Reihenfolge) 37 %, 28 % , 28 % . Angesichts
der relativ grofien Stichprobe (Zuverlassigkeit!) und
des »Schwierigkeitsgrades« der Aufgaben haben uns
diese Prozentzahlen doch erschreckt?!

Auch bei »Textaufgaben«herrscht oft blindes, sche-
matisches Rechnen vor, wobei es manchmal bei ge-
wissen Ergebnissen zu wahren Exzessen kommt, die
meist »ohne mit der Wimper zu zucken« hingeschrie-
ben und doppelt unterstrichen werden: Ziige fahren
mit 5312,378941 km/h, Hausdacher haben eine Flache
von einigen Quadratkilometern, die in einer Stadt ver-
brauchte Gasmenge pro Tag oder pro Jahr wird auf
Tausendstel Kubikmillimeter angegeben. Beziiglich
Abschatzen von Gréfenordnungen und sinnvolle Ge-
nauigkeit ware hier mancherorts dringend einiges zu
tun! Oft sind dies Resultate von Tippfehlern am Ta-
schenrechner, deren Sinnhaftigkeit in der gewohn-

2 Ahnliche Aufgaben werden unseres Wissens auch bei Aufnahmspri-
fungen in »Hoheren Technischen Lehranstalten« und »Handelsakademien«
immer wieder gestellt! Wir wissen allerdings nicht, wieviel Zeit die Schiiler zur
Verfiigung hatten und wie die Untersuchung im Detail verlief.

3 Obwohl bei der letzten Aufgabe eigentlich gar kein Komma gesetzt zu
werden braucht, glauben wir nicht, dal darin ein wesentlicher Grund des
Scheiterns der Schiiler gelegen ist.

ten Routine nicht im geringsten in Zweifel gezogen
wird.

Beispiel 2: Wenn ein Auto fiir eine gewisse Strecke
bei einer mittleren Geschwindigkeit von 80 km/h eine
Zeit von 1% h benétigt, dann benétigt es bei einer mitt-
leren Geschwindigkeit von 50 km/h nicht ganz doppelt
so viel Zeit, also etwas weniger als 2 - 1%2h = 3 h; unge-
fahr 2% h scheint als Schatzwert daher angebracht!

Beispiel 3: Wenn 17% eines bestimmten Betra-
ges 36,20 DM ausmachen, dann werden 50 % ungefahr
3-35DM = 105 DM ausmachen, weil 50 % nicht ganz
dreimal so viel wie 17 % sind und »dafiir« 35 DM statt
36,20 DM angebracht erscheinen.

Wir wiirden solche und dhnliche Formulierungen
von Schiilern sogar hoher einschitzen als ein auf Pfen-
nig bzw. Hundertstel km/h genaues Ergebnis!

4 Fehlerfortpflanzung

In der sogenannten »Praxis« hat man selten mit
»exakten Zahlenwerten« zu tun. Schon die Eingangs-
werte in die meisten Formeln (Algorithmen) sind Mef-
oder Naherungswerte und daher prinzipiell mit einem
gewissen Fehler behaftet (Messungen konnen ja eo ipso
nicht wirklich genau sein!). Die Ergebnisse von Rech-
nungen sind daher erst recht nicht als exakt anzusehen,
nur reicht fur die meisten Zwecke die jewelils erreichte
Exaktheit doch aus - aber leider nicht immer!

Beispiel4: Der Durchmesser einer runden Tisch-
platte wird mit einem Maflband zu 4 = 118 cm gemes-
sen. Was kann man tber den Flacheninhalt dieser
Platte aussagen?

Betrachtet man die 118 cm als exakten Wert fiir den
Durchmesser, so ergibt sich firr den Flacheninhalt rund
10936 cm? Nimmt man allerdings an, daf aufgrund
der Messung der wirkliche Durchmesser nur im Inter-
vall[117,5cm; 118,5 cm] feststeht, so ergibt sich fiir den
Flacheninhalt das Intervall [10 843 cm?; 11028 cm?].
Ein allfalliges Runden des Ergebmslntervalles hat
immer nach auflen zu erfolgen (um nie eine nicht-
vorhandene Genauigkeit zu behaupten); als Antwort
konnte hier also stehen: Der Flacheninhalt betragt zwi-
schen 108 dm? und 111 dm? Dieses Prinzip des Be-
rechnens des grofitmoglichen bzw. des kleinstmog-
lichen Wertes heifit auch »Doppelrechnungx.

Bemerkungen: (1) Vielen »traditionellen« Bei-
spielen kann allein durch Doppelrechnung ein numeri-
scher »touch« und somit mehr Anwendungsorientie-
rung verliechen werden!

(2) Andere »Moglichkeiten« zur Abschédtzung der
Auswirkung von Eingangsfehlern auf Ergebnisse
(»Ausgangsdaten«) waren die Ziffernzihlregeln (vgl. [2],
[3]), die elementaren Gesetze der Fehlerfortpflanzung - ins-
besondere jene der vier Grundrechnungsarten, die mit
oder auch ohne Miteinbeziehung der Differentialrech-

nung (4f(x) = f'(x) - Ax) behandelt bzw. begriindet
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werden kénnen ([6]). Hier soll es jedoch nicht um eine
Aufbereitung dieser sVerfahren« gehen, sondern viel-
mehr um die Ausweisung des Prinzipes Approxima-
tion als Fundamentale Idee und um die Angabe kon-
kreter Beispiele. Die erwihnte Vielfalt der Verfahren
macht eine immer wiederkehrende Behandlung des
Prinzips der »Fehlerfortpflanzung« auf verschiedenen
Niveaus (Spiralpn'nzip!) besonders gut moglich. A

Esist u. E. besonders wichtig, in den Schiilern eine
gewisse Sensibilitat und Einsicht in die Notwendigkeit
su schaffen, dafl die sogenannte »numerische Stabili-
tit« gewisser Verfahren durchaus untersucht werden
muf! Dazu nun einige Beispiele:

Beispiel 5: Das »Rationalmachen des Nenners«,
das vielleicht zu dsthetischen und algebraisch aquiva-
lenten Ausdriicken fiihrt, kann sich vom numerischen
Standpunkt bisweilen katastrophal auswirken. So er-
halt man z. B. folgende (algebraische) Aquivalenz (Be-
achte: 972 — 3 - 56% = 1):

1
97+56 /3 -97-9613.

Diese beiden Terme sind allerdings numerisch kei-
neswegs mehr aquivalent!

Dies ist in folgendem Sinn gemeint: Wird der Wert
des Termes in Dezimalschreibweise bestimmt, so mufl
far ]/§ ein Niherungswert eingesetzt werden (man
kann ja nicht unendlich viele Stellen beriicksichtigen),
der Wert fur ]/5 (»Eingangswert«) ist daher naturge-
maR mit einem (absoluten) Fehler ¢ behaftet®. Des-
wegen wird auch der Wert des Termes nur ein Nahe-
rungswert sein (konnen), und es erhebt sich die Frage,
wie sich der unvermeidbare Fehler e fiir 3 auf den
Wert des Termes auswirkt. Beim rechten Term ist der
entstehende Fehler leicht abzuschatzen:

Fehler=(97-56-]/§)—[97—56-(1/§+e)]=56-e.

Wenn also der Naherungswert far ]/§ einen Fehler
der Grofe ¢ aufweist, dann wird der Fehler des Term-
wertes 56 - ebetragen. Analoges kann auch beim linken
Term geschehen. Hier ergibt sich:

Fehler———l———‘—————i—/
~797+56 /3 97 +56 - (/3 +¢)
3 97+56-(][3+e)—97-56~][3
5 (97+56~1/§)'[97+56-(1/§+e)]

56¢
e e
(97+56'1/§)'(97+56']/3+56e)

- 56¢ __56e
=797+56- 3 3763

Wenn flr ]/§ 2. B. der Naherungswert 1,7 genommen wird, so ist

D.h., die Auswirkung des Fehlers ¢ des Naherungs-
wertes fiir 1/§ ist hier rund 37634 mal (!) kleiner als
beim anderen Term. In diesem Sinn sind die beiden
algebraisch vollig aquivalenten Terme numerisch im
hochsten Grade inaquivalent, und das »Rationalma-
chen des Nenners« ist hier daher vom numerischen
Standpunkt total abzulehnen. Man kann hierzu leicht

. . : 1
weitere, analoge Beispiele angeben wie ——/1 653 Vﬁ

usw. (vgl. [9])-

Bemerkung: In97 - 56° ]/3 wird eine Differenz
annahernd gleich grofier Werte gebildet (der Wert der
Differenz ist also sehr klein). Sehr kleine Zahlen (dem
Betrag nach) sind jedoch numerisch als besonders in-
stabil zu bezeichnen, da der relative Fehler sehr grofd
werden kann und somit auch jener eines weiteren Er-
gebnisses: Wenn Z. B. von einem Wert a bekannt ist,
daR er zwischen 1,9997 und 1,9999 liegt, so macht es
bei der Differenz 100 — a fast keinen Unterschied (rela-
tiver Fehler), ob 100 — 1,9997 = 98,0003 oder 100 -
1,9999 = 98,0001 gerechnet wird; wenn hingegen die
Differenz 2 — a zu bilden ist, so der Wert 2 — 1,9997 =
0,0003 das Dreifache des Wertes 2 — 1,9999 = 0,0001!
Insbesondere wenn nun mit solchen Werten von Diffe-
renzen annihernd gleicher GroRen weitergerechnet
wird (z. B. in einem iterativen Algorithmus), so kann
dies fiir die Genauigkeit des Ergebnisses »fatale« Fol-
gen haben (besonders: Multiplikationen, Divisionen,
Potenzen, Wurzeln etc., weil es bei diesen Rechen-
arten stark auf den relativen Fehler ankommt)! Wenn
2. B. diese Differenz noch mit 10000 multipliziert
werden soll (= »Ergebnis«), so ergibt sich einerseits
980003 bzw. 980001 (d. h. der relative Fehler ist ver-
schwindend klein), aber andererseits 1 bzw. 3, was ja -
relativ gesehen - doch einen bedeutenden Unterschied
ausmacht! A

Fin anwendungsorientiertes Demonstrationsbei-
spiel fiir eine solche Subtraktionskatastrophe wire das fol-
gende (es ist zwar thematisch in der Literatur seit lan-
gem bekannt, unseres Wissens jedoch nicht unter dem
Aspekt der Subtraktionskatastrophe bei Differenzen
annahernd gleich grofier Werte).

Beispiel6: Tiefe eines Schachtes (vgl. [1; S.401ff.],
[4; S.18ff.])

Ein Kérper fillt in einen Schacht. Den Aufprall des
Korpers hort man nach T'= 3. Wie tiefist der Schacht?

Dieses Problem fiihrt auf eine quadratische Glei-
chung (1) in ¢, der Fallzeit des Korpers, (2) in {, der
vom Schall benotigten Zeit, oder (3) in s, der Tiefe des
Schachtes.

Hier soll es weder um das Bilden eines zugehorigen
Modells, noch um das Aufstellen bzw. Losen der jewei-
ligen Gleichungen gehen, sondern nur um den oben
angesprochenen Aspekt. Mit obigen Bezeichnun-
gen kénnten wir uns z. B. folgende Behandlung vor-
stellen:

4
¢<0,0331.
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Aus
T+t+t und s=—‘§—t2=6'2

(¢ = Schallgeschwindigkeit) ergibt sich nach kurzer
Rechnung (quadratische Gleichung):

=L‘[ 1+ QgT—l].
g ¢

Nimmt man nun fir die Gesamtzeit z. B. den Wert
T = 3 s und setzt man ¢ = 10 ms2 und (zum »Aus-
gleich« dieser Vergroberung) ¢ = 340 ms™!, so kann

g

zunachst t und dann s = o 2 = 5¢ bestimmt werden.

Da i. a. < 1 sein wird (bei unseren Werten
c

3% = 1,1765), wind i Temm Y1 428

— 1 eine
c

Differenz von annihernd gleich groflen Werten gebil-
det, wodurch sich Rundungsfehler (mit diesem Wert
wird ja noch weitergerechnet!) betrachtlich auswirken
konnen. Der »wirkliche« Wert far die Schachttiefe (bei
diesen Werten fiir ¢ und g) liegt hier bei ungefahr?
41,4 m. Fihrt man jedoch die Berechnung von s nach
obiger Formel mit einer Genauigkeit von zwei Dezi-
malstellen (auch bei Zwischenergebnissen, d. h. Run-
den nach jedem Rechenschritt auf zwei Dezimalstel-
len) durch - dies ist durchaus schuliiblich! -, so ergibt
sich fir s der relativ schlechte Ndherungswert von
36,95 m!

Dieser Misere wird in [1] durch eine Reihenent-
wicklung entgangen - ein relativ komplizierter und
aufwendiger Weg. Wir wiirden hier hingegen vorschla-
gen, ihr durch eine Erweiterung zu entgehen:

(|/1+£—1>'<|/1+£g—7;+1)
A2 2 ¢
g

|/1+ Q‘fT+1

2T

—.
1+|/1+2f

Obwohl hier die Wurzel im Nenner auftritt (daher
scheinbar »komplizierter«), ist dieser Term fir die
Berechnung von ¢ bei weitem besser geeignet, weil er
numerisch stabiler ist (keine Differenzen gleich grofier
Werte mehr!). Mit analoger Genauigkeit (wiederum
Runden nach jedem Rechenschritt auf zwei Dezimal-
stellen) erhalt man hier den »exakten« Wert von 41,4 m
fur die Schachttiefe s - ein nahezu unverfalschtes Er-
gebnis!

<

> Nimmt man fiir ¢ = 333 m/s und fiir ¢ = 9,81 m/s?, so ergibt sich fir
s =40,5m. Dieser Wert diirfte u. E. auch als Richtwert fiir die Beantwortung
der urspriinglichen Fragestellung geeignet sein!

Bemerkung: Wenn fiir die Zeit 7 realistischer-
weise nur 2,9 s < 7'< 3,1 s feststeht, so ist die Schacht-

tiefe bei g = 10 _11_21__ und ¢ = 340 % uiberhaupt nur im
s

Intervall [38,8 m; 44,2 m] festgelegt, wie man z. B.
durch einfache Doppelrechnung leicht feststellen kann!

5 Niherungsverfahren bei anwendungsorientier-
ten Aufgaben

5.1 Das Fixpunktverfahren

Das Fixpunktverfahren zum naherungsweisen
Losen von Gleichungen wird - wenn tiberhaupt - meist
erst in der 11. Schulstufe behandelt. Wir bedauern,
daf es erstens so selten und zweitens so spat im Unter-
richt behandelt wird. Es ist u. E. ein sehr »konstrukti-
ves« Néaherungsverfahren, das vielfaltige Aktivitaten
(Umformen von Gleichungen, Zeichnen von Funk-
tionsgraphen, Betrachten der Umkehrfunktion etc.)
erfordert, bei dem aber der Begriff der »Ableitung«
explizit gar nicht notig ist, wodurch es prinzipiell auch
z. B. in der 9. Schulstufe anwendbar ist. Zur Exaktifi-
zierung konnte es ja in der 11. Schulstufe unter Einbe-
ziechung des Differentialkalkiils erneut thematisiert
werden (Spiralprinzip!).

Wie z. B. in [6; S. 192ff.] ausgefithrt, kann das
Loésen einer Gleichung f(x) = 0 auf das Suchen des Fix-
punktes einer bestimmten Funktion F zurtickgefiihrt
werden (F(x) = x), z. B.:

f@)=2-x+1=0 8 F@)=2>+1=x.

Das Suchen des Fixpunktes ¥ einer Funktion F
kann in gewissen Fallen sehr einfach iterativ erfolgen
(Abb. 1), F heifit daher auch Iterationsfunktion zu f.

Man beginnt bei einem Startwert x, (in »geeigne-
ter« Nahe von &), berechnet F(x;) = x;, F(x;) = x, usw.
und kommt dadurch an % in vielen Fallen jeweils naher
heran (graphisch - siehe Abbildung 1 - entspricht dem
iterativen Anwenden der Funktion F das mit Pfeilen
versehene »Band« zwischen Funktionsgraph und erster
Mediane). Fixpunkte (Schnittpunkte des Graphen mit
der ersten Mediane), die sich durch die Iteration von ¥
ergeben - bei denen das Iterationsverfahren also kon-
vergiert -, heiflen »anziehende Fixpunkte«. Nun gibt es
aber auch »abstoflende Fixpunkte«, bei denen die Itera-
tion von F jeweils weiter weg vom Fixpunkt fiihrt, selbst
wenn x, beliebig nahe bei & gewahlt wird (Abb. 2).

Man erkennt schnell, dafl bei | F'(¥)| <1 (dies gilt
dann auch in einer »geeigneten« Umgebung von )
der Fixpunkt anziehend und bei |F'(x)| > 1 der Fix-
punkt abstofiend ist.

Bemerkung: Hierzu ist der Begriff der Ableitung
eigentlich noch gar nicht nétig, durch Zeichnen des
Graphen der Funktion F sieht man einfach, ob F
bei % »steiler« oder »flacher« als die erste bzw. zweite
Mediane verlauft - und diese Erkenntnis geniigt! A

MNU 48/1 Humenberger, Approximation

27




Abb. 1. Anzichende Fixpunkte

Dem Problem eines abstofienden Fixpunktes von F
ist aber auch durch einen einfachen »Trick« leicht bei-
zukommen. Man betrachtet in so einem Fall statt Fein-
fach deren Umkehrfunktion F*, die dann erstens den
gleichen Fixpunkt wie Fhat und der zweitens dann ein
anziehender ist! Der Graph der Umkehrfunktion
(Abb. 3) ist ja symmetrisch (spiegelbildlich) zur ersten
Mediane - eine Tatsache, die hier echte Bedeutung er-
langt und nicht - wie weitgehend tiblich - der Vollstan-
digkeit halber zwar erwihnt, aber sehr schnell wieder
vergessen (weil nie gebraucht!) wird.

Da es zu einer Gleichung f(x) = 0 eigentlich unend-
lich viele Méglichkeiten gibt, sie in der Form F(x) = x
darzustellen, mui manu.U. sehrlange umformen, um
eine Iterationsfunktion zu finden, deren Fixpunkt an-
ziehend ist (mehrere Fehlversuche moglich - Zeichnen
der jeweiligen Graphen von Fund Erkennen, dafl der
Fixpunkt abstoRend ist; dies ist dann der Fall, wenn der
Graph von F beim Fixpunkt steiler ist als die 1. bzw.
9. Mediane), oder man bestimmt gleich nach dem
ersten Fehlversuch (F) die zugehorige Umkehrfunk-

ion F*, deren Fixpunkt garantiert anziehend ist, wenn

Abb. 2. Abstofende Fixpunkte

jener von F abstoRend war. Ein Demonstrationsbei
spiel fiir den gerade beschriebenen Sachverhalt war
folgende in einigen Schulbiichern und in der didakt:
schen Literatur (z. B. [7]) auch schon einigermafle
beschriebene Aufgabe (aber nicht unter dem in Red
stehenden Gesichtspunkt):

Beispiel 7: Wie tief taucht eine Holzkugel m
Radius 1 cm und dem spezifischen Gewicht vo

0,75 N im Wasser cin (Abb. 4)?

3

cm

Fiir das Volumen V eines Kugelabschnittes d
Hohe & (Kugelradius 7) gilt (Vorwissen!):

V=—’3'--h2-(3r_h).

Da das Gewicht der Kugel gleich dem Gewicht d
verdrangten Wassermenge sein muf, gilt ferner

_B_.jﬁt_=%h2(3_h),

woraus wir schlieRlich die Gleichung

tioh Y doser Fixpurit grauiemansit RV, T
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B-3hr+3=0

erhalten, die naherungsweise gelost werden soll! Sie
kann fur 2 # 0 z. B. in die Form

3
3=t

gebracht und die Iterationsfunktion F(k) = 3 - el

probiert werden. Zunéchst ist dafiir der Graph von F
zu zeichnen (Abb. 5).

Wir erkennen, dafl F(4) drei Fixpunkte F;, F; und
F; besitzt, wobei einer einen negativen A-Wert hitte
(F3) und einer bei A= 2,5 lage. Da aber 4 nicht negativ
sein kann und der Kugelradius r = 1 betragt, muf 4 zwi-
schen 0 und 2 liegen - es fallen daher die beiden Fix-
punkte F; und F, als fiir unsere Fragestellung nicht
sinnvoll weg, und es bleibt ein einziger sinnvoller Fix-
punkt F iber. Aus dem Graph von F erkennen wir
weiter, dafl F; ungefahr bei £ = 1,5 liegt und daf
F(h) bei F; (leider!) steiler als die erste Mediane ver-
lauft und daher F ein abstoflender Fixpunkt ist. Nun
konnten wir eine »neue« vollig andere Iterationsfunk-
tion probieren oder eben die Umkehrfunktion F* zu
F(h)y=3 - %— und den (dann anziehenden) Fixpunkt

bestimmen, was wir hier auch ausfithren méchten.

3
Die Umkehrfunktion zu F(h) =y = 3 - W erhal-
ten wir leicht durch

3 -|/ 3
7=3—] 3] h= '3—_7 (_y<3)

Um den Graphen in dasselbe Diagramm einzeich-
nen zu kénnen (Abb. 5), »vertauschen« wir noch die
beiden Variablen und schreiben

3
= ey = s
y=F*h)= 3 (h<3).

Da der Fixpunkt # nun anziehend ist (A = 1,5 5
hy = 1,5), konnen wir nun die Werte F*(hy) = hy,
F*(hy) = hy etc. berechnen, und zwar so lange, bis sich
eine sinnvolle Anzahl von Dezimalstellen nicht mehr
andert! Hier ist natiirlich ein programmierbarer Ta-
schenrechner oder ein Computer sehr von Vorteil.
Nach acht Schritten bleiben hier die ersten drei Nach-
kommastellen bereits unverandert, und wir erhalten
h=1,347. Die Kugel taucht demnach ungefahr 1,35 cm
(zwischen 1,3 cm und 1,4 cm) tief ins Wasser ein - dies
sind rund zwei Drittel der Kugelhéhe!

5.2 Das Newtonsche Naherungsverfahren

Auch das Newtonsche Naherungsverfahren ist
im Unterricht bisweilen ein »Stiefkind«, das nur ge-
streift bzw. erwihnt wird, dem 1. a. aber weder aus-

Abb. 3. Umbkehrfunktion F* bei einem abstofenden Fixpunkt

Abb. 4. Holzkugel im Wasser

Abb. 5. Graph von F(h) und F*(h)
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reichend Zeit noch Bedeutung beigemessen wird. Es
kénnte (sollte) aber das »Plateau« (i. e. das hochste
Niveau) der Idee der Approximation bilden - handelt
es sich doch um ein wirklich wichtiges Naherungsver-
fahren selbst in der »echten« Angewandten Mathema-
tik; es ist namlich i. a. ein Verfahren zweiter Ordnung,
was eine ziemlich rasche Konvergenz bedeutet. Dies
soll jedoch nicht unser Thema sein, wir mochten nur
ein mogliches Beispiel angeben, bei dem auch das Bil-
den von Modellen sehr deutlich wird. Sowohl die
Modelle sind bewufte Vereinfachungen (Approxima-
tionen), als auch die Losungsmethode wird eine Nahe-
rungsmethode sein - die Idee der Approximation wird
hier also u. E. sehr gut deutlich!

Beispiel 8: Dehnung einer Briicke

Fine 2 km lange waagerechte Briicke sei an den bei-
den Enden »festgemacht« (Abb. 6). An einem heifien
Tag dehnt sich diese Briicke um 1 m aus und wird da-
durch nach »oben gekriimmt«. Um wieviel wird dabei
der hochste Punkt D gehoben werden®?

Erste Schitzungen liegen hier i. a. weit entfernt,
meistens werden Werte um 1 dm oder héchstens 1 m ge-
nannt. Die »exakte« Berechnung (»elliptische Funktio-
nen«) wiirde den Schulstoff doch bei weitem uberstei-
gen, aber Naherungslésungen konnen auch in der
Schule betrachtet werden.

Modell 1: In erster Naherung konnte man die
Bogen AD und BD durch gerade Strecken ersetzen.
Durch den Lehrsatz des PyTHAGORAS erhilt man dabei
(in m)

_|ADI*- |ACR=(1AD| - |ACl) - (AD! +14C))
~ (1000,5 — 1000) - (1000,5 + 1000) = 1000,25 ,

und daraus x = 31,6 m! Die Niherung durch gerade
Strecken (»Linearisierung«) ist doch als relativ grob
anzusehen, und man kann auch schon feststellen, dafl
der wirkliche Wert fiir x sicher kleiner sein wird, da die
wirkliche Biegelinie ja krumm und nicht in zwei gerade
Strecken zu teilen ist (»Kriimmung benotigt Linge«).

Modell 2: In zweiter Naherung konnte nun der
Bogen ADB durch einen Kreisbogen ersetzt, und dar-
aus x berechnet werden (Abb. 7).

Fir x gilt bei einem Kreisbogen x = 7 — 7 * cosa =
r+ (1 — cosa). Man muf also zunéchst r und & bestim-
men, um x berechnen zu kénnen. Die folgenden zwei
Gleichungen sind unmittelbar aus Abbildung 7 abzu-
lesen:

6 Es gibt in Wirklichkeit natiirich keine 2 km lange waagrechte Briicke in
einem Stiick - dies ist rein produktionstechnisch unméglich; dieses Beispiel ist
also auf den ersten Blick nicht unbedingt als »praxisorientiert« zu bezeichnen,
es stellt u. E. aber trotzdem keine an den Haaren herbeigezogene Scheinan-
wendung dar, da es zeigt, warum es auch nicht sinnvoll wire, die einzelnen
Briickenteile zu kilometerlangen Stiicken zusammenzuschweifien. Die kleinen
Fugen sind gerade aus thermischen Griinden unerldflich! Auferdem sind
Briicken (insbesondere langere) i.a. nicht waagrecht, sondern von vornherein
leicht nach oben gekriimmt, um eine héhere Belastbarkeit zu gewihrleisten.

D
Q002 10005
—o-
4 1000 ) 1000 8

Abb. 6. Wilbung der Briicke

P02 A 10005
b 4
4 1000 1000 &
recosa
r r
a a
c

Abb. 7. Ersetzen durch einen Kreisbogen

1000,5=7"«
2—-r2cos?a=10002 & 7 sina=1000.

Diese fithren zur Gleichung

1000,5 _ 1000 . 1000
g e SRESSERE )

|

Mit Hilfe des Newtonschen Néherungsverfahrens
(Startwert ag = 0,1) ist bereits nach fiinf Schritten der
auf fiinf Dezimalen genaue Wert @ = 0,05476 zu er-
halten. Daraus ergibt sich ein Radius von ungefahr
7~ 18270 m und schlieflich der Wert fiir die gesuchte
Distanz x = 27,4 m, ein Wert, der im Gegensatz zu vor-
her sicher zu klein sein wird, da die wirkliche Biegelinie
nicht so gleichmafig krumm wie ein Kreisbogen sein
wird. Auch ohne Kenntnis des exakten Wertes kann
hier also (begriindet!) interpoliert und eine Hebedi-
stanz von ungefahr 29-30 m angenommen werden!
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