HANS HUMENBERGER UND BERTHOLD SCHUPPAR

Flachenausgleich bei WeiB und Grau in Vierecken -
der Satz von ANNE und sein Umfeld

1 Einleitung

Bei der Verallgemeinerung eines einfachen elementargeometrischen Problems treten span-
nende Fragen auf, die uns — wie sich durch Recherche im Nachhinein herausgestellt hat — in den
Dunstkreis des sogenannten Satzes von ANNE gefiihrt haben. Dies ist ein relativ unbekannter
Satz iiber konvexe Vierecke, der offenbar auf den franzosischen Mathematiker PIERRE-LEON
ANNE (1806 —1850) zurlickgeht. Uns ist nicht bekannt, wie ANNE damals seinen Satz bewiesen
hat (geschweige denn, wie er darauf gekommen m,ﬁ_v, aber der Beweis in [ALSINA/NELSEN
2010, S. 116 f.; HONSBERGER 1991, S.174f.; bzw. DORRIE 1969, S. 52 ff ] ist nicht elementar-
geometrischer Natur und vermutlich nicht die Originalidee von ANNE. Die Idee zu diesem
Beweis geht laut HONSBERGER auf den australischen Mathematiker BASIL RENNIE (1920-
1996) zuriick und verwendet geschickt ein Linearititsargument, wenn man mit Koordinaten
rechnet (analytische Geometrie). Es gibtauch einen ISAAC NEWTON zugeschriebenen Satz iiber
Tangentenvierecke, der ein unmittelbares Korollar des Satzes von ANNE ist, auch hier ist uns
leider véllig unbekannt, wie NEWTON auf diesen Satz gekommen ist bzw. wie er ihn bewiesen
hat. Eine bestimmte Gerade, die auch im Folgenden eine zentrale Rolle spielen wird, ist deshalb
nach NEWTON benannt (.,NEWTON-Gerade*, auch das war uns bis vor kurzem unbekannt).

Im Folgenden wird ein rein elementargeometrischer Beweis fiir den Satz von ANNE er-
arbeitet, von der Genese aber so, wie die Autoren (diesen Satz noch gar nicht kennend)
durch Verallgemeinerung auf die entsprechenden Phidnomene gekommen sind. Die ersten
Abschnitte (bis zum Drachenviereck) sind u.E. auch fiir den Schulunterricht geeignet. Hier
konnen Schiiler/innen auch in selbststindiger Arbeit viel erkunden, indem sie mit Dynami-
scher Geometrie Software arbeiten (DGS als Messinstrument). Der Fall des allgemeinen
Vierecks (hier kommt man dann eben zum Satz von ANNE) ist Schiilern/innen vermutlich
nicht mehr in selbststindiger Arbeit zumutbar, hier muss die Lehrkraft die Lernenden dabei
unterstiitzen oder die zugehsrige Begriindung als Lehrervortrag planen. Auch in der Lehrer-
ausbildung kann dieses (offenbar sehr wenig bekannte) Thema mit Studierenden in einer
Veranstaltung zur Elementargeometrie gewinnbringend umgesetzt werden, wir miissen dazu
aber selbst erst Erfahrungen sammeln. Inhaltlich spielt die Flichenformel fiir Dreiecke eine
zentrale Rolle bei den folgenden Q_uolmm::mo: (bei vielen Begriindungen).

Hervorzuheben gilt es aber deutlich, dass hier neue Medien (DGS) einen Zugang zu die-
sem Thema erméglichen, der es auch fiir einen forschend-entdeckenden Unterricht attraktiv
erscheinen lisst, bei den explorativen Phasen (Finden bzw. experimentelles Bestitigen von
Vermutungen) ist DGS sehr gut und sinnvoll einsetzbar. Dadurch ist es moglich, dass Ler-
nende selber experimentieren, Situationen explorieren und auf Vermutungen kommen, auch

1 UnsereRecherchen zu diesem Thema (auch persénlich bei fachkundi genKollegen) haben zu nichts gefiihrt.

Keinerder von uns befra gten Kollegen hatdiesen Satz liberhaupt gekannt, und auch wir bis vor kurzem nicht.
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wenn die zugehorige Begriindung vielleicht nicht in Eigenregie gelingt. Auch dann haben
sie ein Stiick Mathematik als Prozess (und nicht nur als Fertigprodukt) erfahren.

2 Das Problem und seine Verallgemeinerung

Ausgangspunkt ist das folgende _uao_&mﬁm B
In einem Quadrat wird ein beliebiger Punkt 7/ mit
den Ecken verbunden, die entstehenden Dreiecke werden
abwechselnd grau und weifl gefirbt; dann ist &w Summe
der Flidcheninhalte gleichfarbiger Dreiecke gleich grofl
(Abb. 1). -

Die zugehorige Begriindung sollte auch mo::.ﬂn:,\_:sm:
nicht schwerfallen. Eine interessante Frage, die sich amqm:m
ergibt, ist aber die Folgende (wir beschrinken uns dabei auf
konvexe Vierecke): }
e Gibt es noch andere Vierecke (auBer dem Quadrat), fiir Abb. 1

die dies auch gilt? Wenn ja, welche? Begriindung?

A

Es ist nicht schwierig herauszufinden, dass dies mco:‘z: xmqﬁw%w gilt (mit aoawn_wmm wm@_mmﬂmmu

dung wie bei Quadraten). Die nidchsten moglichen <4_w80_8 sind aon W:o::u.:w WN:é. Mzw ral

lelogramm: Gilt das beobachtete Phidnomen auch bei E.:o:w.‘ Ja, E.oE nur UQBE.. N.E mmmao_:

dern allgemein beim Parallelogramm. Dies kann man m_.or einerseits durch die dc QW prmeln

fiir Dreiecke tiberlegen (Abb. 2): Die beiden grauen Dreiecke zusammen haben einen

ah,
2

inhalt von , die weiBlen zusammen einen

by,
\N .

che); dahinter steckt die Konstanz der Hohen-

summen: Die Hohensumme der beiden grauen

Dreiecke ist konstant h, =|EF|, jene der bei-

von (jeweils halbe Parallelogrammfla-

den weiBen istkonstant , =|GH| .

Andererseits ist dies auch durch die Kon-
stanz der Fldcheninhalte bei Scherungen klar.
In Abb. 3 gilt: Die graue Flichensumme dndert
sichnicht, wennman / auf GH bewegt (daher
andert sich auch die weiBle nicht, GH ist paral-
lel zu AB bzw. DC) ; die weifle Flichensum-
me dndert sich nicht, wenn man / auf .En
bewegt (daher d@ndert sich auch die graue nicht,
EF istparallelzu AD bzw. BC). Dadurch hat
man zunichst die Konstanz der grauen und
weiBen Flacheninhalte; die jetzt noch fehlende

>~uw3=m logramm

Tatsache 4, =—""""" =4, ergibt sich

A E B

dabei aus vielen speziellen Lagen von [, z. B.
im Mittelpunkt oder am Rand. Abb. 3
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3 Variation des Problems, Ldsung fiir spezielle Vierecke

D 5

Wie sieht die Lage bei anderen Vierecken
aus? Da wir den Pfad der Verallgemeinerung
ausgehend vom Quadrat zum Parallelo-
gramm schon beschritten haben, liegt es
nahe, auf diesem zu bleiben. Als niichstes
spezielles Viereck bietet sich das Trapez an
(gemeint sind Trapeze, die kein Parallelo-
gramm sind, denn bei Parallelogrammen
wissen wir schon Bescheid). Hier ist es zwar
nicht mehr so, dass man einen Punkt beliebig
wihlen konnte fiir den angesprochenen Fli-
chenausgleich zwischen Grau und Weil,
aber es %ibt trotzdem solche Punkte. Da stellt
sich natiirlich sofort die Frage: Welche
Punkte sind dies beim Trapez? Genauso wie
beim Parallelogramm kann man begriinden,
A dass die Punkte auf der Mittellinie die ge-
Ao 5 wiinschte  Eigenschaft (Flichenausgleich)
haben (Abb. 4; hier kann ein DGS als Messin-
strument wieder gute Dienste leisten):

Wenn man / auf der Mittellinie m be-

wegt, so dndert sich die Flichensumme d i i
0 dn er beiden grauen D i ie Fld
e it ieh dic g reiecke nicht, die Flichensum-
@b b
>mE: = % &

Abb. 4

_ (atc)h >._,_.m_un~

2 =
5 =

4 2
Nun kommt eine typisch mathematische Fragestellung: Gi i
w::wﬁwz auf aow E:REE@ vielleicht noch msamaw w::wmu. MH_WHQMW Wo_w%wwwwwo%hmmm MM:
Wmswm. %m:ﬂ bis QQN.H wurde ja nur begriindet, dass die Punkte auf der Mittellinie amomo
_uomc_“_wo M M: Nmp_ww_ww :Mmm@mMMmNmM Mmor msannm:‘ mo_%ro: moglichen Punkten wurde noch nicht
hrt. 3 ommen ,,Beim Trapez ist die Menge i
mwé::mmrﬂoz Em&.ﬁ:m:mm_owornmmosmormm die ZWEEEQ: ?Onmﬂiwmwa Mﬂw Hwoﬁw__ﬁ MMM
Zmo_:ﬁu.mv dass wﬂsw anderen Punkte in Frage kommen. Aber dieser Zwmo:é&m ist beim
Trapez nicht moré_odm. er sollte von Schiilern/innen in Eigenregie erbracht werden kénnen:
Wenn das Trapez kein Parallelogramm ist, dann muss a#c sein, 0.B.d. A. a>c Hu:w

b <h,d.h. n=2-x und hy =2+ gilt

h h
a- Ml.& G~ M.T.R A h
_ a+c)-
A = i + = ) lWAQlS AW»E
2 4 2 2
Tt e

2

(Abb. 5, analog fiir 4, >h, ).
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Als niichstes untersuchen wir die Lage beim Drachen (der
kein Rhombus ist?). Aus Symmetriegriinden ist hier a priori
klar, dass die Punkte auf der Symmetriediagonale e die
gewiinschte Eigenschaft haben (Abb. 6: /€ ¢ = Fldchenaus-
gleich).

Auch hier stellt sich natiirlich wieder die Frage, ob es
auBer den Punkten auf e noch andere Punkte mit dieser
Eigenschaft geben kann. DGS-Experimente (als Messin-
strument) bestitigen die Vermutung, dass es wohl keine
anderen Punkte mit der in Rede stehenden Eigenschaft
geben wird. Aber die zugehorige Begriindung fillt hier
nicht mehr so leicht wie beim Trapez, wir werden zwei
verschiedene Begriindungen angeben. Es gibe auch noch
andere Moglichkeiten, z.B. eine, die wir erst fiir den Fall
eines allgemeinen Vierecks vorstellen werden. Diese
Vielfalt an Moglichkeiten begiinstigt natiirlich die Erfolgs-
chancen, wenn Lernende dieses Problem selbstindig bear-
beiten.

Wenn der Punkt / nicht auf e=AC liegt, so liegt er
entweder links oder rechts von e, wir nehmen 0.B.d. A. an,
dass er rechts liegt. Wir nehmen auch an, dass er unterhalb
von f=BD liegt und dass |AB|<|BC| und somit
|AR|<|RC] ist (Abb.7 und Abb. 8b, die anderen Fille gingen
analog zu behandeln).

Abb. 6

1. Méglichkeit:
Wir spiegeln / an e (— /') und interessieren uns dabei fiir
die Vercinderung der grauen Flichensumme (Abb.7). Kla-
rerweise sind die weiBen Dreiecke bei / kongruent zu den
grauen bei /', d.h. die grauen Flacheninhalte von / und I
miteinander zu vergleichen ist gleichbedeutend mit dem
Vergleich von Grau und Weif bei I . Folgende Dreiecke kommen beim Ubergang I —1I'
bei der grauen Fliche weg (in Abb. 7 schraffiert): ACH', AI'IB, AI'ID (im Dreieck Al'ID
ist das Dreieck AI'IE zu Unrecht inkludiert, wir werden es aber auch bei der Fliche, die
dazukommt, beriicksichtigen, dann ist dieser Fehler wieder ausgeglichen). Folgendes Drei-
eck kommt beim Ubergang 7 — I' bei der grauen Fliche dazu (in Abb.7 mit Schachbrett-
muster): Al'IA

Wenn man d:=|I'l _ setzt, dann ergibt sich fiir die daraus resultierende Verinderung des

Abb. 7

u.ﬁ_%_izm_vk._mglm.a._xq_ |m.A_E~_|_xQTo
2 2 2 20—~
<0

Damit kann beim Punkt / kein Ausgleich zwischen Grau und WeiB herrschen, was wir ja
zeigen wollten.

Fliacheninhalts fiir Grau:

%2 Denn bei Parallelogrammen wissen wir ja schon Bescheid.
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2. Moglichkeit:

Statt der Spiegelung von I an
e wird hier die Verbindung
IB gezeichnet und mit
e=AC geschnitten, wir be-
zeichnen den Schnittpunkt mit
I, . Wenn wir in dieser Situa-
tion zeigen konnen, dass die
graue Flichensumme bei /,
kleiner ist als bei I, dann sind
wir fertig, denn bei 7, ist die
graue Flichensumme sicher so
grof} wie die weil3e, daher kann
bei 7/ kein Flichenausgleich
zwischen Weil und Grau
4 stattfinden.

In Abb. 8a ist die graue Flichensumme bei 7, um die beiden schraffierten Dreiecke

(HID und 1,CI) kleiner als bei / und um das Dreieck I,HA mitdem Schachbrettmuster gro-

Ber. Wir denken uns nun die Dreiecke HID und I,HA erginztum das Dreieck I IH, sodass sie

Abb. 8a Abb. 8b

zu Dreiecken mit der Seite 7.7 werden (diese Seite ist auch im Dreieck 7 CI vorhanden)

Wenn DE parallel zu IB ist, ist der Unterschied der beiden Flicheninhalte der Dreiecke I ID

1m,}|AG o ;
und /,7A durch Et gegeben, der Flicheninhalt des Dreiecks 7 CI durch [mfier|
e 2 E

>cu<M: miissen nun T,Q‘ A_Dn_ wamg,.amzz sind wir fertig. Dies ist aber nicht schwierig
(Abb. 8b). Die _.ua_oo_na APR und CQR sind dhnlich zueinander, und wegen T:N_A_xﬁ_ folgt
_\»w_A.,Q& -Zieht man nun auf beiden Seiten der Ungleichung d ab, so folgt |AG|<|CF| ‘

) U_ov..m nun fiir Drachen bewiesene Eigenschaft kann wegen der m%ﬁ:smm-?élmi der
Fldcheninhalte direkt auf Schrigdrachen verallgemeinert werden (das sind Vierecke, bei
denen eine Diagonale von der anderen halbiert wird). , e

4 Lésung fiir allgemeine Vierecke

Wie _% :.:: die Situation bei einem beliebigen konvexen Viereck ABCD (Parallelogramm)?
Hier ist zundchst der Einsatz von DGS als heuristisches Werkzeug zu empfehlen: me
sucht Punkte .\ im Viereck, die die Flichenausgleicheigenschaft erfiillen. ﬁ@orimoron.ﬁ 4
<.<o:: man die Differenz der Flicheninhalte grauer und weiBer Dreiecke berechnet a%%m
.m:a Punkte mit Zielwert 0 leicht zu finden. Nach ein paar Versuchen wird sich der m:w&: k
immer mehr verstirken, dass all diese Punkte auf einer Geraden liegen. , ‘
.Km: WE:._ das Experiment weiter verfeinern: Man sucht zwei Punkte, die (wenigstens
m::wroa:av die Bedingung erfiillen, legt eine Gerade hindurch und bindet uam: w::me\ d
Dreiecke an diese Gerade; die Beobachtung wird dadurch eindrucksvoll bestitigt N
..éo_o:o.moamao ist es? Kann man zwei spezielle Punkte konstruieren, die &o.wo&: un
erfiillen? Die Gerade durch diese beiden Punkte ist dann die gesuchte anm::m@. e
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Ansitze:

1. Extremlagen: Suche Punkte auf den Viereckseiten, die die Bedingung erfiillen; eines der
vier beteiligten Dreiecke ist dann entartet. Offenbar gibt es immer zwei Gegenseiten des
Vierecks, auf denen ein solcher Punkt existiert; man konnte solche Punkte auch konstru-
ieren, aber nur mit betrichtlichem Aufwand; der Ansatz entpuppt sich als nicht beson-
ders zielfiihrend.

2 Leichter zu kontrollieren ist der Flichenvergleich grauer und weiBer Dreiecke, wenn der
gemeinsame Punkt / auf einer Diagonale wandert: Die jeweils benachbarten Paare
(verschiedenfarbiger!) Dreiecke, die je ein Stiick dieser Diagonale als Grundseite besit-
zen, haben beziiglich dieser Grundseiten dieselben Hohen; zwei Dreiecke eines solchen
Paares sind daher flichengleich, wenn I der Mittelpunkt der Diagonale ist. Das gilt fiir
beide Diagonalen; somit sind zwei spezielle Punkte gefunden, die sogar sehr leicht zu
konstruieren sind!

Wir bezeichnen die Mittelpunkte von AC und BD mit M und N.

(An dieser Stelle heifit es in Mathematikbiichern gern ,,Man sieht sofort, dass M und N

die Bedingung erfiillen* — wenn man die Mittelpunkte betrachtet, ist das in der Tat leicht

einzusehen, aber wie kommt man darauf, dass diese Mittelpunkte eine besondere Rolle
spielen? Hierzu braucht man heuristische Strategien!)

Konstruiert man nun mit DGS die Gerade g:=MN und

bindet den Punkt I an g (vgl. Abb.9), dann stellt man fest,

dass die grauen und weiBen Flichen tatsichlich exakt gleich
groB sind; 16st man I wiederum von g, dann ergibt sich:

Fiir /¢ g sind die Flichensummen verschieden.

Auch der Vergleich mit den bisherigen Ergebnissen fiir
spezielle Vierecke verliuft positiv: Bei Trapezen liegen
beide Diagonalenmitten auf der Mittellinie der Parallelsei-
ten, diese ist in Abschn. 3 als Ortslinie erkannt; bei (Schrig-)
Drachen liegt per definitionem eine Diagonalenmitte auf der
anderen Diagonale, auch hier sind also die alten und neuen
Resultate voll kompatibel. Wenn M =N ist, dann ist die
Gerade MN nicht eindeutig bestimmt, aber in diesem Fall
ist das Viereck ein Parallelogramm, und das haben wir Abb.9
ausgeschlossen.

Das Ergebnis ist jetzt so weit abgesichert, dass wir es als
Satz formulieren konnen; es fehlt nur noch die letzte Bestitigung durch einen Beweis.

Satz (,,Satz von ANNE®)
Es sei ABCD ein konvexes Viereck, das kein Parallelogramm ist. Dann liegen alle Punkte
1, fiir die Flichenausgleich bei den grauen und weien Dreiecken herrscht, auf der Geraden

¢=MN durch die beiden Mittelpunkte der Diagonalen.

Beweis
Zuerst zeigen wir elementargeometrisch: Wenn man den gemeinsamen Punkt [ aller vier

Dreiecke innerhalb des Vierecks auf g bewegt, dann dndern sich die Flicheninhaltssum-
men der grauen und weiBen Dreiecke nicht. Da fiir die Punkte M,N der Flichenausgleich
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gilt, ist damit der Beweis gefiihrt, dass alle Punkte im Viereck, di i i
I : A , die auf -
wiinschte Eigenschaft haben. i o fesen. dic ee

Es seien I,K zwei verschiedene Punkte
auf g ; wir zeigen zunichst, dass die beiden
,Pfeile AIBK und CIDK (vgl. Abb.10:

gepunktet und gestrichelt) flichengleich
sind.

Da M auf g liegt, haben A und C den
gleichen Abstand 4, von g; ebenso haben
B,D den gleichen Abstand h, von g, denn

auch N liegt auf g. Beide Pfeile sind aus je

zwei Dreiecken mit derselben Grundseite 1K
szmE&o:mnm@ﬁr von denen eines die Hohe

hy , das andere die Hohe 4, hat. Also haben
beide Pfeile den Gesamtflicheninhalt

Abb. 10 TRANCEDE

Wenn wir nun den Punkt von / nach K bewegen, dann kénnen wir die folgende Gewinn-
Verlust-Rechnung fiir die grauen und weiBen Flichen aufstellen (vgl. Abb.11a vorher, 11b
nachher): . . ,

1. UWm Viereck IRKS (Uberlappung der Pfeile) war grau und bleibt grau
2. Die Dreiecke RKD und SKC #ndern die Farbe von grau zu weif3. .
3. Die Dreiecke RIA und SIB indern die Farbe von weifl zu grau.

U.m &o Pfeile flichengleich sind, sind auch jeweils die beiden Rest-Dreiecke aus 2. bzw. 3
die die Farbe #dndern, in der Summe flichengleich. . o

D

Abb. 11a Abb. 11b
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Esbleibt zu kldren: Was gilt fiir Punkte /¢ g?

Wie oben gesagt, sind die Flichensum-
men leicht auszurechnen, wenn [ auf einer
Diagonale l4uft; das zahlt sich auch hier aus.
Fiir / = M sind namlich die Flichensummen
gleich; bewegt man [ von M weg (Wir neh-
men o.B.d. A. an, dass N nicht auf AC
liegt, denn sonst wiren wir beim Schrégdra-
chen — siehe oben), dann dndern sich die
Flichensummen (vgl. Abb.12). Denn das
Dreieck MID wird grau, das Dreieck MIB
wird weiB; die Dreiecke haben jedoch ver-
schiedene Flicheninhalte, weil die Hohen
von B bzw. D auf MI bzw. AC verschie-
den lang sind (wéren sie gleich lang, dann
lige N auf AC).

Der Rest ergibt sich aus einer Beobach-
tung, die auf einer allgemeineren Fragestel-
lung beruht: Fiir welche Punkte [ ist die Flichensumme gleichfarbiger Dreiecke konstant
(also nicht unbedingt je die Hilfte der Vierecksfliche)? Eine naheliegende Vermutung, die
leicht durch DGS-Experimente bestitigt werden kann: Das ist immer dann der Fall, wenn [
auf einer Parallelen p zu g liuft. Der obige Beweis fiir 7€ g ist unmittelbar auf diesen
Fall iibertragbar, wenn man Folgendes beachtet (vgl. Abb.10; man interpretiere die Figur
dynamisch): Wenn man die Diagonale /K eines Pfeils (Grundseite seiner Teildreiecke) auf
eine Parallele zu g verschiebt, dann wird sich die Hohe eines seiner Teildreiecke vergro-
Bern, die Hohe des anderen aber um denselben Betrag vermindern, sodass die Summe der
Hohen gleich bleibt; somit éndert sich auch der Flicheninhalt des Pfeils nicht. Beide Pfeile

Abb. 12

haben also nach wie vor den gleichen Flicheninhalt w._%_ (hy+hy)

Fazit: Liegt / nicht auf g, dann verschiebe man [ parallel zu g auf eine Diagonale
(die Flichensummen bleiben dabei unverindert); fir / auf der Diagonale, aber nicht auf g
sind die Flichensummen verschieden (sieche oben). Damit ist der Beweis komplett.

AbschlieBend seien noch zwei interessante Beobachtungen aus den DGS-Experimenten
erwiihnt (bei Bedarf jeweils relativ leicht zu zeigen), die im obigen Beweis nicht verwendet
wurden:

1. Die Schnittpunkte von g mit den Vierecksseiten teilen diese im gleichen Verhiltnis.

2. Der Mittelpunkt der Strecke MN ist der Mittelpunkt des Seitenmittenvierecks.

3. Es ist eine interessante elementargeometrische Aufgabe, unabhingig vom obigen Be-
weis (d.h. auf eine andere Art) zu begriinden, dass der in 2. angesprochene Mittelpunkt
die hier zentrale Flichenausgleichseigenschaft hat.

5 Riickblick und Ausblick

Wie in der Einleitung bereits erwiihnt, haben wir den alten, aber nicht sehr bekannten bzw.
verbreiteten Sarz von ANNE wiederentdeckt. Wir legen jedoch groBen Wert auf die Entwick-
lung des Satzes: Ausgehend von einem elementaren, auch fir Schiiler/innen zu 16senden
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Problem wird die Fragestellung weitgehend verallgemeinert und variiert, wobei grundle-
gende mathematische Arbeitsweisen diskutiert werden konnen, u.a. heuristische Strategien
unterstiitzt von DGS-Experimenten. SchlieBlich wird der Satz mit elementargeometrischen
Mitteln bewiesen; der allgemeine Beweis in Abschn. 3 ist sicherlich nicht so einfach, dass
man von Schiilern/innen erwarten kénnte, ihn zu finden, aber verstindlich ist er u.E. schon;
insbesondere ist die gesamte Struktur des Beweises von Bedeutung (zur Verifikation der
Ortslinien-Eigenschaft ,Punkt / erzeugt Flachenausgleich ist nachzuweisen, dass die
Bedingung ,,/ liegt auf g* hinreichend und notwendig ist).

Der iibliche analytische Beweis des Satzes von ANNE beruht auf der folgenden Idee: Der
Fldcheninhalt eines Dreiecks ABI bei festen Punkten A,B ist eine lineare Funktion der Ko-
ordinaten von /; das Gleiche gilt dann auch fiir die Summe der Flicheninhalte von AABJ
und einem weiteren ACDI (C,D fest). Daran erkennt man, dass die analytische Geometrie

zweifellos ein michtiges Werkzeug ist, aber es erfordert natiirlich einen gewissen Aufwand,
dieses Werkzeug bereitzustellen.

Im Allgemeinen wird der Satz von ANNE

B in Kombination mit dem Sarz von NEWron

genannt (vgl. Abb. 13):

In einem Tangentenviereck liegt der Mit-
telpunkt des Inkreises auf der Geraden durch
die Mittelpunkte M,N der Diagonalen.

Beachtet man die charakteristische FEi-
genschaft der Tangentenvierecke, dass die
Summen der Gegenseitenlingen gleich grof
sind, dann ist dieser Satz eine unmittelbare
Folgerung aus dem Satz von ANNE.

4 Die Gerade MN trigt aus diesem Grund
auch den Namen NEWTON-Gerade. Es wiire
natiirlich interessant zu erfahren, in welchem
Kontext NEWTON auf diesen Satz gestoBen

ist, denn in der Regel sind solche Ergebnisse nicht isoliert entstanden. Derartige Informatio-

nen sind aber schwierig zu finden. Selbst unsere ilteste Quelle [SERRET 1855, S. 9] erwiihnt
nichts iiber historische N:mmsagrmzmou. Es ist auch méglich, dass NEWTON selbst diesen

Satz nie formuliert und bewiesen hat, dass er ihm erst posthum (von wem?) zugeschrieben

wurde (warum?). Einen kleinen Hinweis liefert die folgende FuBnote [HOFMANN 1958,

S. 200]:

»Die Aufgabe soll mit der Bestimmung des Mittelpunktortes aller Ellipsen zusammen-

héingen, die einem konvexen Viereck einbeschrieben sind. Ich habe die Stelle bei NEWTON
nicht finden konnen.“

Abb. 13

Vielleicht gibt es auch gar keine ,,Ori ginalarbeit" von ANNE, in der er ,,seinen® Satz und einen zugehori-
gen Beweis veroffentlicht hat? Vielleicht hat er nur handschriftliche Notizen oder seine Erkenntnisse

miindlich an Kollegen weitergegeben, die dann zu diesem Thema — unter Nennung des Namens ,,ANNE* —
publiziert haben, z. B. [SERRET 1855].
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In der Tat: Wenn man einem konvexen Viereck eine Ellipse
einbeschreibt, dann liegt ihr Mittelpunkt auf der NEWTON-
Geraden des Vierecks. (Vgl. Abb. 14; zu einem momwca:w:
Viereck gibt es sehr viele einbeschriebene Ellipsen, wie man
sie konstruiert, sei dahingestellt.) 4
Man kann den Beweis dieses Satzes auf den m@oﬁn:o.:
Satz von NEWTON zuriickfiihren: Wenn man das Viereck mit
der einbeschriebenen Ellipse in Richtung ihrer groffen Halb-
achse staucht, sodass die Ellipse zum Kreis ,S_Rr ammd hat
i ntenviereck mit Inkreis; die beteiligten Eigen- o
Hﬂwmwﬂ Mwhmoos erhalten, d. h. der Mittelpunkt der m:wcww wird zum Inkreismittelpunkt, ﬂ:a
die gestauchte NEWTON-Gerade des Vierecks ist auch die NEWTON-Gerade des gestauchten
<_$momo _Mw durchaus plausibel, dass NEWTON das WEEQF den mwoamimo:@: Ort aﬂ ZM-
telpunkte einbeschriebener Ellipsen zu bestimmen, in dieser Weise auf ,_,m:mos,mosﬁﬁwwﬁw
zuriickgefiihrt hat; der Kern der Losung hat sich dann als ,,Satz von Jméaoza <o~_muo.om”3
standigt, und dieser ist wiederum zum Korollar des ,,Satzes <o: >12m gewor m_n.ﬂ.. m <

Phinomen ist in der Mathematik nicht selten zu beobachten: .<<:a ein Problem ge oMr ann

befreit sich ein wesentlicher Teil der Lésung vom urspriinglichen Wosﬁm.xﬁ und comw_ﬂ: ein

eigenes Leben, er kann neue Begriffe generieren und sogar zum Kern einer woca_ww . w.o%%

werden (dazu ist natiirlich erheblich mehr mccﬂmﬁ ﬂ_u_o.ﬁ,_m:m_m in unserem Mikro-Beispiel).

ist dann i. A. nicht leicht, die Entstehung nachzuvollziehen. , o
= __muﬁwno_mm”hrwﬁ MnoBoEmo:wn Probleme und Sitze Emi?\mn.@n sich u.a. darin, dass sie MH.:
anderen Themen in enger Beziehung stehen. Das mzﬁ. auch fiir den Satz von ANNE, wie die
folgenden weiteren Eigenschaften der Diagonalenmitten und der NEWTON-Gerade zeigen
mozm_m.o Gerade MN wird manchmal auch als ,,GAUR’sche Gerade® bezeichnet, denn es gilt

o wwwmsm&»m&\m\w@ow ABCD kein Trapez ist, dann betrachte man die Schnittpunkte £

bzw. F der Paare von Gegenseiten (Geraden) AB,CD bzw.

AD,BC: O sei der Mittelpunkt der Strecke EF. Dann

liegen die Punkte M,N,O auf einer Geraden.

Weiterhin ist der Satz von EULER zu erwihnen:
Ineinem beliebigen Viereck sei e = [AC|, f :=|BD|, g =|MN
danngilt: @’ +b* + P +d* =& + f2 +4- ¢ o

(Vgl. Abb. 15.) Hierzu sei ein Beweis skizziert, a@w. vor al-
lem wegen seiner Struktur reizvoll ist: Der m:m.meS.w Fall
wird mithilfe einer geschickten Rechnung auf einen o:%m.or
7u beweisenden Spezialfall zuriickgefiihrt (fehlende Details
bitte selbst ergénzen).

a) Fir Parallelogramme ist M =N, also g =0; zudem
gilt a=c und b=d, somit wird die Behauptung redu-
ziert auf N.AQN +wwvu% + f?; das ist mit dem Satz des
PYTHAGORAS leicht zu beweisen. Abb. 15

s
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Abb. 16

b) @co&mmn: auf ein Dreieck (halbes Parallelogramm)
lautet der Satz aus a) wie folgt (um die Vierecks-
Bezeichnungen nicht zu stéren, nennen wir die Drei-
ecksseiten jetzt x,y,z): Ist s, die Seitenhalbierende
von x, dann gilt ,? + ;2 um\Nﬁ.ﬂN

¢) Im allgemeinen Viereck wird nun der Satz iiber Drei-
ecke aus b) dreimal angewendet: Im AABC bzw.

% 2 2 2
AACD gilt %+w~nW+iw§N bzw. ¢’ +d4* = & +2.\oMf’ ;

2
im ABDM gilt _mer_bi_Nn\Wer.%. Addieren

der ersten beiden Gleichungen und Einsetzen der drit-

ten ergibt sofort die Behauptung.

AbschlieBénd sei noch ein kleines Problem genannt, das
mit den Diagonalenmitten zusammenhédngt [aus SIMON
1906, S. 156]; vgl. Abb. 16; eine bedeutend iltere Literatur-
quelle* dazu ist [BRUNE 1841]:

Man zeichne die Parallele zur Diagonale AC durch N
und die Parallele zu BD durch M sie schneiden einander
in einem Punkt E. Verbindet man E mit den Seitenmitten
des Vierecks, dann wird das Viereck in vier fléchengleiche
Teile zerlegt!

Eine Variation dieser Figur fiihrt direkt auf ein weiteres
Problem: Verbindet man E mit den Eckpunkten des Vier-
ecks, dann sind nicht mehr alle Teile flachengleich, aber
immerhin noch die jeweils gegeniiberliegenden Dreiecke

Abb. 17 (vgl. Abb. 17).

Die Figur ist dhnlich gebaut wie bei unserem urspriing-
lichen Problem des Satzes von ANNE, nur die Frage ist eine

andere. Man kann das Problem wie folgt verallgemeinern: Fiir welche Punkte / ist ein
einziges Paar gegeniiberliegender Dreiecke flichengleich? Vermutlich wird sich wiederum
eine Gerade ergeben, und wenn man die beiden zu den jeweiligen zwei Dreieckspaaren
gehorenden Geraden zum Schnitt bringt, dann erhilt man den Punkt E.
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